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����	����	�

��	$��	 "���$�	 "�	�������	�� ��� �
��	�
��, ������!��

	��	
��	���� �	������ "� "����� "�������	 �$��	��� � ���	=-
�	���� ���+	�� �$��������� "� 
	����	���� �"	
���4���
��. 

@
 ��!	�
���!�� ��	$����� � ��	$��� "���$�� "� 
	��	
�-
�	���� �	�����	 �����	 ������	 �
����	
�� $��		 ��
�����4-
��� � �	
����	���� 
���� ��	��� ���"���=	��	� ��
	�����,
"���
�
�� � ���
�"���
4� 	�� ����=	���. ���4+�	 �������	
��	�	�� �	
���
� ������������ �������� "���
��, 
	��	� �
"���
�"�� �	������ � �� ������
	�4�
��. #!�
	�4�� "���-
$�����	 "���
�	 "���	�� "�������
 ���$=	 �����
4 ��!���
4

	��	
��	���� "���=	��� � �	
����� �	+	��� �����. * ��	$-
��� "���$�� "���	�	�� $��		 180 ��������, �
� "������	

�������� "�������
������
4 
	��	
��	���� ��
	���� � �	-
+	��	 �����.

*���=�� ���$���� $����������
4 �	
	��	�
��: ���	���-
!	�� ���	���� 
	��	
��	���� �	������ �	���������� ����-
����
�	����� 
	����	����� ����	���
	
� ���
��� ������-
��
	��
��	���� ����, "���	����� *.A. *���	���, ���
��� 
	�-
���	���� ����, "���	����� �	���������� ��������
�	�����
����	���
	
� �������
��� � �����?�	�
������ *.'. A�����
� ��
	�
� ���	��� 
	��	
��	���� �	������ �	����������
��
�����4���� 
	����	����� ����	���
	
� �.&. �	��	��� ��

	���	 ���	�����, ��
���	 "�������� � �����
	�4��� �
	"	��
����+�
4 ���	�=���	 �����, � 
��=	 ��
�����
	 ���	��� 
	�-
�	
��	���� �	������ �	���������� ��
�����4���� 
	����	-
����� ����	���
	
� C.�. #�����4�-D�"����  �� $��4+�� � ��$��-
���	�
��� ��$�
� "� "����
���	 � ������� ������� "���$��.

>	���	 ������	 ��+�� � �> «&���
	�4�
�� “*�+?�+��
+����”» � 2010 �.

"��
�
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������	� � �	���	�


�������� — ����	� 
	��	
��	���� �	������, � ��
���� ���-
��	
�� ���=	��	 ��
	����4��� 
	� � 
��	� "�� �	��
��	� "��-
��=	���� ���.

������������ ���� — 
	��, ��	�!		 �����.
������������ ����� — ��
	����4��	 
	��, �������	 � ���=	-

��� 
��	� ��
����� ����	
�� �	��!	�
�	����. F
� ��=	
 $�
4
��� 
	��, ����	���� ��
����� "�� 	�� ���=	��� ��=�� "�	�	-
$�	�4, 
�� � 
	�� ���	���� ����	���, 	��� ��� ���=	
�� "��
�-
"�
	�4��. '�
	����4���� 
������ �������
 
��=	 � $	���-
�	��� ����	 ���
�
�, �� ��
���	 ����	��� ���$���	
�� 
�	�-
��	 
	�� "�� �"�	�	�	��� �
�	�4��� 	�� �������	���� �����-

	���
��. >���	�� ��
	����4��� 
��	� (���. 1): � — G	��� "��
���=	��� ������ A���
�; � — 
�	���	 
	�� "�� "��
�"�
	�4���

���=	���, 
�� ���  � — ���
�
� 
	�� "�� ���-

!	��� 	�� ������ ���.

��!!� ���� — ?
� ��������� "���=�
	�4��� �	������, ����-
��!�� �
 �����	�
�� �	!	�
��, ���	�=�!	���� � ������ 
	�	.

V V a aB A B A= =; ;

#�
. 1
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* �������	���� �	�����	 ����� 
	�� ����	
�� "��
������ �	-
�������, �	 ������!	� �
 ������
� 	�� ���=	���. @����� 	�
4

	��, ����� ��
���� "�� ���=	��� ��=	
 ���	��
4�� ���	�-
�
��	 "����	���	��� ��� �
$��������� ��
	����4��� ���
�
,

�� ������	��	 
	�� "	�	�	���� �����.

���� — �����	�
�	���� �	�� �	�����	����� �������	��
���
�	=�� 
	���� ��� �	=�� 
	��� (
�����) � "��	� (?�	�
���	����,
�����
��� � 
.�.). A��� — �	�
����� �	������, �����
	�����!�-
��� �����	�, 
����� "����=	��� � ��"����	��	� (����	� �	�-
�
���) (���. 2: " — 
���� "����=	���, A� — ����� �	��
��� ����).

* �������	 ������ � "��
������� ������ ������
�����
-
�� � "	�	�	���	, ��
���	 ����
 �����	
4 �
 ��	�	�� t,

������
� , "���=	��� � "���
����
�	, �"�	�	��	���� ������-
�	�
���� , ��� �
 ������"���
� ?
�� �	�����, 
.	.

>���	�� 
���� ��� "���	�	�� �� ���. 3: � —  — �	�


	��;  — ���� ��"��
���	��� �������; � —  —

���� 
��� ?�	�
������; � —  — ���� �

��������� �


	�
�� $  ��� "��
�=	��� � �	��.

�"�#���� � �	�����	 — ?
� ���	�	��	 "���=	��� 
	�� �
"���
����
�	 � �� ��	�	��.

���!����!�"� � �������	���� �	�����	 
�	��	���	, � ��
�-
��� �"���	����� 	�������� �	��	
���.

#�
. 2

V
r

F

F F t

F F V

F F r

F F t r V

=
=
=
=
=

const;

( );

( );

( );

( , , ).

G = const

R R V= ( ) F F t
 = ( )

F F r= ( )



6

����� — ��������� �	������, ��������� ���	���!���� �
��$�� ���
	��� �
��	
� (���
	��� ��������
).

��!���� �$���% — ?
� ������"���
4 	����
 ���	�	��� ����-
�	���� �	�����. ��� ���	�	��� ��	� �	�����	���� �	����� ��-
�
�
���� 
�	� �������� 	����
: 	����
 �����, ��	�	��, ���-
�� ��� ����. *�	 ��
��4��	 	����
� ���	�	��� �	�����	����
�	����� — "���������	 �
 ��������. @������� 
�"�� ���
	�
	����
 ����	
�� A& — �	=���������� ���
	�� 	����
  ��� $�-
�		 �	���� — A�A.  &����� ��
�	��	
�� "���	�	��	 '��A — 
	�-
���	���� ���
	�� 	����
 (
�$�. 1). *  A& �� 	����
� ���� "��-
����	
�� ���� � 1 %, � ���
	�	 '��A — 1��.

%����&� 1

���� " 1 � — ?
� ����, ���$!��!�� ����	 � 1 �� �����	��	 1 �/�2,


.	. 1 % = 1 �� �/�2 — "���������� 	����
�; ���� � 1 �� ≈ 9,8 %.

A��
	�� 
	����
 A& A�A '��A

'	�����	����
�	������ ����	����
4 @$����-

�	��	
����	�-
���
4

@$����-
�	��	 ����	����
4 @$����-

�	��	

����� �	
� � ���
�-
�	
�

�� �	
� �

*�	�� �	����� � �	����� � �	����� �

'���� ���������-
�����

�� �����-
�����

� 
	����	���� 	��-
��
� �����


. 	. �.

A��� �4�
�� % ���� ��� ���������-���� ��

#�
. 3
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�DC*C 1. �	���	�� ��&��	��'��* &�+�	

1.1. /����4 $������� �����������: ����� 
(;����4 ������� — ��<����)

1.1.1. ������ �	
�� — �	
�� 
����



&������������ �
 ��	+��� ����	��
��� ��� ������!��-
�� "�� �	��
��	� �������	+	���� ���
	�� ��� ��
	��-
��4��� 
���� �������	
 ���
����	 "���� ��� ���=	
��
������	��� � "�������	���.

���=	��	, ���	�+�	��	 
����� "�� �
��
�
��� ��� ��� "��
�	��
��	� �������	+	���� ���
	�� ���, ������	
�� $"�#���-
�� =� ����%��.

%�"���	�: ���=	��	 
	�� "� ������� (���� 
�	��� ����� ��-

��) �������
��4��� "��	�����
� (���. 4:  — �	� 
	��;  —
������4��� �	��
�� "������
�).

#�� ��� , 
� "�� �����4��� ������
�  
	��

$��	
 �����
4�� � 
�� =	 ������
4�; 
.	. ; "�� V0 = 0 
	��

$��	
 "����
4��.

G N

#�
. 4

Fkx∑ = 0 V0 0≠

V V= 0
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1.1.2. ������ �	
�� — �������� �	
�� �
�	�




>�����	�	��	 ����� 
���� �� �����	��	, ��
���	 ��� "�-
����	
 "�� �	��
��	� ������ ����, ����� "� ������
?
�� ���	, � ��"����	��	 �	�
��� ���� ���"���	
 � ��-
"����	��	� �	�
��� �����	���.

'�
	��
��	��� ?
�
 ����� ����=�	
�� �	�
����� ����-
�	��	�

(1.1)

>��  �, ��	����
	�4��, ���=	��	 
����

�����"	�	�	���	 (���. 5: � — ���=	��	 ���	��	���	, ;

� — ���=	��	 �����	���	, ).

>��  — 
���� ���=	
�� ������	�-

�� � "�������	��� ��� "��  — "����
�� (����� ��	�-

��). *
���� ����� "������	
 ��
�����
4 ����4 �	=�� �����
�-

������ ������ � 
	��, ������!	���� �$���� �	���� "��	��-
���
�, � 	�� �	��� G, � ��	���, G = mg, ��	 g — �����	��	 ���-
$������ "��	���.

'���� 
	�� (
����), �"�	�	�	���� �� �����	��� (1.1) "�� ��-

�	�
��� �	��
���!	� ���	  � "����	���� "�� �	��
��	�
?
�� ���� �����	���  , ������	
�� ��	�
��� ������ � ����-
	
�� �	��� ��	�
���
�.

	������!�� — �����
�� ��
	����4��� 
	� $��
�		 ��� �	�-
�	��		 ���	��
4 ������
4 ���	�� ���=	��� "�� �	��
��	� "��-
��=	���� ���.

>	���� � �
���� ������ �������� �"���	����� � ��	�
���4-
��� ���
	��� �
��	
�, � ��
���� "����$�� $��	
 ������� ��=	.

ma F= .

F a= =const const

α π>
2

α π<
2

#�
. 5

F a V= = ⇒ =0 0 const

V0 0=

F
a
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1.1.3. ����
� �	
�� — �	
�� �	������	 
������
� 
 ����
��������
�

��	 ��
	����4��	 
���� �	��
���
 ���� �� ����� � ����-
��, ������� "� �	�����	 � ��"����	����� ����4
"�����, ��	�����!	� ?
� 
����, � "��
���"���=��	
�
�����.

#�� ��� ����  "����=	�� � ������ 
�����, 
� ���-


	�� ���  �	 ����	
�� �������	+	���� (���. 6).

* ���� ��	�	�4   — �
-

��+	��	 ���� �������	��
���!�� 
��	� �$��
�� "��"��
��-
���4�� �� �����	����.

1.1.4. ��������� �	
�� — 
�	
�� ���	�
�
����
 ������
� �
�

�����	��	, "�����	��	 
����� "�� �	��
��� �� �		 ����-
��	�	��� �	����4��� ���, ����� �	��	
���	���� ����	

	� �����	���, ��
���	 "������� $� 
���� "�� �	��
���
�� �		 ��=��� ���� � �
�	�4���
�.

�������
� (���. 7). ������	�-

�
���!��  ���
	�� ���

.

F F1 2= −

F F1 2,( )

#�
. 6

| |F1 = ⇒ = ⇒ =| |F m a m a
m

m

a

a2 1 1 2 2
1

2

2

1

#�
. 7

R

( , ...,F1 F Fk n, ..., ) :

R F F F Fk n k
k

n
= + + + + =

=
∑1

1
... ...
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#�� ���


� 

���

.

* ������ ��	$����� � ��	$��� "���$��� "� 
	��	
��	����
�	�����	 � �����	 ������ �������� ����������
�� "�-���-
����, �� ����� �� ��
�	
�� ����� � 
	� =	. @$!�� � �������-
����	 "	����� ������ ����	
�� ����
�
�
�� 
���, �
� 	��� ��-
��, "����=	���	 � ��
	����4��� 
���	 ��$� � 
	��, ��
���	
��=�� "����
4 �� ��
	����4��� 
����, ������� �������	+�-
���
��, 
� ��� (��� ���) � ��	�
���4��� ���
	�	 �
��	
� ���-
=	
�� ������	��� � "�������	��� ��$� "����
��. F
� ����-
�
�� ��
	����4��� 
	�, ���	�
��	 ��� "���
�" ��	�
��, $���
��
�����	�� �����		� � 1638 �. �� ��������� ���������	����
�"�
�� � ��$���	��� ��� ���=	��	� 
	�. �� �����	� ���
�-
���4, �
� 	��� �� 
	�� �	 �	��
���
 ���� ��� �	��
��	
 ������-
�	+	���� ���
	�� ���, 
� 
	�� (��� ��
	����4��� 
����) $��	

"����
4��.

%	��
���	 ��
��� "�� �����������	 "	����� ������ ����-
���� �� "	���	 �	�
� �
���
 �
�	�=�	��	 � 
��, �
� ��!	�
��	


���� ���
	�� �
��	
�, "� �
��+	��� � ��
���� ����������-
��� �
 ��	+��� ����	��
��� ��
	����4��� 
���� ��$� "����
-
��, ��$� ���=	
�� ������	��� � "�������	���. #���� ���
	��
�
��	
� ������	
�� ����%������:. >�?
��� ��
4 "	����� ������
�����
�� � ����
�
�
�� ��!	�
������� ��	�
���4��� ���
	��
�
��	
�. * ���	�
�	 
���� ���
	�� � $��4+�� �
	"	�4� 
�����-

� ��=�� "����
4 ���
	�� ��������
 � ������� � 
	�
�	 A���-

� � �����, ��"����	����� �� 
�� «�	"����=��	» ��	��� (
��
������	��� �	���
	�
���	���� ���
	��). 

J��� �	�$������ ���
���
4 ��
����	 ���!	��	 G	���, 
�
�� ��	�
���4��� ���
	�� �
��	
� "�������
 �	�
	�
���	-
���� ���
	�� ��	� ��������
 � ������� � 
	�
�	 G	��� � �����,
��"����	����� � 
�	� ��$������ «�	"����=���» ��	����.

ma R ma F ma F ma Fk k n n= = = =; ,...; ,...; ,1 1

m a a a ma Rn1 2+ + +( ) = =...

a a a a ak n k
k

n
= + + + + =

=
∑1

1
... ...
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��� $��4+���
�� 
	����	���� ����� � ���	�
�	 ��	�
���4-
��� ���
	�� �
��	
� ��=�� "����
4 ���
	�� ��	�, ���������
� G	��	�, ���
�� 		 � ������ �����	 �	"����=���.

#�� ��� � ����=��!	� ��� ���	 ��	 ���=	
��, 
� "���� ��-
��	
�� �
����
	�4���, �������� "���
�	� � ��	�
���4���
���
	�� — ?
� ������� �	"����=��� ���
	��.

#	"	�4 "�	��
����, �
� � ��	�
���4��� ���
	�	 �
��	
� 
	-
�� "����
��, � �
����
	�4�� ?
�� ���
	�� ���=	
�� ������	�-
�� � "�������	��� "��
�"�
	�4�� ������ ���
	�� ��������


�� ������
4� . >�?
��� � ?
�� ���=�!	��� ���
	�	 ������-
��
 �����	 
	�� $��	
 �����
4�� ������	��� � "�������	���

�� ������
4� — , 
.	. � ?
�� ���
	�	 ��������
 $��	
 �"��-
�	���� "���
�" ��	�
��.

#���� �$�����, ���
	�� ��������
, ���=�!�	�� �
����-

	�4�� ��	�
���4��� ���
	�� ��������
 (���
	�� �
��	
�)
"��
�"�
	�4��, ������	��� � "�������	���, 
��=	 �����
��
��	�
���4���� ���
	���� �
��	
�.

@$!�� � �����������	 �
����� ������ ����	
�� �
�	�=�	-
��	 � 
��, �
� ����, �	��
���!�� �� ��
	����4��� 
����, 		
����� � �����	��	, ��
���	 ��� "�����	
 "�� �	��
��	� ?
��
����, �������������, �� ?
� ����� �����	 ��
��� ���������-
�
 "�-�������. @��� �� "	���	 �	�
� �
���
 ����, �����	 —
�����	��	, ��"���	�, ��	�
� 
���, ���
������� �� ���������-
��� �
�	�, ����� ��
��������� ��

� �
�	� �� ��	�
� �� �
	
��-
��!, ��� �
	
����� �
�	�, �
������
� �
� ���
����� ����
-
����
� 
���, ��!�
 ��
�
�&�
�����
 
��� � 
�����
 ��
�
�&�
-
�����
 ��

� �
�	�. 

	; �!����� $�������. ��� ���	�
��, ������ �������� $�-
�� ����=	�� � �����
� �
��4������ ��	��� �	�
��� �	�
��-
�� (1564—1642) � ���������� ��	��� ��		
�� ��������
(1643—1727).

* 1687 �. %4�
�� �"�$������� ������	�
��4��	 �����	��	
«'�
	��
��	���	 ������ ��
����4��� ���������», � ��
����
�$�$!�� ��	 
�, �
� $��� ��	���� � �	�����	 �� �	��, � 
��=	
�	���4
�
� ����� ������� ����	������� � ��$���	���. * ?
��
��$�
	 $��� �������������� �������	 "���
�� � ������
�������	���� �	������, �� �����	 ��
���� ���� ���
	��
�-
�	���	 ����=	��	 �������� � "������� 		 "���	�	��	 � �	+	-
��� �����, ��������� � ���=	��	� 
	�, $��+	���� "�� �����

V

V
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� �������
�, � ���=	��	� 
	� � �	���4
�
	 �� �������	��
���
"�� ����	, � ���=	��	� �	$	���� 
	�, � 
��=	 � ��
�����	��	�
���
��+	��� �	=�� ������ � ������
��� 
��	� �� "����=	-
��� "���	��
	�4�� � "���
	�+�� ��+����-$�����, "���"��-

��, �������� � ���
���� "�	����.

>���	�	� �	��
���	 "���=	��� �	������ � 
�� ���	, ���
?
� ����=	�� %4�
���� � «'�
	��
��	���� �������…», ���-
���� "	�	��� ��
���� ��"���	� ����	����� C.%. ��������
(1863—1945) � 1915—1916 ��. * ��������� "	�	���	 � ��
�����-
�� ������� ��� ������ ���=	���, ��� �� ������� %4�
��,
�������������� ��	���!�� �$�����.

/���� I

*����	 
	�� "�����=�	
 ��	�=���
4�� � ���	� ���
����� "���� ���
������	����� � "�������	����� ���=	���, "��� � "�����4�� ��� �	 "�-
��=��	
�� "����=	����� ������ ���	��
4 ?
� ���
����	.

/���� II

&��	�	��	 �����	�
�� ���=	��� "��"��
�����4�� "����=	����
���=�!	� ���	 � "��������
 "� ��"����	��� 
�� "�����, "� ��
���� ?
�
���� �	��
��	
.

/���� III

�	��
��� ��	��� 	�
4 �����	 � "��
���"���=��	 "��
����	��
��	,
����	 �������	��
��� ���� 
	� ���� �� ����� �	=�� ��$�� ����� � ��-
"����	�� � "��
���"���=��	 �
�����. 

'�������� ��	
� �	 $�� ������������� %4�
���� ��� �
-
�	�4��� ����� �	������, �� 	�� ��
4 $��� ����=	�� � ����� ��
��	��
���, � ��
���� ���� �$�$!	��	 "������ "�����	������-
�� ���. A��
	�� �
��	
� (���
	�� ��������
), � ��
���� �"��-
�	����� ��
�����	���	 �� ������ � "���
�" ��	�
��, �� �	
������� ��	�
���4���, ��� ?
� "����
� �	����. @� ������� ��
"�	��
���	��� �$ �$����
��� "���
����
�	, ���
��, �
� ���
«"� ����� ���	� ��!���
� $	��
����
	�4�� � �	�� $� 
� �� $�-
�� ��	+�	�� ��
�	
�� ��	��� ���������� � �	"����=���», �
������
����� ���=	��	 � ?
�� "���
����
�	.
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��� ���
	�� �
��	
�, ��������� � ?
�� "���
����
���, �� �
���
�� �"���	������� "	���� � �
���� ������ ��������.
>���	���!		 �����
�	 "�	��
���	��� � "���
����
�	 "���	��
� "������ �
��
���� "���
�� �$����
���� "���
����
��.

�	��
����
���� �	������ (�"	
���4��� 
	���� �
����
	�4-
���
�), ��������� � �����	 XX �. �	�	
��� ������� ������-
��� !��"������ (1879—1955) � ����� ������ ��	���, ���	�-
��� �$����� ���	���� "�	��
���	��� �	������ � "���
���-
�
�	, ��	�	�� � ����	. * ���
�	
�
��� � ?
�� �	������� "��
������
�� ���=	��� 
	�, $������ � ������
� ��	
� � "��
�
	

(3·105 ��/�), ����� 
	� ��	������	
��, 
	�	��	 ��	�	�� ���	�-
��	
��, ����	�� 
	� ���	���
�� � �	��	
��� J������ �	"��-
�	����. 

*
���� ��"�!	��	�, �	=�!�� � �����	 �4�
������ �	��-
����, ����	
�� �
�	�=�	��	 ��!	�
������� �$����
���� ��	�	-
��, ��
���	 «…���� "� �	$	 � ����� ���	� ��!���
�, $	� �������
�
��+	��� � �	��-��$� ��	+�	�� "��
	��	
 ������	���…».

1.2. ��>>����%�����4� ?��"����� $"�#���� 
�����������: �����

>��
4 �� ��
	����4��� 
���� � ������ m �	��
���
 ����-
��	�	��� �	����4�� ���, ��	�� ��
���� 	�
4 ��� "��
�����	,

�� � "	�	�	���	 ����.

*
���� ����� �������� ��"�+	� � ���	

. (1.2)

#�� ���

, 

��	  — ������-�	�
�� ���=�!	��� 
����, 
� �����	��	 (1.2) ���	�-

=�
 "���������	 �
  "� ��	�	�� � "�	��
����	
 ��$�� ����	-
�	�
���4��	 �����	��	 ���=	��� ��
	����4��� 
���� � �	�
�����
����	, ��� �������	 �����	��	 �������� ��
	����4��� 
����.

>��	�
�� �	�
������ �����	��� (1.2):
• �� ��� �	���
���� ��������
 (���. 8, �)

ma F R t r Vk
k

n
= =

=
∑ ( , , )

1

a
d r

dt
V

dr

dt
= =

2

2
,

r
r



14

(1.3)

• �� 	�
	�
�	���	 ��� (���. 8, �)

(1.4)

�����	��� (1.3) � (1.4) �����
�� ����	�	�
���4����
�����	����� ���=	��� ��
	����4��� 
���� ���
�	
�
�	��� �
�	���
���� ��������
�� � 	�
	�
�	���� ����. >���	���	 ����-
���
  	�
	�
�	����� ����	�	�
���4���� �����	����� ���-
=	���, ��
���	 �$���� "���	���
�� "�� ��������	���� ���-
=	��� 
����, 	��� 
��	�
���� 
���� ���	�
��. 

J��� "�� ��������	���� ���=	��� 
���� � "������
� 		

��	�
���� �	���	�
��, 
� ���
�����
�� ��� �����	��� � "��	�-

��� �� ��� �	���
���� ��������
  � , ��"����	���� � �
�-
���� ���=	���.

ma mx F

ma my F

ma mz F

x kx
k

n

y ky
k

n

z kz
k

n

= =

= =

= =

⎫

⎬

⎪
⎪=

=

=

∑

∑

∑

1

1

1

;

;

;

⎪⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

ma m
dV

dt
F

ma m
V

F

ma m F

k
k

n

n k
k

n

b k
k

n

n

b

τ τ

ρ

= =

= =

= ⋅ =

⎫

⎬

⎪
⎪=

=

=

∑

∑

∑

1

2

1

1
0

;

;

.

⎪⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

#�
. 8

x y
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>�� ���
���	��� ����	�	�
���4��� �����	��� ���=	���
� �	���
���� ���� �	�$������ "���	�=���
4�� 
���� "���	��-
��
	�4���
�.

1. *�$��
4 ���
	�� �
��	
�, "��	�
�� ������ ��������
 �
�����4��� "���=	��� 
���� ��� � "���=	��� ������	���, 	�-
�� 
���	 ��		
 �	�
� "�� ���=	��� 
����. @�� ��"����
4 �
�
����� ���=	���.

2. &��$����
4 ���=�!���� 
���� � "�������4��� "���=	-

���, �� 
��, �
�$�  � 
.�.

3. >�����
4 ��
����	 ����, �	��
���!�	 �� 
����, � �	��-

�� �����, 	��� 
���� �	���$�����.

4. G�"���
4 �������	 �����	��	 �������� � �	�
����� ���-
�	 � ��	
�� ��	� ���, �	��
���!�� �� 
����.

5. A"��	
�����
4 "����	���	 �	�
����	 ���	��
�� �� ���
(��� �� ���� �� ��	�), �"�	�	��� "��	�
�� ��� �� ��� ������-
��
 � "���
���� ����� "��	�
�� ��� � "����� ���
4 ����	�	�-

���4��� �����	��� (��� �����	���). >�� ?
�� �	�$������

��	 "	�	�	���	 ���� ������
4 �	�	� 
	 �	������ (
� 
.�.), �
 ��
���� ?
� ���� ������
.

1.3. �"� �!��"�4� ;�$��� $������� 
$�� �����������: ����� � �@ ��A����

1.3.1. ����	� (����	�) �	�	#	

G��� ���	��
��	���� ����� ���=	��� � ����� 
����,
�"�	�	��
4 ����, �	��
���!�� �� 
����.

��� �	+	��� ?
�� ������ �	�$������ ���
4 �����	��	 
��-
��. * ������� ?
��� 
�"� ��� ��=	
 $�
4 ������ �	"���	��
�	�-
�� ��$� ����� ���	��
��	���� ����� ���=	��� 
����, � ���
-
�	
�
��� � ��
���� ��� ��=	
 $�
4 �"�	�	�	��.

1. ���=	��	 
���� ������ � �	���
���� ��������
��
x = f1(t), y = f2(t) � z = f3(t). @"�	�	���
�� ����	�	�
�������-
	� "��	�
�� �����	��� �� ��� ��������
:

;  ;  ,

� ��
	� — "��	�
�� ���� �� ?
� ���:

x Vx> >0 0,

t x x, ,

x
d x

dt
=

2

2
y

d y

dt
=

2

2
z

d z

dt
=

2

2
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 (1.5)

'����4 � ��"����	��	 ���� �"�	�	��	
�� "� ��������:

(1.6)

������ 1. '�
	����4��� 
���� ������ � ���=	
�� � "������
� $xy ��-

������ �����	���� x = 2t (�);  y = 1 + 2t2 (�). @"�	�	��
4 ����, �	��
���-
!�� �� 
����.

��A����. >��	�
�� ���� �� ��� ��������



�� ��� 

F mx

F my

F mz

x

y

z

=
=

=

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

;

;

.

F F F F

F i
F

F

F j
F

F

F

x y z

x

y

= + +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

2 2 2 ;

cos , ;

cos , ;

cos

^

^

,, .
^

k
F

F
z

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

F mxx = = 0,

x
dx

dt
x

dx

dt
= = = =2 0; ;

#�
. 9
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�� ��� 

A���, �	��
���!�� �� 
����, ��"����	�� "�����	�4�� ��� y (���. 9) �

2. #���� ���	�+�	
 ��������	���	 ���=	��	, ���	�
	� ��-
��� ���=	��� s = f(t), 
��	�
���� 
���� � 		 ������ ��������
ρ. * ?
�� �����	 ���$�� ���"��4����
4�� 	�
	�
�	����� �����.
>��	�
�� �����	��� �� ?
� ��� �"�	�	���
�� "� ���	�
���
��������:

• �� ����
	�4��� ��4

 — ����
	�4��	 �����	��	;

• �� ������� ������4

 — ������4��	 �����	��	.

>��	�
�� �����	��� �� $�������4 ����� ����. #���� "��-
	�
�� ���� �� 	�
	�
�	���	 ���

(1.7)

'����4 � ��"����	��	 ���� �"�	�	���
�� "� ��������

(1.8)

F my m
d y

dt
my = = =

2

2
4 ,

y
dy

dt
t y= = =4 4; .

F F my= = 4 .

a
dV

dt

d s

dt
τ = =

2

2

a
V

ds

dt
n = =

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟2

2

ρ ρ

F m
dV

dt

F m
V

Fn

τ

ρ

=

= =

⎫

⎭

;

; .
2

0b

F F F

F
F

F

F n
F

F

n

n

= +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

⎫

⎬

⎪
⎪⎪

⎭

τ

ττ

2 2

0

0

;

cos , ;

cos , .

^

^ ⎪⎪
⎪
⎪



18

������ 2. C�
���$��4 ������ � = 1000 �� ���=	
�� "� ��"������
���
� �� ������
4� V = 20 �/�. ������ �������� � �	�	���	 ���
� ρ = 100 �.
@"�	�	��
4 ���� ����	��� ��
���$��� �� ���
 � ���	�
, ����� �� ����-
��
�� �� �	�	���	 ���
�. A����� ��"��
���	��� "�	�	$�	�4.

��A����. A��
�� ��
���$��4 ��
	����4��� 
�����, ���$����� 	�� � �	�	-

���	 ���
� � "���=	� ����: �	�  � ������4��� �	��
��  (���. 10).

*
���� ����� �������� � �	�
����� ����	

A"��	
���	� ?
� ���	��
�� �� 	�
	�
�	���	 ��� τ � n:

����	��	 �� ���
 ����� "� ������ �	��
�� N � ��"����	�� ����.

3. #���� ���	�+�	
 �����"	�	�	���	 ���=	��	. ��� �"�	-
�	�	��� �����	��� ��"��4��	� �������

(1.9)

��	 t — ��	�� ���=	��� 
����; s — "����	���	 �� ?
� ��	�� ���-
�
����	; V0 � V — �����4��� � ���	���� ������
� 
����; �τ — ��-
��
	�4��	 �����	��	.

mg N

#�
. 10

ma mg N= + .

ma m
dV

dt
Vτ = = ⇒ =0 const;

ma m
V

mg N N mg m
V

m g
V

n = = − ⇒ = − =

= −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = −⎛

⎝
⎜

⎞

2 2

2

1000 9 8
400

100

ρ ρ

ρ
,

⎠⎠
⎟ = 5 8, .�%

s V t
a t

V V a t

= +

= +

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

0

2

0

2
τ

τ

;

,
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>�� "�������	���� ���=	��� �τ = a, an = 0. >�� V0 = 0
�����	��	 � �"�	�	��	
�� "� ����� �� ������:

(1.10)

������ 3. * ��$��	 ���
�, ���=�!	����
��	�� ����������	��� $	� �����4��� ������
�,
�
��
 �	���	� ������ �. @"�	�	��
4 ����	��	 �	-
���	�� �� "�� ��$���, 	��� �� ��	�� t ��$��� "��-
�����4 �� ����
� h.

��A����. @$M	�
 ����	������� — �	���	�.
@�4 $� ��"����� ��	��. %� �	���	�� �	��
���


�	��
�� "���  � 	�� �	�  (���. 11).

G�"�+	� �
���� ����� �������� � �	�
��-
��� ����	, � ��
	� � "��	�
�� �� ��4 �:

>��	�
�� �����	��� �� ��4 � � ��	
�� (1.10):

 

�	��
�� "���: 

����	��	 �	���	�� �� "�� ����� �	��
�� N � ��"����	�� � �
�����,
"��
���"���=���  �	��
��, 
.	. ����.

> � � � 	 � � � � 	.  >�� ���=	��� ���
� ���� ��4 � ��"�����	
�� 
��-
=	 ����. #���� 


.	. ����	��	 � ?
�� �����	 �	�4+	 ���� 
�=	�
�.

>�� �	+	��� "	���� ("�����) ������ �������� �	�$����-
��: �) �"�	�	��
4 �$M	�
 ���=	���, 
.	. ���=	��	 ������ 
	��
��� 
���� ��	��	
 ������
����
4 � ������ �����	; $) ���$��-

a
V

t
a

s

t
= =���

2
2

.

#�
. 11

N G mg=

ma G N ma N Gx= + = −; .

a
h

t
x = 2

2
.

N ma G m g
h

t
x= + = +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

2
2

.

ma G N N m g
h

t
x = − ⇒ = −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

2
2

,
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��
4 �� �	�
	=	 ?
�
 �$M	�
 � "�����
4 ��	 ����, �	��
���!�	
�� �	��, ������� � �	��
�� ����	�; �) ��$��
4 ���
	�� ��	� (�	-
���
��� ��� 	�
	�
�	���	). >�� ?
�� ��� (��� ��4) ��"����
4
� �
����� ���=	���; �) ��"���
4 �
���� ����� �������� � �	�-

����� ����	, � ��
	� — � ���	$����	���� ���	, �"��	
������
�	�
����	 �����	��	 �� ?
� ��� ��� �� ���� �� ��	�; �) �"�	�	-
��
4 �����	��	 ���=	��� 
	�� (
����), 	��� ��� �	 ������, � ��-
�
�	
�
��� � ��+	 "���	�	����� �����	����� � "���
���
4
	�� � "����	���	 ���	$����	���	 �����	���; 	) ���
� � �$!	�
���	 ������	 �	������, � ��
	� "���
���
4 �������	 ����	-
���, "���	��
4 "�����4���
4 �	���4
�
� "����	
�� ����	�-
���
	�.

1.3.2. ����	� (���	��	�) �	�	#	

G��� �	��
���!�	 �� 
���� ����, 		 ����� � �����4��	
������� ���=	���, �"�	�	��
4 ���	��
��	���� �����
���=	��� 
���� ��� ����	-��$� �����	 		 ���	��
��	-
���	 �����
	���
���.

%����4��	 ������� ���=	��� 
���� � �	���
���� ���� — ?
�

��������
� 
���� x0, y0, z0 � "��	�
�� �����4��� ������
� 

�� ?
� ��� ( ) � ���	�
 ��	�	��,

���
�	
�
���!�� ������ ���=	��� 
���� � "������	��� ���-
��� ����. %����4��	 ������� ���=	��� "�������
 �� ���=	-
�
�� �����	��� ���=	��� 
���� "�� �	��
��	� ����� � 
	� =	
��� "�����
4 	����
�	���	 �����	��	 ���=	��� ��� �"�	�	��
4
���
�	
�
���!�	 �����	 ���	��
��	���	 �����
	���
���. 

�	+	��	 ����� ?
��� 
�"� �����
�� � ���
���	��� ����	-
�	�
���4��� �����	��� (��� ������ �����	���) ���=	��� ��-

	����4��� 
���� � �� "���	���!	�� ��
	����������.

1.4. 	���D����"���� $�>>����%�����4@ ?��"����: 
=��������:��D� $"�#���� �����������: �����

��� 
��� �
�$� ��
	����4��� 
���� ���	�+��� "�������	�-
��	 ���=	��	, �	�$������ � ���
�
����, �
�$� �	�
�� �	�-
�
���!	� �� �		 ���� $�� ��"����	� ��	 ��	�� ����4 ����� �

�� =	 "�����, � �����4��� ������
4 $��� ����� ���� ��� ��-

V0

V x V y V zx y z0 0 0 0 0 0= = =, �
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"����	�� "� ����� �	��
��� ����. %	 ��
����������4 �� ����-
��
	�4�
�	 �	�$�������
� � ���
�
�����
� ������� "������-
�	����� ���=	���, ���	
��, �
� 	��� ?
� ������	 �	 ��"���	-
��, ���=	��	 
���� "�� �	��
��	� "��
������ "� ��"����	-
��� ���� $��	
 ��������	����. >���	��� 
��� ���=�

���=	��	 
	�� "�� �	��
��	� ���� 
�=	�
�, $��+	����� "��
����� � �������
� � �	��
���� �����4��� ������
4�.

������
��� "�������	���	 ���=	��	 ��
	����4��� 
����

����4 ���  "�� �	��
��	� ���� , ��
����, ��� ����������4
��+	, ��=	
 $�
4 "��
������ ��� "	�	�	����, ������!	� �

��	�	��, �
 ������
� ���=	���, �
 "���=	��� 
���� �� ���
��� �
 ������"���
� ?
�� �	����� (���. 12).

* �$!	� �����	 ���=	��	 
���� �"�	�	��	
�� ����	�	�
�-
��4��� �����	��	� �
����� "������ 

,      (1.11)

��	  — "��	�
�� ������
� �� ��4 .

&�
	���������	 ?
��� �����	��� �
����� "������ "����-
����
�� �	
�����, ���	�
���� �� ����� ���+	� ��
	��
��� �
������!��� �
 ���� "����� ���
� ����	�	�
���4���� ����-
�	���.

A�	��	
 ���	
�
4, �
� �����	��	 ���� (1.11) ��=	
 $�
4 ���
���	����, ���	�=�!�� ���	���	 �����	��	 ����
��

, 
.	. �����	��	, � ��
���	 �����
  ?
� �	������ � "	�-

��� �
	"	��, 
�� � �	���	����. %	 ��
����������4 "��� �� �	-

���� ��
	���������� ���	���� ����	�	�
���4��� �����	-
���, ������
��� �����=���
4 �	+	��� "�
	� "���=	��� "�-
����� ����	�	�
���4���� �����	��� ���=	��� � "���	���-
!�� ����	�	��	� "	�	�	����.

>�����
4 "������ ����	�	�
���4���� �����	��� ���=	-
��� � ��
	� ����	��
4 "	�	�	���	 ��=�� "�� �������, �
� ��-
�� �	 ������
 ������	�	��� �
 ��������
� � ��	�	��.

x F

#�
. 12

mx F t x x= ( , , )

x Vx= x

x x x, ,( )
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J��� ���� , ��� , ��� , 
� "�-

��=	��	 "������ ���
���	
�� "���
�������

* ?
�� �����	 �����	��	 (1.11) "������	
 ���

. (1.12)

F
� �����	��	 ��"����	
 ����	�	��	 "	�	�	����, 	���
�	��
��	
 �� 
���� 
��4�� ���� ����, ��
���� ������	�	��� ��-

��	
�� ����
�	�  � t.

J��� ���� , ��� , ��� , 
�

"���	��	
�� "���
������

        (1.13)

* ?
�� �����	 �����	��	 (1.11) "������	
 ���

(1.14)

F
� �����	��	 ��"����	
 ����	�	��	 "	�	�	����, 	��� ��

���� �	��
��	
 
��4�� ���� ����, ������!�� �
 ������
� � ��-
������
� 
����.

J��� � "����� ���
4 �����	��� �����
 ����, ���� �� ��
�-
��� ������
 �
 ������
�, � �
���� �
 ��	�	�� ��� ��������
�,

� "����
	�������
4 ����	�	�
���4��	 �����	��� �"����-
��� ��+	 "�
	� �	 "�����	
�� � �	�$������ "���	��
4 ���-
��	 �	
��� �	+	��� ����	�	�
���4��� �����	���.

J��� ����	�	�
���4��	 �����	��	 ����	
�� �	���	����,
�� ��"����	
 "���=	��	 "������ � ����	�	��	 "	�	�	����, 
�
	�� �	+	��	 � �	��
���� ������� ��=�� ���	�
� �� ���
� �
������
����.

F F t= ( ) F F x= ( ) F F x t= ( ),

x V t

x
dV

dt

x

x

= ( )

=

;

.

m
dV

dt
F V tx

x= ( ),

x

F F x= ( ) F F x= ( ) F F x x= ( ),

x V x

x
dV x

dt

dV

dt

dx

dt

V dV

dx

x

x x x x

= ( )

=
( )

= =

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

;

.

m
V dV

dx
F V xx x

x= = ( ), .
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������
��� ��
	���������	 �����	��� (1.11) � ��	���!��

���
��� "���
	�+�� �������, "������ "��  ����� "��	�
��
�	��
���!�� �� 
���� ��� �� ��4 , �
��!�� � "����� ���
�
����	�	�
���4���� �����	���:

1-� —  — ���� "��
������;

2-� —  — ���� ����	
�� 
��4�� ����
�	� ��	�	��;

3-� —  — ���� ����	
�� 
��4�� ����
�	� ����
�����;

4-� —  — ���� ����	
�� 
��4�� ����
�	� ������
�.
���"4: !�?��::

.              (1.15)

>������ "������ ����	�	�
���4���� �����	���, ���	���

. ����	��� "	�	�	���	 � "����
	�����	�:

 

��	 . 

����	��� � "����	���� ����=	��� "	�	�	���	 � "����
	�-
�������, "������ 

>��
�����	 ��
	���������� ����	� � ��	
�� �����4���

������� ���=	���: 

#���� .

#���� �$�����, �	+	��	 ����	�	�
���4���� �����	���

(1.15) � �$!	� ���	 .

������ 4. %� ��������� +	������
�� "������
4 "��	�
��� 
�=	��	

	�� � ���$!��� ��	�� ����4 "������
� �����4��� ������
4 V0. ���� ��-

����� "������
� ���	� α, ��?���
�	�
 
�	��� ����4=	��� — f. @"�	�	-
��
4: �) ����� ���	�	��� ������
� ���=	���; $) ����� ���=	��� 
	�� "�
"������
�; �) ��	�� �� ��
������; �) ����
����	, "����	���	 �� ��
������.

F
x

F = const

F F t= ( )

F F x= ( )

F F x= ( )

mx F= = const

x
dx

dt m
F= = 1

dx
F

m
dt x

F

m
t C f t C= ⇒ = + =1 1 1( , ),

x
dx

dt

F

m
t C= = + 1

dx
F

m
tdt C dt x

F

m
t C t C f t C C= + ⇒ = + + ⇒1
2

1 2 1 22
( , , ).

t x x x x= = =0 0 0, , .

C x C x1 0 2 0= =;

x f t x x= ( , , )0 0
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��A����. 1. *�$	�	� ������ ��������
 � �����4��� "���=	��� 
	��,
��4 � ��"����� � �
����� ���=	��� 
	��.

2. &��$����� 
	�� � "�������4��� "���=	��� �� "���=�
	�4��� ��-

"����	��� ��� �, "���=	� ����, �	��
���!�	 �� �	��: �	� , ���� 
�	-

���  � ������4��� �	��
��  "������
� (���. 13).

3. G�"�+	� ����	�	�
���4��	 �����	��	 ���=	��� 
	�� � "��	�
��
�� ��4 �:

#�� ��� 
	�� ���=	
�� ����4 ��� �, 
� , ��� .

@
���� .

#����

>����
	�����	� ���=�� ?
� �����	��	:

%���	� "��
�����	 ��
	���������� � ��	
�� �����4��� ������� ���-

=	���: t = 0, x0 = 0, .

mg

F
� N

О

#�
. 13

mx mg F

F fN fmg

= − −

= =

sin ;

cos .

α

α

�


�

my = 0 N mg− =cosα 0

N mg= cosα

x g f= − +(sin cos ).α α

x
dx

dt
g f dx g f dt

x g

= = − + ⇒ = − + ⇒

⇒ = −

∫ ∫(sin cos ) (sin cos )

(sin

α α α α

αα α+ +f t Ccos ) ;1

x
dx

dt
g f t C dx g f tdt C dt

x

= = − + + ⇒ = − + + ⇒

⇒

∫ ∫ ∫(sin cos ) (sin cos )α α α α1 1

== − + + +g f
t

C t C(sin cos ) .α α
2

1 22

x V0 0=
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#����

G���� ���	�	��� ������
�

G���� ���=	���

*�	�� �� ��
������ �"�	�	��� �� ������� V = 0 "�� t = T:

>����	���	 ����
����	 �� ��
������

> � � � 	 � � � � 	.  >�� ���=	��� 
	�� "� �������
��4��� "������
�
α = 0 ⇒ sin α = 0, cos α = 1.

�����: !�?��::

.                  (1.16)

>�	�$����	�

.

>����
	�������� ?
� �����	��	, "������

. 

>��
������ ��
	����������  ����	� � ��	
�� �����4-

��� ������� ���=	���: . #����

x g f C C x V0 1 1 0 00= − + ⋅ + ⇒ = =(sin cos ) ;α α

x g f C C C x0 1 2 2 00 0 0= − + ⋅ + ⋅ + ⇒ = =(sin cos ) .α α

V x V g f t= = − +0 (sin cos ) .α α

x V t g f
t= − +0

2

2
(sin cos ) .α α

0 0
0= − + ⋅ ⇒ =

+
V g f T T

V

g f
(sin cos )

(sin cos )
.α α

α α

s x V T g f
T V

g ft T= = − + =
+=/ (sin cos )

(sin cos )
.0

2
0
2

2 2
α α

α α

mx F t= ( )

x
dx

dt m
F t dx

m
F t dt= = ⇒ =1 1

( ) ( )

x
m

F t dt C= ( ) +∫
1

1

C1

t x x= =0 0,
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, 

��	 .

@
����  � "���	 ��
	���������� "������

.

������ 5. %� ��
	����4��� 
���� ������ m, ������!���� �� �������

�������
��4��� "������
�, �	��
��	
 ���� , ��	 k �  — "�-

�
�����	 �	������. #���	 �� ������ ��������
 ���$!��� ������
4 

����4 "������
�. @"�	�	��
4: �) ����� ���	�	��� ������
� ���=	���;
$) ����� ���=	��� 
���� "� "������
�.

��A����. 1. *�$	�	� ������ ��������
 � �����4��� "���=	��� 
��-

��, ��4  ��"����� � �
����� ���=	��� (���. 14).

2. &��$����� 
���� � "�������4��� "���=	��� �� "���=�
	�4��� ��-

"����	��� ��� � "���=	� �	��
���!�	 �� �		 ����: �	� , ������4���

�	��
�� "������
�  � ���� .
3. G�"�+	� �
���� ����� �������� � �	�
����� ����	 � ��
	� �"��-

	
���	� ?
� ���	��
�� �� ��4 x:

��� 

@
����

x f t x= ( )1 0,

x
dx

dt
f t x= = 1 0( , )

dx f t x dt= 1 0( , )

x f t x x= ( , , )0 0

F F kt= 0 sin F0

V0

x

#�
. 14

mg

N F

ma mg N F

ma mg N Fx x x x

= + +
= + +

;

mx F F kt= = 0 sin .

x
dx

dt

F

m
kt= = 0 sin .
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����	��� "	�	�	���	 � "����
	�����	�

G��	���

����	��� "	�	�	���	 � "����
	�����	�

@
����

>��
�����	 ��
	����������  �  �"�	�	��� � ��	
�� �����4-

��� ������� ���=	���: 

#����

G���� ���	�	��� ������
�

G���� ���=	��� �����

&����: !�?��::

.                       (1.17)

>������ "������, "�	��
����

dx
F

m
ktdt x

F

m
ktdt

F

mk
kt C= ⇒ = = − +∫0 0 0

1sin sin cos .

x
dx

dt

F

mk
kt C= = − +0

1cos .

dx
F

mk
ktdt C dt= − +0

1cos .

x
F

mk
kt C t C= − + +0

2 1 2sin .

C1 C2

t x x V= = =0 00 0 0, , .

V
F

mk
C C V

F

mk
C0

0
1 1 0

0
20 0= − + ⇒ = + =cos( ) , .

V x V
F

mk

F

mk
kt V

F

mk
kt= = + − = + −0

0 0
0

0 1cos ( cos ).

x V
F

mk
t

F

mk
kt= +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −0

0 0
2

sin .

mx F x= ( )

x
dx

dt m
F x= = 1

( ).
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* ?
�� �����	 
�� "	�	�	���	: . >�?
��� �����-
��� ���� "	�	�	����, ��
���� ��	, �
� "������
 ����	��
4 "	-
�	�	���	 � ��
	� "����
	�������
4.

��� ?
��� ����=�� � ����	��� ��  "���������� , "�-

����� 

         (1.18)

#���� ����	�	�
���4��	 �����	��	 "���	
 ���

.

&�
	������, "������

.

�	+�� ?
� �����	��	 �
����
	�4��  "���	 ������	���

��
	����� � �"�	�	�	��� "��
������ ��
	����������  � ��	-


�� �����4��� ������� ���=	���: , "�-

����� ����� ���	�	��� ������
�

.

G�
	� "�	��
����

, 

����	��� "	�	�	���	

� "����
	�����	�.
J��� ����=	��	, "����	���	 "���	 ��
	����������, ��=��

����	+�
4 �
����
	�4�� , 
� "������ ����� ���=	��� 
����

.

x x t, �

dx
dx

dt

dx

dt

dx

dt

dx

dx

xdx

dx
= ⋅ = .

xdx

dx m
F x xdx

m
F x dx= ⇒ =1 1

( ) ( )

x

m
F x dx C

2

12

1= +∫ ( )

x

C1

t x x x x V= = = =0 0 0 0, ,

x x x x= ( )ϕ , ,0 0

x
dx

dt
x x x= = ( )ϕ , ,0 0

dx

x x x
dt

ϕ , ,0 0( ) =

x

x f t x x= ( , , )0 0
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������ 6. '�
	����4��� 
���� ���=	
�� ����4 ��� x �$���� "���=	-

��� ������	��� $ "�� �	��
��	� ����
���������!	� ���� , "��"��
�-
����4��� �
����	��� x 
���� �
 ?
��� "���=	���. >��	�
�� ?
�� ����
�� ��4 x c�	���!��:

, 

��	 c — "��
������ ��?���
�	�
 "��"��
�����4���
�.
* �����4��� ���	�
 "�� t = 0  
���� ���������4 �
 
	�
�� ������	���

�� ����
�����  � ��	�� ������
4 . @"�	�	��
4 ����� ���=	���


����.
��A����. 1. *�$	�	� ������ ��������
 � "���=	��� ������	��� � ��4

x ��"����� � �
����� ���=	��� (���. 15).

2. G�"�+	� ����	�	�
���4��	 �����	��	 ���=	��� ��
	����4���

���� � "��	�
�� �� ?
� ��4:

, ��� .

@$������� . #���� . &������� �� ?
��� �����	-

��� ��	�� , ��"��4����� (1.18):

.

����	��� "	�	�	���	 � "����
	��������, "������

@"�	�	���  � ��	
�� �����4��� ������� ���=	���:

F

F cxx = −

x0 x0 0>

#�
. 15

mx cx= − x
c

m
x= −

c

m
k= 2 x

dx

dt
k x= = − 2

dt

xdx

dx
k x= − 2

x
k

x
C

2
2

2

12 2
= − + .

C1

t x x x x= = =0 0 0, , .

x
k

x
C C x k x0

2
2 0

2

1 1 0
2 2

0
2

2 2

1

2
= − + ⇒ = +( ).
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%���	� ����=	��	 ��� "��	�
�� ������
� �� ��4 x:

@$�������

#����

����	��� "	�	�	���	 � "����
	��������, "������

A ��	
�� �����4��� ������� "�� 

>���
����  � �	+�� "����	���	 �����	��	 �
����
	�4�� x:

@$�������

#���� ����� ���=	��� 
����


.	. 
���� $��	
 ���	�+�
4 ��������	���	 ���	$����, "����$��� ������
��
���� "���	�	� �  ��. 2. #�� =	 ������
�	� ������ �"���$ �	+	��� "�-
���	����� � ?
�� "���	�	 ����	�	�
���4���� �����	���.

+��"���4: !�?��::

   (1.19)

x x k x k x k x
x

k
x= + − = + −0

2 2
0
2 2 2

0
2 0

2

2
2 .

x
x

k
a0

2 0
2

2
2+ = .

x
dx

dt
k a x= = −2 2 .

dx

a x
kdt

x

a
kt C

2 2
2

−
= ⇒ = +∫∫ arcsin .

t x x= =0 0,

C
x

a2
0= arcsin .

C2

arcsin arcsin sin( arcsin ).
x

a
kt

x

a

x

a
kt

x

a
= + ⇒ = +0 0

arcsin .
x

a
0 = α

x a kt= +sin( ),α

mx F x= ( ).
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*����=�� ��� �"���$� ��
	���������� ?
��� �����	���.
(����� 
�


�. >�	�$����	� �����	��	, ���	���

.

����	��� "	�	�	���	

.

>����
	�����	� ?
� �����	��	 � �� "����	����� �����	���

����	�

.

>�	��
���� . >���	 ����	�	��� "	�	�	�-

��� � ��
	���������� "������ ����� ���=	��� 
����

. >��
�����	 ��
	����������  �  ����-

�
�� ����
���� �����4��� ������� ���=	���: 

  "�� .

#���� ����� ���	�	��� ������
�

.

G���� ���=	��� 
����

.

> � � � 	 � � � � 	. J��� � "����� ���
� �����	��� (1.19) ����	 ����,
������!	� �
 ������
�, ���	�=�
�� �	��
���	 "��
�����	 ����, 
�
��=�� "�� ����	�	��� "	�	�	���� ��� "����� ���
4 ���
�
4 ����
�	�
������
�.

F
�
 �"���$ ��
	���������� ����	�	�
���4���� �����	-
��� (1.19) "������	
 ���
� �	 
��4�� ����� ���=	��� 
����,
�� � ����� ���	�	��� ������
� 
���� � 
	�	��	� ��	�	��, �
�
"������	
 �"�	�	��
4 ��	��, � 
	�	��	 ��
����� 
���� "����	


x
dx

dt m
F x= = 1

( )

dx

F x

dt

m( )
=

x :

dx

F x m
dt x f t C

( )
( , )= ⇒ =∫∫

1
1 1

x
dx

dt
f t C= = 1 1( , )

x f t C C= ( , , )1 2 C1 C2

x x= 0 ,

x x V= =0 0 t = 0

x f t x= 1 0( , )

x f t x x= ( , , )0
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�	��
���	 �������	 ����
����	, � ����� ��� $��	
 ��	
4 � ?
�
��	�� ������
4.

��
�
� 
�


�. J��� 
�	$�	
�� ���
� ���������
4 ������
�
�
 ��������
�  ��� "����	���	 
����� ����
����	 "�� ��-

�	�	��� ������
� �
  �� , �����	��	 (1.19) "�	�$����	�,

�������� ��	�� . #����

.  (1.20)

����	��� "	�	�	���	:

.

*��4�	� �"�	�	�	���	 ��
	����� �
 �$	�� ���
	� ���	�-

�
�� � �� "����	����� ����=	��� ����	� :

.

>�	��
���� .

����	��� "	�	�	���	, "����
	�����	� � �� "����	�����
����=	��� ����	� :

.

G���� ���=	��� 
����, "����	���� ���������� �"���$�-
�� ��
	���������� ����	�	�
���4���� �����	��� (1.19), $	�-
�������, $��	
 ����� � 
	� =	, �� ��
	��
��	���	 "�	�$����-
����� ��� "����	��� ?
��� �����	��� $���
 �������.

������ 7. #	�� ������ � ���=	
�� �������
��4�� � ��	�	, ���� ��"��-


���	��� ��
����  * �����4��� ���	�
 
	�� ���$!��� �����4-
��� ������
4 V0. @"�	�	��
4 "�� k = const: �) ����� ���	�	��� ������
�

���=	���; $) ����� ���=	��� 
	��; �) ��	�� ���=	���, �� ��
���	 ���-
���
4 ��	�4+����4 � 2 ����; �) "����	���	 �� ?
� ��	�� ����
����	.

x

V0 V

dt

x
xdx

dx m
F x= = 1

( )

xdx

F x

dx

m( )
=

x

xdx

F x m
dx x x x x

x

x

x

x

( )
( , , )

0 0

1
0 0∫ ∫= ⇒ = ϕ

x
dx

dt
x x x= = ϕ( , , )0 0

x

dx

x x x
dt x f t x x

x

x t

ϕ( , , )
( , , )

0 0 0
0 0

0

∫ ∫= ⇒ =

R kV= − .
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��A����. 1. *�$	�	� ������ ��������
 � �����4��� "���=	��� 
	��,
��4 � ��"����� � �
����� ���=	���.

2. >���=	� � "�������4��� "���=	-
��� 
	�� ����, �	��
���!�	 �� �	��: �	�

, ���� ��"��
���	���  ������4���

�	��
��  (��� ��
�������!�� ����
������ ��	��) (���. 16).

3. G�"�+	� ����	�	�
���4��	 ����-
�	��	 ���=	��� 
	�� ����4 ��� �:

��	 .

@$�������

#����

�
� ����	
�� ������� ���	�	��� ������
�.
>�	��
����

����	��� "	�	�	���	 � "����
	�����	�: 

(���
 �	�"�	�	�	���� ��
	����). >��
������ ��
	���������� � ����	�
� ��	
�� 
���, �
� x0 = 0 "�� t = 0:

#�
. 16

mg R,

N

mx R= − ,

R R kV= =

x V x
dV

dt
= =, .

m
dV

dt
kV

dV

V

k

m
dt V

k

m
t

V

V

k

m
t V V e

V

V t

V
V

k

= − ⇒ = − ⇒ = − ⇒

⇒ = − ⇒ =

∫ ∫

−

0

0
0

0
0

ln

ln mm
t
,

V x
dx

dt
V e

k

m
t

= = =
−

0 .

dx V e dt x
m

k
V e C

k

m
t

k

m
t

= ⇒ = − +
− −

∫∫ 0 0

0 0
0 0= − + ⇒ =m

k
V e C C

V m

k
.
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> � � � 	 � � � � 	:  �0 = 1.

G���� ���=	���:

%������ ��	�� % "�� 

> � � � 	 � � � � 	:  ln � = 1.

>����	���	 �� ?
� ��	�� ����
����	

> � � � 	 � � � � 	:  

������ 8. >�� ������� "���	�� 7 �"�	�	��
4: �) ���������
4 �����-
�
� 
���� �
 "����	����� ����
�����; $) ����� ���=	��� 
	��; �) "���-
�	���	 
	��� ����
����	, �� ��
���� ������
4 ��	�4+����4 � 2 ����.

��A����. 1. G�"�+	� ����	�	�
���4��	 �����	��	 ���=	��� � ���	

@$�������

 

#����

x
V m

k
e

k

m
t

= −
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

−
0 1 .

V
V

= 0

2
:

V
V e e

k

m
T e T

m

k

k

m
T

k

m
T

0
02

2 2 2= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
−

ln ln ln .

s x
V m

k
e

V m

k
e

V m

k e

t T

k

m

m

k= = −
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
= −( ) =

= −

=
− ⋅ −

/

ln
ln

ln

0
2

0 2

0

1 1

1
1

22
0 01

1

2 2

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

V m

k

V m

k
.

e b e b bln ln ln ln .2 2 2= ⇒ = ⇒ =

xdx

dx m
F x= 1

( ).

x V

F x kV

=
= −
;

( ) .

VdV

dx m
kV= − 1

.
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A����
�� �� V, ����	��� "	�	�	���	 � "����
	�����	�:

>���	 "�	�$��������� "������ ���������
4 ������
� �
 ����
�����:

2. G��	��� 

����	��� "	�	�	���	 � "����
	�����	�:

%���	� "��
������ ��
	���������� �, ���
����, �
� "��

#����

��� 

>�
	�
���	� ?
� ����=	��	 � "����	���	 ���	��
�� �	+�� �
����-

	�4�� x:

G���� ���=	��� 
	��:

dV
k

m
dx

V

V x

0 0
∫ ∫= − .

V V
k

m
x= −0 .

V
dx

dt
V

k

m
x= = −0 .

dx

V
k

m
x

dt
m

k
V

k

m
x t C

0

0
−

= ⇒ − −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = +∫∫ ln .

t x x= = =0 00, :

− = + ⇒ = −m

k
V C C

m

k
Vln ln ,0 00

− −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −m

k
V

k

m
x t

m

k
Vln ln ,0 0

ln .
V

k

m
x

V

k

m
t

0

0

−
= −

V
k

m
x

V
e

k

m
t0

0

−
=

−
.

x
V m

k
e

k

m
t

= −
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

−
0 1 .
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3. ����
����	 s "��  ��	���!		:

&� ������� �	+	��� "���	��� 7 � 8 ��	��	
, �
� ����� ���=	��� �
"����	���	 
	��� ����
����	 �	 ������
 �
 �"���$� �	+	���.

1.5. ���"�����:��� $"�#���� �����������: �����

��������	���	 ���=	��	 $��	
 ���	�+�
4 
	��, "������	-
��	 �� ��
	����4��� 
����, $��+	���	 "�� ����� � �������
�

� �	��
���� �����4��� ������
4�  $	� ��	
� ��"��
���	-

��� ������� (���. 17, �) ��� � ��	
�� ��"��
���	��� (���. 17, �),
��$� ��
	����4��� 
���� "�� �	��
��	� ���� "��
�=	��� � �	-
��
����� 
	�
�� (���. 18, �) ��� ���� �

��������� �
 
	�
��

(���. 18, �) � �����4��� ������
4� , �	 ���"����!�� � ��-

"����	��	� �	�
��� ����.

���	� ���
�
4, �
� ���=	��	 
���� � �$��� ������� "��-
������
 � "������
� Oxy, �� ?
� "������
4 � "	���� �����	
(���. 17) — �	�
����4���, � �� �
���� (���. 18) — �������
��4-
���. >�?
��� �	�$������ � ��=��� �����	 ���
���
4 "� ���
����	�	�
���4��� �����	��� � "��	�
��� �� ��� � � �. ���
"	����� ������ ����	�
�� ������ ��������
 $ � 
����� ���	-

� 
	��, ��4 � ��"����� "� �������
��� �"����, � ��4 � — ��	��
"� �	�
�����.

V
V

= 0

2

V
V

k

m
s s

V m

k
0

0
0

2 2
= − ⇒ = .

V0 ,

V0

#�
. 17
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����	�	�
���4��	 �����	��� ���=	��� 
	��, $��+	�����

"�� ����� α � �������
� � �����4��� ������
4� , $	� ��	
�

��"��
���	���

(1.21)

&� ?
�� �����	��� "��	�
�� �����	��� �� ��� ��������


    (1.22)

>����
	�������� ���=�� ��=��	 �����	��	 "�� �����4���

�������� ���=	��� 

"�� t = 0, "������

    (1.23)

&������� �� ?
�� �����	��� ��	�� t, "������ �����	��	

��	�
���� � ��������
��� ����	

(1.24)

#��	�
���� "�	��
����	
 ��$�� "���$���. 
A��
���� ����	�	�
���4��	 �����	��� ���=	��� 
���� �

��	
�� ��"��
���	��� �������. * ?
�� �����	 ���� ��"��
���	-

���  ��"����	�� "� ����
	�4��� � 
��	�
���� "��
�-

��"���=�� �	�
��� ������
�.

#�
. 18

V0

mx my mg= = −0; .

x y g= = −0; .

x y x V y V0 0 0 0 0 00 0= = = =, , cos , sinα α

x V t y V t
gt= = −0 0

2

2
cos ; sin .α α

y x
gx

V
= −tgα

α

2

0
2 22 cos

.

R R V= ( )
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G�"�+	� �
���� ����� �������� � �	�
����� ����	:

   (1.25)

A"��	
���	� �	�
����	 ���	��
�� (1.25) �� ��� ��������
:

  (1.26)

@"�	�	��� cos α1 � sin α1 � ��	
�� �����=	��� �	�
��� 
�� ���
�����!�	 (���. 17, �):

(1.27)

#���� ����	�	�
���4��	 �����	��� ���=	��� "����
 ���

(1.28)

>��
4 , 
.	. ���� ��"��
���	��� "��"��
�-

����4�� ������
� � "	���� �
	"	��.
#���� ����	�	�
���4��	 �����	��� � ��	
�� (1.28)

          (1.29)

>������ "������ ?
�� �����	���, ��	�� "���
������

ma mg R= + .

mx mg R R

my mg R mg R

x x

y y

= + = −

= + = − −

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

0 1

1

cos ;

sin .

α

α

V

cos ; sin .α α1 1= =
V

V

V

V
x y

mx R
V

V

my mg R
V

V

x

y

= −

= − −

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

;

.

R R V V= ( ) = μ

mx V
V

V
V

my mg V
V

V
mg V

x
x

y
y

= − = −

= − − = − −

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

μ μ

μ μ

;

.

x V x
dV

dt

y V y
dV

dt

x
x

y
y

= =

= =

, ;

, ,
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� "��	��� �� ����� m:

(1.30)

>����	���	 �����	��� �����
�� �����	����� "	����� "�-
����� � ����	���!����� "	�	�	�����. ��=��	 �� ?
�� ����-
�	��� ���
�
���� "���
� ��
	�����	
�� �	�������� ���� �

����� ���������� ������
�	�����  � ". 1.4 ������, ����� ����
������
 �
 ������
�.

J��� ���� ��"��
���	��� ������
 �
 ������
� � ���� �
	"	-
��, ��"���	�, � ������
	, 
.	 

,


� 		 "��	�
�� �� ��� ��������


* ?
�� �����	 ����	�	�
���4��	 �����	��� ���=	���
��=�� ��"���
4 � ���	

(1.31)

* ?
�� �����	���� �	�4�� ����	��
4 "	�	�	���	 � �� �	+	-
��	 � ������
���� �	�����=��.

%	 ��
����������4 �� �	+	��� �����	��� (1.30) � "����$-
��� ����	������� ���=	��� 
	��, $��+	����� "�� ����� � ��-
�����
�, � ��	
�� ��"��
���	���, �
�	
��, �
� � ?
�� �����	

��	�
���	� 
���� ����	
�� $�����
��	���� ������. >��	�
��

���� ��"��
���	���  �� ��� ��������
 ��=�� ��"���
4 � $�-
�		 �$!	� ���	.

dV

dt m
V

dV

dt
g

m
V

x
x

y
y

= −

= − −

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

μ

μ

;

.

R R V V= ( ) = μ 2

R R V
V

V
V V V V V

R R V
V

V

x
x

x x x y

y
y

= − = − = − = − +

= − = − = −

cos ;

sin

α μ μ μ

α μ μ

1
2 2 2

1
2 VV V Vy x y

2 2+ .

dV

dt m
V V V

dV

dt
g

�
V V V

x
x x y

y
y x y

= − +

= − − +

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

μ

μ

2 2

2 2

;

.

R
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��� ?
��� ����  "�	��
���� ��������

, (1.32)

��	  — 	�������� �	�
��, ��"����	���� "� �	�
��� ����;

 — �����4 ���� R.

>��
4


����

J���

, 


�

 

�
� ���
�	
�
��	
 "����	���� ���		 ����=	����.
C��������� ��=�� �"�	�	��
4 "��	�
�� ���� ��"��
���	-

���, ������!	� �
 ������
� � ��$�� �
	"	��. %�"���	�,

 

R

R f V
V

V
= − ( )

V

V

f V( )

f V V( ) = μ ,

R V
V

V
V

R V
V

V
V

x
x

x

y
y

y

= − = −

= − = −

μ μ

μ μ

;

.

f V V( ) = μ 2

R V
V

V
VV V V Vx

x
x x x y= − = − = − +μ μ μ2 2 2 ;

R V
V

V
V V V V Vy

y
y y x y= − = − = − +μ μ μ2 2 2 ,

f V V( ) = μ 5 3/ ;

F
f V

V
V V Vx x x= −

( )
= −μ 2 3/ .
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>�� ���
���	��� ����	�	�
���4��� �����	��� ���=	���


���� "�� �	��
��	� ����  ��$	�	� ������ ������-

��
 O � 
	�
�	, �
 ��
����� �

������	
�� (���. 18, �) ��� � ��-

����� "��
�����	
�� (���. 18, �) 
����.

>��
4 ���� �

��������� ����	
�� ��������

    (1.33)

#���� "��	�
�� ���� �� ��� ��������
 ��	���!�	:

(1.34)

A��� "��
�=	��� � 
	�
�� $

      (1.35)

J	 "��	�
�� �� ��� ��������


(1.36)

����	�	�
���4��	 �����	��� ���=	��� 
���� "�� �

��-
������� �
 
	�
��

��� "���	 �����!	��� �� m

        (1.37)

����	�	�
���4��	 �����	��� ���=	��� 
���� � �����	
"��
�=	��� � 
	�
��

F F r= ( )

F k mr= 2 .

F F k mz
x

r
r k mx

F F k mz
y

r
r k my

x

y

= = =

= = =

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

cos ;

sin .

α

α

2 2

2 2

F k mr= − 2 .

F F k mr
x

r
k mx

F F k mr
y

r
k my

x

y

= − = − = −

= − = − = −

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

cos ;

sin .

α

α

2 2

2 2

mx F k mx

my F k my

x

y

= =

= =

2

2

;

,

x k x y k y= =2 2; .

mx F k mx

my F k my

x

y

= = −

= = −

2

2

;

,
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��� "���	 �����!	��� �� m

        (1.38)

�����	��� (1.37) � (1.38) �����
�� ���	����� ����	�	�-

���4���� �����	����� �
����� "������, ��"�����!��� "�-
��=	��	 "������ � "���	���!�� ����	�	��	� "	�	�	����.
>�?
��� �	�������� ���� �
 ����� ?
� �����	��� ����
 $�
4
"����
	��������� �"������� � ". 1.4 �	
���� (��. "���	� 6).
F
� �����	��� ����
 $�
4 ��"����� � ���	

  (1.37′)

�

  (1.38′)

>�	��
���	���	 � 
���� ���	 �����	��� (1.37) � (1.38) ��-
���
�� ����������� ����	�	�
���4���� �����	����� �
�-

���� "������ � "��
������� ��?���
�	�
���*.

1.6. �������� ��!"���$��: �����������: �����

)�
�
�
��
� ����������
� �
�	
� ������	
�� 
����, �� ��-

���� ����=	�� �����. A������ ����
 $�
4 "��	�����
� 
	�,

	�� � ���	 �����, ��
	� � 
.". >���	�� ����	� "���	�	�� ��
���. 19: � — "��	�����
4, 		 �����	��	 f (x, y, z) = 0; � — ������-

�� 
��$�� (=	��$); � — "������ �	"����=��� �����.

> � � � 	 � � � � 	.  >����$��� ����������
�� ����	� ����=	�� � ". 7.1.

* �	+	��	 �����	��� 
����� ���� ���!	�
���	
�� � ��"��4������	�

	���� ��������	��� � "������� � "���	�	 11 � ". 2.2.

x k x y k y= − = −2 2; .

x k x y k y− = − =2 20 0;

x k x y k y+ = + =2 20 0; .

#�
. 19
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* ���
�	
�
��� � "���
�"�� ����$�=��	���
� �
 ����	� ��
��=�� ���	��
4 ������ — �	��
���� ����	�.

@������� ����� �������� ��� �	���$����� ��
	����4���

����, 		 ����	�	�
���4��	 �����	��� ���=	��� ��"������
��
���������� �����	���� ��� ���$�����, �� "�� ?
�� � �	��
��-
�!�� �� 
���� ��
����� ����� ��$�����
�� ���� �	��
�� �����.
>�?
��� "����� ;�$��� �������� ��� �	���$����� 
���� �����-
����	
�� 
��: "� �������� ��
����� �����, ����	 
����, �����4-
��� �������� ���=	��� � ������, ����=	���� �� 
����, �"�	�	-
��
4 ���	��
��	���� ����� ��� ����	-��$� �����	 ���	��
��	-
���	 �����
	���
��� ���=	��� ?
�� 
���� � ���� �	��
�� �����.

J��� ����4 "�	��
����	
 ��$�� �$����
�� ������� "��	��-
���
4, 
� �	��
�� ����� � ?
�� �����	 ��"����	�� "� ������� �

"��	�����
� � ������	
�� ������4��� �	��
�	� .
#���� �
���� ����� �������� ��� �	���$����� 
���� ��		
 ���

    (1.39)

A"��	
���	� �	�
����	 ���	��
�� (1.39) �� ��� �	���
����
��������
:

(1.40)

>��	�
��  ����  �"�	�	��� "� �������� 

(1.41)

��	  ��
� ��	� ��������
.

N

ma F Nk= +Σ .

mx F N

my F N

mz F N

kx x
k

n

ky y
k

n

kz z
k

n

= +

= +

= +

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪⎪

⎭

=

=

=

∑

∑

∑

1

1

1

;

;

.

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

N N Nx y z, , N

N N N i

N N N j

N N N k

x

y

z

=
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

=
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

=
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟

∧

∧

∧

cos , ;

cos , ;

cos , ⎟⎟

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

,

i j k, ,
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�������� �����, �$���������� ��"����	��	�  � �����
��������
, ��=�� �"�	�	��
4 "� �������� ����	�	�
���4-
��� �	��	
��� ��� ��"������!�	 �������� ��	+�	� �������

� "��	�����
�, �����	��	 ��
���� :

(1.42)

��	 

(1.43)

���
���� ����=	��� (1.41), (1.43) � ��	�� �$�����	��	 �
-

��+	���  (�	�"�	�	�	���� ���=�
	�4 D�����=�),  "�-

����� �����	��� (1.40) � ��	���!	� ���	:

(1.44) 

�����	��� (1.44) �������
�� ����	�	�
���4���� �����	-
����� ���=	��� �	���$����� ��
	����4��� 
���� � ����	
D�����=�. &� ?
�� �����	��� � ��	
�� �����	��� ����� ��=��
�"�	�	��
4 �	���	�
��	 �	������ — ��������
� �, �, z � ���-
=�
	�4 D�����=� λ.

N

f x y z, ,( ) = 0

cos ;

cos ;

cos

,

,

,

∧

∧

∧

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

∂
∂

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

∂
∂

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

N i

N j

N k

f

x
f

f

y

f

Δ

Δ

⎠⎠
⎟⎟ =

∂
∂

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

f

z
fΔ

,

Δf
f

x

f

y

f

z
= ∂

∂
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ∂
∂

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + ∂

∂
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2 2 2

.

N

fΔ
= λ

mx F
f

x

my F
f

y

mz F
f

kx
k

n

ky
k

n

kz
k

n

= + ∂
∂

= + ∂
∂

= + ∂
∂

=

=

=

∑

∑

∑

λ

λ

λ

1

1

1

;

;

zz
.

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
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C��	$����	���	 ����	��	 ������4��� �	��
�� "��	�����-

� �"�	�	��	
�� "� ������	

(1.45)

>�� ���=	��� 
���� "� ������� ������ ���	��
�� (1.39) ��=-
�� ��"���
4 � "��	�
��� �� 	�
	�
�	���	 ��� — ����
	�4���, ����-
��� ������4 � $�������4 � "�����
4 ����	�	�
���4��	 �����	-
��� ���=	��� �	���$����� ��
	����4��� 
���� � ����	 F��	��,
����������	 �����	���� (1.4) ��� ���$����� 
����:

    (1.46)

>�� ��	
	 ���� 
�	��� �����	��� (1.44) � (1.46) � �� �	+	-
��	 �����
	�4�� ����=���
��, � � ���	 �����	� �� �����
��	-
���	 �	+	��	 �	�����=��.

������ 9. %� �	"����=��� ������� ��	���	���� "��	�����
4 ����-
��� R = 0,5 � "��	!	�� 
�=	��� ��
	����4��� 
����. @"�	�	��
4, "�� ��-
��� ����	��� ����  
���� "�� ���=	��� "� ?
�� "��	�����
� �� "���-

=	���  $	� �����4��� ������
� �
�	��
�� �
 "��	�����
� � �	�� $�-

�	
 ����� ������
4 
���� � ?
�
 ���	�
 ��	�	�� (���. 20, �).
��A����. 1. &��$����� 
���� �� "��	�����
� ��	�� � "�������4��� "���=	-

���, �"�	�	��	��� ����� ϕ. ���	� ���
�
4, �
� "������
4, � ��
���� ���=	
��

����, ���"���	
 � "������
4� �	�
	=�. >���=	� �	��
���!�	 �� 
���� M ����:

������4��� �	��
��  "��	�����
� � ���� 
�=	�
�  (���. 20, �).
2. A��
���� ����	�	�
���4��	 �����	��� ���=	��� 
���� � ����	

F��	��, 
.	. � "��	�
��� �� 	�
	�
�	���	 ���: ������� ������4 n � ����-

	�4��� τ:

         (1)

      (2)

N f= λΔ .

m
dV

dt
F

m
V

F N

F N

k
k

n

k
k

n

n

k
k

n

b

n

b

=

= +

= +

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

=

=

=

∑

∑

∑

τ

ρ

1

2

1

1
0

;

;

.

ϕ

M0

N mg

m
V

R
mg N

2

= −cos ;ϕ

m
dV

dt
mg= sin .ϕ
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* ���	�
 �
���� 
���� �
 "��	�����
� ������4��� �	��
�� N = 0.
#���� �� �����	��� (1) 

   (3)

��	  �  — ���� � ������
4 � ���	�
 �
����.

��� �"�	�	�	���  "����
	�����	� �����	��	 (2), � ��
����

, ��	 ω — ������
4 ���	�	��� ���� ϕ. A ��	
�� ?
��� �����	��	
"���	
 ���

*�	�	� "���
������

         (4)

#���� "������

����	��� "	�	�	���	 � "����
	�����	�: 

#�
. 20

cos ,ϕ�

�
=

V

Rg

2

ϕ�
 V�


V�


V R= ω

R
d

dt
g

ω ϕ= sin .

d

dt

d

dt

d

d

d

d

ω ω ϕ
ϕ

ω ω
ϕ

= ⋅ = .

ω ω
ϕ

ϕd

d

g

R
= sin .

ω ω ϕ ϕ
ω ϕ

d
g

R
d=∫ ∫

0 0

�
 �


sin .
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>������

  (5)

����=�� ?
� ���	��
�� ��  � ��
	�, �
�  #���� 

           (6)

�	+�� ����	�
�� �����	��� (3) � (6), "������

 �/�, 

��� 

1.7. �������� ����!�������D� $"�#���� 
�����������: �����

$��

�������� ��������� ��
	����4��� 
���� ������	
��
���=	��	 
���� � �	��	�
���4��� ���
	�	 ��������
.

>��
4 O1x1y1z1 — ��	�
���4��� ���
	��, ��
���� "���	� ��
������� �	"����=���. * ?
�� ���
	�	 
���� ���	�+�	
 �$��-
��
��	 ���=	��	.

A��
	�� Oxyz — �	��	�
���4��� ���
	��, ��
���� � �$!	�
�����	 ��=	
 �����
4�� �
����
	�4�� ��	�
���4��� ��� ���-
$����	 
�	���	 
	�� (���. 21). 

ω
ϕ�


�


2

2
1= −( )g

R
cos .

R2 R V2 2 2ω�
 �
= .

V gR�
 �

2 2 1= −( )cos .ϕ

V Rg�
 = = ⋅ ⋅ =2

3

2

3
0 5 9 8 1 83, , , cosϕ�
 = 2

3

ϕ�
 = ′48 11 .

#�
. 21
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*
���� ����� �������� � ���
	�	 O1x1y1z1 ��		
 ���

(1.47)

��	  — �$����
��	 �����	��	 
����, ��
���	 �������� 
	��	-
�	 ���=	��� �����	��� ��=	
 $�
4 "�	��
���	�� ��� �	��	
-

���	���� ����� "	�	������� , �
����
	�4����  � �������-

����  �����	���, 
.	.

(1.48)

>���
���� (1.48) � �����	��	 (1.47), "������ �
���� ����� ��-
������ � ���
	�	 Oxyz, 
.	. � �	��	�
���4��� ���
	�	 �
��	
�,
��� �������	 �����	��	 �������� �
����
	�4���� ���=	���:

, (1.49)

��	  �  ��	�
 ����	����
4 ���� � ����-

���
�� �����

�
� � 	
��
��

�
� 
����� ����&��. F
� ���� ��-
�����
 ?��	������ ������ ��	�
��.

>��	
���� �����	��	 (1.49) �� "����=��	 ��� Oxyz, "���-
��� ����	�	�
���4��	 �����	��� �
����
	�4���� ���=	���
��
	����4��� 
���� � �	���
���� ����:

(1.50)

�����	��	 (1.49) ��=�� 
��=	 ��"���
4 � "��	�
��� �� 	�-

	�
�	���	 ���. �����	 �����	��	 ����=�	
 �������	���� 
	-
��	�� ���������. ������
��� ���
��	 ������ ?
�� 
	��	��.

1. >	�	�����	 ���=	��	 — �	������	���	 ���!	��	 
�	�-
���� 
	�� ������ �	"����=��� ���.

* ?
�� �����	 "	�	�����	 �����	��	 

,

ma Fk
k

n
=

=
∑

1
,

a

ae ar

aC

a a a ae r C= + + .

ma Fr k e C
k

n
= + +

=
∑ Φ Φ

1

Φe ema= − ΦC Cma= −

mx F

my F

mz F k

kx ex C

ky ey C

kz ez C

x

y

z

= + +

= + +

= + + =

Σ

Σ

Σ

Φ Φ

Φ Φ

Φ Φ

;

;

, ,1 ...., .n

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

a a ae e e= +
 �
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��	  �  — ���
�	
�
�	��� 
	�
���
�	��
	�4��	 � ���!�-


	�4��	 �����	���.
#���� "	�	������ ���� ��	�
�� � �����	��� (1.49) $��	


"�	��
���	�� ������ "	�	������ 
	�
��$	=���  �

"	�	������ ���!�
	�4���  ������ ��	�
��, 
.	.

.

2. >	�	�����	 ���=	��	 — ������	���	 ���!	��	 
	�� ��-
���� �	"����=��� ���.

* ?
�� �����	  �  �  �

.

F
�
 ������ ��		
 �	�
� "�� ���=	��� 
	� �
����
	�4��
G	���.

3. >	�	�����	 ���=	��	 — "��
�"�
	�4��	 ��������	���	
�	������	���	.

* ?
�� �����	  � ����������� ����

��	�
�� .

>	�	������ ���� ��	�
��

,

��	  — ������4��� "	�	������ ���� ��	�
��, ;

 — ����
	�4��� "	�	������ ���� ��	�
��, .

'����� ������4���� � ����
	�4���� �����	��� �"�	�	��-
�
�� "� ���	�
��� ��������

,

��	  — "	�	������ ������
4; ρ — ������ �������� 
��	�
����.

>�� ������	���� "��
�"�
	�4��� ��������	���� ���=	-

��� , ����
	�4��	 �����	��	 , � "	�	������

���� ��	�
�� .

ae

 ae

�

Φe ema
 
= −

Φe ema� �= −

Φ Φ Φe e e e e ema ma ma= − = − + −( ) = +
 � 
 �

ω εe e= =const, 0 ae
� = 0, a ae e= 


Φ Φe e= 


ω ωe C e ra V= = × =0 2 0,

ΦC = 0

Φ Φ Φe e
n

e= + τ

Φe
n Φe

n
e
nma= −

Φe
τ Φe emaτ τ= −

a
V

a
dV

dte
n e

e
e= =

2

ρ
τ;

Ve

Ve = const ae
τ = 0

Φ Φe e
n=
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4. >	�	�����	 ���=	��	 — "��
�"�
	�4��	 �	������	���	
"�������	���	.

* ?
�� �����	 , , "	�	������ ���� ��	�
��

, ����������� ���� ��	�
�� .

5. >	�	�����	 ���=	��	 — "��
�"�
	�4��	 ������	���	
"�������	���	.

* ?
�� �����	 , , . #���� �$����
��	

�����	��	 (1.48) , � �������	 �����	��	 �������� �
��-

��
	�4���� ���=	��� (1.49) "���	
 ���

,       (1.51)


.	. ���=	��	 
���� � "����=��� � � �	"����=��� ���
	���
��������
 �"�����	
�� ����� � 
	� =	 �����	��	� � "����=-
��� ���
	�� ��������
 � ?
�� �����	 ����	
�� 
��=	 ��	�
�-
��4���.

F
� "���=	��	 $��� ��
�����	�� �����		� � ���	�
�� � �	-
�����	 ��� "���
�" �
����
	�4���
� �������	���� �	������.
J�� ��
4 ��=�� ������������
4 ��	���!�� �$�����: ������-
�� �	�����	����� ?��"	���	�
��� �	�4�� �$����=�
4 "��
�-
"�
	�4��	 "�������	���	 ������	���	 ���=	��	 ��� ���
��-
��	 "���� "����=��� ���
	�� �
��	
�, ����
��� ��	�
	 � �	� �
?
�� ���=	���.

J��� 
���� � "����=��� ���
	�	 "����
��, 
� 

�  #���� (1.49) "���	
 ���

(1.52)

�����	 �����	��	 ����	
�� �����	��	� �
����
	�4����
������	��� ("����) 
���� (
	��).

%�"���	�: 
	�� "����
�� �� �	���� "��	�����
� (���. 22). %�


	�� �	��
���
 ����:  — ���� "��
�=	��� 
	�� � 
	�
�� G	���;

 — 
	�
��$	=��� ���� ��	�
�� � ������4��� �	��
�� 

ae
n = 0 a� = 0

Φ Φe e
em

dV

dt
= = −τ Φ� = 0

ae
n = 0 ae

τ = 0 aC = 0

a ar=

ma Fr k
k

n
=

=
∑

1

a Vr r= =0 0,

ΦC e rm V= − × =2 0( ) .ω

Fk e
k

n
+ =

=
∑ Φ

1
0.

P

Φe

 N .
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A���  �  �$����������


����	��	 
	�� �� "��	�����
4
G	���, � �� ������	��
���!��

"�	��
����	
 �	� 
	��, 
.	.

. >�?
��� "�� �	+	-

��� ����� �
�
���, "������� ���-

	�� ��������
, ��������� � G	�-
�	�, �� �	"����=���, �������
"�"����� ���	��
��	 ���!	���
G	��� �����
4 �	 ����.

>�� ���=	��� 
	� "� "��	��-
���
� G	��� ��� �$���� �		 � �	-

��
���� �
����
	�4��� ������
4�  $��	
 ��	
4 �	�
� ����-

������� ���� ��	�
�� (���. 23):

.  

* �	�	���� "���+���� "�� ���=	��� 
	�� "� "��	�����
�

G	��� ����������� ���� ��	�
��  �
�	��
�� �
�����
4


	�� �"���� �
 ��"����	��� ���=	���. F
�� �$M����	
�� $���-

ц

#�
. 22

P Φe



G

G P e= + Φ


Vr

ΦC e r e rm V V=
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟2 ω ωsin ,

^

#�
. 23

ΦC
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��	 ����	��	 "�	��� �� �	�4��, "����� "������ $	�	�� �	�, �
-
����	��	 �
 �	�
����� � ���
��� ���$���� "����!	�� 
	�� ��
G	���.

A��
�� ���
	�� �
��	
�, ��������� � G	��	�, �	"����=���,

	� ����� �������	� �� ����� ���, �	��
���!�� �� ���=�!		-
�� 
	��, ����������� ���� ��	�
��, �
� �	 ��	��� �"��������.

������ 10. >��������4��� "���
���� ���!�	
�� ������ �	�
����4���
��� � "��
������ ������� ������
4� ω (���. 24, �). A��
���
4 ����	�	�-

���4��	 �����	��	 ���=	��� 
�=	��� ��
	����4��� 
���� � ����4 ��-
"������!�� $".

��A����. 1. *��!	��	 "���
���� — "	�	�����	 ���=	��	. ���=	��	

���� � "� "���
���	 — �
����
	�4��	 ���=	��	.

2. A��=	� "����=��� ���
	�� ��������
 Oxy � "���
�����, ��$���
������ � 
���	 $ � ��"����� ��4 � ����4 $".

3. &��$����� 
���� � "�������4��� "���=	��� �� ��� � � "���=	� ��-

��, �	��
���!�	 �� �		: ���� 
�=	�
� , ������4��	 ���
�����!�	 �	-

��
��  � , "	�	������  � �����������  ���� ��	�
��

(���. 24, �).
4. G�"�+	� �������	 �����	��	 �������� �
����
	�4���� ���=	���


���� � �	�
����� ����	 � ��
	� � "��	�
�� �� ��4 �:

#�
. 24

mg

N1 N2 Φe

 ΦC

ma mg N Nr e C= + + + +1 2 Φ Φ
 ;

mx mg

ma m x

e

e e

= − +

= =

sin cos ;

cos .

α α

ω α

Φ

Φ





 
 2
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#����  A����
�� �� � � �$�������

 "������

������ 11. &�"��4��� ������	 "���	�� 10, �"�	�	��
4 ����� ���=	-
��� 
���� � "� "���
���	, 	��� � �����4��� ���	�
 
���� ���������4 ��
����
����� � �
 ������ ��������
 � ��	�� ������
4, ������ ����.

��A����. >����	���	 � "���	�	 10 ����	�	�
���4��	 �����	��	
���=	��� ��
	����4��� 
���� ����	
�� ���	���� �	����������. J��
�$!		 �	+	��	 �!	� � ���	

��	  — �$!		 �	+	��	 ���
�	
�
���!	�� ����������� �����	���

 �* — ���
��	 �	+	��	 �	����������� �����	���.
A��
����	� �����
	���
��	���	 �����	��	 ����������� �����	���

J�� �����  — �	!	�
�	���	 �����	. >�?
��� 

<��
��	 �	+	��	 �	����������� �����	��� �!	� "� ���� "����� ���-


� ����	�	�
���4���� �����	���, 
.	. �* = �3 = const. #�� ���  
�

#���� �$!		 �	+	��	 ��		
 ���

>������	�	�
���	� "� ��	�	�� ?
� �����	��	:

>��
�����	 ��
	���������� �1 � �2 ����	� �� "����	���� �����	-

��� � ��	
�� �����4��� ������� ���=	���: x0 = a,  "�� t = 0:

mx mg m x= − +sin cos .α ω α2 2

ω α2 2 2cos ,= k

x k x g− = −2 sin .α

x x x= + *,

x

x k x− =2 0;

z k2 2 0− = .

z k1 2, = ±

x C e C ekt kt= + −
1 2 .

x* ,= 0

− = − ⇒ =k C g C
g

k

2
3 3 2

sin sin .α α

x C e C e
g

k

kt kt= + +−
1 2 2

sin .α

x C ke C kekt kt= − −
1 2 .

x0 0=
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��=��!4 � ;�$���� $�� !�����������

1. ����	 ���=	��	 ������	
�� ���=	��	� "� ��	�
��?
2. >�� ����� ������� ��
	����4��� 
���� $��	
 "����
4�� ��� ���-

��
4�� ������	��� � "�������	���?
3. A���, �	��
���!�� �� ��
	����4��� 
����, "��
����� "� �	�����	

� ��"����	���. <
� ��=�� �����
4 �$ �����	��� 
����?
4. A���, �	��
���!�� �� ��
	����4��� 
���� ������ �, ��	������ �

��� ����. ��� "�� ?
�� ���	��
�� �����	��	 
����?
5. '���� 
	�� � = 1 ��. <	�� ���	� �	� 
	��?
6. ��	 ������������	 ��
	����4��	 
���� ������ �1 � �2 �	��
���


���� �� �����. <
� ��=�� �����
4 � ����� �������	��
��� � �$ �����	����
?
�� 
��	�?

7. A����������
	 "	���� �������� ������ �������� ��
	����4���

����; �
���� ������.

8. G�"�+�
	 	�
	�
�	���	 ����	�	�
���4��	 �����	��� ���=	���
��
	����4��� 
����.

9. '�
	����4��� 
���� ������ � ������	
 ���=	��	 �� ������ �	���-

���� ���
	�� ��������
 �� ������
4� V0, ��"����	���� ����4 ��� �.

���=�
	 �����4��	 ������� ���=	��� 
����.
10. ���=	��	 ��
	����4��� 
���� �"�����	
�� ����	�	�
���4���

�����	��	� . >�	�$�����
	 ?
� �����	��	 � ����, "����-
���!	�� 	�� "����
	�������
4.

11. >�� ����� �������� ��
	����4��� 
���� ���	�+�	
 ��������	�-
��	 ���=	��	? 

12. * ����� ������� ��
	����4��� 
���� �������
 �	���$�����?
13. A����������
	 "���
�" ����$�=��	���
� �
 ����	�.
14. ��� ���������	
�� �������� ����� �������� ��� �	���$�����

��
	����4��� 
����?
15. ����� ��� ��	�
 ����	�	�
���4��	 �����	��� ���=	��� �	���-

$����� ��
	����4��� 
���� � ����	 D�����=�? � ����	 F��	��?

x C e C e
g

k
a0 1

0
2

0
2

= + + =sin ;α

x C ke C ke C C C0 1
0

2
0

1 20= − = ⇒ = = ;

2
1

22 2
C

g

k
a C a

g

k
+ = ⇒ = −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟sin sin ;α α

x a
g

k
e e

g

k

kt kt= −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +( ) +−1

2 2 2
sin sin .α α

mx mg kmVx= −
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16. ��� �"�	�	��	
�� �����4 � ��"����	��	 "	�	������ � ���������-
��� ��� ��	�
�� ��
	����4��� 
����?

17. ��� ��"������
�� �������	 ������ �������� �
����
	�4���� �
�$����
���� ���=	��� ��
	����4��� 
����?

18. �������� ����� ���!�	
�� ������ �	�
����4��� ���, ���"����!	�
� 	�� ��4� ����	
���. >� ������ ����4 �$�����!	� "	�	�	!�	
�� +����
������ �. @"�	�	��
	:

• ����	 �� ?
�� ���� ���=	��� ����	
�� �
����
	�4���?
• "	�	������ � ����������� ���� ��	�
��, 	��� ����� ���!�	
�� �

"��
������ ������� ������
4� ω, ���� "�� �	�+��	 ������ ���	� 2α, +�-
��� ������
�� �� ����
����� � �
 �	�+��� ������ � ���=	
�� ���� ��
������
4� V.

19. * ����� ������� "�� "	�	������ ���!�
	�4��� ���=	��� �����-
������ ���� ��	�
�� $��	
 ����� ����?

20. >��	�� ���!	��	 G	��� ������ ��� �	 ����	
 �� ������	��	 
	� ��
�	���� "��	�����
�?

21. <
� 
���	 �	� 
	��?
22. ��� ����	
 ���!	��	 G	��� �� ���=	��	 
	� "� �	���� "��	�����-


� � �$���� 		?

�DC*C 2. ��F���	��*�G� ����
��	F 
��&��	��'��* &�+�	

2.1. ��$4 ��������:

���������, ��� ������������� $"�#���� ��
	����4��� 
����, —
"��
����!		�� �� ��	�	�� ���=	��	 
���� ����� ���	�� "���-
=	��� ������	��� � ���� "��
���"���=��� ��"����	����. %	-
�$������� ������	� 
����� ���=	��� ����	
�� ������	 �

-

������������� 
���, ��
���� �
�	��
�� ������
�
4 
���� �
"���=	��	 ������	���, 	��� 		 ���	�
� �� ?
��� "���=	���.

>���	��� 
���� ���� ����	
�� ���� �"�����
�  "��=��

(���. 25, �, �), �	����� (���. 25, �), �"����� ��������� � 
.".
*	������ ���� �"�����
� � ���
�	
�
��� � ������� ����

"��"��
�����4�� �	�����
�� (�����	��� "��=��� ��� "��-
��$� $����). >��	�
�� ?
�� ���� �� ��4 $�, ��"����	���� �
�
����� �
����	��� �, "�� ��$��	 ������ ��������
 � ���
	
�	�	������������� "��=��� (���. 25, �) ����� 

= −
� (2.1)

F�"�

F
x�"�
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� "�� ��$��	 ������ ��������
 � "���=	��� �
�
��	����� ���-
���	��� (���. 25, �, �) —

= −c (λ�
 + �). (2.2)

* ��������� �������� 
 — ��?���
�	�
 =	�
���
� "��=�-

��;  — �
�
��	���� �	�����
�� "�� �	��
��	� ���� 
�=	�-


�; � — �
����	��	 
���� �
 ������ ��������
 (
	��!�� ����-
����
�).

* "���=	��� ������	��� (�� ���. 25, �, � — 
���� $)

F�"� = mg   ���  
λ�
 = mg. (2.3)

>�� ���	$���� �� ��
	����4��� 
���� ����	 ����
������-
���!	� ���� ����
 �	��
����
4 �����	 ����, � ���
���
�, ����

��"��
���	���  � �����!��!�� ���� .

���� !�=����"����� — ����, "�	"�
�
���!�� ���=	��� ��-

	����4��� 
����. F
� ���� ��$� ������� 
�	���, ��$� ������

�	���. * �����	 ������� 
�	��� ���� ��"��
���	��� $��	� ���-

�
4 "��"��
�����4��� "	���� �
	"	�� ������
� � ��"����	�-
��� "��
���"���=�� �	�
��� ������
�, 
.	.

#�
. 25

F
x�"�

λ�


R F�



57

, (2.4)

��	 μ — ��?���
�	�
 ��"��
���	���.
��;�?H�<H�� !��� — ����, ������!�� �
 ��	�	��. *� ������


	����	���� ������� ���$��4+�� ��
	�	� "�	��
�����
 �����-
!��!�	 ����, ��
���	 ���	���
�� � 
	�	��	� ��	�	�� "� "	-
������	����� ������:

F� = F0 sinpt, (2.5)

��	 F0 — ���$��4+		 ����	��	 ���� (��"��
���); pt — ���� ���-
��!��!	� ���� (p — ���
�
�).

* ���������
� �
 ������"���
� ?
�� ��� ��
	����4��� 
��-
�� ��=	
 ���	�+�
4 
�
�
���� ����
����
	�� � ���������� 	
-
������!, � 
��=	 ����������� 	
������! $	� ��	
� � � ��	
�� ��-
"��
���	���.

2.2. �"���$�4� D��������!��� ��������� 
�����������: �����

��
�
����� �������
�� ���	$���� "�� �
��
�
��� �����-
!��!�� ���.

������
��� "�������	���	 ���=	��	 ��
	����4��� 
����
����4 �������
��4��� ��� $� "�� �	��
��	� ���� �"�����
�
(���. 26).

A��
���� ����	�	�
���4��	 �����	��	 ���=	��� 
���� �
� ��	
�� (2.1) � ����	� ����� 		 ���=	��� 

.

����	��� �$	 ���
� ���	��
�� �� m, �$������� . >��-

�	�	� �����	��	 � ����

. (2.6)

R V= −μ

#�
. 26

mx cx= −
c

m
k= 2

x k x+ =2 0
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�����	��	 (2.6) ����	
�� ����	�	�
���4��� �����	��	�
���$����� ���	$���� $	� ��	
� ��"��
���	���. �	+	��	 ?
���
���	����� ����������� ����	�	�
���4���� �����	��� �
���-

�� "������ ������
 � ���	 . >������	�	�
������ ?
�
����=	��	 � "���
���� � �����	��	 (2.6), "������ ��� �"�	�	-
�	��� z 
�� ������	��	 �����
	���
��	���	 �����	��	

z2 + k2 = 0, 	�� ����� z1,2 = ±ik, ��	  — ������ 	����
�.

#�� ��� ����� �����	, 
�, ��� ���	�
�� �� 
	���� ����	-
�	�
���4��� �����	���, �$!		 �	+	��	 �����	��� (2.6) ��		

���

x = C1 cos kt + C2 sin kt. (2.7)

��� �"�	�	�	��� "��
������ ��
	���������� �1 � �2 "��-

����	�	�
���	� "� ��	�	�� �����	��	 (2.7) � �� "����	�����
����=	��� � �����	��� (2.7) � ��	
�� �����4��� ������� ���-

=	���: x = x0,  "�� t = 0 �������

G�"�+	� �	+	��	 (2.7) � ��"��
����� ����	, ��� �	�� ��	-
�	� ��	���!�� "���
������: 

C1 = a sin α;  �2 = a cos α,

��	 a �  — ����	 "��
�����	 ��
	����������.
A ��	
�� ?
��� �����	��	 (2.7) "���	
 ���

x = = a sin(kt + α). (2.8)

&� �����	��� (2.8) �����, �
� �
����	��� ��
	����4���

���� �
 "���=	��� ������	��� "�������
�� ��������	�����
(����������4����) ������. >�?
��� 
���	 ���	$���� ������-
�
�� ����
����
	���.

>��
���� ������ ?
�� ���	$����, �
��=�� "� ��� ������

����	��� �
����	��� x, � "� ��� �$�
��� — ��	�� t, 
.	. ��� $�
���
���� ?
� ���=	��	 ����4 ��� t (���. 27). >�� ?
�� � —

x ezt=

i = −1

x x= 0

x C k kt C k kt= − +1 2sin cos ;

C x C
x

k1 0 2
0= =; .

α

a kt a ktsin cos cos sinα α+
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��"��
��� — ���$��4+		 �
����	��	 
���� �
 "���=	��� ���-
���	���:

(2.9)

(kt + α) — ���� ���	$����; α — �����4��� ���� ���	$����:

 (2.10)

Q��� ���	$���� �"�	�	��	
 �	 
��4�� "���=	��	 
���� �
������ ���	�
 ��	�	��, �� � ��"����	��	 		 "���	���!	��
���=	���. F
� �
����
�� � � �����4��� ���	 ���	$����.

>��
4 , . ���	$���� "��������
 "� ������
������, �������
�� "�� t = 0 �
 
	�
�� $ �� ������
4�

, ��"����	���� �"����.
@ ���4�	�+	� ���=	��� 
���� ��=�� ����
4, ��	�������

����	��	 t. #��, "��  (� �����	� "����� "�-

��=	��� 
���� ��
��������	
��). >�� 

(
���� "������
 �	�	� "���=	��	 ������	��� �� ������
4�,
��"����	���� ��	��).

>��  , 
.	. ���	$���� "��-

������
 "� ������ ��������, �������
�� "�� t = 0 �� "���=	-

���  �� ������
4� .

#�
. 27

a C C x
x

k
= + = +1

2
2
2

0
2 0

2

2
;

tg arctg .α α= = ⇒ =
A

A
1

2

0

0

0

0

x k

x

x k

x

α = 0 x a kt= sin

x ak= > 0

t
k

x a x= = =π
2

0,

t
k

x= =π
0, x ak= − < 0

α π=
2

x a kt a kt= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=sin cos

π
2

x a0 = x0 0=
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�����$ ��������: — ��	�� ������ "������ ���	$����. Q��-
���� ��� �"�	�	�	��� "	����� τ ����	� �� �������, �
� "�� ��-
�	$���� ���=�� ��$����
4�� ���	��
�� ��������
 � "��	�
��
������
	� �	�	� "	���� , 
.	. 

 � ,                (2.11)

���

          

F
� �����=��, 	���

kτ = 2π.   

#���� 

, (2.14)

��	  — &�	����
	�!, ��� 	���
��!, ��
�
�� 	
�������.

*������ �����	���� ����� 
�����	���� ���
�
�. &� ���-
���� (2.14)

(2.15)

��	  — ��
�
�� 	
������� — ����� ���	$���� �� ���� �	-

�����.
#���� �� (2.15) ��	��	
, �
� k — ����� ���	$���� �� ��	��

2π �	����.
����	����
�: [k], ���/�, [ν], �
 (�	�
).
��� ����� �� ���
��+	��� (2.14) � (2.15), "	���� � ���
�
�

���	$���� 
���� ������
 
��4�� �
 		 ����� � �
 ��?���
�	�
�

, �����
	�����!	�� ����
���������!�� ����, � �	 ������
 �

�����4��� ������� ���=	���. J��� ���	$���	 "��������
 ��
�	����4��� "��=����, ��	���	���� �	=�� ��$��, 
� "�� �"�	-

τ

x t x t( ) = +( )τ x t x t( ) = +( )τ

x a kt a k t

x ak kt ak k t

= +( ) = +( ) +⎡⎣ ⎤⎦
= +( ) = +( ) +

sin sin ,

cos cos

α τ α

α τ α⎡⎡⎣ ⎤⎦

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ .
( . )2 12

( . )2 13

τ π π= =2
2

k

m

c

k
c

m
=

k = 2
1π
τ

,

1

τ
ν=
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�	�	��� "	����� ���	$���� � ������	 (2.14) ��	�
� ��?���
�-
	�
� =	�
���
� 
 ��=�� "���
���
4 ?������	�
��� =	�
���
4

, 
.	. ������� ��	 "��=��� ���	���
�� �����, =	�
���
4 ��-


���� ?������	�
�� =	�
���
� ��	� "��=��. *	������  ��-

����
 �
 �"���$� ��	���	��� "��=�� (��. "���	�� ��=	).
>�� �	���	�
��� =	�
���
� "��=���, �� ���	�
��� �
�
�-

�	���� �	�����
��  ��?���
�	�
 =	�
���
� 
 ��=��

�"�	�	��
4 �� ������� ���	��
�� � "���=	��� ������	��� ��-

�� �"�����
� � ���� 
�=	�
�, 
.	. .

#���� , � 
�����	���� ���
�
� k � "	����  ���	$�-

��� �"�	�	���
�� ���
�	
�
�	��� "� ��������

; .       (2.16)

>�� �	��
��� �� 
���� �	��
���� "��
������ ���� , ��-
"����	���� "��
���"���=�� ����
���������!	� ���	 (��"��-
�	�, ���	 �"�����
� (��. ���. 26)), ����	�	�
���4��	 �����	-
��	 (2.6) � �����
	� ���	$���� �	 ���	��
��. >��
������ ����
��	�
�
 
��4�� 
	�
� ?
�� ���	$���� � �
����� �	��
��� ����

 �� �	������ , �"�	�	��	��� �� ������� ���	��
�� ����

�"�����
� � ?
�� "��
������ ����, 
.	. .
����	�	�
���4��	 �����	��	 � ?
�� �����	

.

������ 12. ���� ������ � = 0,5 �� "���	+����
 � �	�	����������-
��� "��=��	 =	�
���
4� 
 = 98 %/� � ���$!��
 	�� "�� ?
�� ������
4
V0 = 1,4 �/�, ��"����	���� ��	��. %��
� �����	��	 ���=	���, ���
�
�,

�������� ���
�
� � "	���� ���	$���� �����.
��A����. *�$	�	� ������ ��������
 � "���=	��� ������	��� (
���� $),

��"����� ��4 � ���� — � �
����� �
����	��� ����� �� �	������ �. >���-

=	� � ?
�� "���=	��� ����:  �  (���. 28). ����	�	�
���4��	

�����	��	 ���=	��� ����� "� ��� �

c?��

c?��

λ�


c mgλ�
 =

c
mg=
λ�


τ

k
g=

λ�


τ π
λ

= 2 �


g

Q

Q λ
c Qλ =

mx Q F Q c x cx= − = − +( ) = −�"� λ

mg F�"�



62

 

��	 mg = cλ�
 = 0, . 

�������� ���
�
�

@$!		 �	+	��	 ����	�	�
���4���� �����	���
���=	���

x = C1 cos kt + C2 sin kt.

>��
�����	  �  ��
	���������� ����	� �

��	
�� �����4��� ������� ���=	���. >�� t = 0 ����
��������� � "���=	��� �0, "�?
���

 �;

�/�.

>������	�	�
���	� �����	��	 ���=	���:

#���� 
�1 = �0 = −λ�
 = − 0,05 �;

�.

A ��	
�� ������	��� ������� �����	��	 ���=	���

� = − 0,05cos 14t − 0,1sin 14t (�).

* ��"��
����� ����	

� = � sin(kt + α),

��	 ��"��
��� 

�.

P�
. 28

mx mg F mg c x

mg c cx x k x

= − = − + =

= − − ⇒ + =

�"� �


�


( )

,

λ

λ 2 0

k
c

m
2 =

k
c

m
= = =98

0 5
14

,
���/�.

�1 �2

x
mg

c0
0 5 9 8

98
0 05= − = − = − ⋅ = −λ�


, ,
,

x V0 0 1 4= − = − ,

x C k kt C k kt= − +1 2sin cos .

C
x

k2
0 1 4

14
0 1= = − = −,

,

a x
x

k
= + = − + − =0

2 0
2

2
2

2

2
0 05

1 4

14
0 112( , )

( , )
,
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%����4��� ����

@
����

α = 26,56°, ��� α = 0,147π ���.

#���� � = 0,112sin(14t + 0,147π) (�).
>	���� ���	$����

�.

<��
�
� ���	$����

�
.

������ 13. @"�	�	��
4 "	���� ���	$���� ����� ������ �, "���	+	�-
���� �� ���� "��=���� =	�
���
4� 
1 � 
2 ��� ���� �����	�:

1) "��=��� ��	���	�� "�����	�4�� (���. 29);
2) "��=��� ��	���	�� "���	����
	�4�� (���. 30).
��A����. 1. * ?
�� �����	 � "���=	��� ������	��� ���� �"�����
� "��-

=��  �  �������	+����
�� ����� 
�=	�
�  �����. >�?
���

F1�"� + F2 �"� = mg, 

α = = − ⋅
−

=arctg arctg
,

,
arctg , .

x k

x
0

0

0 05 14

1 4
0 5

τ π= = ⋅ =2 2 3 14

14
0 448

k

,
,

ν
τ

= =1
2 25,

P�
. 29 #�
. 30

F1�"� F2�"� mg



64

��	
F1�"� = 
1λ1�
;

F2�"� = 
2λ2�
.

�������, ��
���� ��	����	
 ���
� "��=�� � � ��
���� ��	"�
�� ����,
���=�� "	�	�	!�
4�� "��
�"�
	�4��. >�?
���

λ1�
 = λ2�
 = λ�
.

#����
λ�
(c1 + c2) = mg.

��� ?������	�
��� "��=���, ���	���!	� ?
� ��	 "��=���,

F�"�. ?�� = 
?��λ�
 = mg.

#���� 
?�� = 
1 + 
2, "�� ?
��  �
� ��	��	
 �� ������� ���	�-

�
�� ���	�
�� ��� �"�����
�  �  �
����
	�4�� 
���� "���	��

�����.

>	����  #����

2. >�� "���	����
	�4��� ��	���	��� "��=�� � "���=	��� �
�
��	-

����� ������	��� ��=��� �� "��=�� ���
�����	
�� ����� , "�� ?
��

F1�"� = 
1λ1�
 = mg;   

F2�"� = 
2λ2�
 = mg,

��	
F�"�.?�� = 
?��λ?�� = mg.

�����	��	 ?������	�
��� "��=��� ����� �$!	�� �����	��� "��-
=��, 
.	. 

λ?�� = λ1�
 + λ2�
.

#����

>	���� ���	$����

c

c

a

a
1

2

2

1

= ,

F1�"� F2�"�

τ π= = =
+2 1 2

k
k

c

m

c c

m
; .?��

τ π=
+

2
1 2

m

c c
.

mg

F F F mg1 2�"� �"� �"�.?��= = = ;

mg

c

mg

c

mg

c
c

c c

c c?��
?��= + ⇒ =

+1 2

1 2

1 2

.

τ π π π= = =
+2 2

2 1 2

1 2k c

m

m c c

c c
?��

( )
.
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> � � � 	 � � � � 	. J��� ���� "��	�
�
4 �	=�� "��=�����, � ��=���
���	
 �
���� "��=��� ����	"�
4 �	"����=��, 
� �	�����
�� "��=��

"�� �	��
��	� ���� 
�=	�
�  ����� $���
 �����������, 
.	.

. A��� �"�����
� "��=�� $���
 ������� � ��"����	-

�� � ���� �
�����, "��
���"���=�� ���	 . * "���=	��� ������	���

#���� , ��� � �����	 "�����	�4���� ��	���	��� "��=��.

>����	���	 ����=	��� ��� ?������	�
��� =	�
���
� "�� "�����	�4-
��� � "���	����
	�4��� ��	���	��� "��=�� �"���	����� ��� ��$��
"�������4��� ���
�����, � �	 
��4�� ��� "���=	��� �
�
��	����� �����-

�	���. F
� ��	��	
 �� 
���, �
� 	��� ��	�
� ����  "����=�
4 �	��
�-

��� ���� , 
� "�� "�����	�4��� ��	���	��� "��=��

 

���

��	 F1 � F2 — ������ � ��=��� "��=��	; λ — "�������4��� �	�����
�� "��=��.

>�� "���	����
	�4��� ��	���	��� "��=�� 

 

���

,

�
���� 

2.3. �"���$�4� ��������� �����������: ����� 
! ?����� !�=����"�����

>��
4 ��
	����4��� 
���� ���=	
�� ����4 �������
��4��� ��� �
��	�	 � ������ ��"��
���	��	� "�� �	��
��	� ���� �����

�� (���-
���� 2.1) � ���	���� 
��� 

��
�������! (������� 2.4) (���. 31).

mg

λ λ λ1 2�
 �
 ?��.�
= =

mg

F F mg F1 2�"� �"� �"�. ?��+ = = .

c c c?�� = +1 2

mg

F

F F F= +1 2

c c c?��λ λ= +( )1 2 ,

F F F= =1 2;

λ λ λ= +1 2

F




F

c

F

c?��

= +
1 2

c
c c

c c?�� =
+
1 2

1 2.

#�
. 31
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����	�	�
���4��	 �����	��	 ���=	��� "� ��� �

����	��� �� � � �$�������  "������ ����-

�����	 ����	�	�
���4��	 �����	��	 �
����� "������ � "��
�-
������ ��?���
�	�
���

. (2.17)

�����	��	 (2.17) "�	��
����	
 ��$�� ����	�	�
���4��	
�����	��	 ���=	��� ��
	����4��� 
���� "�� �	��
��	� ���-
�
���������!	� ���� � ���� ��"��
���	���, "��"��
�����4-
��� ������
� 
����.

R����
	���
��	���	 �����	��	, ���
�	
�
���!		 �������
����	�	�
���4���� �����	���, ��		
 ���

z2 + 2nz + k2 = 0,

	�� �����

(2.18)

&� (2.18) �����, �
� �����=�� 
�� ������: 
1) n < k; 
2) n > k; 
3) n = k.
������
��� �	+	��	 �����	��� (2.17) ��� ?
�� 
�	� �����	�.
• >�� n < k:

,

��	 ; .

* ?
�� �����	 ����� ���"�	����	 � �$!		 �	+	��	 �����	-
��� (2.17) ��		
 ���

x = e−nt(C1 cos k1t + C2 sin k1t). (2.19)

��� �"�	�	�	��� "��
������ ��
	����������  �  "��-

����	�	�
���	� "� ��	�	�� �����	��	 (2.19):

mx R F x cxx= + = − −�"� x μ .

c

m
k

m
n= =2 2, ,

μ

x nx k x+ + =2 02

z n n k1 2
2 2

, .= − ± −

z n n k n k n n ik1 2
2 2 2 2

11, ( )= − ± − = − ± − − = − ±

k k n1
2 2= − i = −1

C1 C2



67

(2.20)

C ��	
�� �����4��� ������� ���=	���:  "��

t = 0 �� �����	��� (2.19) � (2.20) �������:

G��	��� �1 = a0sin α; �2 = a0cos α. #���� �����	��	 (2.19)

��=�� "�	��
���
4 � ��"��
����� ����	:

x = a0e−nt sin(k1t + α). (2.21)

&� �����	��� (2.21) �����, �
� ���=	��	 
���� ��		
 ���	-
$�
	�4��� �����
	�, 
�� ��� ����
�� sin(k1t + α) ����	
�� "	-

������	����. %�����	 ���=�
	�� e−nt  � �����	��� (2.21) �$�-
��������	
 ��	�4+	��	 � 
	�	��	� ��	�	�� �
����	��� � 
��-
�� �
 "���=	��� ������	���. #���	 ���	$���� �������
�� ����-
�������.

'�������4��	 �
����	��	 �
 "���=	��� ������	��� ��		


�	�
� "�� sin(k1t + α) = ± 1, 
.	. , � ��	 �����	

����	��� � ������	�� �	=�� ?��"��	�
���  �

 (���. 32).

x ne C k t C k t

e C k k t C k k t

nt

nt

= − +( ) +
+ − +( )

−

−
1 1 2 1

1 1 1 2 1 1

cos sin

sin cos ..

x x x x= =0 0,

C x

C
x nx

k

1 0

2
0 0

1

=

=
+

;

.

x a e nt
max

= −
0

x a e nt= −
0

x a e nt= − −
0

#�
. 32



68

"�������� ��
����!�� ���	$����

"��
 = a0e−nt,       (2.22)

��	 n — ��?���
�	�
 ��
������.
>�� t = 0 �����4��	 ����	��	 ��"��
���

"��
 = �0 = .       (2.23)

)�������! *��� ���	$����

(2.24)

(���
� τ1 ��
����!�� ���	$���� — "���	=�
�� ��	�	��
�	=�� ����� "���	����
	�4���� "����=�	����� 
���� �	�	�
"���=	��	 ������	��� � ����� � 
�� =	 ��"����	���.

>� �������� � ����=	��	� (2.14)

 (2.25)

A���4 �	=�� "	������ τ ��������	���� � τ1 ��
����!��
���	$����:

(2.26)

>��
4  (�	$��4+�	 ��"��
���	��	), �����
,


.	. "	���� ���	$���� � ��	
�� ��"��
���	��� ��	������� �	���-
��
	�4�� "� �����	��� � "	������ ��������	���� ���	$����. 

��
������ ����� ���	�	��� ��"��
��� ��
����!�� ���	-
$����, ��"���	�, �	�	� "���"	����.

C C x
x nx

k n
1
2

2
2

0
2 0 0

2

2 2
+ = +

+

−

( )

α = =
−

+
arctg arctg .

C

C

x k n

x nx
1

2

0
2 2

0 0

τ π
1

1

2=
k

.

τ π π τ
1

2 2 2 2

2 2

1 1

=
−

=

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

k n
k

n

k

n

k

.

n

k
= 0 05,

τ τ τ τ1
1 0 0025 0 9975

1 001=
−

= =
, ,

, ,
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>��
4 "�� t = t1

"1 = .

>��   

>�� 

G���	��	 ��"��
��� � ���	���� �

(2.27)

&� ������� (2.27) ��	��	
, �
� ��������� ��������� ��
���-
�!�� ���	$���� "��������
 "� ��	
�� ��������� ��
�����-

��
	
� ��
���

��, ����	��
	�	� q ��
���� ����	
�� , 
��

��� ��$�� ��	� "����	���� ���	� am = a1q m–1. *	������ 

� 
	���� ���	$���� ������	
�� ��	������
� 	
�������. @$�-
������ 	�� $����� D.

�	��	�	�
 ( ) ���	� �
��+	��� ��"��
��� "���	��-
�!	�� ���	$���� � ��"��
��	 "�	����!	�� ���	$����, 	��� ���-

�
4 ��"��
��� �	�	� "���"	����. >�� �����	��� ��"��
�� �	�	�

"	���� �	��	�	�
 . J��� 
���� ���	�+��� N "����� ��-
�	$����, 
� ����� ��"��
�� ��=�� �"�	�	��
4 "� ��������:

 — ����� ��"��
�� �	�	� "���"	����;

 — 
� =	 �	�	� "	����.

a e nt
0

1−

t t2 1
1

2
= +

τ

A a e a e e A e
n t

nt
n n

2 0
2

0
2

1
2

1
1

1

1 1

= = =
− +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − − −

τ τ τ

.

t t3 2
1

2
= +

τ

A a e a e e A e
n t

nt
n n

3 0
2

0

2

2
1

2

2
2

1

1

1 1

= = =
− +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − − −

τ τ τ

.

A A em

n
m

=
− −

1
2

11τ ( )
.

e

n
−

τ1

2

e

n
−

τ1

2

D e

n

=
−

τ1

2

D e n= − τ1

m N= +2 1

m N= +1
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������ 14. #���� ���	�+��� �	
��	 "����� ���	$����. @
��+	��	

. @"�	�	��
4, �� ����4�� ��� ��	�4+����4 "���	���� ��"��
���

"� �����	��� � "	����.
��A����. @"�	�	��	� ����� ��"��
�� �	�	� "���"	����

m = 2N + 1 = 2 ⋅ 4 + 1 = 9. #���� 

"9 = "1D8 = "1  

=

���      ,


.	. ��"��
��� ��	�4+����4 � 3,5 ����.

+
����*����
	�� ��	������
� ������	
�� �����4 ��
����4-
���� ��������� �	��	�	�
� ���	$����, 
.	.

 (2.28)

������ 15. @"�	�	��
4 �	��	�	�
 � ����������	���� �	��	�	�
 ��-
�	$����, 	��� "���	 �	
��	� "����� ���	$���� ��"��
��� ��	�4+����4
� 12 ���. @"�	�	��
4 
��=	 ��"��
��� "���	 ���� "����� ���	$����.

��A����. @"�	�	��	� ����� ��"��
�� �	�	� "���"	����:

#����

.

@
����

.

>���������������� ?
� ����=	��	, �"�	�	��� ����������	����
�	��	�	�
:

n

k
= 0 05,

e
A

A
e e

n
n

n
k n

− ⋅ −
−

−⇒ = = =
τ

τ

π
1

1
2 2

2
8

9

1

4
4

2

e e e

n

n
k

n

−

− −
− −= ≈ =

4
2

1 8

400 1 0 4

2

2
0 285

π

π
π, ,

A

A
1

9

1

0 285
3 5= ≅

,
,

ln ln( ) .D e
n

n

= =
−

τ
τ1

2 1

2

m N= + = ⋅ + =2 1 2 4 1 9.

A A D A e

n

9 1
8

1
2

81

= =
− ⋅

τ

A

A
e

n
1

9

2
81

12= =
⋅

τ
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�	��	�	�
 ���	$����

G���	��	 "�
�� ��"��
��� ("���	 ���� ���	$����)

,


.	. ��� ��	�4+����4 "� �����	��� � "	���� � 3,46 ����.

• >�� n > k ("�� $��4+�� ��"��
���	���) ����� �����
	-
���
��	����� �����	��� �����
�� �	!	�
�	����� � �������:

#���� �$!		 �	+	��	 �����	��� (2.17) ��		
 ���

         (2.29)

• >�� n = k ����� �����
	���
��	����� �����	��� — �	!	-
�
�	���	 � ���������	:

z1 = z2 = −n.

* ?
�� �����	 �$!		 �	+	��	 �����	��� (2.17)

(2.30)

>����	���	 �����	��� (2.29) � (2.30) �	 �����
�� "	�����-

�	����� ����
����. Q���
��  �� ��	�	�	� ����
����
�$���	
, �
�	���4 "��  � ����, 
.	. 
����, $����� �
���-
�	�� �
 "���=	��� ������	���, "�� �	��
��	� ����
��������-
�!	� ���� "��
	"	��� $��	
 "��$��=�
4�� � ������	�����
"���=	���.

n nτ τ1 1

2
8 12

2

12

8
0 3106⋅ = ⇒ = =ln

ln
, .

D
A

A
= = = = =9

1

8 8
1

12

1

12

1

1 364
0 733

,
, .

A A D A A5 1
4

1
4

10 733 0 289= = ⋅ =, ,

z n n k

z n n k

1
2 2

2
2 2

= − + −

= − − −

;

.

x C e C e e C e t C e tz t z t nt n k n k= + = +⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

− − − −
1 2 1 2

1 2
2 2 2 2

.

x C e C te e C C t
z t z t nt= + = +−

1 2 1 2
1 1 ( ).

e nt−

t → ∞
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��� �"�	�	�	��� "��
������ ��
	���������� �1 � �2 ?
�
�����	��� ��	��	
 "������	�	�
�����
4 "� ��	�	�� � � "���-
�	���	 ����=	��� � � �����	��� (2.29) � (2.30) "���
���
4

.

#���� �$�����, ����� n ≥ k, ���=	��	 ��
	����4��� 
����

	��	
 ���	$�
	�4��� �����
	� � �
�����
�� ��
����!�� �"	-
������	����.

2.4. �4�?#$���4� ��������� �����������: ����� 
��; ?���� !�=����"�����. ��;����!

*���=�	���	 ���	$���� $	� ��	
� ��"��
���	��� ��
	����4-
��� 
���� $��	
 ���	�+�
4 "�� �	��
��� �� �		 �


��-
����������� � �
��������� 
�� (���. 33, �), ����� ���	
 "��=�-
�� (
���� ") — �	"����=	�, �	��
��	
 �����!��!�� ����

= F0 sin pt. *����=�� 
��=	 ���	��
��	���	 �����!	��	

(���. 33, �), ����� ����  �
��
�
��	
, �� 
���� " ��	"�	���

"��=��� ���	�+�	
 ��������	���	 ���	$���� "� ������ ξ = b sinωt.

����	�	�
���4��	 �����	��	 ���=	��� ����� "�� ����-
��� �����!��!	� ���� ��		
 ���

��� "���	 "�	�$��������� —

t x x x x= = =0 0 0, ,

F�

F�

в

#�
. 33

mx F F cx F pt= − + = − +�"� � 0 sin



73

, (2.31, �)

��	  — ��"��
��� �����!��!	� ����, �
�	�	�-

��� � 	����
	 �����.
* �����	 ���	��
��	����� �����!	���

���

, (2.31, �)

��	 .

�����	��� (2.31) �"������
 ����=�	���	 ���	$���� ��-

	����4��� 
���� $	� ��	
� ��"��
���	���.

@$!		 �	+	��	 ?
��� �	����������� ���	����� ����	-

�	�
���4���� �����	��� ���
��
 �� ����� �$!	�� �	+	��� 
���
�	
�
���!	�� ����������� �����	��� (2.6) � ���
���� �	-
+	��� �* �	����������� �����	���, 
.	.

 

��	  �"�����	
 ���$����	 ��������	���	 ���	$����, � �* —

����=�	���	. @$!		 �	+	��	  ����������� �����	��� ��-
��	������ ��+	 (��. ". 2.3).

<��
��	 �	+	��	  �	����������� �����	��� "�� 
�!	� "� ���� "����� ���
� �����	��� (2.31, �, �)

,           (2.32)

��	  — ��"��
��� ����=�	���� ���	$����.

��� �"�	�	�	���  "������	�	�
���	� ����=	��	

(2.32) ���=�� "� ��	�	�� � "���
���� ����=	��� ���  �

 � �����	��	 (2.31) ��	�
�  � . >������ 

.

x k x h pt+ =2 sin

k
c

m
h

F

m
2 0= =;

mx F c x c x b t= − = − − = − −�"� ( ) ( sin )ξ ω

x k x h pt+ =2 sin

k
c

m
h

cb

m
p2 = = =; ; ω

x

x x x= + *,

x
x

x * p k≠

x A pt* sin= �

A�

A�

x *

x * x x

− + =A p pt k A pt h pt� �
2 2sin sin sin
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��?���
�	�
� "��  � �	��� � "����� ���
�� ���=��

$�
4 �����������, 
.	. .

@
����

.            (2.33)

#���� ���
��	 �	+	��	, �"������!		 ����=�	���	 ���	-
$����, ��		
 ���

.            (2.34)

&� �����	��� (2.34) ��	��	
, �
� "�� p < k (����=�	���	

���	$���� ����� ���
�
�) ���
�
� p, "	����  � ���� pt

����=�	���� ���	$���� ���"����
 ���
�	
�
�	��� � ���
�-

��, "	������ � ����� �����!��!	� ����.

>�� p > k (����=�	���	 ���	$���� $��4+�� ���
�
�) 

(2.35)

&� �����	��� (2.35) ��	��	
, �
� ���� ����=�	���� ���	$�-
��� �
�
�	
 �
 ���� �����!��!	� ���� ��  (��������
� �*
� ���� ������
�� � "��
������	).

C�"��
��� � ?
�� �����	

.  (2.36)

@$!		 �	+	��	 ����	�	�
���4���� �����	��� (2.31) �
��	
�� �����	��� (2.7) ��� (2.8) � (2.32) "�� p < k

(2.37)

���

(2.38)

sin pt

A k p h�
2 2−( ) =

A
h

k p
� =

−2 2

x
h

k p
pt* sin=

−2 2

τ π= 2

p

x
h

p k
pt

h

p k
pt* sin sin .= −

−
=

−
−( )

2 2 2 2
π

π

A
h

p k
� =

−2 2

x C kt C kt
h

k p
pt= + +

−
1 2 2 2

cos sin sin ,

x a kt
h

k p
pt= + +

−
sin( ) sin .α

2 2
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>������	�	�
������ ?
� �����	��� "� ��	�	��, �� "���-
�	���� ����=	��� � �����	��� (2.37) � (2.38) "�� �����4���

�������� t = 0, x = x0, ������� �1 � �2 ��� ��"��
��� � �

�����4��� ���� α. 
C��������� ��=�� ��"���
4 �$!		 �	+	��	 �����	���

(2.31) "�� p > k � �"�	�	��
4 �1, �2 ��� � � α.

������ 16. ���� ������ � = 200 � "����	"�	� � "��=��	, ��?���
�-
	�
 =	�
���
� ��
���� 9,8 %/��, ��=	
 �����
4�� "� ������� �������-

��4��� "������
� "�� �	��
��	� �����!��!	� ���� F� = F0 sinpt, ��	

F0 = 20 %, � = 50 ���/�. * �����4��� ���	�
 "��=��� ���
����� �� 5 �� �

����� ���$!��� ������
4 V0 = 20 ��/� � ��"����	��� ��	!	���. %��
�

�����	��	 ���=	��� ����� "� ��� �, ������ ��
���� ��$���� � ���
	 �	-
�	������������� "��=���.

��A����. &��$����� ���� � "�������4��� "���=	��� �� ��� �, ��"�����

		 � �
����� ��	!	��� �����. >���=	� ����, �	��
���!�	 �� ����: �	� ,

������4��� �	��
��  "������
�, ���� �"�����
�  "��=��� � �����-

!��!�� ����  (���. 34).

����	�	�
���4��	 �����	��	 ���=	��� ����� "� ��� �

����	��� �� � � �$�������  "������

W�����	���� ���
�
� ���	$����

 ���/�.

x x= 0

mg

N F�"�

F�

в

#�
. 34

mx F F cx F pt= − + = − +�"� 2 0 sin .

c

m
k

F

m
h= =2 0; ,

x k x h pt+ =2 sin .

k
c

m
= = ⋅

⋅
=

−
9 8 10

200 10
70

2

3

,
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<��
�
� �����!��!	� ���� � = 50 ���/�. A�	����
	�4��, p < k. �	+	��	
"����	����� ����	�	�
���4���� �����	��� �� ��������� ������� (2.37)

%���	� "���������� "� ��	�	��:

>��
�����	 ��
	���������� �1 � �2 �"�	�	��� � ��	
�� �����4���

�������: x0 = 5 ��, ��/� "�� t = 0. #���� �1 = x0 = 5 ��.

%���	� �2 �� ����=	���

��.

�����	��	 ���=	��� ����� 

� = 5 cos 70t − 2,68 sin 70t + 4,17 sin 50t ��.

#��
���
 ������
����	
�� ��� ���	��	, "�� ��
���� ��"��-

��� ����=�	���� ���	$���� ���4�� ������
�	
 � �	��
����
�$���
� �����!��!�� ���
�
. * ���
���
�, "�� ���"��	���


�����	���� ���
�
� ���$����� ���	$����  � ���
�
�� 
�����!��!	� ����, ��� ��	��	
 �� �����	��� (2.33) � (2.36),
��"��
��� ����=�	���� ���	$���� ����� $	����	����
� �

���
��	 �	+	��	  �	�4�� "�	��
���
4 � ���	 (2.34). F
� �	-
+	��	 �!	� � ���	

.    (2.39)

%���	� "	����  � �
����  "���������	 "� ��	�	��
�
 ?
��� ����=	���:

x C kt C kt
h

k p
pt= + +

−
1 2 2 2

cos sin sin .

x C k kt C k k
hp

k p
pt= − + +

−
1 2 2 2

sin cos cos .

x V0 0 20= =

x C k
hp

k p
C

x
hp

k p

k0 2 2 2 2

0 2 2

2 2
0 20

50 20

70 50 0 2

70

= +
−

⇒ =
−

− =

=
− ⋅

− ⋅
,

( ) , ==
−

= −
0 2

5000

2400
70

2 68
,

, ��;

h

k p

F

m k p2 2
0

2 2

2

2 2

20 10

0 2 70 50
4 17

−
=

−
= ⋅

−
=

( ) , ( )
,

k p

x *

x Bt pt* cos=

x * x *
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    (2.40)

>���
���� ����=	��� (2.39) � (2.40) � �����	��	 (2.31):

���
����, �
� p = k, �����
�� "���$��	 ��	��, "������

@
����, "�������� ��?���
�	�
� "�� �����	 � �$	�� ���-

�� ���	��
��, ����	�

.                        (2.41)

#���� ���
��	 �	+	��	 "���	
 ���

(2.42)

&� �����	��� (2.42) ��	��	
, �
� ���� ����=�	���� ���	$�-

��� "�� �	������	 �
�
�	
 �
 ���� �����!��!	� ���� �� 

C�"��
��� ���	$���� ��	������	
�� "� ���	����� ������ � 
	-
�	��	� ��	�	�� � �"�	�	��	
�� "� ������	

(2.43)

2.5. �4�?#$���4� ��������� �����������: ����� 
! ?����� !�=����"�����

������
��� "�������	���	 ���=	��	 ��
	����4��� 
����
����4 �������
��4��� ��� � � ������ ��	�	 "�� �	��
��	� 
���

�����

�� , �
��������� 
��� F� = F0 sinpt � ���� ���	�-

���� 

��
�������!  (���. 35). 

x B pt Btp pt

x Bp pt Bp t pt

* cos sin ;

* sin cos .

= −

= − −2 2

− − + =2 2 2Bp pt Bp t pt k Bt pt h ptsin cos cos sin .

− =2Bk kt h ktsin sin .

B
h

k
= −

2

x
h

k
t kt

h

k
t kt* cos sin .= − = −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟2 2 2

π

π
2

.

A
h

k
t�.�	� =

2
.

F�"�

R V= −μ

в

#�
. 35
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����	�	�
���4��	 �����	��	 ���=	���

��� "���	 "�	�$��������� "������

, (2.44)

��	 

@$!		 �	+	��	 ?
��� �����	���

, 

��	  — �$!		 �	+	��	 ����������� �����	��� (2.17), ��
���	
� ���������
� �
 ���
��+	��� �	=�� n � k ��=	
 $�
4 ��"�����
� ���	 (2.19) ��� (2.21) "�� n < k ��� (2.29) � (2.30) "�� n > k �

n = k ���
�	
�
�	���. %�����	 ���=�
	�� e−nt � ?
�� �	+	����
�������	
 �� 
�, �
� ���=	���, �"�����	��	 ?
��� �����	���-
��, $��
�� ��
����
 � "�������
�� 
��4�� �� �����4��� �
����
���	$����.

>�?
��� ���
��	 �	+	��	 �*, �"������!		 ����=�	���	
���	$����, "� ��!	�
�� ����	
�� �	+	��	� �����	��� (2.44)
"�� ��
������+	��� ���=	���.

&!	� �	+	��	 �* "� ���� "����� ���
� �����	��� (2.44):

(2.45)

��	  — ��"��
��� ����=�	���� ���	$���� � ��	
�� ��"��-


���	���;  — �	������ ������ (��"���������) ���� ����=-
�	���� ���	$���� "� �
��+	��� � ���	 �����!��!	� ����.

��� �"�	�	�	���  �  ����	� "���������	 "� ��	�	��

 �  �
 �����	��� (2.45) � "���
���� "����	���	 ����=	-

��� �  �� (2.45) � �����	��	 (2.44). >����� ���
4 ?
��� ����-
�	��� "�	�$����	� � ����

#���� "������

mx F R F cx x F pt= − − + = − − +�"� � μ 0 sin

x nx k x h pt+ + =2 2 sin

2 2 0n
m

k
c

m
h

F

m
= = =μ

, , .

x x x= + *

x

x A pt* sin( ),= −�.� ε

A�.�
ε

A�.� ε
x * x *

x *

h pt h pt h pt

h pt h p

sin sin sin

sin cos cos

= + −( ) = −( ) +⎡⎣ ⎤⎦ =

= −( ) +

ε ε ε ε

ε ε tt −( )ε εsin .
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    (2.46)

>�������� ��?���
�	�
� "��  �  �

�	��� � "����� ���
�� �����	��� (2.46), "������ ��� �����	-
��� � ����� �	���	�
����:

      (2.47)

����	��� �
���	 �����	��	 �� "	���	, �������

(2.48)

G�
	�, ����	�� �����	��� (2.47) � ������
 � ���=�� �� "��-

��	 � �	��	 ���
�, ����	� :

 (2.49)

2.6. 	!!��$�"���� >�;4 � ��=���?$4 
"4�?#$���4@ ��������:

/��� ����������� 	
������� (pt − ε) �
�
�	
 �
 ���� �����-
!��!	� ���� pt �� �	������ ε. >���	�	� ����	������	 ?
��
�	������.

>�� �
��
�
��� ��"��
���	��� (n = 0)

>�� ��$�� ����	��� n � �����	 �	�������

− −( ) + −( ) + −( ) =
= −

A p pt nA p pt k A pt

h pt

�.� �.� �.�
2 22sin cos sin

sin

ε ε ε

εε ε ε ε( ) + −( )cos cos sin .h pt

sin pt −( )ε cos pt −( )ε

A k p h

A np h

�.�

�.�

2 2

2

−( ) =
⋅ =

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

cos ;

sin .

ε

ε

tg .ε =
−

2
2 2

np

k p

A�.�

A
h

k p n p
�.� =

− +( )
.

2 2 2 2 24

tg
.

ε
ε
ε π

=
−

=
= <
= >

2
0

0
2 2

np

k p

p k

p k

"��

"��

tg .ε ε π= ∞ ⇒ =
2
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F
� �	���4
�
� $��� "����	�� "�� ����	������� ����=-
�	���� ���	$���� $	� ��	
� ��"��
���	���. >�� ������� ��-
"��
���	��� 0 < ε < π.

>�	��
���� ����=	��	 (2.48)� ���	

(2.50)

��	  — ��?���
�	�
 �	�"���������;  — ��?���
�	�


����
�����.
&�"��4��� ����
�� (2.50), "��
���� *��
-��
�
���� ��-

��	����
��	� (���. 36) ���	$�
	�4��� ���
	��. ��� ?
��� $�-

�	� ������
4�� �
��+	��	�  � ��� ��������� �
��+	��� 

�"�	�	��
4 . G��	
��, �
� � ��	���	��	� ��?���
�	�
�
�	�"��������� ����� ���� ��	������	
�� "�� ����� � 
�� =	
����	��� ��?���
�	�
� ����
�����. G��� ��� ���	$�
	�4���
���
	�� k, p � n, ��=�� �"�	�	��
4 ����� ����  �	"���	�-
�
�	��� "� �������.

&���	������	 ��"��
��� "������
�� ��	���!�� �$�����
(��. (2.49)).

1. >�� n = 0 "������ 

tg , ,ε =

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

1
2 1

n

k

p

k

p

k

f
n

k

p

k

n

k

p

k

n

k

p

k
ε

ε

#�
. 36

A
h

k p
� =

± −( )2 2
,
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��	 "� — ��"��
��� ����=�	���� ���	$���� $	� ��	
� ��"��-

���	���.

*���=	���  "�� p < k, 

"�� p > k ���"����
 � "����	����� ���		 (2.33) � (2.36).
2. >�� p = k

,  (2.51)

�����
 ��"��
��� ����=�	���� ���	$���� � ��	
�� ��"��
��-
�	��� �� �	��������� ���
�
	 ��		
 ���	���� �	������.

3. ��� �"�	�	�	��� ��������4��� ��"��
��� ����	��	�

"�����	���	 ����=	��	 � (2.49)  ��

������� � �"�	�	��� p, "�� ��
���� ?
� $��	
 ��	
4 �	�
�.

��� ?
��� ����	� "���������� "� "����	
�� p  � "��-

�����	� 		 ����:

           (2.52)

�	+�� �����	��	 (2.52) �
����
	�4�� p, �"�	�	��� 	�� ���-

��. @��� ���	�4 . * ?
�� �����	 ��"��
���

.       (2.53)

Q����	���� ����� ����=	��� (2.53) ��
������, "���
����

��	�
�  � .

>������

��	 "�
 — �
�
��	���	 �
����	��	 
���� �
 "���=	��� ������	-

��� "�� �	��
��	� ��"��
���  �����!��!	� ����. A�	��-

A
h

k p
� =

−2 2
A

h

k p

h

p k
� =

− −( ) = −2 2 2 2

A
h

np

h

nk�.��	�
= =

2 2

k p n p f p2 2
2

2 24−( ) + = ( )

′( )f p

′( ) = −( ) −( ) + =f p k p p n p2 2 4 2 02 2 2 .

p1 0=

A
h

k
�.� =

2

h
F

m
= 0 k

c

m
2 =

A
F m

mc

F

c
A�.� �
=

⋅
= =0 0 ,

F0



82

��
	�4��, "��  
���� �	 ���	�+�	
 ����=�	���� ��-

�	$����, � ������
�� � ������	���: 

 
.	. .

��� ��	���!�� ����� �����	��� (2.52) 

  �	 "������
 "� �����	���-

�� ������ (���
�
� �	 ��=	
 $�
4 �
��
�
	�4���). 
>������	� �
���� ���	�4 

.   (2.54)

>�� ���
�
	 p = p3 �����!��!	� ���� "�����	���	 ����-
=	��	 � ������	 (2.49) $��	
 ��	
4 �������4��	 ����	��	,


�� ��� , � ��"��
��� ����=�	���� ���	$���� $��	


��������4���:

     (2.55)

A������  � , "�	�$������� ����=	��	 (2.55):

(2.56)

#�� ���  
� > . @����� "�� �	$��4-

+�� ��"��
���	���, ��"���	� = 0,05,  = 1,001  ≈

p p= =1 0

cA F�
 = 0 , F F�"� = 0

p2 3, =

k n2 22 ,= ± − ��	 p k n2
2 22= − −

p k n3
2 22= −

′′( ) >f p 0

A
h

k k n n k n

�.cmax
=

− −( )( ) + −( )
⇒

2 2 2
2

2 2 22 4 2

⇒ =
−

A
h

n k n
�.�max

2 2 2
.

A�.c�	�
A�.�max

A
h

nk
n

k

A

n

k

�.�
�.�

max

�	�=

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2 1
2 2

1

.

1 1
2

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

<n

k
, A�.�max

A�.��	�

n

k
A�.�max

A�.��	�
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≈ . G��	
��, �
� �	��������� ��"��
��� ��		
 �	�
� "��

= 1, � ��������4��� — "��  �
� ����� ��

�������� ���������
-��
�
��
� ����	����
��	� (���. 37), "�-
�
��	���� �� ��������� ���������
� (2.57).

��� "��
��	��� ?
�� �����
	���
��� ��	�	� � ������
�	-
��	 	
:**�&���� ��������

��, ��
���� ���	� �
��+	���
��"��
��� ����=�	���� ���	$���� "�.� (2.53) � �
�
��	�����

�
����	��� "�
 
���� �
 "���=	��� ������	��� "�� �	��
��	�

��������4��� �����!��!	� ����, �"�	�	��	���� "� �����-
�	 (2.53).

#���� ��?���
�	�
 ����������
�

(2.57)

>�� �
��
�
��� ��"��
���	��� (n = 0) ��?���
�	�
 ����-
������
�

A�.��	�

p

k

p

k

n

k
= − ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

<1 2 1
2

,

#�
. 37

η = =

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
A

A
p

k

n

k

p

k

f
n

k

p�.�

�


1

1 4
2

2
2 2

2 ,
kk

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
.
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(2.58)

&� ����=	��� (2.58) �����, �
� "�� �	������	  ��?�-

��
�	�
 ����������
� ���	� $	����	����
�. J��� ���	$����
"��������
 � ��	�	 � ��"��
���	��	� (n ≠ 0), 
� ��?���
�	�

����������
� "�� �	������	 ��		
 ���	���� �	������

. (2.59)

%�"���	�, "�� = 0,05 η�	� = 10, 
.	. ��=	 �	�����
	�4��	

��"��
���	��	 � ���	$�
	�4��� ���
	�	 "�	"�
�
��	
 �	����-
���	����� ��	���	��� ��"��
��� � ��?���
�	�
� �������-
���
� ����=�	���� ���	$����.

��� "��
��	��� �������, "���	�	����� �� ���. 37, $��	� ��-

����
4�� �
��+	��	�  � ��� ��������� �
��+	���  �"�	-

�	��
4 . G��	
��, �
� � ��	���	��	� ��?���
�	�
� �	�"��-
�������, 
.	. � ��	���	��	� ��"��
���	���, "�� ����� � 
��
=	 ��?���
�	�
	 ����
����� ��?���
�	�
 ����������
�
��	�4+�	
��, � ��������4��	 ����	��� ��	!��
�� �
 ����	-

���  ��	�� � 
	� ���4+	, �	� $��4+	 n.

G��	
�� 
��=	, �
� �������� ��"��
�� ����=�	���� ���	-
$���� "�� ������� ��"��
���	��� ��!	�
��	
 
��4�� "��

 (��. (2.54)).

��=��!4 � ;�$���� $�� !�����������

1. ����	 ���=	��	 ��
	����4��� 
���� ������	
�� ���	$�
	�4���?
2. %�����	 ����� ���� ����	
�� �$���
	�4���, �
�$� ��
	����4���


���� ���	�+��� ���	$�
	�4��	 ���=	��	?

η η=

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

< =
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−

>1

1

1

1
2 2

p

k

p k
p

k

p k"�� "��; .

p

k
=⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

1

η�	� = 1

2
n

k

n

k

n

k

p

k
η

p

k
=1

n

k
< 2

2
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3. ����� ��� ��		
 ����	�	�
���4��	 �����	��	 ���$����� ���	$����
��
	����4��� 
���� $	� ��	
� ��"��
���	���? � ��	
�� ��"��
���	���?

4. @
 ����� ���
���� ������
 ���
�
�, "	����, ��"��
��� � �����4���
���� ��������	���� ���	$���� 
����?

5. ���� "���	+	� �� ���� "�����	�4��� "��=���� ������ =	�
���
�.
@"�	�	��
	, �	�� ����� =	�
���
4 ?������	�
��� "��=���, ���	���!	�
?
� ��	. #� =	 ��� ���� "���	����
	�4�� ��	���	���� "��=��.

6. %� ��
	����4��� 
���� ����	 ����
���������!	� ���� �	��
��	

���� F = F0 sin ωt. ����	 ���	$���� $��	
 ���	�+�
4 
����? ����� ���

"�� ?
�� ��		
 ����	�	�
���4��	 �����	��	 ���=	���?
7. ��� ����	
 ��"��
���	��	 ���=	��� �� ��"��
��� � �	������

������ ��� ����=�	���� ���	$����?

�DC*C 3. ������	� � �	���	�
 
��J��	+����* �	�&��G

3.1. �!��"�4� =������ � �=��$������

��������
	
� 
�
���
� ��� 
�
���
� ������������ �
��	
�������
 ������"���
4 �������	��
���!�� ��
	����4���

��	�.

>���	���� �	�����	���� ���
	� ����
 $�
4: 
• ��
	����4��	 
	��, � 
�� ����	 � �$����
�� 
�	���	, ���

������"���
4 �������	��
���!�� ��
	����4��� ���
�
; 
• ������"���
4 ��������������� 
�	���� 
	�; 
• ������"���
4 "���	
 ����	���� ���
	�� � 
.�.
A
�� �	
�!�� "
�
 �	 ����	
�� �	�����	���� ���
	���, 
��

��� �	=�� "
�
��� �	
 �������� �������	��
���.
��
�
���! ��������
	�! 
�
���� — ���
	��, �� ���=	��	 
�-

�	� ��
���� �	 ����=	�� ������� ����	� ("���	
� ����	����
���
	��).

)�
�
�
���! ��������
	�! 
�
���� — ���
	��, �� ���=	��	

��	� ��
���� ����=	�� ����� (��$�� �	������, ��+���
� 
.".).

A���, �	��
���!�	 �� �	���$����� �	�����	���� ���
	-
��, ��=�� ����	��
4 �� ������	��	 ��
����	 ���� � �	��
��
����	�, ��$� �� ��	+��	 � ���
�	���	.
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������� 
��� — ?
� ����, �	��
���!�	 �� 
���� ������ �	-
�����	���� ���
	�� �� �
����� 
��	�, �	 �����!�� � ������
���
	��. � ��� �
����
�� ������	��	 ��
����	 ���� � � �	��-

���� ������� �	��
�� ����	�.

���������� 
��� — ?
� ���� �������	��
��� �	=�� 
������
����� �	�����	���� ���
	��. F
� ����
 $�
4 ��� ��
����	 ��-
��, 
�� � ���� �	��
�� ����	�. >���	��� ���
�	��	� ��
��-
��� ���� ���=�
 ���� ����	��� ����� �� "��+	�4 � 
������	
��� ���� ����	��� ����� �� ������ � �
���	 ������.

%� "�������4��� 
���� Mk (k = 1, ..., n) ���
	�� (���. 38) �	�-

�
���
:  — ������	��
���!�� ��	+��� ��� (� — "	���� $����

����
������� ����� exterieur — ��	+���);  — ������	��
��-

�!�� ���
�	���� ��� (i — �
 ����� interieur — ���
�	����). @��� �

�=	 ���� �	��
�� ����� � ���������
� �
 ������� ������ ��=	

$�
4 ��� ��	+�	�, 
�� � ���
�	��	�.

%�"���	�, 	��� ������
����
4 ���=	��	 ���
	�� ����	-
�	���� 
	�, 
� ���� �������	��
��� 
	� ?
�� ���
	�� (�	��-

�� ���
�	���� ����	�) $���
 ���
�	�����. >�� ����	��� ���-
=	��� ������-��$� 
	��, ���	�	����� �� ?
�� ���
	��, 
	 =	
���� $���
 ������
����
4�� ��� ��	+��	.

�1 � �2 — �������	��
���!�	 
���� �	�����	���� ���
	-
�� (���. 39). %� ��������� 
�	
4	�� ������ ��������

�� � 

.

Fk
e

Fk
i

#�
. 38 #�
. 39

F F F Fi i i i
12 21 12 21 0= − ⇒ + = ,

M F M FO
i

O
i

12 21 0( ) + ( ) =
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>�����4�� ���
�	���	 ���� ��	��� "������
�� "�"����, 
�
������� ��	�
� � ������� �
���� ���
�	���� ��� �	�����	-
���� ���
	�� ����� ����:

(3.1)

@����� �	�4�� �
�	�=��
4, �
� ���
�	���	 ���� �������
�������	+����
��, "�����4�� ��� "����=	�� � ������ 
	���
��� 
����� ���
	�� � ����
 ������
4 "	�	�	!	��� ?
�� 
��	�
�
����
	�4�� ���� �����. J��� ���
	�� "�	��
����	
 
�	���	

	��, 
� ���
�	���	 ���� $���
 �������	+	�����.

3.2. ��>>����%�����4� ?��"����� $"�#���� 
��@�����!��: !�!���4

@������	 �����	��	 �������� ��� "�������4��� k-� 
����
�	�����	���� ���
	��

 (3.2)

* "��	�
��� �� ��� �	���
���� ��������
 ��		�

     (3.3)

��� ��	� �	�����	���� ���
	��, ���
��!	� �� n ��
	����4-
��� 
��	�, �	�$������ ���
���
4 3n �����	���, � ��
���	 ���-
��
 �	���	�
��	 ���
�	���	 ����. C����
��	���	 �	+	��	
?
�� ����	�	�
���4��� �����	��� ������� �� �����
	�4����
��
	��
��	����� 
������
���, � �����
�� � �	�����=��. >�-
?
��� 
���� �"���$ �"������ ���=	��� ���
	�� �	 ��	��� "��-
�	��	
��. ����	 
���, �
�$� ����
4 � 
��, ��� ���=	
�� �	��-
���	���� ���
	��, �	 �$���
	�4�� ���
4, ��� ���=	
�� ��=���
		 
����. *� ������ ������� ���
�
���� ���
4 �	��
���	 ���-
�����	 �����
	���
��� ���=	��� ���
	��, ��
���	 ��=��
"�����
4 �� 
���� ��
��� ������	�: 

F M Fk
i

k

n

O k
i

k

n
= ( ) =

= =
∑ ∑0 0

1 1
; .

m a F Fk k k
e

k
i= + .

m x F F

m y F F

m z F F

k k kx
e

kx
i

k k ky
e

ky
i

k k kz
e

kz
i

= +

= +

= +

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

;

;

.
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• 
	��	�� � ���=	��� 
	�
�� ���� �	�����	���� ���
	��; 
• 
	��	� �$ ���	�	��� �����	�
�� ���=	���, ���	
��	���-

�� ���	�
� � ���	
��	���� ?�	���� �	�����	���� ���
	��
(��. ���		). 

���=	��	 �	�����	���� ���
	�� ������
 �	 
��4�� �
 �	�-
�
���!�� �� �		 ��� � 		 �����, �� � �
 
���, ��� ���"�	�	�	��
����� ���
	��, 
.	. �
 �	��	
��� ����.

��� �����
	���
��� ���"�	�	�	��� ���� ���=�
 
	�
� ����
���
	��, ��	��	 � 
	�
��$	=��	 ���	�
� ��	�
�� 
�	���� 
	�.

3.3. K���� ��!! ��@�����!��: !�!���4

%� �	�����	���� ���
	�� (���. 40),
������!���� � "��	 
���
	���,

�	��
���
 ���� 
�=	�
�  ...,

, …,  ��	� ��
	����4��� 
�-

�	�. ;���� �!��
�� � &���� ��



�
���� "�	��
�����
 ���� � 
�

=	 
���� �. ������-�	�
��  
	�
-

�� � ?
�� "�����	�4��� ��� (
	�
-
�� 
�=	�
� ���
	��)

(3.4)

>���
�	 «
	�
� 
�=	�
�» "���	���� � 
�� �����	, 	���

�	���	 
	�� ��� ���
	�� 
�	���� 
	� ������
�� � ����������
"��	 ��� 
�=	�
�.

A����
�� ����=	��	 (3.4) �� g, ���
�� , "������
������� ��� �������-�	�
��� 
	�
�� ����

                                     (3.5)

#�
. 40

G1,

Gk Gn

rC

r

G r

G

m gr

m g
C

k k
k

n

k
k

n

k k
k

n

k
k

n
= ==

=

=

=

∑

∑

∑

∑

1

1

1

1

.

g = const

r

m r

m
C

k k
k

n

k
k

n
= =

=

∑

∑

1

1

.
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>���
�	 «
	�
� ���� ���
	��» "���	���� ��� ��$�� ���-

	�� ��
	����4��� 
��	� �	�������� �
 
���, ������
�� ���
"�� �	��
��	� �����-��$� ��� ��� �	
.

W	�
� ���� ���
	�� — ?
� �	��	
���	���� 
����, ������-
�	�
�� ��
���� �"�	�	��	
�� "� ������	 (3.5), � 		 ��������-

� "� ��������

(3.6)

��	 mk — ����� ��=��� k-� 
���� (��� 
	��); xk, yk, zk — ������-

��
� k-� 
���� ��� 
	�
�� 
�=	�
� k-�� 
	��, �����!�� � �	��-

���	���� ���
	��;  — ����� ��	� ���
	��;

 — ���
�	
�
�	��� �
�
��	���	

���	�
� ����� ���
	�� �
����
	�4�� ��������
��� "������-


	�  � .

������ 17. @"�	�	��
4 �����	��� ���=	��� � 
��	�
���� 
	�
��
���� �����+�"��-+�
������ �	�������. �����+�" $" ������	��� ���-
!�	
�� ������ ��� $ � ������� ������
4� ω. �����+�" $" � +�
�� "� —
���������	 �
	�=�� ���������� ����� l, �� ����� mOA = mAB = 2 ��, ���-

�� "������ mB = 1 �� (���. 41, �).

��A����. ��������
� 
	�
�� ���� (���. 41, �) �	�������

x

m x

m

y

m y

m

z

m z

m
C

k k
k

n

k
k

n C

k k
k

n

k
k

n C

k k
k

n

k
k

n
= = ==

=

=

=

=

=

∑

∑

∑

∑

∑
1

1

1

1

1

1

; ;

∑∑
,

m Mk
k

n
=

=
∑

1

m x m y m zk k
k

n

k k
k

n

k k
k

n

= = =
∑ ∑ ∑

1 1 1
, ,

Oyz Ozx, Oxy

x

m x

m

m x m x m x

m m m

y

m y

m

C

k k
k

k
k

C

k k
k

k
k

= =
+ +
+ +

=

=

=

=

∑

∑

∑

1

3

1

3
1 1 2 2 3 3

1 2 3

1

3

;

==
∑

=
+ +
+ +

1

3
1 1 2 2 3 3

1 2 3

m y m y m y

m m m
.
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��������
� 
	�
��� ���� ��	�4	� � ���
	�	 Oxy 

A ��	
�� ����	��� �������� ����

#��	�
���� ���=	��� 
	�
�� ���� — ?���"�: .

#�
. 41

x
l l

t x l t x l t1 2 32 2

3

2
2= = = =cos cos ; cos ; cos ;ϕ ω ω ω

y
l l

t y
l

t y1 2 32 2 2
0= = = =sin sin ; sin ; .ϕ ω ω

x

l
t l t l t

l tC =
⋅ + ⋅ + ⋅

+ +
=

2
2

2
3

2
1 2

2 2 1
1 2

cos cos cos
, cos ;

ω ω ω
ω

y

l
t

l
t

l tC =
⋅ + ⋅

+ +
=

2
2

2
2

2 2 1
0 4

sin sin
, sin .

ω ω
ω

x

l

y

l

C C
2

2

2

2
1 2 0 4

1
, ,( )

+
( )

=
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3.4. ������4 ����%�� �"��$�D� ����

��������
 ��	��	, "�������,  "�������	 � 
	�
��$	=��	
���	�
� ��	�
�� 
�	����� 
	��.

$
���� �
����� ����&�� — ��������	 �	������, �����	
����	 "�����	�	��� ���� ��	� 
��	� 
	�� �� ������
� ����
��-
��� �
 ?
�� 
��	� �� ���
�	
�
���!�� ��������
��� ��	�.

*��4�	� � 
	�	 
���� Mk
(���. 42) � ��������
��� xk, yk, zk
� ������ mk. #���� ��	��	 ���	�-

� ��	�
��

��	 hkx — ����
����	 �
 
���� Mk
�� ��� �.

C��������� 

(3.7)

'��	�
 ��	�
�� 
�	����� 
	�� �
����
	�4�� ��� ��=	

�"�	�	��
4�� "� ������	

, (3.8)

��	 iz — ������ ��	�
�� 
	�� �
����
	�4�� ��� z. A �	��	
���	-
���� 
���� ��	��� ������ ��	�
�� — ?
� ����
����	 �
 ��� z ��

���� 
���� 
	��, � ��
���� ���� ����	��
���
4 ����� ��	�� 
	-
��, �
�$� ���	�
 ��	�
�� ?
�� 
���� $�� ���	� ���	�
� ��	�-

�� ��	�� 
	��. >�?
��� "�� ���	�
��� ���	�
	 ��	�
�� 

	�� �
����
	�4�� ���, ��"���	� ��� z, ������ ��	�
�� 
	��

�
����
	�4��  ?
�� ��� .

(
�!���� �
���� ����&�� — ��������� �	������, ������
����	 "�����	�	��� ���� ��	� 
��	� 
	�� �� ������
� ����
��-
��� �
 ?
�� 
��	� �� ������ ��������
��� ��	�:

#�
. 42

I m h m y zx k kx
k

n

k k k
k

n
= = +( )

= =
∑ ∑2

1

2 2

1
,

I m z x

I m x y

y k k k
k

n

z k k k
k

n

= +( )
= +( )

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

=

=

∑

∑

2 2

1

2 2

1

;

.

I Miz z= 2

Iz

i
I

Mz
z=
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     (3.9)

&� ����=	��� (3.7) � (3.9) ��	��	
, �
�

2I$ = Ix + Iy + Iz. (3.10)

��� +��� Ix = Iy = Iz = I��, 
����

2I$ = 3Ioc ⇒ Ioc = 2/3I$. (3.11)

(�������� �
����� ����&�� — ��������	 �	������, �����	
����	 "�����	�	��� ���� ��	� 
��	� 
	�� �� ������
� ����
�����
�
 ?
�� 
��	� �� ���
�	
�
���!�� ��������
��� "������
	�.

@$!�	 ������� "�������� ���	�
��: 

(3.12)

A�	��	
 �
�	
�
4, �
� ����� �����-��$� ���� "�������� ��-
�	�
�� ��	�
�� ����� ���	�
� ��	�
�� �
����
	�4�� 
�� ���,
��
���� �$����	
�� "�� "	�	�	�	��� ?
�� "������
	�. %�"���	�, 

(3.13)

;����
������ �
����� ����&��* — ���	$����	���	 �	����-
��, �����	 ����	  "�����	�	��� ����� ��	� 
��	� 
	�� �� "��-
���	�	��	 �� ��������
 "� ���� �����-��$� ����:

(3.14)

* >����$�� ��"��� � 
	�
��$	=��� ���	�
�� ��	�
�� 
�	����� 
	��
������
�	� � ". 3.7.

I m x y zO k k k k
k

n
= + +( )

=
∑ 2 2 2

1
.

I m z

I m x

I m y

xOy k k
k

n

yOz k k
k

n

zOx k k
k

n

=

=

=

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

=

=

=

∑

∑

∑

2

1

2

1

2

1

;

;

.
⎪⎪

I I m z x IxOy yOz k k k y
k

n
+ = +( ) =

=
∑ 2 2

1
.

I m x z

I m y z

I m z x

xy k k k
k

n

yz k k k
k

n

zx k k k
k

n

=

=

=

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

=

=

=

∑

∑

∑

;

;

.

1

1

1 ⎪⎪
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3.5. &������ � �������@ ����%�� �"��$�D� ���� 
����!������� =���������4@ �!�: 
(������� �<:D��!� — L��:����)

������	

�
���� ����&�� �����
�
 ���� �
����
	�4�� �	��
����
��� ���	� ����	 ���	�
� ��	�
�� 
	�� �
����
	�4�� "�-
����	�4��� ���, "������!	� �	�	� 
	�
� ���� 
	��, �
"�����	�	��� ����� 
	�� �� ������
 ����
����� �	=��
?
��� �����.

$�
	�	��������. *�$	�	� � 
	�
�	 ���� � 
	�� ������ ����-
����
��� ��	� xyz. *��4�	� � 
	�	 
���� Mk (xk, yk, zk) ������

mk. >���	�	� �� ����
����� d �
 ��� z ��4 z1 (���. 43). #����

���	�
 ��	�
�� �
����
	�4�� ?
�� ���

,

��	  — ���	�
 ��	�
�� 
	�� �
-

����
	�4�� ���, "������!	� �	�	� 
	�
� ����;

#�
. 43

I m h m x y dz k k k k k
k

n

k

n

1

2 2 2

11
= = + −( )⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥
=

==
∑∑

= +( ) − +
===
∑∑∑ m x y m y d m dk k k k k k
k

n

k

n

k

n
2 2 2

111
2

m x y m r Ik k k k k Cz
k

n

k

n
2 2 2

11
+( ) = =

==
∑∑
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�� ��� y� = 0 (������ ��������
 ���
� � 
	�
�	 ����). #����

(3.15)

3.6. �!�"4� ������4 ����%�� �������4@ �$����$�4@ ���

3.6.1. ���
�� 
�����

@�	��	 ���	�
� ��	�
�� 
������
���4
� (���. 44) ������
�	� ��	-

���!�� �$�����:  — � ��-

�� ����	
���. A ��	
�� ������

(3.7) "�� 

��	 .

(3.16)

m d d m Mdk k
k

n

k

n
2 2 2

11
= =

==
∑∑ ;

m y d d m y dMyk k k k C
k

n

k

n
= = =

==
∑∑ 0

11
,

I I Mdz Cz1

2= + .

#�
. 44

I Ix y=

zk = 0

I m y I m xx k k
k

n

y k k
k

n
= =

= =
∑ ∑2

1

2

1
; ;

I m x y I I

I I
I

z k k k x y
k

n

x y
z

= +( ) = + ⇒

⇒ = =

=
∑ 2 2

1

2
;

I m x y m R MRz k k k k
k

n

k

n
= +( ) = =

==
∑∑ 2 2

1

2 2

1
,

M mk
k

n
=

=
∑

1

I I
MR

I MR

x y

z

= =

=

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

2

2

2
;

.
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3.6.2. ���

� �
�
 

C��������� ����=	����� ��-
+	 � ". 3.6.1

.

���� (���. 45) ����$4	� ��
?�	�	�
����	 ���4
�. '���� ��-
�	�	����� ���4
�

,

��	  — "��
���
4 
	��,  — �	�4-
�� ����� 
��!��� �����. #����
���	�
 ��	�
�� �
����
	�4�� ��� 

>	�	����� � "�	�	�� �����:

,

��	 .
&
��,

(3.17)

3.6.3. ���

� �
�
 � �������
��

'���� ����� (���. 46)

#�
. 45

I I
I

x y
z= =

2

Δ Δm r r hk k k= 2π ρ

ρ h

z

I I m r r r r h hr rz z
S

k k
S

k k k
k

n

k k
k

n
= = = =

( ) ( ) = =
∑ ∑ ∑ ∑Δ Δ Δ Δ2 2

1

3

1
2 2π ρ πρ .

lim 2 2 2
4

3

1

3
4

0

πρ πρ πρ π
hr r hr dr h

R
k k

k

R
Δ

=

∞
∑ ∫= = = =ρ πh R

R MR2
2 2

2 2

M R h= π ρ2

I I
MR

I
MR

x y z= = =
2 2

4 2
, .

M R r h

I
M R M r

z

= −( )
= −

π ρ2 2

1
2

2
2

2 2

;

,
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��	  — ����� ����� ��-

����� R;  — ����� ���-

�� ������� r, 
.	. ����� ���	���-
��� ���
�.

#���� 

* �
��	

(3.18)

3.6.4. �����%&����	� ���
	� ��	��
�	

'��	�
 ��	�
�� "��������4��� 
����� "���
��� (���. 47)
�
����
	�4�� ��� x

,

��	  — ����� ?�	�	�
����� "������. *�����	��	

?
�� ����� ��	�	� � ������	��� �"�	�	�	����� ��
	�����:

#�
. 46

M R h1
2= π ρ

M r h2
2= π ρ

I
R h R r h r

h
R r R r

M R r

z = − =

= +( ) −( ) =

=
+( )

π ρ π ρ

π ρ

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2

2
;

I I
I M R r

x y
z= = =

+( )
2 4

2 2

.

I I
M R r

I
M R r

x y

z

= =
+( )

=
+( )

⎫

⎬

⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

2 2

2 2

4

2

;

.

I m yx k k= Σ 2

m a y hk k= Δ ρ

I ah y dy ah
y

ah
b

ah b
b Mb

x
b

b

b

b

= = =
⋅

= =
−

+

−

+

∫ ρ ρ ρ ρ2

2

2 3

2

2 3 2 2

3 3 4 12 12
.
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'��	�
 ��	�
�� �
����
	�4�� ��� y ����	�, ���$�� "���-

��� �� ���=	�
�� ?�	�	�
����� "������, "�����	�4��� ��� y.
#���� 

'��	�
 ��	�
�� �
����
	�4�� ��� z

.

* �
��	

(3.19)

3.6.5. '�%&���� �
�
���

W������ (���. 48) ����$4	� �� ?�	�	�
����	 ����� ������

��	  — ���	�
 ��	�
�� ?�	�	�
������ �����.

#�
. 47

I bh x dx bh
x Ma

y
a

a

a

a

= = =
−

+

−

+

∫ ρ ρ2

2

2 3

2

2 2

3 12
.

I I I
M b a

z x y= + =
+( )2 2

12

I
Mb

I
Ma

I
M a b

x y z= = =
+( )2 2

2 2

12 12 12
; ; .

Δ Δ

ΣΔ Σ

m R z

I I
m R MR

k k

z z
k

=

= = =

π ρ2

2 2

2 2

;

,

M m Ik z= Σ Δ,
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 � ���� ����	
���;

=

>	�	���� � "�	�	�� "�� , ������	��	 ?
�� ���� ���-
��� � ������	��� �"�	�	�	���� ��
	������:

��	  — ����� 
�������.

(3.20)

3.6.6. ���

� ��
���� ����(���

��� ������	��� ���	�
� ��	�
�� 
������ �������� �
	�=-
�� (���. 49) ��"��4��	� ������� ��� 
�������, ��	

.

P�
. 48

I Ix y=

I I I m z
m R

m zx x
V

x k k
V

k
k k

V
= = +( ) = +

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟
=

( ) ( ) ( )
∑ ∑ ∑Δ Δ Δ

Δ
Δ

1

2
2

2

4

π ρ π ρR R
z R z zk

k

n

k k
k

n2 2

1

2 2

14
Δ Δ

= =
∑ ∑+ .

n → ∞

I
R

dz R z dz
MR Mh

x
h

h

h

h

= + = +
−

+

−

+

∫∫
π ρ π ρ

4
2 2

2 2

2

2

2

2

4 4 12
,

M R h= π ρ2

I
MR

I I
MR Mh

z

x y

=

= = +

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

2

2 2
2

4 12

;

 .

h l R l= << ≈, 0
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#����

(3.21)

3.6.7. '�%&���� 
��%�

@"�	�	��� ���	�
 ��	�
�� ���-
������ ������ (���. 50):

��	   — ���	�
 ��	�
��; 

 — ����� ?�	�	�
������

�����.

>	�	���� � "�	�	�� ?
�� ����� "�� , "������

��	  — ����� ������.

P�
. 49

I I I
Ml

z x y= = =0
12

2

; .

#�
. 50

I I
m r

z z
V

k k

V
= =

( ) ( )
∑ ∑Δ

Δ 2

2
,

ΔIz Δmk =

Δr zk k= π ρ2

z

h

r

R
r

Rz

h
k k

k
k= ⇒ = ;

I
R z R z z

h h
z

k k k

k

n
=

=
∑

π ρ2 2 2 2

2 2
1 2

Δ
.

n → ∞

I
R

h
z dz

R

h

h R h
R MRz

h
= = ⋅ ⋅ = =∫

π ρ π ρ π ρ4

4
4

0

4

4

5 2
2 2

2 2 5

3

3 3

3

10

3

10
,

M R h= 1

3
2π ρ
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* �
��	

(3.22)

3.6.8. )	�

����$4	� +�� (���. 51) �� ?�	-
�	�
����	 ��	���	���	 �$����-

�� �������  � 
��!���� .

'���� ?�	�	�
����� �$����-

�� , ���	�
 ��	�-


�� ?
��� ?�	�	�
� �
����
	�4��
"����� 

.

'��	�
 ��	�
�� +��� �
��-
��
	�4�� "�����

>	�	���� � "�	�	�� �����, "������

,

��	  — ����� +���.

A ��	
�� ������� (3.11) .

(3.23)

������ 18. *������
4 ���	�
 ��	�
�� ����������� �
	�=�� ������
l � ������ m �
����
	�4�� ���, "������!	� �	�	� ���	
 �
	�=��.

I MRz = 3

10
2.

#�
. 51

rk Δrk

Δ Δm r rk k k= 4 2π ρ

Δ ΔI m r$ k k= 2

I I m r r rO O
V

k k
k

n

k
k

n

k= = =
( ) = =
∑ ∑ ∑Δ Δ Δ2

1

4

1
4πρ .

I r dr
R

O

R
= = ⋅∫ 4 4

5

3

3
4

0

5

πρ πρ = =4

3

3

5

3

5
3

2
2π ρR

R
MR

M R= 4

3
3π ρ

I I MR MR$�� = = ⋅ =2

3

2

3

3

5

2

5
2 2

I I I MR I MRx y z $= = = =2

5

3

5
2 2; .
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��A����. '��	�
 ��	�
�� �
	�=�� �
����
	�4�� ���  (��. ���. 49)

'��	�
 ��	�
�� �
	�=�� �
����
	�4�� ���, "������!	� �	�	� ���	

�
	�=��, "� 
	��	�	 ����	��� — Y
	��	��

3.7. ������ ����%�� �"��$�D� ���� ����!������� 
=���;"�����: �!�, =��@�$�H�: ����; $���?< ����?.

K�������#�4� ������4 ����%��

*��4�	� � 
	�	 
���� O �
"���	� 		 �� ������ ���
	��

��������
 . >���	�	� �	-
�	� ?
� 
���� "�������4�� ��-
"����	���� ��4 , ���
�����-

!�� � �����  ����  �
 ���
�	
�
�	��� (���. 52).
����$4	� ��	 
	�� �� ���-

=	�
�� ��
	����4��� 
��	�

 ������ .

@"��
�� �� ��=��� 
���� 

"	�"	���������  �� ��4 .

#���� ���	�
 ��	�
�� 
	�� �
-
����
	�4�� ��� 

. (3.24)

A�	����� 
���� O �  ��������-�	�
���� , ��
����

��=�� "�	��
���
4 ��� �	��	
���	���� ����� �	�
����

 � , 
.	.

Cx

I
ml

Cx =
2

12
.

I I m
l ml ml ml

x Cx1 2 12 4 3

2 2 2 2

= + ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = + = .

#�
. 52

Oxyz

ν
x y z, , α β,

γ

M k nk =( )1, ..., mk

Mk

h
kν ν

ν

I m hk
k

n

k
ν ν=

=
∑ 2

1

Mk OMk

OA A Bk k k, B Mk k
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���

    (3.25)

����
����	 �
 
��	�  �� ���  ����	� �� "��������4��-

�� 
�	����4���� :

,  (3.26)

��	 , � �
�	���  — ?
� "��	�
�� �	�
���

 �� ��4 , 
.	.

���

.          (3.27)

>���
���� � (3.25) ��	�
�  �  "����	���	 ��+	

�� ����	���, ��		�:

.

����=�� �����  �� �	������

 ������ 	����
	:

>�	�$����	� ?
� ����=	��	, "	�	���=�� ���$�� � ����	��

� ������
 
�	���	�. >�� ?
�� ��
	�, �
�  �

, �����!�	 �� ������� "��� � �����, �����!��
��.

OM OA A B B Mk k k k k k= + + ,

OM ix jy kzk k k k= + + .

Mk ν

OM Nk k

h OM ON
k

k kν
2 2 2= −

OM x y zk k k k
2 2 2 2= + + ONk

OM k ν

ON ( OM ( OA ( A B ( B M

OA A B

k p k p k p k k p k k

k k k

= ( ) = ( ) + ( ) + ( ) =
= +

ν ν ν ν

αcos cosββ γ+ B Mk k cos ,

ON x y zk k k k= + +cos cos cosα β γ

OMk ONk

h x y z x y z
k

k k k k k kν α β γ2 2 2 2 2= + +( ) − + +( )cos cos cos

x y zk k k
2 2 2+ +( )

cos cos cos ,2 2 2α β γ+ +( )
h x y z

x y z

k
k k k

k k k

ν α β γ

α β

2 2 2 2 2 2 2= + +( ) + +( ) −
− + +

cos cos cos

cos cos cos γγ( )2 .

x yk k
2 2 2 2cos , cosα β

zk
2 2cos γ



103

#���� 

(3.28)

>���
���� (3.27) � (3.23), ���	�	� �� ���� ����� ��������
����� � "������

(3.29)

* �����	��� (3.29) "	���	 
�� �����	��	 ���	�=�
 ����� 

��
���	 �����
�� ��	���� ���	�
��� ��	�
�� 
�	����� 
	��.
�����	 
�� �����	��	 ���	�=�
 �����

��
���	 �����
��  &����
������� �
������� ����&�� ���� �
-
����
	�4�� ���
�	
�
���!	� "��� ��	� ��������
 (��. (3.14)).
A ��	
�� ?
��� ������� ��� ���	�
� ��	�
�� 
	�� �
����
	�4-
�� ��� "�������4���� ��"����	��� "������	
 ���

(3.30)

W	�
��$	=��	 ���	�
� ��	�
�� ���
����
 �����	
��� �
���"�	�	�	��� ���� �	�����	���� ���
	��. @�� ��������
��

h y z z x x y

x y
k

k k k k k k

k k

ν α β γ2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

= +( ) + +( ) + +( ) −

−

cos cos cos

coss cos cos cos cos cos .α β β γ γ α− −2 2y z z xk k k k

I m y z m z x

m x

k k k
k

n

k k k
k

n

k k

ν α β

γ

= +( ) + +( ) +
+

= =
∑ ∑cos cos

cos

2 2 2

1

2 2 2

1

2 2 ++( ) − −

− −

= =

=

∑ ∑

∑

y m x y

m y z

k
k

n

k k k
k

n

k k k
k

n

2

1 1

1

2

2 2

cos cos

cos cos c

α β

β γ oos cos .γ α m z xk
k

n

k k
=
∑

1

m y z I m z x I

m x y I

k k k x
k

n

k k k y
k

n

k k k z
k

n

2 2

1

2 2

1

2 2

1

+( ) = +( ) =
+( ) =

= =

=

∑ ∑; ;

∑∑ ,

m x y m y z m z xk k k
k

n

k k k
k

n

k k k
k

n
; ; ,

= = =
∑ ∑ ∑

1 1 1

I I I I

I I I

x y z

xy yz zx

ν α β γ

α β β γ

= + + −

− − −

cos cos cos

cos cos cos cos

2 2 2

2 2 2 ccos cos .γ α
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�
����
	�4�� �����-��$� "��� ��������
��� ��	�. ��� �����
�� (3.14) � "���	�	����� ��+	 �"�	�	�	���, 
	�
��$	=��	 ��-
�	�
� ��	�
�� ����	
����� �
����
	�4�� ����� ���	����, 
.	.

* �
����	 �
 ��	��� 
	�
��$	=��	 ���	�
� ��	�
�� ����

$�
4 "���=�
	�4����, �
��
�
	�4���� ��� ������� ����.
F
� ������
  �	 
��4�� �
 ��"����	��� ��������
��� ��	�, ��
� �
 ��$��� ������ ��������
. >�?
��� � 
	�
��$	=��� ��-
�	�
�� ������
 ��� � ���	�
�� � ������ 
���	, "������, �
� �
?
�� 
���	 ��$���� ������ ��������
.

@�4, �
����
	�4�� ��
���� 
	�
��$	=��	 ���	�
� ��	�-

��, ���	�=�!�	 � ����� ���	���� ����	������	 ?
�� ���,
����� ����, ������	
�� �����
� 

�� ����&�� ����. ������� ��4
��	�
��, "������!�� �	�	� 
	�
� ���� 
	��, ������	
�� ����-
�
� &��������
� 

�� ����&��. �������� 
	�
���4���� �����
��	�
�� 
�	����� 
	�� �����
�� 	�� ��� ��
	����4��� ����	
-
���. J��� 
�	���	 
	�� ��		
 "������
4 ��
	����4��� ����	
-
���, 
� ��$�� ��4, "	�"	����������� � ?
�� "������
�, $��	

������� ��4� ��	�
�� 
	�� ��� 
����, � ��
���� ��4 "	�	�	��-
	
 ?
� "������
4. F
� ��� �$�����
 ��	���!��� �����
����:

• ������� 
	�
���4��� ��4 ��	�
�� ����	
�� ������� ��4�
��	�
�� 
	�� �� ��	� ����� 
�����;

• ������� ��4 ��	�
��, �	 "������!�� �	�	� 
	�
� 
�=	�
�

	��, ����	
�� ������� ��4� ��	�
�� 
	�� ��+4 � ����� ���	�

���	.

'��	�
� ��	�
�� 
	�� �
����
	�4�� ������� � �������

	�
���4��� ��	� ��	�
�� �������
�� ���
�	
�
�	��� ������-
�� � �������� &����������� �
������� ����&��. 

J��� ��� ��������
 �����
�� �������� ����� ��	�
��, 
�

Ixy = Iyz = Izx = 0.

#���� ������� (3.30) "������	
 ���

Iν = Ix cos2α + Iy cos2β +Iz cos2γ. (3.31)

>��
4 � �	��
���� 
���	 $ 
�	����� 
	�� ��$���� ������
��	� ��������
 Oxyz. J��� � ?
�� 
���	 ���	�
�� ������	 ��-
�	�
� ��	�
�� �
����
	�4�� ������� ��	� ��	�
�� Ox′y′z′ �
���	�
�� ���	�
�
�� ��	� Oxyz �
����
	�4�� ?
�� �������

I I I I I Ixy yx yz zy zx xz= = =; ; .
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��	� ��	�
�� Ox′y′z′, 
� 
	�
��$	=��	 ���	�
� ��	�
�� �"�	-
�	���
�� "� ��=	"���	�	���� ��������.

������
��� 
�� ������.
1. @�4 $� ���"���	
 � ������� ��4� ��	�
�� (���. 53). #���� 

Ixy = Ix′y = 0;   Izx= Izx′ = 0,

� 
	�
��$	=��� ���	�
 ��	�
��

(3.32)

"�� "�����
	 ��	� Oyz ������ ��� $� �� ���� α < 90° �� ���"�-
�	��� � �������� ����� Oy′z′ "��
�� ������� �
�	���, � "��
"�����
	 "� ������� �
�	��	 

.     (3.33)

2. >�� ���"��	��� ��	� Oy � Oy′ (���. 54) � "�����
	 ��	�
Oxz ������ Oy �� ���"��	��� � ����� Ox′z′ �� ���� β < 90° � ��-
"����	��� "��
�� ������� �
�	��� ��		�

Ixy  = Ixy′ = 0; 

Iyz = Iy′z = 0;

(3.34)

I
I I

yz
z y=

−′ ′

2
2sin α

I
I I

yz
y z=

−′ ′

2
2sin α

#�
. 53 #�
. 54

I
I I

zx
x z=

−′ ′
2

2sin .β
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3. >�� ���"��	��� ��	� Oz � Oz′ (���. 55) � "�����
	 ������ ���
Oz �� ���� γ < 90° � ��"����	��� "��
�� ������� �
�	��� ��		�

Ixz = Ixz′ = 0; 

Iyz = Iyz′ = 0;

 (3.35)

> � � � 	 � � � � 	.  W	�
��$	=��	 ���	�
� ��	�
�� 
	� � ���	 �
	�=-
�	� "��!	 �������
4 �	
���� ��
	���������� ("���	� 19).

������ 19. #����� ���������� �
	�=	�4 ������ m � ������ l "��-
��	"�	� � 
	�
�	 $ � �	�
����4��� ��� � �$����	
 � ?
�� ��4� ���� β.
@"�	�	��
4 ���	�
� ��	�
�� �
	�=�� �
����
	�4�� ��	� �, y � z
(Ix, Iy, Iz) � 
	�
��$	=��� ���	�
 ��	�
�� Iyz.

��A����. * ������ "���	�	 �"�	�	��
4 ���	�
� ��	�
�� ��=�� ���-
�� �"���$���. 

(����� 
�


�. @�� $x′y′z′ — ������	 
	�
���4��	 (���. 56). '��	�
�
��	�
�� �
	�=�� �
����
	�4�� ?
�� ��	�

��� ������	��� Iz ���"��4��	��� �������� (3.31):

��	 � ��+	� �����	 α1 = 90°; β1 = β; γ1 = γ = 90° − β.

I
I I

xy
y x=

−′ ′

2
2sin .γ

#�
. 55 #�
. 56

I
ml

I
ml

Ix z y′ ′ ′= = =
2 2

12 12
0; ; .

I I I Iz x y z= + +′ ′ ′cos cos cos ,2
1

2
1

2
1α β γ
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#���� 

��� ������	��� ���	�
� ��	�
�� �
����
	�4�� ��� y ���"��4��	���

�� =	 �������� (3.31):

.

* ?
�� �����	 α2 = 90°; β2 = 90° − β; γ2 = 90° + γ. 

#����

@�4 � ���"���	
 � ������� ��4� ��	�
�� �′, "�?
���

W	�
��$	=��� ���	�
 ��	�
�� Iyz �"�	�	���, ��"��4��� �������
(3.32):

��	 � ��+	� �����	 α = 90° − β.
#���� 

��
�
� 
�


�. >���	��� �	
�� ��
	���������� (���. 57). ����$4	�

�
	�=	�4 �� ?�	�	�
����	 ����
�� ������ dξ � ������ . #���� 

I
ml ml ml

z = + + −( ) =
2

2 2
2

2
2

2

12
90 0

12
90

12
cos cos cos sin .β β β

I I I Iy x y z= + +′ ′ ′cos cos cos2
2

2
2

2
2α β γ

I
ml ml

ml

y = + −( ) + +( ) =
= −(

2
2 2

2
2

2

12
90 0 90

12
90

12

cos cos cos

sin

β γ

γ)) = = −( ) =2
2

2
2

2
2

2

12 12
90

12

ml ml ml
sin sin cos .γ β β

I I
ml

x x= =′

2

12
.

I
I I

yz
z y=

−′ ′

2
2sin ,α

I

ml
ml

yz =
−

−( ) =
2

2
12

0

2
180 2

24
2sin sin .β β

dm
md

l
= ξ

I h dm
md

l

m

l
d

m

lz z
l

l

l

l

= = ( ) = =
−

+

−

+

−

∫2 2 2 2 2
3

2

2

2

2

3
ξ β ξ β ξ ξ β ξ

sin sin sin
ll

l

l

m

l

l ml

2

2

2
3 2

2

3 4 12

+

( )
∫∫ =

= =sin sin .β β
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C��������� 

W	�
��$	=��� ���	�
 ��	�
�� Iyz �"�	�	��	� �� ��������� �����-

�� (3.14), ��	�� ������	��	 ��������� ����� � ������	��� �"�	�	�	�-
���� ��
	����� "� ����	 l:

��=��!4 � ;�$���� $�� !�����������

1. Z���	
�� �� 
�	���	 
	�� �	�����	���� ���
	���?
2. ��� ��������
����
 ����, �	��
���!�	 �� �	�����	���� ���
	��?
3. * �	� �
����	 
	�
�� ���� �	�����	���� ���
	�� �
 
	�
��


�=	�
�?
4. <	�� ����� ��������
� xC, yC � zC 
	�
�� ���� ���
	��, ���
��!	�

�� 
�	� ��
	����4��� 
��	� ���������� �����, 	��� �� "���=	��	 �
�	���
���� ���
	�	 ��������
 �"�	�	��	
�� ��������
��� �1 (3, 7, 8),

�2 (7, 8, 3), �3 (8, 3, 7)?

#�
. 57

I h dm
m

l
d

m

l
d

m

l

y y
l

l

l

l

l

= = ( ) =

= =

=

−

+

( )

−

+

∫∫

∫

2 2

2

2

2 2

2

2

ξ β ξ

β ξ ξ

cos

cos

coss cos

cos .

2
3

2
3

2
2

3 3 4

12

2

2β ξ β

β

−

+
= =

=

l

l
m

l

l

ml

I dm
m

l
d

m

l

ml
x

l

l

l
l

l

= = = =
−

+

−

+

( )
∫∫ ξ ξ ξ ξ2 2

3

2

2 2

3 12
2

2 .

I yzdm
m

l
d

m

l
d

m

yz
l

l

l l

l

= = ⋅ = =

=

−

+

−

+

∫∫ ∫ξ β ξ β ξ β β ξ ξsin cos sin cos

2

2
2

2

2

ll

m

l

l ml ml
l

l

sin cos sin cos sin cos sinβ β ξ β β β β
3

2

2
3 2 2

3 3 4 12 24
2

−

+
= = = ββ.
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5. <
� 
���	 ��	��� ���	�
 ��	�
�� 
�	����� 
	��? ��� �� �"�	�	��	
��?
6. '�=	
 �� 	����
	� ���	�	��� ���	�
� ��	�
�� 
�	����� 
	�� �

���
	�	 A& ����
4�� % ⋅ �2?
7. '��	�
 ��	�
�� ����������� ����� �
����
	�4�� �	��
���� ���

���	� MR2/2. <
� ?
� �� ��4? <	�	� ����� 
���� ����� ��� "������
? <	-
�� ���	� ���	�
 ��	�
�� ?
��� ����� �
����
	�4�� ������ ���, "����-
�	�4��� ?
��, �� �
�
��!	� �
 �		 �� ����
����� R/2?

8. <
� ������	
�� 
	�
��$	=��� ���	�
�� ��	�
�� 
�	����� 
	��?
* �	� 	�� �
����	 �
 ��	����?

9. >�� ����� �������� �	��
���� ��4 ����	
�� ������� ��4� ��	�
��?

�DC*C 4. �
M	� &�����G �	���	�	 
��&��	��'��* &�+�	 

	 ��J��	+����* �	�&��G

4.1. &������ � $"�#���� %����� ��!! !�!���4

������	

W	�
� ���� �	�����	���� ���
	�� ���=	
�� ��� ��$��
��
	����4��� 
����, ����� ��
���� ����� ����	 �	����-
�	���� ���
	�� � � ��
���� "����=	�� ����, ������ ����-
���� �	�
��� ��	+��� ���, �	��
���!�� �� ���
	��.

$�
	�	��������. G�"�+	� �������	 �����	��	 ��������
��� k-� ��
	����4��� 
���� (���. 58):

m a F Fk k k
e

k
i= + .

#�
. 58
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A������� "� 
����� �	�����	���� ���
	��, "������ 

,                   (4.1)

��	  — "� �����
�� ���
�	���� ���;  —

������� �	�
�� ��	+��� ���, "����=	���� � ���
	�	.
>�	�$����	� �	��� ���
4 �����	��� (4.1):

A ��	
�� ?
��� �����	��	 (4.1) "���	
 ���

                 (4.2)

�����	��	 (4.2) ��=	
 $�
4 ��"����� � ���	$����	����
����	 � "��	�
��� �� ��� �	���
���� ��������
 ��� �� 	�
	-
�
�	���	 ���. * �	���
���� ���� �����	��	 (4.2) ��		
 ���

(4.3)

*������
� 
� �������
1. J��� ������� �	�
�� ��	+��� ���, �	��
���!�� �� ���-


	��, ���	� ����, 
� 
	�
� ���� �	�����	���� ���
	�� ���=	
-
�� ������	��� � "�������	��� ��$� "����
��.

2. J��� "��	�
�� �������� �	�
��� ��	+��� ���, �	��
���-
!�� �� ���
	��, �� �����-��$� ��4, ����� ����, 
� "��	�
��

	�
�� ���� �� ?
� ��4 ��$� "����
��, ��$� ���=	
�� ������	�-

��, ��"���	�, 	��� , 
� 

m a F Fk
k

n

k k
e

k

n

k
i

k

n

= = =
∑ ∑ ∑= +

1 1 1

Fk
i

k

n

=
∑ =

1
0 F Rk

e

k

n
e

=
∑ =

1

m a m
d r

dt

d

dt
m r

d

dt
Mr

k
k

n

k k
k

n
k

k k
k

n

C

= = =
∑ ∑ ∑= =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

= ( ) =

1 1

2

2

2

2
1

2

2
MM

d r

dt
MaC

C

2

2
= .

Ma RC
e= .

Mx R F

My R F

Mz R F

k n

C x
e

kx
e

C y
e

ky
e

C z
e

kz
e

= =

= =

= =
=

Σ

Σ

Σ

;

;

,

, ..., .1

⎫⎫

⎬

⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

Rx
e = 0 x xC C= ⇒ =0 const .
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J��� � �����4��� ���	�
 ���
	�� "�������4, 
� .

#�� ��� , 
� "��	�
�� 
	�
��

���� "����
��. >��  
	�
� ���� $��	
 �����
4�� ����4

��� � � "��
������ ������
4�.
F
� ��	��
��� ����=��
 ����� ������	��� ���=	��� 
	�
-

�� ���� �	�����	���� ���
	��. >�� �� = const �"���	����� ��-
�	��
��

                  (4.4)

��	 Δ�k — "����!	��	 ��������
� 
	�
�� ���� k-�� 
	�� "�� ��-
�	�	��� "���=	��� 
	� � �	�����	���� ���
	�	, �����	 "��	�-

�� �$����
���� "	�	�	!	��� ?
�� 
���� �� ��4 �.

3. *��
�	���	 ���� �	"���	��
�	��� �	 �����
 �� ���=	-
��	 
	�
�� ����, ��
� ����	���	 �� ������	 �����=�� � 
��
�����	, ����� ��� �����
�� "������� ���������	��� ��� ���	-
�	��� ��	+��� ���.

������ 20. @��������� 
������ ������ M =10 �� ���
���	
�� "�
��������� "������
� (���. 59). �����	��	 ���=	��� 
	�
�� ���� C 
�-

������ �. @"�	�	��
4 ������� �	�
�� ��	+��� ���, �	��
��-

�!�� �� 
������ "�� ���=	���.

��A����. >���	��� �����	��� (4.3). >��	�
�� �������� �	�
��� �� x � y

  ;  , 

x
C0 0=

x
dx

dt
x x

C C

C
C= = = ⇒ =0 0 const

x
C0 0≠

m xk
k

n

k
=
∑ =

1
0Δ ,

x tC = 2 2

#�
. 59

R Mx Mx
e

C= = ⋅ = ⋅ =4 10 4 40 H R Myy
e

C= = 0
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�� ��� .

G����
 , ��"����	� "�����	�4�� ��� x.

������ 21. &�"��4��� ������	 � �	+	��	 "���	�� 17, �"�	�	��
4 "��-
	�
�� �������� �	�
��� ��	+��� ��� �� ��� ��������
.

��A����. �����	��� ���=	��� 
	�
�� ����, "����	���	 "�� �	+	���
"���	�� 17:

.

>��	�
�� �����	��� 
	�
�� ���� �� ��� ��������


.

>��	�
�� �������� �	�
��� ��	+��� ��� �� ��� ��������


&� "����	���� ����=	��� �����, �
� �������
�	�
�� ��	+��� ��� "��"��
�����	� ������
� ����-
��� ������
�.

������ 22. � ���
� 
����, ����
��� �� $���$��,
"���	+	� ���� ������ �2 = 20 ��. ����$�� ������

m1 = 10 �� ��=	
 ���!�
4�� ������ �������
��4���

���. @"�	�	��
4 �	��
�� ���, 	��� ���� ����	


�����
4�� � "��
������ �����	��	� �2 = 2 �/�2

(���. 60, �).
��A����. >���=	� ��	+��	 ���� — �	� $���$���

, �	� ����� , �	��
��  ��� $ (���. 60, �).

G�"�+	� 
	��	�� � ���=	��� 
	�
�� ���� �	����-
�	���� ���
	��:

.

*�$	�	� ������ ��� � � 
���	 $ � ��"����� 		
����. A"��	
���	� �	�
����	 �����	��	 �� ?
� ��4: 

@
����

y r yC C= = ⇒ =const 0

Re = 40 H

x l t y l tC C= =1 2 0 4, cos ; , sinω ω

x l t y l tC C= − = −1 2 0 42 2, cos ; , sinω ω ω ω

R Mx m m m l t l t

R My m

x
e

C OA AB B

y
e

C

= = − + +( ) = −

= = −

1 2 62 2, cos cos ;ω ω ω ω

OOA AB Bm m l c t l t+ +( ) = −0 4 22 2, sin sin .ω ω ω ω

#�
. 60

m g1 m g2 RO

Ma m g m g RC O= + +1 2

Mx m m g RC O= + −( ) .1 2

R m m g MxO C= + −( ) .1 2
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*������� ��������
�  
	�
�� ����:


�� ��� �1 = 0, � m1 + m2 = M.

>������	�	�
���	� ���=�� "� ��	�	�� ?
� ����=	��	 � �"�	�	-
��� �����	��	 
	�
�� ����:

#���� 
R$ = (m1 + m2)g − m2a2 = m1g + m2(g − a2) =

= 10 ⋅ 9,8 + 20(9,8 − 2) = 254 H.

������ 23. >����� " ������ �1 = 2 �� "����
�� �� ������� �������-


��4��� "������
�. >� ������� ��������� "������
� "����� �� ���
��-
��� "���� ������	
 "	�	�	!�
4�� ���� � ������ �2 = 1 ��. @"�	�	��
4 "	-

�	�	!	��	 "�����, ����� ���� �"��
�
�� �� ����
� h = 10 ��, 	��� α = 30°
(���. 61, �).

xC

x
m x m x

m m

m x

MC =
+
+

=1 1 2 2

1 2

2 2 ,

x
m x

M

m a

MC = =2 2 2 2 .

#�
. 61
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��A����. *�	+��	 ����, �	��
���!�	 �� ���
	��: �	�  "�����,

�	�  ����� � ������4��� �	��
��  "������
� (���. 61, �) "	�"	���-

������� � ��� x. >�?
��� .

%� ��������� �
����� ��	��
��� 
	��	�� � ���=	��� 
	�
�� ���� 

,

"�� "	�	�	!	��� ����� "� "����	 ��������
�  $��	
 ��	������
4��, �

��������
�  ���=�� ��	�4+�
4��, 
.	. "����� $��	
 "	�	�	!�
4��

��	��. >�� �"������� ����� �� ����
� h "����� "	�	�	�
�
�� �� s. ���
�"�	�	�	��� ?
��� "	�	�	!	��� ���"��4��	��� �������� (4.4):

��	 "��	�
�� �$����
���� "	�	�	!	��� 
	�
��� ���� 
	�

Δx1 =x1' — x1= x1 — s — x1= —s;  

Δx2 = x2'— x2= x2+hctgα — s — x2= hctgα — s.

#����

—m1s+m2(hctgα — s ) = 0.

@
����

 ��.

4.2. ������!�"� $"�#���� �����������: ����� 
� ��@�����!��: !�!���4

<
����
��
 �������! ����������
� �
�-
	� (��� ������
 �
�	�) — �	�
����� �	�� 		
���=	���, ������ "�����	�	��� �����

���� �� �	�
�� 		 ������
� (���. 62):

     (4.5)

<
����
��
 �������! ��������
	
� 
�
-
���� (��� ������� ��	�
� 	
����
���  ���-

m g1

m g2 N

Fkx
e

k=
∑ =

1

3
0

x
m x m x

m mC =
+
+

=1 1 2 2

1 2

const

x2

x1

m x m x m xk
k

k
=
∑ = + =

1

2

1 1 2 2 0Δ Δ Δ ,

s
m h

m m
=

+
= ⋅ ⋅ ≈2

1 2

1 10 3

3
5 8

ctgα
,

#�
. 62

q mV= .
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����!) — �	��	
���	���� ����� �����	�
� ���=	��� ��	� ��
	-
����4��� 
��	� ���
	�� (���. 63):

(4.6)

>�	�$����	� �����	��	 (4.6):

(4.7)

��	  — ������
4 
	�
�� ���� �	�����	���� ���
	��.

      J��� �	�����	���� ���
	�� ���
��
 �� 
�	���� 
	�, 
� "�
������	 (4.7) �"�	�	��	
�� �����	�
�� ���=	��� ��=���� k-��

	��, � ��
	� ��"����	
�� �����������	 "� 
	��� ���
	��:

    (4.8)

��	  — ������
4 
	�
�� ���� k-�� 
	��.

'����4 �������� �	�
��� �����	�
�� ���=	��� ���
	��
�"�	�	��	
�� �	�	� 	�� "��	�
�� �� ��� �	���
���� ��������
:

       (4.9)

Q m Vk
k

n

k=
=
∑

1
.

Q m
dr

dt

d

dt
m r

d

dt
Mr M

dr

dt
MV

k
k

n
k

k
k

n

k

C
C

C

= =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

= ( ) = =

= =
∑ ∑

1 1

,

VC

#�
. 63

Q Qk
k

n
= =

=
∑

1
M Vk

k

n

kC=
∑

1
,

VkC

Q Q Q Q Q Qx kx
k

n

y ky
k

n

z kz
k

n
= = =

= = =
∑ ∑ ∑

1 1 1
; ; ;

Q Q Q Qx y z= + +2 2 2 .
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@"�	�	��� �����	�
�� ���=	��� ���
	�� � ��	���!��
�������.

1. #�	���	 
	�� ���!�	
�� ������ �	"����=��� ���, "����-
��!	� �	�	� 
	�
� ���� (���. 64). #�� ��� V� = 0, 
�  Q = 0.

2. #�	���	 
	�� ��
�
�� $	� ����4=	��� "� "������
� (���. 65),
���	�+�� "�����"�����	�4��	 ���=	��	 — "��
�"�
	�4��	
��	�
	 � 
	�
��� ����, Q"��
 = MV�, � ���!�
	�4��	 �
����-

	�4�� ���, "������!	� �	�	� 
	�
� ���� — Q�� = 0 (��. ���. 65),


�� ��� , � ������
�  "�"���� ����	
������


��	� �
����
	�4�� 
	�
�� ���� ��	�
 "��
���"���=��	 ��-
"����	���. * �
��	

Q = MV�.

3. A��
	�� ���
��
 �� ���� "�������, ��	���	���� �	�	��-
��� �
	�=�	� (���. 66):

Qx = mBVB; 

Q m Vk kC�� = Σ VkC

#�
. 64 #�
. 65

#�
. 66

Q m V m VA A B B= + ;
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Qy = −mAVA;

.

>��
4 VA = 2 �/�,  �" = 1 ��, �� = 3 ��. &� ���	��
��� ���	�
-
��, �
�

#���� 

 %⋅�.

4.3. 	�=?��! !��4

>�����
 
��� — �	�
����� �	�� �	��
��� ���� �� �	��
����
"���	=�
�� ��	�	��.

?����������� ������
  
��� — �	�
����� �	������, ���-
��� "�����	�	��� �	�
��� ���� �� ?�	�	�
����� "���	=�
��
��	�	�� dt, 
.	.

(4.10)

&�"��4�  ����  �� ���	���� "���	=�
�� ��	�	�� t ��-
�	� ��
	����4��� ����	 ���
�	
�
���!�� ?�	�	�
����� ��-
"��4���, 
.	.

(4.11)

*���=	��	 (4.11) � "��	�
��� �� ��� �	���
���� ��������
 xyz

(4.12)

Q Q Q m V m Vx y B B A A= + = + −2 2 2 2( ) ( )

V V V
V V

A B B
A Acos cos

cos

cos
.60 30

60

30 3
° = °⇒ =

°
°

=

Q
V

V VA
A A= ⋅

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ + − ⋅ = = ⋅ =3

3
1 2 2 2 4

2
2( )

dS

dS Fdt= .

S F

S Fdt
t

= ∫
0

.

S F dt

S F dt

S F dt

x x

t

y y

t

z z

t

=

=

=

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

∫

∫

∫

0

0

0

;

;

.
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&� ���	��
� (4.10) — (4.12) ��	��	
, �
� ��=�� �"�	�	��
4

��4�� ��"��4� "��
������ ��� � ���, ������!�� �
 ��	�	��.

������ 24. %� ��
	����4��� 
���� �	��
��	
 ���� 

. @"�	�	��
4 ��"��4� ���� �� "���	=�
�� ��	�	�� t = 3 �, ��-
����� � t = 0.

��A����. >��	�
�� ���� �� ��� ��������
 Fx = 4t; Fy = 6; Fz = −2t2.

>��	�
�� ��"��4�� ���� �� ���:

%⋅�;

%⋅�;

%⋅�.

'����4 ��"��4�� ����

 %⋅�.

J��� �� 
���� �	��
��	
 �	����4�� ���, 
� ��� ���	���
��

������	��
���!	� , ��"��4�  ��
���� ���	� �	��	
���	-
���� ����	 ��"��4��� ��	� ���:

(4.13)

�	��
��	 ��	+��� ���, "����=	���� � �	�����	���� ���-

	�	 �� �	��
���� "���	=�
�� ��	�	�� t2 − t1, �����
	����	
-

�� ��"��4��� �������� �	�
���  ���
	��  ��	+��� ���:

 .                       (4.14)

F ti= +4

j t k+ −6 2 2

S F dt tdt
t

x x

t
= = = =∫∫ 4 4

2
18

2

0

3

0
0
3

S F dt dt ty y

t
= = = ⋅ = ⋅ =∫∫ 6 6 6 3 18

0

3

0
0
3

S F dt t dt
t

z z

t
= = − = − = −∫∫ 2 2

3
182

3

0

3

0
0
3

S S S Sx y z= + + = + + − =2 2 2 2 2 218 18 18( ) 18 3 3114⋅ = ,

R S

R F F Fn= + + +1 2 ... ;

S Rdt F F F dt S S S
tt

n n= = + + + = + + +∫∫ ( ... ) ... .1
00

2 1 2

Re

S R dte e

t

t

= ∫
1

2



119

*	�
������ ���	��
�� (4.14) ���
�	
�
���
 
�� ���	$���-
�	����:

(4.15)

��	  � 
.�. — "��	�
�� �������� �	�
��� ��	+���

��� �� ��� ��������
.
'����4 ��"��4�� ���
	�� ��	+��� ���

. (4.16)

4.4. &������ �� �;������� ������!�"� $"�#���� 
�����������: �����

������	 � �
++�����
	����� +����

>���������� "� ��	�	�� �
 ����-
�	�
�� ���=	��� ��
	����4���

���� ����� �	��	
���	���� ���-
�	 ���, �	��
���!�� �� 
����
(���. 67).

$�
	�	��������. G�"�+	� ��������
����� �������� � ���	

��	  #����

. (4.17)

S R dt S R dt S R dtx
e

x
e

t

t

y
e

y
e

t

t

z
e

z
e

t

t

= = =∫ ∫ ∫; , ,

1

2

1

2

1

2

R Fx
e

kx
e

k

n
=

=
∑

1

S S S Se
x
e

y
e

z
e= + +

2 2 2

#�
. 67

ma F

a
dV

dt

k=

=

Σ ;

;

m
dV

dt

d

dt
mV F= =( ) ,

mV q= .

dq

dt
Fk

k

n
=

=
∑

1
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������	 � 
���&�	����� (
���#���) +���� 

&��	�	��	 �����	�
�� ���=	��� ��
	����4��� 
���� ��
�	��
���� "���	=�
�� ��	�	�� ����� �	��	
���	����
����	 ��"��4��� ���, �	��
���!�� �� 
����, �� 
�
 =	
"���	=�
�� ��	�	��.

$�
	�	��������: 

 

���

����	��� "	�	�	���	 � "����
	�����	�: 

          (4.18)

*	�
����	 ���	��
�� (4.17) � (4.18) ��=�� ��"���
4 � "��-
	�
��� �� ��� �	���
���� ��������
:

(4.19)

(4.20)

>�� �	+	��� ����� �����	��� (4.19) ��	��	
 "���	��
4 �

	� �������, ����� �� 
���� ����	 "��
������ ��� �	��
���


dq

dt
Fk

k

n
=

=
∑

1
,

d

dt
mV Fk

k

n
( ) .=

=
∑

1

d mV F dt mV mV S
V

V

k

t

k
k

n
( ) .= ⇒ − =∫ ∫ ∑

=
0 0

0
1

Σ

dq

dt
Fk

k

n
= ⇒

=
∑

1

dq

dt
F

dq

dt
F

dq

dt
F

x
kx

k

n

y
ky

k

n

z
kz

k

n

=

=

=

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

=

=

=

∑

∑

∑

1

1

1

;

;

.

mV mV Sk
k

n
− = ⇒

=
∑0

1

mV mV S

mV mV S

mV mV S

x x kx
k

n

y y ky
k

n

z z kz
k

n

− =

− =

− =

⎧

⎨

⎪
⎪ =

=

=

∑

∑

∑

0
1

0
1

0
1

;

;

.

⎪⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
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"	�	�	���	 ����. �	+	��	 �����
�� � ��
	���������� ���-
�	�	�
���4���� �����	��� ���=	��� (� ������	��� "	�����
��
	�����).

������ 25. #���� ������ � = 2 �� ���=	
�� �������
��4�� "�� �	�-
�
��	� ���� F = 20 % � ��	�	, ��"��
���	��	 ��
���� �"�	�	��	
�� �����
R = αV, ��	 α = 0,4 ��/�. @"�	�	��
4, ����� ������
4 "���$�	
	
 
���� ��
��	�� t = 10 �, 	��� ���=	��	 �������4 $	� �����4��� ������
�.

��A����. >���	��� 
	��	�� �$ ���	�	��� �����	�
�� ���=	��� ��-

	����4��� 
���� � ����	�	�
���4��� ����	 � "��	�
�� �� ��4 �. >���-

=	� ����  �  (���. 68):

�/�.

�����	��� (4.20) "�������
 ����	���� "�
	� �"�	�	��
4
��"��4� ���, �	 ���� �� ���, �� ��	�	�� �� �	��
���, 	��� "��
?
�� �����4��� � ���	���� ������
� 
���� ���	�
��.

������ 26. '�
	����4��� 
���� ������ � = 1 �� ���=	
�� "� ����=-
���
� � "��
������ ������
4� V = 10 �/� �� 
���� �O (���. 69, �). @"�	-

�	��
4 ��"��4� ���, �	��
���!�� �� 
����, �� ��	��, � 
	�	��	 ��
�����


���� "����	
  ����� ����=���
�.

��A����. >���	��� 
	��	�� �$ ���	�	��� �����	�
�� ���=	��� ��-

	����4��� 
���� � ��
	����4��� ����	

#�
. 68

F , R mg, N

dq

dt
F R

d mV

dt
F V

dV

F V

dt

n
x x

x
x

x

V t
= −

( )
= − ⇒

−
= ⇒∫ ∫; α

α0 0

⇒ − −( ) = ⇒ − = − ⇒1

0α
α α α

ln lnF V
t

m

F V

F m
tx

V

⇒ =V
F

α 1
20

0 4
1 50 1

1
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0 4

2
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2
−

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
= −

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
= −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

− − ⋅
e e

e
m

t
α

,
,

,

55

3

4

mV mV S− =0 .
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%���	� "��	�
�� ��"��4��  �� ��� ��������
 xy (���. 69, �):

&�"��4� ���

4.5. &������ �� �;������� D��"��D� "������ 
������!�" $"�#���� ��@�����!��: !�!���4

������	 � �
++�����
	����� +����

>���������� "� ��	�	�� �
 �������� �	�
��� �����	�
�
���=	��� �	�����	���� ���
	�� ����� �	��	
���	����
����	 ��	+��� ���, �	��
���!�� �� ?
� ���
	��.

$�
	�	��������. %� k-� 
���� �	�����	���� ���
	�� �	�-

�
���
 ����  � . ��� ?
�� 
���� � ���
�	
�
��� � �����	-

��	�  (4.17)

A������� "� ��	� 
����� ���
	��, "������

, (4.21)

#�
. 69

S

S mV mV mV mVx x x= − = − − = −0 0 ;

S mV mV mV mVy y y= − = − = −0 00 .

S S S mV mV mVx y= + = − + − = = ⋅ ⋅ = ⋅2 2 2 2 2 1 10 1 41 14 1( ) ( ) , , H �.

Fk
e Fk

i

dq

dt
F Fk

k
e

k
i= + .

dk

dt
F Fk

k

n

k
e

k

n

k
i

k

n

= = =
∑ ∑ ∑= + ⇒

1 1 1

dQ

dt
Re=
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�� ��� 

* "��	�
��� �� ��� �	���
���� ��������
 �����	��	 (4.21)
��		
 ���

 (4.22)

*������
� 
� �������

1. J���  
� .
2. J��� "��	�
�� �������� �	�
��� �� �����-��$� ��4 �����

����, 
� "��	�
�� �����	�
�� ���=	��� �� ?
� ��4 	�
4 �	����-

�� "��
������. %�"���	�, 	��� , 
� = const.

������	 � 
���&�	����� (
���#���) +����

&��	�	��	 �����	�
�� ���=	��� �	�����	���� ���
	��
�� �	��
���� "���	=�
�� ��	�	�� ����� �	��	
���	����
����	 ��"��4��� ��	� ��	+��� ���, �	��
���!�� �� 
����
�	�����	���� ���
	��, �� 
�
 =	 "���	=�
�� ��	�	��.

$�
	�	��������.

,                       (4.23)

��	  — ��"��4�

�������� �	�
��� ���
	�� ��	+��� ���.
*	�
������ ���	��
�� (4.23) ���
�	
�
���
 
�� ���	$���-

�	���� ���	��
��: 

dq

dt

d
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(4.24)

*������
� 
� �������

1. J���  
� 

2. J���  
� Q2� = Q1�  Q� = const.

������ 27. D���� ������ � = 200 ��, �� ����	 ��
���� �
��� �	���	�
������ � = 80 ��, ��������4 �� ������
4� V0 = 3 �/�. G�
	� �	���	� �"���-

��� � ����� � �$����
��� ������
4� = 1 �/� "��
�� 		 ���=	���.
@"�	�	��
4, � ����� ������
4� V "���	 ?
��� $��	
 �����
4�� �����.

��A����. *�	+���� ������ �����
�� �	� ����� , �	� �	���	��

 � ��
�������!�� ����  (���. 70). A���� ��"��
���	��� ���=	-

��� "�	�	$�	��	�. *�	 ���� "	�"	���������� � ��� �. >�?
���

 Q� = const;

 �/�.

Q Q S

Q Q S

Q Q S

x x x
e

y y y
e

z z z
e

2 1

2 1

2 1

− =

− =

− =

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

;

;

.

S e = 0, Q Q Q2 1= ⇒ = const.

Sx
e = 0, ⇒

u

#�
. 70

Mg

mg Fa

F R Skx
e

k

n

x
e

x
e

=
∑ = = ⇒ = ⇒

1
0 0

Q M m V Q MV mu

Q Q MV mu M m V V
M m

M
V

m

M
u

x x

x x

1 0 2

2 1 0 0

= +( ) = −

= ⇒ − = +( ) ⇒ = + + =

; ;

= + +( ) = + ⋅ =V
m

M
V u0 0 3

80 4

200
4 6,
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4.6. ���������� ������4 �� �;������� ������!�"� 
$"�#���� ��@�����!��: !�!���4 � !=��A��: !��$�. 

&������ O:����

>�� ����	��� ���=	��� �"��+��� ��	��, ��"���	� =��-
���
� ��� ����, ��=�� "��4����
4�� 
	��	��� �$ ���	�	��� ��-
���	�
�� ���=	��� �	�����	���� ���
	�� � ��
	����4���
����	 (4.23).

>�� ���=	��� =�����
� � ���	�	 
��$� (���. 71) �����	-

�
�� ���=	��� ����� =�����
� �� ����	  � �� �����	  �

���� �	���������
� "�
��� � �	�=���	���
� =�����
� �����-

����, 
.	. .

'���� =�����
�, "��
	���!	� �	�	� "�"	�	���	 �	�	��	

��$� �� ��	�� t,

,

��	  — �$M	� =�����
�, "��
	���!	� �� ��	�� ;   — "��-

!��4 "�"	�	����� �	�	��� 
��$�;   — ������
4 "��
	�����
=�����
� �	�	� "�"	�	���	 �	�	��	;   — "��
���
4 =�����
�.

#����

.

Q1 Q2

#�
. 71

M V M V1 1 2 2=

M W Vt= =ρ ρσ

W t σ
V
ρ

Q tV Q tV1 1 1
2

2 2 2
2= =ρσ ρσ; ;

Q Q1 2= ⇒ ρσ ρσ σ σ1 1
2

2 2
2

1 1
2

2 2
2tV tV V V= ⇒ =
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>�� .

*��	��
��	 �������	��� "�
��� � ���	�	 �������	
 �	��
��

 �
	��� 
��$�, ������ ����	��� =�����
� �� �
	��� 
��$�,

�
� ������	
 ����	��	  ���	�� 
��$� �� �"��� ��� "�� 		 �
-
��
�
��� ���	�� $��	
 �
�	��
4�� "��	���
4�� � �
�����, "��-

���"���=��� ���=	��� =�����
� �� �����	 �� 
��$�.

G�"���� 
	��	�� �$ ���	�	��� �����	�
�� ���=	��� (4.23)
��� �$M	�� =�����
�, "��
	���!	� �	�	� "�"	�	���	 �	�	��	

��$� �� ��	�� t, � "��	�
�� �� ��4 x, ��=�� �"�	�	��
4 ����-

���
��4��� ���
�����!�� �	��
��  �
	��� 
��$� �, ��	��-
��
	�4��, �������
��4��� ���
�����!�� ����	��� �� �"���:

(4.25)

�������
��4��� ���
�����!��  ����	��� �� �"��� ��-

"����	�� � "��
���"���=��� �
����� �������
��4��� ���
��-

���!	�  �	��
�� � ����� 	� "� �	�����	.

G����� 
����� 
�"� ��=�� 
��=	
�	+�
4, ��"��4��� 
	��	�� F��	��.
��"��
��, =�����
4 ���=	
�� � ���-
�����	���� �����	 "	�	�	����� �	-
�	���. ������
��� �$M	� =�����
�
�	=�� ����� �	�	�����. %� ���	-
�	���� �$M	� �	��
���
 ������	

�	�
���  �$M	���� �  "�-

�	�����
��� ��� (���. 72).
������	 (������
	�4�
�� �"�!	��).

�	��	
���	���� ����� �������� �	�
��� �$M	���� ���,
�������� �	�
��� "��	�����
��� ��� � �	�
���� ����-
�	�
� ���=	��� =�����
�, "��
	���!	� �	�	� ��� �����-
��$� �	�	��� � 	����
� ��	�	��, ��"����	���� ���
�4
���	�	����� �$M	��, ����� ����, 
.	.

. (4.26)

σ σ σ1 2 1 2= = ⇒ = =V V V

R

N

R

Q Q R t Q tV

R t R V V

x x x2 1 2 2 2
2

2 2
2 2

− = ⋅ ⇒ = =

= ⋅ ⇒ = =
� ρσ

ρσ ρσ� � .

N�

R�

#�
. 72 R�$ R"��

R R MV MV�$ "��+ + + −( ) =1 2 0
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��P���4� (��� ��!!�"4�) !��4 — ����, ��
���	 �	��
���

�� ��	 ���
�
� ���	�	����� �$M	��, ��"���	� ���� 
�=	�
�
���
�
.

��"��@��!��4� !��4 — ����, �	��
���!�	 
��4�� �� ���
�-

�, �	=�!�	 �� ��	+�	� "��	�����
� �$M	��, ��"���	� �	��-

�� 
�	���� �
	���, �	=�� ��
����� ���=	
�� =�����
4.

>���=	�, �
� �������
��4��� ���
�����!�� ����	��� ��-
�	�� 
��$� �� �"��� � "���	�	���� ��+	 "���	�	 ��=�� 
��-
=	 �"�	�	��
4 "� 
	��	�	 F��	��, ��"���� ���	��
�� (4.26) �
"��	�
�� �� ��4 �

���


�� ���  , , .

@
����

, 

��	  — �����	�
�� ���=	��� =�����
�, ������!	� � 	��-

��
� ��	�	�� �	�	� "�"	�	���	 �	�	��	 "��!��4� , �����	

.
#����

.

4.7. ������ ������!�"� $"�#���� �����������: ����� 
����!������� %����� � �!�

4.7.1. ��&���	
#��

� ������ 
��
#����	 ��
(��
� 
�����
������ �����	

>��
4 "� "������ ������ (���. 73) ���=	
�� 
���� ������

m1 �� ������
4�  "��
�� ���� ������� �
�	��� � 
���� ���-

���  �� ������
4�  "� ���� ������� �
�	���.

R R MV MV
x x x x�$ "��+ + − =1 2 0,

R MV� − =2 0,

R R
x"�� �= , R

x�$ = 0 MV x1 0= MV MVx2 2=

R MV� = 2

MV2
σ

ρσV 2

N V� = ρσ 2

V1

m2 V2
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#����

��	�
�� ��	
��: l$ > 0 — "�� ���=	��� 
���� "��
�� ���� ��-

����� �
�	���;  — 
� =	 "� ���� ������� �
�	���.

"���������
	�� �
���� �����	�
�� ���=	��� ��
	����4���

���� �
����
	�4�� �	��
����� 
	�
�� $ — ���	$����	���� �	-
������, ���
�� �� ������ (+) ��� (−) � ������ "�����	�	���

������ �����	�
�� ���=	���  �� ����
����	 h (����� "	�-
"	���������) �
 ?
��� 
	�
�� �� �����, ����4 ��
���� ��"���-

�	� �	�
�� :

. (4.27)

4.7.2. ��
������ ������ 
��
#����	 ��
(��
� 
�����
������ �����	 

��	�
���� �
���� (���. 74) �����	�
�� ���=	��� ��
	��-
��4��� 
���� �
����
	�4�� �	��
����� 
	�
�� $ — �	�
��, "��-
��=	���� � ?
�� 
	�
�	 � ��"����	���� "	�"	���������� �

"������
� �	�
����  �  � 
� �
�����, �
���� ���=	��	

���� ����� "��
�� ���� ������� �
�	���. 

* ���
�	
�
��� � "���	�	���� �"�	�	�	��	�  ��=��

"�	��
���
4 � ���	 �	�
������ "�����	�	���:

. (4.28)

#�
. 73

momO Om V m V h l( ) ;1 1 1 1 1 1 0= = >

momO Om V m V h l( ) .2 2 2 2 2 2 0= − = <

lO < 0

mV

mV

l mVhO = ±

mV r

lO

l r mVO = ×
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4.7.3. ,����� 
��
#����	 ��
(��
� 
�	���
	����� ��#

 �����
������ ��
 

�
����
� �����	�
�� ���=	��� ��
	����4��� 
���� �
��-
��
	�4�� �	��
���� ��� z ������	
�� ���	$����	���� �	������
lz, ���
�� �� ������ (+) ��� (−) � ������ "�����	�	��� ������

 "��	�
�� �	�
���  �����	�
�� ���=	��� �� "���-

���
4, "	�"	����������� � ?
�� ���, �� "	�"	�������� h1,
�"�!	���� �� 
���� "	�	�	�	��� ��� � "������
4� �� �����,
����4 ��
���� ��"����	�� ��������� "��	�
�� (���. 75, �):

. (4.29)

��	�
�� ��	
�� — "�� ��$���	��� � "���=�
	�4���� ���
�
��� z (���. 75, �):

• +lz — ���	�
 �����	�
�� ���=	��� �
����
	�4�� ��� "�-
��=�
	�4��� "�� ���=	��� 
���� "��
�� ���� ������� �
�	�-

�� (���. 75, �), ;

#�
. 74

mVxy mV

l mV hz xy= ± 1

а б в

#�
. 75

lz > 0
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• –lz — �
��
�
	�4��� "�� ���=	��� 
���� "� ���� �������

�
�	��� (���. 73, �), ;

• , 	��� 

'	=�� ���	�
�� �����	�
�� ���=	��� ��
	����4��� 
����
�
����
	�4�� 
	�
�� � ���	�
�� �����	�
�� ���=	���
�
����
	�4�� ���, "������!	� �	�	� ?
�
 
	�
�, ��!	�
��	


���������
4: ���	�
 lz ���	� "��	�
��  �	�
���  �� ��4 z

(���. 75, �), 
.	.

. (4.30)

������ 28. �������� ����� ���!�	
�� ������ �	�
����4��� ��� � ��-
����� ������
4� ω. >� �$�����!	� � �	�+��� ������ ���=	
�� �� ���-
���
4� � ��
	����4��� 
���� ������ �. @"�	�	��
4 ���	�
 �����	�
��
���=	��� 
���� �
����
	�4�� ���, ����� ��� ������
�� �� ����
����� �

�	�+���, ������ "������	 ����� �$�����!	�. ������ ��������� ������
���	� R (���. 76).

��A����. #���� ����
��	
 � ���=��� ���=	���: � �
����
	�4��� ���-
=	��� "� �$�����!	� ������ � � "	�	������ — ���!	��� ��	�
	 � ����-

���. @
����
	�4��� ������
4 Vr = u, "	�	������ ������
4  '�-

�	�
 �����	�
�� ���=	��� 
���� �
����
	�4�� ��� z

lz < 0

lz = 0
mV mV Oz

h mV Oz

xy = ⇒

= ⇒

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

0

�	�
��

�	�
�� "	�	�	��	
 ��4

|| ;

.

lOz lO

l l lz Oz O= = cosα

#�
. 76

V
R

e = ω
2

.
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.

*	�
��  "	�	�	��	
 ��4 z, "�?
��� 	�� ���	�
 �
����
	�4�� ?
��

��� ���	� ����, 
.	.  #���� 

.

4.8. ��������!��: ������ ��@�����!��: !�!���4 
����!������� %����� � �!�

4.8.1. '
���
#��

� ������ �
����� 
�����
������ �����	

��� k-� 
���� ���
	�� �	�
�����

���	�
 �����	�
�� ���=	��� 

. ���	
��	���� ���	�
 ���-


	�� (���. 77)

(4.31)

<�������
	�� �
����
� ��� ����-
��� �
����
� 	
����
�� �������! �	-
�����	���� ���
	�� 
��

������
 �	-
��
����� &����� ������	
�� �	��	
���	���� ����� ���	�
��
�����	�
� ���=	��� ��	� ��
	����4��� 
��	� ���
	�� �
����-

	�4�� 
��� =	 
	�
��.

4.8.2. '
���
#��

� ������ �
����� �����
������ ��


��� k-� 
����  — ���	$����	���� �	������. 

���	
��	���� ���	�
 ���
	�� (���. 78)

(4.32)

l mV mVz z r z e= +mom mom( ) ( )

mVr

momz rmV( ) .= 0

l mV mV
R

m
R R m R

z z e e= = = ⋅ =mom ( )
2 2 2 4

2

ω ω

#�
. 77

lkO =

r m Vk k k= ×

L lO k
k

n

O
=

=
∑

1
.

l lk k kz O
= cosα

L lz k
k

n

z
=

=
∑

1
.
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<�������
	�� �
����
� ���
������� �
����
� 	
����
��
�������! �	�����	���� ���
	��

��

������
 �	��
���� 

� ����-
��	
�� ���	$����	���� ����� ��-
�	�
�� �����	�
� ���=	��� ��	�
��
	����4��� 
��	� ���
	�� �
��-
��
	�4�� 
�� =	 ���.

4.8.3. '
���
#��

� ������ ������&� ���	

@"�	�	��� ���	
��	���� ���	�
 
�	����� 
	��, ���!�-
�!	���� ������ �	"����=��� ��� z � ������� ������
4� ω
(���. 79):

��� k-� 
���� 
	��

�������� "� ��	� 
����� 
	��, "������

��	  — ���	�
 ��	�
�� 
	��

�
����
	�4�� ��� ���!	���.
&
��, 	�������
	�� �
���� ������-

���

! �
	��� ���
�����
� 

� ���� �����
��
��������� �
����� ����&�� ���� 
�-
�

������
 :�
� 

� �� ���
��� 
	
�

��
����:

 (4.33)

#�
. 78

l m V r

V r l m r

k k k k

k k k k k

z

z

=

= ⇒ =

;

;ω ω 2

#�
. 79

L l m r m r Iz k
k

n

k
k

n

k k
k

n

k zz
= = = =

= = =
∑ ∑ ∑

1 1

2

1

2ω ω ω ,

I m rz k
k

n

k=
=
∑

1

2

L Iz z= ω.
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4.8.4. '
���
#��

� ������ ��/	�
#��
�� �
����� 
� ��0�� ��%#	� �� ��
(��
�

�����
������ ������
(��/ �����	 
 ����

* �$!	� �����	 �	�����	���� ���
	�� ��=	
 ���	�+�
4
���=��	 ���=	��	. ��� ������	��� ���	
��	����� ���	�
�
?
� ���=	��	 ��	��	
 �����=�
4 �� "���
	�+�	 ���=	���.

*�	�	� ��	 ���
	�� �
��	
� (���
	�� ��������
): �	"����=-

���  � "����=��� , ��������	 ���
�	
�
�	��� � �	-

"����=��� 
	�
��� O � 
	�
��� ���� C ���
	�� (���. 80).

�����=�� ���=��	 ���=	��	 ���
	�� �� "	�	�����	 ��	�-


	 � "����=��� ���
	��� , ���=�!	��� "��
�"�
	�4��

�
����
	�4�� �	"����=��� ���
	��, � �
����
	�4��	 "� �
��-
+	��� �  "����=��� ���
	�	. ������
��� ���=	��	 k-� 
����
?
�� ���
	��. >���=	��	 ?
�� 
���� "� �
��+	��� � �	"�-

���=��� ���
	�	 �"�	�	��	� ��������-�	�
���� , "���=	-

��	 ?
�� 
���� "� �
��+	��� � "����=��� ���
	�	 — �����-

���-�	�
���� , "���	�	���� �� 
	�
�� ���� C, � "���=	-

��	 "����=��� ���
	�� �
��	
� �
����
	�4�� �	"����=���

�"�	�	��	� ��������-�	�
���� .

#���� 

.         (4.34)

Oxyz Cx y z1 1 1

#�
. 80

Cx y z1 1 1

r
k

ρkC

r
C

r rk C kC
= + ρ
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*��"��4��	��� 
	��	��� ���=	��� ������
	�

,

��	 "	�	������ ������
4 , 
�� ��� "����=��� ���
	��

��������
 ���=	
�� "��
�"�
	�4��.
@
����
	�4��� ������
4

A�	����
	�4��, 

                   (4.35)

���	
��	���� ���	�
 �	�����	���� ���
	�� �
����
	�4-
�� �	"����=���� 
	�
�� O 

             (4.36)

>���
���� � �����	��	 (4.36) ����=	��� (4.34) � (4.35):

 (4.37)

>�	�$����	� ��=��� ����� � �
�	�4���
�:

��	  — ������� �	�
�� �����	�
� ���=	��� ���
	��;

V V Vk k
e

k
r= +

V Vk
e

C=

V
d

dtk
r kC=

ρ
.

V V Vk C k
r= + .

L r m VO k k k
k

n
= ×

=
∑ .

1

L r m V V

r m V r m V

O C k k C k
r

k

n

C k C C k k
r

k

C
= +( )× +( )⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥
=

= ×( ) + ×( )
=

=

∑ ρ
1

1

nn

k

n

kk k C k k k
r

k

n

k

n

C C
m V m V

∑∑

∑∑

=

==

+

+ ×( ) + ×( )
1

11
ρ ρ .

r m V r m VC k C C k C
k

n

k

n
×( ) = × =

==
∑∑

11

= × = × = ×
=
∑r V m r MV r QC C k
k

n

C C C
1

,

Q MVC=
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�� ��� �����	�
�� ���=	��� ���
	�� "�� ���=	��� �
����-


	�4�� 		 
	�
�� ���� ����� ����: .


�� ���  — ������ ��������
 "����=��� ���
	�� ��$��-

�� � 
	�
�	 ����:

A ��	
�� ?
��� �����	��	 (4.37) "���	
 ���

          (4.38)

�����	��	 (4.38) "�	��
����	
 ��$�� ����=	��	 ���	
�-
�	����� ���	�
� �	�����	���� ���
	�� � �$!	� �����	 		 ���-
=	��� �
����
	�4�� �	"����=���� 
	�
��.

A����	��	  — 	�
4 ���	�
 ��������

�	�
��� �����	�
� ���=	���, "����=	����� � 
	�
�	 ����, �
-
����
	�4�� 
	�
�� O (��$�
�	���� ���	
��	���� ���	�
).

A����	��	  — ?
� ���	
��	���� ���	�
 ���
	�� � 		 �
��-

��
	�4��� ���=	��� �
����
	�4�� 
	�
�� ���� (��$�
��4���
���	
��	���� ���	�
).

<�������
	�� �
���� �	�����	���� ���
	�� �
����
	�4��
�	"����=���� 
	�
�� "�� ��$�� 		 ���=	��� ���	� �	��	
��-
�	���� ����	 ���	�
� �������� �	�
��� �����	�
� ���=	���
�
����
	�4�� ?
��� 
	�
��, "����=	����� � 
	�
�	 ����, � ��-
�	
��	����� ���	�
� ���
	�� � 		 �
����
	�4��� ���=	���
�
����
	�4�� 
	�
�� ����.

�����	��	 (4.38) ��=�� ��"���
4 � "��	�
��� �� �	"�-
���=��	 ��� � "�����
4 
�� ���	$����	���� ���	��
��:

r m V r m VC k k
r

k

n

C k k
r

k

n
×( ) = × =

= =
∑ ∑

1 1
0,

m V MVk k
r

k

n

C
r

=
∑ = =

1
0

ρ ρ ρkk k C k kk C
k

n

k

n

C CC C
m V m V M V×( ) = ( )× = × =

==
∑∑

11
0,

ρC = 0

ρk k r
k

n

C
r

C k
m V L×( ) =

=
∑

1
.

L r Q LO C C
r= × + .

r Q MVC O �× = ( )mom

LC
r
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(4.39)

��	  — ���	�
� �������� �	�
��� �����	-

�
�� ���=	���  �	�����	���� ���
	��, "����=	����� � 		 
	�-


�	 ����, �
����
	�4�� ��	� ;  — ���	
��	���	

���	�
� ���
	�� �
����
	�4�� "����=��� ��	� , "��-

����!�� �	�	� 
	�
� ����;  — ���	
��	���	 ���	�
�
���
	�� �
����
	�4�� �	"����=��� ��	� .

������ 29. *������
4 ���	
��	���� ���	�
 ���	��� AB �	�������
?���"������� � �$����
��� ���=	��� �
����
	�4�� ��� �, ���"����!	�
� ��4� ���!	��� �����+�"� OC, � 
��=	 � �
����
	�4��� ���=	��� "�
�
��+	��� � ���, "������!	� �	�	� 
	�
� ���� C ���	��� "�����	�4��

��� x, 
.	. ��� . �����+�" ���!�	
�� � ������� ������
4� ; ����� ��-

�	��� ����� m;  (���. 81).

��A����. %	"����=��	 ���  ������� � �"���� O, ������ "����=-

��� ���
	�� ��������
  ��$���� � 
	�
�	 ���� C ���	��� � ?
� ���-

L L Q L

L L Q L

L L Q L

x x x
r

y y y
r

z z z
r

= ( ) +
= ( ) +
= ( ) +

⎫

⎬

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

1

1

1

;

;

,

L Q L Q L Qx y z( ) ( ) ( ), ,

Q

x y z, , L L L
x
r

y
r

z
r

1 1 1
, ,

x y z1 1 1, ,

L L Lx y z, ,
x y z, ,

x1 ω

OC AC BC l= = =

#�
. 81

Oxyz

Cx y z1 1 1
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	�� ���=	
�� "��
�"�
	�4�� �
����
	�4�� �	"����=���. ���	
��	����
���	�
 ���	��� AB �
����
	�4�� ��� x �� ��������� ������� (4.39)

��	  — ���	�
 ��	�
�� ���	��� �
����
	�4�� ��� :

���	
��	���� ���	�
 ���	��� � �
����
	�4��� ���=	��� �
����-


	�4�� ���  ���
 �� ������ �����, 
�� ��� ���!	��	 "��������
 "� ��-

�� ������� �
�	���, �  �������	
�� ��� ���	$����	���� �����.

D��	��� ���	�+�	
 "�����"�����	�4��	 ���=	��	. J	 ������� ���-
���
4, "�� ���	�
��� "���=	��� �����	����� 
	�
�� ������
	� ('WA)
(
���� #)

#���� ���	
��	���� ���	�
 ���	��� � �
����
	�4��� ���=	���

.

������� �	�
�� �����	�
� ���=	��� ���	��� AB

.

A�	����
	�4��,

4.9. &������ �� �;������� 
������� ������!�"� $"�#���� �����������: ����� 

����!������� %����� � �!�

������	 �� 
������

 ������	 �����
������ �����	

>���������� "� ��	�	�� �
 ���	�
� �����	�
�� ���=	-
��� ��
	����4��� 
���� �
����
	�4�� �	��
����� �	-
"����=���� 
	�
�� ����� ���	�
� ����, �	��
���!	�
�� 
����, �
����
	�4�� 
��� =	 
	�
��.

L L Q L OC Q IOx x Cx
r

Cx AB= ( ) + = ⋅ −
1 1

ω ,

I�x1
x1

I
m l ml

Cx1

2

12 3

2 2

=
( )

= .

x1

LOx

ω
ω ω ωAB

C OCV

PC

OC

PC

l

l
= =

⋅
= ⋅ = .

L
ml

Cx
r

1

2

3
= ω

Q mV m lC= = ω

L l m l
ml

m lOx = − =ω ω ω
2

2

3

2

3
.
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$�
	�	�������� (���. 82). ��-

	�, �
�

 

>������	�	�
���	� "� ��	-

�	�� ���	�
 :

,

��	  — ���	�
 ���� �
����
	�4�� 
���� $. &
��, 

 . (4.40)

*������
� 
� �������
J��� ����� �	��
��� ������	��
���!	� "����=	���� �


���	 ��� ��	 ��	�� "������
 �	�	� �	"����=��� 
	�
�, 
� ��-
�	�
 �����	�
�� ���=	��� ��
	����4��� 
���� �
����
	�4��
?
��� 
	�
�� ��
�	
�� "��
������.

> � � � 	 � � � � 	.  #���� ���� ������	
�� 
	�
���4���. %�"���	�, ���-
���
��� ���=	��	 �"�
���� ������ G	��� (���. 83). F — ���� "��
�-
=	���, 		 �����4 ������
 �
 ����
����� �	=�� G	��	� � �"�
�����. #��

��� , 
�  — �
��+	��	 ���-

���
	� �$��
�� "��"��
�����4�� ����
������.

#�
. 82

F F l r mVk
k

n

O= = ×
=
∑

1
; ;

M F r FO ( ) .= ×

lO

dl

dt

dr

dt
mV r

d

dt
mV V mV r FO = × + × = × + ×( ) ;

| | | | | | sin ;V mV V mV× = ⋅ ⋅ =0 0

r F M FO× = ( )

F

dl

dt
M FO

O= ( )

M FO ( ) = 0 l mV r mV r
V

V

r

rO = ⇒ = ⇒ =const 1 1 2 2
1

2

2

1

#�
. 83
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������	 �� 
������

 ������	 �����
������ ��


>���������� "� ��	�	�� �
 ���	�
� �����	�
�� ���=	-
��� ��
	����4��� 
���� �
����
	�4�� �	��
���� ���
����� ���	�
� ����, �	��
���!	� �� 
����, �
����
	�4-
�� 
�� =	 ���.

$�
	�	��������. G�"�+	� (4.40) � "��	�
��� �� ��� �	���-

���� ��������
, ���
���� ����4 �	=�� ���	�
�� �����	�
��
���=	��� ��
	����4��� 
���� �
����
	�4�� 
	�
�� � ���
(4.30) � ����4 �	=�� ���	�
�� ���� �
����
	�4�� 
	�
�� �
���, 
.	., �
�

#����

        
(4.41)

.

>���
���� (4.41) � (4.40) � "������	�	�
������, "������:

, (4.42)

��	 lx, ly � lz — ���	�
� �����	�
�� ���=	��� ��
	����4��� 
��-

�� �
����
	�4�� ��	� ��������
;  —

���	�
� ���� �
����
	�4�� 
	� =	 ��	�.
*������
� 
� �������
J��� ���	�
 ������	��
���!	� ���, �	��
���!�� �� ��
	-

����4��� 
����, �
����
	�4�� �	��
���� ��� ���	� ����, 
�
���	�
 �����	�
�� ���=	��� ��
	����4��� 
���� �
����
	�4-
�� 
�� =	 ��� ��
�	
�� �	������� "��
������.

������ 30. � ���
� ��
� "�������� 
�=	��� ���4��. *
���� ���	
 ��-

� "	�	$��+	� �	�	� �	"����=��� $���. ����� ��
4 � ������ �
�������
�
 �	�
����� �� �	��
���� ���� � ���$!��� 	�� ������ �	�
����4��� ���
������
4 V1 = 2 �/�, ��"����	���� "� ����
	�4��� � 
��	�
����, ��
4 ��-

���� ���������
4 �� ������
4� u. @"�	�	��
4, � ����� ������
4� $��	

�����
4�� ���4�� ������ ��� z, ����� ����
����	 �� ��� ��	�4+�
�� � 2 ��-
�� (���. 84, �).

l l l l l l

M F M F M F M F M F M F

O x O y O z

O x O y O z

x y z

x y z

= = =

= = =

; ; ;

( ) ( ); ( ) ( ); ( ) ( )).

l il jl klO x y z= + + ;

M F iM F jM F kM FO x y z( ) = ( ) + ( ) + ( )

dl

dt
M F

dl

dt
M F

dl

dt
M Fx

x
y

y
z

z= = =( ); ( ); ( )

M F M F M Fx y z( ), ( ), ( )



140

��A����. %� ���4�� (���. 84, �) �	��
���
 ����: ��
�=	��	  ��
� �

�	�  ���4��. >���	��� 
	��	�� �$ ���	�	��� ���	�
� �����	�
��
���=	��� ��
	����4��� 
���� �
����
	�4�� ��� z:

.

A���  "	�	�	��	
 ��4 z, "�����	�4�� ?
�� ���, "�?
��� 

,

��	 . *	�
��  "	�	�	��	
 ��4 z, 	�� ���	�


�
����
	�4�� ��� ���	� ����.
#���� 

 �/�.

4.10. &������ �� �;������� ��������!��D� ������� 
��@�����!��: !�!���4 ����!������� %����� � �!�

������	 �� 
������

 

���
#��
�&� ������	 
�����
������ �����	

>���������� "� ��	�	�� �
 ���	
��	����� ���	�
� �	-
�����	���� ���
	�� �
����
	�4�� �	��
����� �	"�-
���=���� 
	�
�� ����� �	��	
���	���� ����	 ���	�
��
��	� ��	+��� ���, �	��
���!�� �� ���
	��, �
����
	�4-
�� 
��� =	 
	�
��.

#�
. 84

S

mg

dl

dt
M Fz

z k
k

n
=

=
∑ ( )

1

S mg

M F lz k
k

n

z( ) const
=
∑ = ⇒ =

1
0

l mV V u Vz z= ( ) = +mom , 1
mu

l mV mV R mV
R

V Vz z= ( ) = ⋅ = ⇒ = =mom 1 2 2 12
2 4
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$�
	�	��������. ��� k-� 
���� ���
	��

.

*�"����� �����������	 "� ��	� 
����� ���
	��, "������

��	   — ������� ���	�
 ��	+���

��� �
����
	�4�� 
	�
�� $;  — "� �����
�� ���
-

�	���� ���.

. (4.43)

*������
� 
� ������� 
J��� ������� ���	�
 ��	+��� ��� �
����
	�4�� �	��
���-

�� 
	�
�� ���	� ����, 
� ���	
��	���� ���	�
 ���
	�� �
��-
��
	�4�� ?
��� 
	�
�� �	 ���	��	
�� (����� ������	��� ���	-

��	����� ���	�
�).

������	 �� 
������

 

���
#��
�&� ������	 
�����
������ ��


>���������� "� ��	�	�� �
 ���	
��	����� ���	�
� �	-
�����	���� ���
	�� �
����
	�4�� �	��
���� �	"����=-
��� ��� ����� ����	 ���	�
�� ��	� ��	+��� ���, �	�-
�
���!�� �� ���
	��, �
����
	�4�� ?
�� ���.

$�
	�	��������. A"��	
���	� �	�
����	 ���	��
�� (4.43)
�� ��� �	���
���� ��������
, "������

(4.44)

dl

dt
M F M F

k
O k

e
O k

iO = +( ) ( )

dl

dt

d

dt
l

dL

dt

k

k

n

k
k

n
OO

O= =
∑ ∑=

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

1 1
,

L lO k
k

n

O=
∑=

1
; M F MO

k

n

k
e

O
e

=
∑ =

1
( )

M FO
k

n

k
i

=
∑ =

1
0( )

dL

dt
M M FO

O
e

O
k

n

k
e= = ( )

=
∑

1

dL

dt
M F M

dL

dt
M F M

dL

dt
M

x
x

k

n

k
e

x
e

y
y

k

n

k
e

y
e

z
z

k

n

= =

= =

=

=

=

=

∑

∑

1

1

1

( ) ;

( ) ;

∑∑ =( ) ,F Mk
e

z
e



142

��	 Lx, Ly, Lz — ���	
��	���	 ���	�
� �	�����	���� ���
	��

�
����
	�4�� ��	� ��������
;  — ������	 ���	�-


� ��	+��� ��� �
����
	�4�� ��	� ��������
.
*������
� 
� �������
J��� ������� ���	�
 ��	+��� ��� �
����
	�4�� �	��
����

��� ���	� ����, 
� ���	
��	���� ���	�
 ���
	�� �
����
	�4��
?
�� ��� �	 ���	��	
��. %�"���	�, 

, 


����
Lz = const.

������ 31. &�"��4��� ������	 "���	��
28, �"�	�	��
4 ������� ������
4 ���!	-
��� ������ � ���	�
, ����� ��
	����4���

���� $��	
 ������
4�� �� ��������� ����-
��, 	��� � �����4��� ���	�
 ��� ������-
���4 � �	�+��	 ������, � 	�� ������� ���-
���
4 $��� ����� ω0 = 10 ���/�. '���� 
��-

�� � = 0,5 ��, ����� ������ � = 5 ��.
��A����. *�	+���� ������, �	��
���-

!��� �� �	�����	���� ���
	�� (����� +
��
	����4��� 
����), �����
�� ���� 
�-

=	�
�  ������ �  
����, �	��
��

"��"�
����   � "��+�"��-

��  (���. 85).

>���	��� 
	��	�� �$ ���	�	��� ���	-

��	����� ���	�
� �
����
	�4�� ��� z:

#�� ��� ��	+��	 ���� ��$� "�����	�4�� ��� z, ��$� "	�	�	���
 		,


� , 
.	. L0z = L1z, ��	  —

���	
��	���� ���	�
 ������.
���	
��	���� ���	�
 ���
	�� � ���	���� "���=	���

L1z = Lz ��� + Lz 
���� = Izω1 + mVeR =

M M Mx
e

y
e

z
e, ,

M M Fz
e

z
k

n

k
e= =

=
∑

1
0( )

#�
. 85

Mg mg

A X A− , Y ZA A,

B X YB B− �

dL

dt
M Fz

z
k

n

k
e=

=
∑

1
( ).

M F Lz
k

n

k
e

z
=
∑ = ⇒ =

1
0( ) const L I

MR
z z0 0

2

0
3

10
= =ω ω

3

10

2

1 1
2MR

m Rω ω+ ,
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�� ��� �	�
��  "	�	�	��	
 ��4 z � 	�� ���	�
 �
����
	�4�� ?
�� ���

���	� ����.
#���� 

 ���/�.

4.11. &������ ��;���

������	

A�����
4 ���
� �	�
��� ���	
�-
�	����� ���	�
� �	�����	����
���
	�� �
����
	�4�� �	��
�����
�	"����=���� 
	�
�� ����� ����-
���� ���	�
� ��	+��� ���, �	�-
�
���!�� �� ?
� ���
	��, �
����-

	�4�� 
��� =	 
	�
�� (���. 86).

$�
	�	��������.

;

,

��	  — ������� ���	�
 ��	+��� ���. 

*�	�
	 � 
	�

,

��	  — ������
4 ���
� �	�
���  ���	
��	����� ���	�
�.

A�	����
	�4��,

mVr

3

10

3

10
2 2

1
2

0MR mR MR+⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⇒ω ω

⇒ =
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

=
+

= ⋅ ⋅
⋅ + ⋅

=ω
ω

ω1
0

0
3

10
3

10

3

3 10

3 5 10

3 5 10 0 5
7 5

M

M m

M

M m ,
,

#�
. 86
L lO kO

k

n
=

=
∑

1

dL

dt
M F MO

O
k

n

k
e

O
e= ( ) =

=
∑

1

MO
e

dL

dt

d OA

dt
V uO

A= = =( )

u LO



144

.       (4.45)

&� ���	��
�� (4.45) ��	��	
, �
� ����	����
4 ������
� 

���"���	
 � ����	����
4� ���	�
� ����  ( ). F
� "��
�	�=-

��	
�� � 
	�, �
� ����	����
4 ���	
��	����� ���	�
� 

(%⋅�⋅�), � ����	����
4 "���������� "� ��	�	��  ( ).

F
� 
	��	�� ��"��4��	
�� � 
	���� �������"��.

4.12. ������ � ��H��!�� !��

������ !��4 — ��������� �	�� �	��
��� ����.

4.12.1. 9	���	 �
��

!������	��	� �	���	 �
�� — ?
� $	����	��� ����� ������-
��� �	������, ������ ���������� "�����	�	��� �	�
��� ����
�� �	�
�� $	����	����� ������ "	�	�	!	��� 
���� "����=	-
��� ���� (���. 87):

. (4.46)

A�	��	
 ���	
�
4, �
� ?�	�	�
����� ��$�
� ���� � �$!	�
�����	 �	 ����	
�� ����	�	�
����� ����
�� � "����
�	
�$�����	��	 dA — �������. * 
�� �����	, ����� ?�	�	�
�����
��$�
� ��=�� ���
�
4 ����	�	�
����� ����
��, �
� �����-


	��� ��� "�
	�
���4��� ���, $��	� �$������
4 		  (��.
". 4.18).

* �����	��� (4.46)  — "����!	��	 �������-�	�
��� 

���� "����=	��� ����, ���������� ��
����� ����	
�� 
��	�-

u MO
e=

u

% �⋅
LO

dL

dt
O % �⋅

dA F dr= ⋅

′d A

#�
. 87

dr r
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���� ?
�� 
����. F�	�	�
����	 "	�	�	!	��	 ds 
���� "� 
��-

	�
���� ����� ������ �	�
���  � ���� �� �����
�. >�?
���

.         (4.47)

#�� ���  — "��	�
�� ���� �� ��"����	��	 "	-

�	�	!	��� 
���� ("�� ��������	���� 
��	�
���� — �� ����-

	�4��� ��4 τ � 
��	�
����), 
�

dA = Fτ ds, (4.48)


.	. ��$�
� ���	�+�	
 
��4�� ����
	�4��� ����, � ��$�
� ���-
���4��� ���� ����� ����.

&� ����=	��� (4.47) ��	��	
:

	��� , 
� dA > 0;

	��� , 
� dA = 0;

	��� , 
� dA < 0.

��	�
�
#��
�� ���	(��
� :������	���� �	����.

>�	��
���� �	�
���  �	�	� �� "��	�
�� �� ��� �	-
���
���� ��������
:

� "���
���� � �����	��	 (4.46). ���
����, �
�

, "������

. (4.49)

9	���	 �
�� �	 
���#��� ������0��

 ����� ��
	����4���
����	 ?�	�	�
����� ��$�
 �� ?
�� "	�	�	!	���:

dr

dA F dr Fds F dr= ⋅ =
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

∧
cos ,

F F drcos ,
∧⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

F dr,
∧⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ < π

2

F dr,
∧⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = π

2

F dr,
∧⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ > π

2

F dr�

F iF jF kF dr idx jdy kdzx y z= + + = + +;

i j i k j k⋅ = ⋅ = ⋅ = 0

dA F dx F dy F dzx y z= + +
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 (4.50)

���

(4.51)

&�
	����� � �����	���� (4.50) � (4.51) �����
�� �������-
�	����� ��
	������� "	����� � �
����� ���� ���
�	
�
�	���.

J��� ���� "��
������, � 
���� 		 "����=	��� "	�	�	!�	
-
�� "�������	���, 
�

. (4.52)

%�"���	�, ����: F = 20 %, s = 0,5 �, α = 30°. 

A = Fs cos 30° = 20 ⋅ 0,5 ⋅ = 8,66 % ⋅ �.  

9	���	 �
�� ��(���
 (���. 88) �"�	�	��	
�� "� ������	
(4.51):

��	 h — "	�	�	!	��	 
���� "����=	��� ���� "� �	�
�����

(������
4 ����
), 
.	. .  

>�� "	�	�	!	��� 
���� "����=	��� ���� 
�=	�
� ��	��

AM1—M2
= −mgh (
���� �1 — �����, �2 — ��	���, 
���� 

). &
��,

.  (4.53)

#���� �$�����, ���
�� 
��� �!��
�� ����� ��!�
�� 

 ���-
	
� ���
 ��� ����
 ��
��������� �
���! 
��� �� �����	����
�
����������� �
�	� �� ����
����!.

A Fds F dr F dsM M
M M M M

1 2

1 2 1 2

−

∧
=

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =∫ ∫cos , ,τ

A F dx F dy F dzM M x y z
M M

1 2

1 2

− = + +∫ ( ).

A Fs F sM M1 2− =
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟cos ,

^

3

2

F F F G mgx y z= = = − = −0; ;

A F dz mg z z mg z z mghM M z
z

z

1 2

1

2

2 1 1 2− = = − − = − =∫ ( ) ( ) ,

h z z= −1 2

z z1 2− =

z z h2 1= − −( ) = −

A mg mgh( ) = ±
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��$�
� ���� 
�=	�
� �	 ������
 �
 ����� 
��	�
����. >��
���=	��� "� ������
�� 
��	�
���� (�2 ���"���	
 � �1) ��$�
�

���� 
�=	�
� ����� ����.

������ 32. #�=	��� +���� ������ � = 50 � "	�	�	�
���� �� "���=	-
��� �1 � "���=	��	 �2 ���
�� 
��$��, ���"���=	���� � �	�
����4���

"������
�. @"�	�	��
4 ��$�
� ���� 
�=	�
� +����� �� ?
�� "	�	�	!	-
���, 	��� r = 0,5 � (���. 89).

��A����. 
AM1—M2

= mg(z1 − z2) = mg(2r sin 60° − 2r sin 30°) =

= 2mgr (sin 60° − sin 30°) = 2 ⋅ 0,05 ⋅ 9,8 ⋅ 0,5 ⋅ =

= 0,49 ⋅ 0,366 ≅ 0,18 % ⋅ �.

> � � � 	 � � � � 	. J��� $� "�������	���� ����
�� $�� ������	� �
�������
� "�� ����� 45° � ��
������ "	�"	����������� � ����	
�� "���-

����=���
�, 
� 
���� M1 � M2 $��� $� �� ����� ����
	 � , 
.	.

��$�
� ���� 
�=	�
� $��� $� ����� ����.

#�
. 88

#�
. 89

3

2

1

2
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

z z1 2 0− =
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9	���	 �
�� %��%&���
 ��%(
�� (���. 90).
>��
4 "��=��� ���
�����	
�� 
��4�� ����4 ��� �. &�"��4��-

	� ����=	��	 (4.51): 

Fy = Fz = 0, Fx = −F�"� = −cx;

��	 λ — �	������ �	�����
�� "��=���. >�� "	�	�	!	���


���� "����=	��� ����  �� ��=�	�� "���=	��� � �	��-

�		, 
.	. � "���=	��	 ������	���, ��"����	��	 ���� � ��"���-

�	��	 "	�	�	!	��� ���"����
, 
���� .

>�?
��� ��$�
� ���� �"�����
� � �$!	� �����	

 . (4.54)

J��� �����4��� �	�����
�� "��=��� , 
� ��$�
� ��-
�� �"�����
� "�� "	�	�	!	��� �� "���=	��� ������	��� �����

> � � � 	 � � � � 	. >�� "	�	�	!	��� 
���� "����=	��� ���� �"��-
���
� "� ��������	���� 
��	�
���� �� "���=	��� �1 � "���=	��	 �2

(���. 91) ��$�
� �"�	�	��	
�� "� ������	

        

A F dx cxdxM M x1 2
0 0

2

2− = = − = −∫ ∫
λ λ λ

,

F�"�

A
c

21

2

2
= λ

A
c= ± λ2

2

λ0 0≠

#�
. 90 #�
. 91

A
c

M M1 2 2
2

0
2

− = − −( )λ λ .

A c dM M1 2
1

2

− = − ∫ λ λ
λ

λ
.
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#����

(4.55)

��	 λ1 � λ2 — �	�����
�� "��=��� � ?
�� "���=	����. >��  �	-

�����
�� "��=��� ��	�4+�	
�� "�� "	�	�	!	��� �� "���=	���  �

"���=	��	 , ��$�
� ���� �"�����
� "���=�
	�4��� � "��  �	-

�����
�� ��	������	
��, ��$�
� ���� �"�����
� �
��
�
	�4���.

������
��� ��$�
� ���, "����=	���� � 
�	����� 
	��:
• �	���	 ��%�����
/ �
�. ��� ���� �������	��
���!�� 
�-

�	� 
	�� 

 
�� ���  �

ds1 cos α = ds2 cos β (���. 92) �� ��������� 
	��	�� � "��	�
���

������
	� ���� 
��	� 
	�� �� "�����, ��	�����!�� ?
� 
����.

F�	�	�
����� ��$�
� ��	� ���
�	���� ��� � 
�	���� 
	�	
����� ����:

. (4.56)

A�	����
	�4��, �� ��$�� ���	���� "	�	�	!	��� 
�	�����

	�� ��$�
� ���
�	���� ���

(4.57)

• �	���	 ���"�
/ �
�. >�� " � � 
 � " � 
 	 � 4 � � �  � � � = 	 -
� � �  
 	 � �  ?�	�	�
����� ��$�
� k-� ����

.

A
c

M M1 2 2 2
2

1
2

− = − −( )λ λ ,

λ λ2 1<

M1

M2 λ λ2 1>

dA F ds F dsk
i i i= − + =12 1 21 2 0cos cos ,α β F Fi i

12 21= −

#�
. 92

dA dAi
k
i

k

n
= =

=
∑

1
0

A Ai
k
i

k

n
= =

=
∑

1
0;

dA F dr F ds F drk
e

k
e

k k
e

k k
e

k= ⋅ =
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

cos ,

^
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��� ��	� ���, �	��
���!�� �� 
	��,

#�� ��� "�� "��
�"�
	�4��� ���=	��� "	�	�	!	��� ��	�

��	� ���������, 
.	.


�

(4.58)

��	  — "��	�
�� �������� �	�
��� ��	+-

��� ��� �� ��"����	��	 "	�	�	!	���; .

��$�
� ��	+��� ��� �� ���	���� "	�	�	!	��� s 
	�� "��
"��
�"�
	�4��� ���=	���

. (4.59)

>��  ���!	��� 
	�� �� ����
�	"����=��� ��� (���. 93)
?�	�	�
����� ��$�
� k-� ����

��	  — ���
�����-

!�	 ����  "� 	�
	�
�	����

���� τnb (���. 93).

#�� ��� ,


� ��$�
� ?
�� ��� �� "	�	�	!	-

���  
���� "����=	��� ����

����� ����. 

dA dA F ds F dre
k
e

k

n

k
e

k

n

k k
e

k= =
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟= =

∑ ∑
1 1

cos .

^

dr dr dr drk1 2= = = =... ,

dA F F dr ds R dse
k
e

k
e

k
k

n

e=
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥

=
=
∑ cos , ,

^

1

τ

R F F dre k
e

k
e

k
k

nτ =
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟=

∑ cos ,

^

1

ds dr=

A R dse
e

s

= ∫ τ

( )

#�
. 93

dA F ds F F F dsk
e

k
e

k k
e

k
e

k
e

k
n b

= ⋅ = + +( )
τ

,

F F F
k
e

k
e

k
e

n bτ
, �

Fk
e

F ds F ds
k
e

k k
e

k
n b
⊥ ⊥,

dsk
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#����

,

��	  — ?�	�	�
����� ���� "�� "�����
	 
	�� �� ���� ;

— ������ ����=���
�, �"�����	��� k-� 
����� "�� ���!	-

��� 
	�� ������ ���;  , 
�� ��� ��-

�	�
� ���  �  �
����
	�4�� ��� ���!	��� ����� ����.

F�	�	�
����� ��$�
� k-� ��	+�	� ����  ����� "�����	-

�	��� ���	�
� ?
�� ���� �
����
	�4�� ��� ���!	���

 �� ?�	�	�
����� ���� "�����
� dϕ 
	�� ������ ���.

F�	�	�
����� ��$�
� ��	� ��	+��� ��� 

(4.60)

��	  — ������� ���	�
 ��	+��� ��� �
����-


	�4�� ���.
��$�
� ��� �� ���	���� "	�	�	!	��� 
	��

. (4.61)

J��� , 
� 

, (4.62)

��	 ϕ2 − ϕ1 = ϕ"�� — ���	���� ���� "�����
�; ϕ"�� = 2πn (n —

����� �$���
�� 
	�� ������ ���). 

dAk
e = ⋅ = = =F ds F ds F r d

k
e

k k
e

k k
e

kτ τ τ
ϕ M F dz k

e

τ
ϕ( )

dsk dϕ

rk

M F M Fz k
e

z k
e

τ( ) = ( ) = F r
k
e

kτ

F
k
e

n
F

k
e

b

Fk
e

M Fz k
e( )

dA dA M F de
k
e

k

n

z
k

n

k
e= = ( )

= =
∑ ∑

1 1
ϕ,

M F Mz
k

n

k
e

z
e

=
∑ ( ) =

1

A M de
z
e= ∫

ϕ

ϕ
ϕ

1

2

Mz
e = const

A M Me
z
e

z
e= − =( )ϕ ϕ ϕ2 1 "��
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������ 33. ������
��� "���
��� �� �
���-
��� � = 20 �� ���!�	
�� ������ �	�
����4���

��� z "�� �	��
��	� ����  = 30 %, �$�����-
!	� � "������
4� "���
��� ���� α = 30°.
@"�	�	��
4 ��$�
� ?
�� ����, 	��� 
	�� ���	�-

+��� 10 �$���
�� ������ ���, � 

(���. 94).
��A����.

4.12.2. ,�0����� c
��

,�0����� �
�� — ?
� ��$�
�, ��"���	���� ����� � 	����
�
��	�	��. J��� ��$�
� ���	�+�	
�� ������	���, 
� ��!���
4

,    (4.63)

��	 " — ��$�
�, ���	�+	���� ����� �� ���	���� "	�	�	!	���,
�� ��	�� t.

* $��		 �$!	� �����	 ��!���
4 ���� ��=�� �"�	�	��
4
��� �
��+	��	 ?�	�	�
����� ��$�
� ���� dA � ?�	�	�
������
"���	=�
�� ��	�	�� dt, �� ��
���� ���	�+	�� ?
� ��$�
�. >�-
?
���

 (4.64)

>�� ���!	��� 
	�� ������ �	"����=��� ��� ��!���
4

, (4.65)

��	 ω — ������� ������
4 ���!	��� 
	��.

#�
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⎜
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⎟
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⎞
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z
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k
e= = = ( )

=
∑

ϕ
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'�:++
�
��� �������&� ������
� (�>�) η — �
��+	��	 ��-
"���	���� "��	���� ��$�
� ""�� �� ��	� ��
���	���� ��$�
	
"��
, 
.	.

(4.66)

;�
�
�	 
������
� �	���� �
�� � ���
	�	 A& — �=���4
(1 �= = 1 %⋅�), � ���
	�	 '��A (���). ;�
�
�	 
������
�
��0����
 ���
�	
�
�	��� ��

 (1 *
 = 1 �=/�) � (���/�);
75 ���/� = 1 �.�. (��+������ ����); 1 �*
 = 1000 *
 = 1,36 �.�. 

����=	� ?
� ���
��+	��	:

������ 34. @"�	�	��
4 ��!���
4 �����
	�� ��� "������ �	�������
"��M	�� ����
� ������ � = 600 �� �� ����
� h = 0,8 �, 	��� �>� "	�	����

= 0,8, � ���� � 
	�	��	 ����� ����
� ��=�� "����
4 n = 60 ���.

��A����. '�!���
4 � ��	
�� ������� (4.63)

>��	���� ��$�
� ��
������	
�� �� "��M	� ����� (��$�
� ���� 
�=	�
�):

""�� = mgh ⋅ n.

#���� 

�=/� = 5,8 ��=/� = 5,8 �*
.

4.13. ��������!��� Q���D�� �����������: ����� 
� ��@�����!��: !�!���4.

&������ ����D�

��������!��� Q���D�� — ��������� �	�� �	�����	����� ���-
=	���.

η =
A

A
"��

��


.

1 ��� 9,8 % � 9,8 �= 9,8 10 ��=

1 ��=
1 ���

9,8 10
102 ���;

1 �

3

3

= ⋅ = = ⋅ ⇒

⇒ =
⋅

=

−

−

**
 1 ��=/� 102 ���/�
102

75
1,36 �.�.= = = =

η

N
A

t
A

A
= =��


��

"��; .
η

N
mgh n

t
= ⋅

⋅
=

η
600 9 8 0 8 60

0 8 60
5 8 103⋅ ⋅ ⋅

⋅
= ⋅, ,

,
,
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��������!��� Q���D�� �����������: ����� — ��������� "���-
=�
	�4��� �	������, ������ "������	 "�����	�	��� �����


���� �� ������
 		 ������
�, 
.	. .

��������!��� Q���D�� ��@�����!��: !�!���4 — �����	
��	-
���� ����� ���	
��	���� ?�	���� ��	� ��
	����4��� 
��	�
?
�� ���
	�� (���. 95):

. (4.67)

���	
��	���� ?�	���� ���
	��, ���
��!	� �� n 
	�, �����
�����	
��	���� ����	 ���	
��	���� ?�	���� ��	� 
	� ?
��
���
	��:

. (4.68)

#�� ��� ���	
��	���� ?�	���� ����	
�� "���=�
	�4��� ���-
������ �	�������, 
� ��� �	 ������
 �
 ��"����	��� ���=	���
���
	� ���
	��. F
�� ��� �
����	
�� �
 �����	�
�� ���=	���

 � ���	
��	����� ���	�
�  ���
	��. ����	 
���, �� 		

���	�	��	 ����
 ����
4 ��� ��	+��	, 
�� � ���
�	���	 ����,
�	��
���!�	 �� �	�����	���� ���
	��.

mV 2

2

T
m V m V m V m Vn n k k

k

n
= + + + =

=
∑1 1

2
2 2

2 2 2

12 2 2 2
...

#�
. 95

T T T T Tn k
k

n
= + + + =

=
∑1 2

1
...

Q LO
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������
��� �"�	�	�	��	 ���	
��	���� ?�	���� �	�����	-
���� ���
	�� � �$!	� �����	 		 ���=	���. >��
4 �	�����	-
���� ���
	��, ���
��!�� �� n ��
	����4��� 
��	�, ���=	
��
��� ������ � "���
����
�	. * ����� �$!	� �����	 ?
� ���=	-
��	 ��=�� ������
����
4 ��� ���=��	, ���
��!		 �� "	�	���-
���� � �
����
	�4���� ���=	���. G� "	�	�����	 ���=	��	

���4�	� "��
�"�
	�4��	 ���=	��	 ���
	��  ��	�
	 �


	�
��� ���� C �
����
	�4�� �	"����=��� ��	�  (��.
���. 80), � �� �
����
	�4��	 ���=	��	 — ���=	��	 �	�����	-
���� ���
	�� �
����
	�4�� ?
�� "����=��� ���
	�� �
��	
�. 

#���� "� 
	��	�	 ���=	��� ������
	� � ���=��� ���=	���

������
4 ��$�� -� 
���� (��. 4.35)

%� ��������� ������ (4.67) � (4.35) ���	
��	���� ?�	����
���
	��

(4.69)

������
��� ��=��	 �����	��	 "� �
�	�4���
�:

�
� ����	
�� ���	
��	���� ?�	���	� ���
	�� "�� ���=	���
��	�
	 � 
	�
��� ����;

Cx y z1 1 1
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 (������ ��������
 "����=��� ���
	�� ��$��-

�� � 
	�
�	 ���� C ���
	��);

 

�
� ����	
�� ���	
��	���� ?�	���	� ���
	�� "�� ���=	���
�
����
	�4�� 
	�
�� ����.

A ��	
�� "����	���� ��+	 �	���4
�
�� ���	
��	���� ?�	����
�	�����	���� ���
	�� � �$!	� �����	 		 ���=	��� "������	
 ��� 

              (4.70)

Q������ (4.70) ����=�	
 
	��	�� � ���	
��	���� ?�	����
���
	�� � �$!	� �����	 		 ���=	���, "�	���=	���� � 1751 �.
����������� ��
	��
���� A. �	�����.

���	
��	���� ?�	���� �	�����	���� ���
	�� � �$!	� ���-
��	 		 ���=	��� ����� ����	 ���	
��	���� ?�	���� ���=	-
��� ���
	�� ��	�
	 � 
	�
��� ���� � ���	
��	���� ?�	�-
��� ���
	�� "�� 		 ���=	��� �
����
	�4�� 
	�
�� ����.

4.14. ��������!��� Q���D�� �"��$�D� ���� 
" ��;����4@ ��!��4@ !�?���@ $"�#����

4.14.1. ����%�	������� ��
(��
�

>�� "��
�"�
	�4��� ���=	��� 
	�� (���. 96) 


�� ��� ρC = 0

m
V

m
V

m V
k

k
r

k

n
k

k
r

k

n k k
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n
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2 2 21
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2 2
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∑ ∑ ∑ ,
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#�
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A ��	
�� (4.67)

(4.71)

F
�
 �	���4
�
 ��=�� "�����
4 �� (4.70), ��	 ��� ?
��� ���-

=	��� ������
4 
��	� 
	�� �
����
	�4�� 
	�
�� ���� .

4.14.2. ��	0��
� ���	 ��
�%& ������
(��� ��


������
��� ���!	��	 
	�� ������ �	-
"����=��� ��� �� "���	�	 ���. 97:

.    

A ��	
�� (4.67)

(4.72)

��	 Iz =  — ���	�
 ��	�
�� 
	��

�
����
	�4�� ��� ���!	���.

4.14.3. ����
��	�	�������� ��
(��
�

%� ��������� 
	��	�� �	���� (4.70) � ��	
�� 
���, �
�

 (���. 98),

T
m V V

m
MVk k

k

n
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k
k
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C= = =

= =
∑ ∑
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2

1

2

2 2 2
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#�
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=
∑
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��	  — ���	�


��	�
�� "������ ������ �
����-

	�4�� ���, "	�"	����������� � 		
"������
� � "������!	� �	�	�

	�
� ����.

��� =��!��� $"�#���� 
	�� ���	
�-
�	���� ?�	���� ��������	
�� �� ���	-

��	���� ?�	���� "��
�"�
	�4����
���=	��� 
	�� �� ������
4� 
	�
��

����  � ���	
��	���� ?�	����

���!�
	�4���� ���=	��� ������ ��� z, "	�"	����������� � "���-

���
� �	�
	=� � "������!	� �	�	� 
	�
� ����, :

. (4.73)

>�����"�����	�4��	 ���=	��	 ?������	�
�� �����	���-
�� ���!�
	�4���� ������ ���, "������!	� �	�	� 'WA (��.
���. 98). >�?
��� VC = ω ⋅ PC. A ��	
�� ?
��� �����	��	
(4.73) "���	
 ���

��	  — ���	�
 ��	�
�� �
����
	�4�� ���

, "	�"	����������� � "������
� �	�
	=� � "������!	� �	-

�	� 'WA (
���� #). 
#����

(4.74)

������ 35. *������
4 ���	
��	���� ?�	���� ����������� �����
������ � = 10 ��, ��
�!	���� $	� ����4=	��� �� ������
4� VC = 5 �/�.

#�
. 98

m CM Ik k C
k

n

z
( ) =

=
∑ 2

1

MVC
2

2

ICzω
2

2

T
MV IC Cz= +

2 2

2 2

ω

T
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I M PCCz
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( )
+ = + ( )( )

2 2 2 2
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2 2 2

ω ω ω
,

I M PC ICz Pz+ ( ) =2

1
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T
IPz= 1

2

2

ω
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��A����. ���� ���	�+�	
 "�����"����-
�	�4��	 ���=	��	 (���. 99).

1. >�  ������	 (4.73)

��	 

#���� 

% ⋅ �.

2. >� ������	 (4.74) "������ 
�
 =	 �	���4
�
:

4.15. &������ �� �;������� ��������!��: Q���D�� 
�����������: �����

������	 �� 
������

 

���
#��
�� :���&

 
� �
++�����
	����� +����

����	�	�
��� �
 ���	
��	���� ?�	���� ��
	����4���

���� ���	� ?�	�	�
����� ��$�
	 ����, �	��
���!	� ��

����.

$�
	�	��������. >���	��� �
���� ����� ��������

 

>�	��
���� �����	��	  � ����=�� �������� �� 

"����� � �	��� ���
� ����=	��� �
����� ������:

���

, 

#�
. 99
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dr F dr⋅ = ⋅ ,

mdV
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F dr⋅ = ⋅
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��	 .

#����

#���� �$�����,

.     (4.75)

������	 �� 
������

 

���
#��
�� :���&

  
� 
���&�	����� (
���#���) +����

&��	�	��	 ���	
��	���� ?�	���� ��
	����4��� 
����
�� �	��
���� "	�	�	!	��� ����� ��$�
	 ����, �	��
��-
�!	� �� 
����, �� 
�� =	 "	�	�	!	���.

$�
	�	��������. ����	�	�
��� �
 ���	
��	���� ?�	����

���� ���	� ?�	�	�
����� ��$�
	:

.

>����
	�����	� ?
� ����=	��	:

 . (4.76)

������ 36. #�=	��	 
	�� "��	�
��� �� �������
��4��� +	������
��
"������
4 � ���$!��� ������
4 V1 = 5 �/�. ����	 ����
����	 "����	
 
	-

�� �� ��
������ (���. 100, �), 	��� ��?���
�	�
 
�	��� f = 0,1.
��A����. >���	��� 
	��	�� �$ ���	�	��� ���	
��	���� ?�	���� �

��
	����4��� ����	:

.

dr

dt
V=

mV dV d
mV

d
mV

F dr dA

⋅ =
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⋅ =

2 2

2 2
;

.

d
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2

2

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

d
mV

mVdV dA
2

2

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = =

mVdV dA
V

V

s0

∫ ∫= ⇒
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2
0
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− =
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2
1
2

2 2
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���	���� ������
4 V2 = 0. ��$�
� ���	�+�	
 
��4�� ���� 
�	���

(���. 100, �):

F
� = fN = fmg;

�.

4.16. &������ �� �;������� ��������!��: Q���D�� 
��@�����!��: !�!���4

������	 �� 
������

 

���
#��
�� :���&

 
� �
++�����
	����� +����

> 	 � � � �  � � � � � � � � � � � �  

����	�	�
��� �
 ���	
��	���� ?�	���� �	�����	����
���
	�� ���	� ����	 ?�	�	�
����� ��$�
 ��	+��� �
���
�	���� ���, �	��
���!�� �� ���
	��.

$�
	�	��������. ��� k-� 
���� ���
	�� 

��	 ,  — ���
�	
�
�	��� ?�	�	�
����� ��$�
� ��	+���

� ���
�	���� ���, "����=	���� � k-� 
���	.

#�
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− = − ⋅ ⇒ = = =
⋅ ⋅
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��� ���
	�� "���������	� "�	����!		 ����=	��	 "�
��	� 
�����:

;

��	  — ���	
��	���� ?�	���� ���
	��;

,  — ���
�	
�
�	��� ?�	�	�
����� ��-

$�
� ��	� ��	+��� � ���
�	���� ���, "����=	���� � ���
	�	.
#���� �$�����,

 .    (4.77)

��� ���
	�� 
�	���� 
	� � ��	
�� (4.56)

.

#����

.    (4.78)

����	��� ����=	��	 (4.77) �� dt:

��	  — ��!���
4 ��	+��� ���;  — ��!���
4

���
�	���� ���. 
#����

(4.79)

��� � ��	
�� (4.78)

. (4.80)

d
m V

dA dAk k
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k
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k
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k
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1 1 12
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⎝
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⎞
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⎟
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= = =
∑ ∑ ∑
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⎟
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=
∑
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e
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n
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=
∑ =

1
dA dAk
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n
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=
∑ =

1

dT dA dAe i= +

dA dAi
k
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n
= =

=
∑

1
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dT dAe=

dT

dt

dA

dt
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dt
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= + ,
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dt
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N Ne i= +
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* 
 � � � �  � � � � � � � � � � � �  

>���������� "� ��	�	�� �
 ���	
��	���� ?�	���� �	��-
���	���� ���
	�� ����� ����	 ��!���
	� ��	+��� �
���
�	���� ���, �	��
���!�� �� ���
	�� (��� 
��4��
��	+��� (4.80)).

������	 �� 
������

 

���
#��
�� :���&

 
� 
���&�	����� (
���#���) +����

&��	�	��	 ���	
��	���� ?�	���� �	�����	���� ���
	-
�� �� �	��
���� "	�	�	!	��� ����� ����	 ��$�
 ��	+-
��� � ���
�	���� ���, "����=	���� � ���
	�	, �� 
�� =	
"	�	�	!	���.

$�
	�	��������. G�"�+	� 
	��	�� � ��
	����4��� ����	
��� k-� 
���� ���
	��:

��	 ,  — ���
�	
�
�	��� ��$�
� ��	+�	� � ���
�	��	�

���, "����=	���� � k-� 
���	, �� �	��
���� "	�	�	!	���.
A������� "� ��	� 
����� ���
	��, "������

.                    (4.81)

* �
����	 �
 ������ ������
�	���� ���		 �$!�� 
	��	� ��-
������ ���
	�� ���
�	���	 ���� � �$!	� �����	 �	 �������-
�
�� �� �����	��� (4.77) � (4.81), ����=��!�� 
	��	�� �$ ��-
�	�	��� ���	
��	���� ?�	���� ���
	�� � ����	�	�
���4���
� ��
	����4��� ������.

%�"���	�, "�� ���
�	�	 �� ������ ���� ����	��� � �
���	
�	��
���
 ��� �� ������, ���
����� 	�� �����
4��, 
�� � �� �
-
��
����!�	�� ���
� ������, ���	�+�� "���=�
	�4��� ��$�
�.
* �	���4
�
	 ?
��� ���	
��	���� ?�	���� ���
	�� ���	��
�� �


 � �����	 ���
�	�� ��  � ���
	.
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������ "���	��� ���
�	��	� ����, ��$�
� ��
���� �	 ���-
�� ����, ��=	
 ���=�
4 ���� �"�����
� "��=���, ��������-
!�� 
�	���	 
	��. ��$�
� ��� �������	��
��� �	=�� 
������
���
�� ��=���� 
	�� "�� ?
�� $��	
 ����� ����.

��� ���
	�� 
�	���� 
	�, � 
�� ����	 � �	���
�=���� ��-

	�, ��������!�� ?
� 
	��, ����� ��$�
� ���
�	���� ���

 ("� �����
�� ���
�	���� ���). #����

. (4.82)

������ 37. ��
�� " "������
�� � ���=	��	 �� ���
����� "���� "�-
��	��
��� �	���
�=����� 
����, ��
���� ����� ���
�� ����
�� �� ��-

��, � �
���� — �� $���$�� �. ��
�� " ���
�
4 ���������� 
��������
������ �" = 50 �� � �������� r1 = 0,4 �. '���� $���$��� �� = 20 �� ���"�	-

�	�	�� "� 	�� �$��� �������� r2 = 0,2 �. � $���$��� "����=	� ���!��-

!�� ���	�
 ��� = 100 %⋅�. >�	�	$�	��� ����4=	��	� � 
�	��	� ���	���

��
�� "� �������
��4��� "������
� � �	��� 
���� (���. 101, �), �"�	�	-
��
4 ������
4 
	�
�� ��
��, ����� �� "	�	�	�
�
�� �� ����
����	 s = 2 �.

Ak
i

k

n

=
∑ =

1
0

T T Ak
e

k

n

2 1
1

− =
=
∑

m

m

#�
. 101
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��A����. >���	��� 
	��	�� �$ ���	�	��� ���	
��	���� ?�	���� �	-
�����	���� ���
	�� � ��
	����4��� ����	:

��	 %1 = 0 — ���
	�� ���=	
�� �� ���
����� "���� (���. 101, �);  —

"� �����
�� ���
�	���� ���, 
�� ��� 
	�� 
�	���	, � 
��� �	���
�=����.

#���� ; %2 = %" + %�. ��
�� " ���	�+�	
 "�����"�����	�4��	

���=	��	.
���	
��	���� ?�	���� ��
�� 

��	 IC — ���	�
 ��	�
�� ��
�� �
����
	�4�� ���, "������!	� �	�	�


	�
� ����:   — ������� ������
4 ��
��: . 

#����

����$�� � ���	�+�	
 ���!�
	�4��	 ���=	��	.
���	
��	���� ?�	���� $���$���

��	  �  �"�	�	���
�� "� ��������:

#����

.
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���	
��	���� ?�	���� ���
	��

��	  — "���	�	���� ����� ���
	��.

*�	+���� ������ �����
�� ���� 
�=	�
� , ������4���

�	��
�� , ���� �
	"�	��� , ���!��!�� ���	�
 ���, �	��
�� 

�  (���. 101, �).

��	 , 
�� ��� , , 
�� ��� ����

 �  "����=	�� � 'WA; ,   — 
��-

�� "����=	��� ��� �	 "	�	�	!��
��.

��	 

#����

4.17. �����%������� !���"�� =��� 
� =����%������� Q���D��

����"4� =���� ������	
�� �����	���	 "���
����
��, � ��-

���� �� 
���� �	�����	���� ���
	��, ������!	��� � ?
��
"���
����
�	, �	��
���
 ����, ������!�	 �
 "���=	��� ?
��

��	� ��� �
 �� "���=	��� � ��	�	��. A�����	 "��	 ��=	

$�
4 ������ "��	�
���� ���� �� ��� ��������
:

T m V m V
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m m
m V

A B
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A B
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= + = +⎛
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⎠
⎟ =3
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2
2 2

2 2
"� ,

m m mA B"� = +3

2
4

m g m gA B,

N F�
 ZO

Y O

A A m g A F A N A m g A M A Z A Yk
e

A B O O= ( ) + ( ) + ( ) + ( ) + ( ) + ( ) + ( )∑ �
 �� ,

A m gA( ) = 0 m g s A FA ⊥ ( ) =; �
 0 A N( ) = 0

F�
 N A m gB( ) = 0 A ZO( ) ,= 0 A Y O( ) = 0

A M M�� �� "��,( ) = ⋅ϕ

s

r"�� =ϕ 2

2

.

V
m m M

s

r
V

M

r m m
C

A B C
A B

2

2 22

3

2
4

2 4

1 5 4

4 100 2

+⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⋅ ⇒ =

+
=

= ⋅ ⋅

��
�� s

( , )

00 2 1 5 50 4 20
5 04

, ( , )
,

⋅ + ⋅
= �/�.



167

Fx = Fx(x, y, z, t);

Fy = Fy(x, y, z, t);

Fz = Fz(x, y, z, t).

���&�
����
� 
��
�
� �
�� — "��	, � ��
���� ���� �	 ����-
��
 ���� �
 ��	�	��.

(
���&�����
� 
��
�
� �
�� — �
�
�������	 ������	 "��	, �
��
���� ��$�
� ��� "���, �	��
���!�� �� �	�����	���� ���
	-
��, �	 ������
 �
 ����� 
��	�
���� 		 
��	�, � ������
 
��4��
�
 �����4���� � ���	����� �� "���=	���. #���	 ���� �������
-
�� "�
	�
���4���� ��� ����	���
������ (���� 
�=	�
�, ����
�"�����
�, ���� ?�	�
���
�
��	����� "��� � ��.).

<
�
���������! ��������
	�! 
�
���� — ?
� �	�����	����
���
	��, �� ��
���� �	��
���
 
��4�� "�
	�
���4��	 ����.

(
���&������! :�����! ( 
���� ��� �	�����	���� ���
	�� —
?
� ?�	����, ����	��� ������ ��$�
	, ��
���� ���	�+��
 "�-

	�
���4��	 ����, "����=	���	 � ��
	����4��� 
���	 ���
�	�����	���� ���
	�	, "�� "	�	�	!	��� 		 �� ��������� "���-
=	��� � �	��
���	 ���	��	 "���=	��	 (� ���	��� ����	�4) —
"���=	��	, � ��
���� "�
	�
���4��� ?�	���� "������	
��
������ ����.

>�?
��� "�
	�
���4��� ?�	���� �	�����	���� ���
	�� �
��$�� 		 "���=	��� ��	��	
 ������
����
4 ��� ����� ��$�

��� "�
	�
���4���� "���, "����=	���� � 		 
�����, "�� "	�	-
�	!	��� 		 �� ������� "���=	��� � �����	, "����
�	 �� ���	-
��	, 
.	. ��� �	���4
�
 ���	�	��� "���=	��� ���
	�� "� �
��-
+	��� � ������ 
	��� � "�
	�
���4��� ������� "��	. 

*��4�	� �����-��$��4 
���� O � "�
	�
���4��� "��	
(���. 102) � $��	� ������
4 		 ���	��� "���=	��	�. *�$	�	�
� ?
�� 
���	 ������ ��	� ��������
 .  %�  �	��
����  ��
	-
����4��� 
���� � � ��������
���

 � ?
�� "��	 �	��
��	
 "�-


	�
���4��� ���� . 
#�� ��� ��$�
� ?
�� ���� "� "	-

�	�	!	��� 
���� � �� ���������
"���=	��� � "���=	��	 $ (���	���
����	�4) �	 ������
 �
 ����� 
��	�-

���� � "�	��
����	
 ��$�� "�
	�-

���4��� ?�	���� (, 
�

. (4.83)

xyz

#�
. 102

x y z, ,( )
F

( ( x y z= ( ), ,
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�	��	
���	���	 �	�
� 
��	� "���
����
��, � ��
���� "�-

	�
���4��� ?�	���� ��		
 ���������	 ����	��	, "�	��
����	

��$�� "��	�����
4, �����	��	 ��
����

.                   (4.84)

#���� "��	�����
4 ������	
�� �
�����

��� ����
�
 �
���-
&���� ��� :	���
���&�����
� �
�����

���. F
� "��	�����
4
��=	
 $�
4 ��	���	���� ��� ��	
4 ���� �����, ��"���	�
"������ ("��	 ���� 
�=	�
�).

>������� "����	
�� � ��	�����=��	 ����	���, ��=�� "���-
��
4 $	����	���	 ���=	�
�� ?���"�
	�
���4��� "��	�����
	�.

@"�	�	��� ��$�
� ���� "���, "����=	���� � ��
	����4-

��� 
���	, "� "	�	�	!	��� 		 �� "���=	���  � "���=	��	

 (���. 103):

, 

��

��	 .

#����

(4.85)

#���� �$�����, ��$�
�, ��
���� ���	�+�	
�� "�� "	�	�	!	-

��� ��
	����4��� 
���� �� "���=	���  � "���=	��	  �

"�
	�
���4��� ������� "��	, ����� ������
� "�
	�
���4���
?�	���� 
���� � ?
�� "���=	����.

%���	� "��	�
�� ����  �� ��� ��������
 � "�
	�
���4-
��� ������� "��	. ��"��
��, �
� ��
	����4��� 
���� ��		
 �

������ ���	�
 ��������
� . #���� "	�	�	!�	
��


��4�� ����4 ���  � �	�	� �	��
���	 ��	��  		 ��������
�

$���
 ����� , 
.	. $��	
 ���	��
4�� 
��4�� ������-

��
� , ��������
�  �  ��
��
�� "��
�������. >�� ?
��
���	�+�	��� ?�	�	�
����� ��$�
�

( x y z C, ,( ) =

M1

M2

P�
. 103

A A AM M M M1 2 1 20 0− − −= +

A (

A A

M

M M

1

2 2

0 1

0 0

−

− −

=

= −

;

,

A (M2 0 2− =

A ( (M M1 2 1 2− = − .

M1 M2

F

x y z, ,( )
x dt

x dx y z+( ), ,

x y z
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(4.86)

*�	�
	 � 
	� ?�	�	�
����� ��$�
� ����

(4.87)


�� ��� .

>�?
��� ,

��� 

.   (4.88)

����	��� �����	��	 (4.88) ��  � "	�	��� � "�	�	�� "��

, "������ "���������� �
 "�
	�
���4��� ?�	����

��4�� "� �����	�
� , 
.	. ���
��� "����������. �����=���
����������� �$����� � �
��+	��� ��������
  � , "������
"��	�
�� ���� �� ��� ��������
:

>������	�	�
���	� "����	���	 �����	���:

                  (4.90)

dA ( x y z ( x dx y z= ( ) − +( ), , , , .

dA F dx F dy F dz F dxx y z x= + + = ,

dy dz= = 0

F dx ( x y z ( x dx y zx = ( ) − +( ), , , ,

F dx ( x dx y z ( x y zx = − +( ) − ( )⎡⎣ ⎤⎦, , , ,

dx

dx → 0
x

y z

F
(

x

F
(

y

F
(

z

x

y

z

= − ∂
∂

= − ∂
∂

= − ∂
∂

;

;

.

∂
∂

= − ∂
∂

∂
∂
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⎞
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∂ ∂
∂
∂
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;

;
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∂

= − ∂
∂
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∂
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∂ ∂
∂
∂

= − ∂
∂

∂
∂
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∂
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;
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C��������� ?
� ����=	��� � "������� �� �������	 �	��-
�������
4 ��	+����� "���������� �
 "������ ����	�	�
�-
�������, "������

(4.91)

���	��
�� (4.91) �����
�� �	�$�������� � ���
�
������
��������� "�
	�
���4���
� �������� "���. J��� ?
� �������
��"�����
��, 
� ?�	�	�
����� ��$�
� ���� � "�
	�
���4���
������� "��	 "�	��
����	
 ����	�	�
���

(4.92)


.	. ����� �� ������ (—) "������ ����	�	�
���� �
 "�
	�
�-
��4��� ?�	����.

��$�
� "�
	�
���4��� ���, �	��
���!�� �� ��
	����4���

���� ��� �� �	�����	���� ���
	��, � "�
	�
���4��� "��	 ��

���	���� "	�	�	!	��� �� "���=	���  � "���=	��	 :

(4.93)

�
� ���
�	
�
��	
 "����	����� ��+	 ����	��� (4.85).

*������ �	�
�� ����  �	�	� "�
	�
���4��� ?�	����:

(4.94)


.	. ���	� �	�
��� �����	�
� ��������� ����
�� .

*�	�	� "���
�	 �	�
���  ����� �	�
��� ���� .

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

F

y

F

x

F

z

F

x

F

z

F

y

x y

x z

y z

;

;

.

′ = + + =

= − ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −

d " F dx F dy F dz

(

x
dx

(

y
dy

(

z
dz d(

x y z

,

M1 M2

A d " d( ( ( ( (M M
M M (

(

1 2

1 2 1

2

2 1 1 2−
−( )

= ′ = − = − −( ) = −∫ ∫ ,

F

F iF jF kF i
(

x
j

(

y
k

(

z
(x y z= + + = − ∂

∂
+ ∂

∂
+ ∂

∂
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −grad ,

(

Ω F
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(4.95)

#�� ��� ��� "�
	�
���4���� �������� "��� ����=	���, �
�-
�!�	 � ���$��� (4.95), �����	
�����
 �������� (4.91), 
� 

,


.	. "�
	�
���4��	 "��	 $	�����	��	.
��
������ ��"����	��	 ���� "��� � ��=��� 
���	 "� �
��-

+	��� � ?���"�
	�
���4��� "��	�����
�, "������!	� �	�	�
?
� 
����. 

>��
4 
����  "	�	�	!�	
�� "� ?�-
��"�
	�
���4��� "��	�����
� � $	���-

�	��� $�����	 "���=	��	  (���. 104).

#���� ?�	�	�
����� ��$�
� ����  "�-

�� �� "	�	�	!	��� 

*�	�
	 � 
	� ?
� ��$�
� 


�� ��� 
����  �  "������	=�
 ����� � 
�� =	 ?���"�-


	�
���4��� "��	�����
�, 
� . #�� ��� ,

, 
� , 
.	. ⊥ . @
���� ��	��	
,

�
� ����  ��"����	�� "� ������� � ?���"�
	�
���4��� "�-
�	�����
�, "������!	� �	�	� ������ 
����.

#	"	�4 ��"��
��, �
� 
���� "�����	
 ?�	�	�
����	 "	�	�	-

!	��	  "� ��"����	��� ����. #����

Ω = = ∂
∂

× = ∂
∂

∂
∂

∂
∂

=rotF
r

F

i j k

x y z

F F Fx y z

=
∂
∂

−
∂
∂

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

∂
∂

−
∂
∂

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

∂
∂

−
∂
∂

⎛

⎝
⎜⎜

⎞
i

F

y

F

z
j

F

z

F

x
k

F

x

F

y
z y x z y x

⎠⎠
⎟⎟ .

rotF = 0

#�
. 104

M

′M

F

MM ′

dA F MM FMM F MM= ⋅ ′ = ′ ′( )cos , ;

dA ( (= − ′ = 0;

M ′M

( (= ′ F ≠ 0

MM ′ ≠ 0 cos ,F MM ′( ) = 0 F MM ′

F

MM ′′
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*�	�
	 � 
	�

.

A�"��
���� ?
� ��� ����=	��� ?�	�	�
����� ��$�
�, "��-
����� � ������:

, ��� .

@
���� ��	��	
, �
� ����  ��"����	�� � �
����� ��	�4+	-
��� ����	��� "�
	�
���4��� ?�	����.

>���	��		 ����+� �����
����	
�� "��	� ���� 
�=	�
� 
	-
��, ��
���� ��"����	�� "� �	�
����� ����, � "�
	�
���4���
?�	���� 
	�� 
	� $��4+	, �	� ��+	 ��� ������
�� "� �
��+	-
��� � �	��
���� �������
��4��� "��	�����
�, "����
�� �� ��-
�	��� ����	�4.

������ 38. ���� ������ � = 10 �� ��-
����
�� �� ����
	 h2 = 1 � �
 �
���. *�-

��
� �
��� h1 = 0,5 �. @"�	�	��
4 "�-


	�
���4��� ?�	���� ����� "� �
��-
+	��� � �
��� � "� �
��+	��� � "���,
"������� �� �� ���	��� ����	�4.

��A����. >� �
��+	��� � �
���
(���. 105)

( = mgh2 = 10 ⋅ 9,8 ⋅ 1 = 98 %⋅�.

>� �
��+	��� � "���

( = mg(h1 + h2) = 10 ⋅ 9,8 ⋅ 1,5 = 147 %⋅�.

������ 39. %� �	�	���� ����	"�	���� "� ���
�� �"����� $����, ��-
?���
�	�
 =	�
���
� ��
���� 
 = 39,2 %/��, "���=��� ���� ������ 100 ��.
>�� �	��
��	� ���� 
�=	�
� ����� $���� "��������4 �� �	������ λ = 25 ��.
@"�	�	��
4 "�
	�
���4��� ?�	���� ����	���
����� ���
	��, "�������
�� ���	��� ����	�4 �	�	������������	 ���
����	 $����.

��A����. A ��	
�� ���������� ��+	 ���	���� ������ "�
	�
���4���
?�	���� (���. 106)

dA F MM F MM= ⋅ ′′ = ⋅ ′′ >cos .0 0

dA ( (= − ′′

( (− ′′ > 0 ( (> ′′

F

#�
. 105

( A mg A F mg
c= + = − + =

= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = −

( ) ( )

, ,
, ,

�"� λ λ2

2 2

2

100 9 8 0 25
39 2 10 0 25

2
1122 5, .H �⋅



173

4.18. /���� !�@������� ��@�����!��: Q���D�� 
�����������: ����� � ��@�����!��: !�!���4

J��� �� ��
	����4��� 
���� ��� �	�����	���� ���
	��
�	��
���
 
��4�� ����	���
����	 ����, 
� � ��$�� "���-
=	��� 
���� ��� ���
	�� ����� ���	
��	���� � "�
	�-

���4��� ?�	���� ��
�	
�� �	������� "��
������.

$�
	�	��������. ��� ��
	����4��� 
���� �� ���������

	��	�� �$ ���	�	��� ���	
��	���� ?�	���� (��. (4.75))

.

*�	�
	 � 
	� dA = − d(  (��. (4.92)).
#���� 

��� �	�����	���� ���
	�� � "�	�"���=	���, �
� ��	  ��	+-
��	 � ���
�	���	 ���� "�
	�
���4��, ����������

dT = dA,  �  dA = − d(,


����

dT = − d( ⇒ d(T + () = 0 ⇒ T + ( = @ = const,

��	 @ = % + ( — �	�����	���� ?�	���� ���
	��.

#�
. 106

d
mV

dA
2

2

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

d
mV

d( d
mV

(
mV

(
2 2 2

2 2
0

2

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = − ⇒ +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = ⇒ + = const .
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&�� �� ��������� 
	��	�� �$ ���	�	��� ���	
��	����
?�	���� ���
	�� � ��
	����4��� ����	 

��	 " — ��$�
� ��	+��� � ���
�	���� ��� � "�	�"���=	���,
�
� ��	 ��� "�
	�
���4��.

������ 40. Y���� "���	
 �� �
�� � ����
� h = 2 � $	� �����4��� ���-
���
�. @"�	�	��
4 ������
4 +����� � ���	�
 ���
�=	��� �
���.

��A����. >���	� ����	�4 �
��� �� ���	���. '	�����	���� ?�	����
+����� � �����4��� "���=	��� (���. 107)


�� ��� 

#� =	 "� ���
�=	��� �
���:

 


�� ��� 

#���� 

��=��!4 � ;�$���� $�� !�����������

1. A����������
	 
	��	�� � ���=	��� 
	�
�� ���� �	�����	����
���
	��.

T T A ( (

T ( T ( T ( E
2 1 1 2

2 2 1 1

− = = − ⇒
⇒ + = + = + = = const,

#�
. 107

mV
mgh mgh0

2

02
+ = ,

V h h0 00= =, .

mV
mgh

mV
k

2 2

2 2
+ = ,

hk = 0.

mgh
mV

V gh= ⇒ = = ⋅ ⋅ = = ⋅ ≈
2

2
2 2 9 8 2 2 9 8 2 3 13 6 26, , , , �/�.
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2. >�� ����� �������� 
	�
� ���� ���
	�� ������
�� � ���
����� "�-
��� ��� ���=	
�� ������	��� � "�������	���?

3. ����� "��	�
�� 
	�
�� ���� �� �����-��$� ��4 �	 $��	
 "	�	�	-
!�
4�� ����4 ?
�� ���?

4. '���
 �� ���
�	���	 ���� "���	�
� � ���=	��	 
	�
� ���� �	����-
�	���� ���
	��?

5. ��� �"�	�	��	
�� �����	�
�� ���=	��� ��
	����4��� 
���� � �	-
�����	���� ���
	��?

6. <	�� ����� �����	�
�� ���=	��� ��������, ���!��!	���� ������
�	"����=��� ���, "������!	� �	�	� 	�� 
	�
� 
�=	�
�?

7. ��� ��"����	� ������� �	�
�� �����	�
� ���=	��� �	�����	����
���
	��?

8. <
� 
���	 ��"��4� ���� � ��� �� �������	
��?
9. * ����� ���	 � ������ ��������� ��"�����	
�� 
	��	�� �$ ���	�	-

��� �����	�
�� ���=	��� ��
	����4��� 
����? �	�����	���� ���
	��?
10. >�� ����� �������� �����	�
�� ���=	��� ��� 	�� "��	�
�� �� ��-

���-��$� ��4 �	 ���	��	
��?
11. '���
 �� ���
�	���	 ���� ���	��
4 �����	�
�� ���=	��� ���
	��?
12. ��� ���������	
�� 
	��	�� F��	�� � ���=	��� "�
��� =�����
�?
13. ��� �"�	�	���
�� ���	�
� �����	�
�� ���=	��� ��
	����4���


���� �
����
	�4�� 
	�
�� � ���?
14. >�� ����� ���"���=	��� �	�
��� �����	�
�� ���=	��� ��
	��-

��4��� 
���� 	�� ���	�
 �
����
	�4�� ��� ���	� ����?
15. ����� ���������
4 �	=�� ���	�
�� �����	�
�� ���=	��� ��
	��-

��4��� 
���� � ���	�
�� ����, �	��
���!	� �� �		, �
����
	�4�� �	��-

����� 
	�
�� � ���?

16. <
� 
���	 ���	
��	���� ���	�
 �	�����	���� ���
	�� �
����-

	�4�� 
	�
�� � ���?

17. ��� �������	
�� ���	
��	���� ���	�
 
�	����� 
	�� "�� 	�� ���-
!	��� ������ �	"����=��� ���?

18. A����������
	 
	��	�� �$ ���	�	��� ���	
��	����� ���	�
�
�	�����	���� ���
	�� �
����
	�4�� 
	�
�� � ���.

19. >�� ����� �������� ���	
��	���� ���	�
 �
����
	�4�� 
	�
��
��� ��� ��
�	
�� "��
������?

20. A����������
	 
	��	�� �	����.
21. <
� 
���	 ?�	�	�
����� ��$�
� ���� � ��� ��� �������	
��? 
22. <
� 
���	 ��!���
4 ���� � ��� ��� �������	
�� "�� "��
�"�
	�4-

��� � ���!�
	�4��� ���=	��� 
�	����� 
	��?
23. <
� 
���	 ���	
��	���� ?�	���� ��
	����4��� 
����, �	�� ���

����� � ��� �������	
�� "�� "��
�"�
	�4���, ���!�
	�4��� � "�����"�-
����	�4��� ���=	���?

24. * ����� ����� � ������ ��������� ��"�����	
�� 
	��	�� �$ ���	�	-
��� ���	
��	���� ?�	���� ��
	����4��� 
����? �	�����	���� ���
	��?

25. ����	 ������	 "��	 ������	
�� "�
	�
���4���?
26. <
� 
���	 "�
	�
���4��� ?�	����?
27. <	�� ����� ��$�
� ���� �� �	��
���� "	�	�	!	��� � "�
	�
���4-

��� ������� "��	?
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28. ����	 "��	�����
� ������	
�� ?���"�
	�
���4����?
29. ��� �"�	�	���
�� "��	�
�� �� ��������
��	 ��� ����, �	��
��-

�!	� � "�
	�
���4��� "��	 �� ��
	����4��� 
����?
30. ��� �"�	�	��	
�� �	�
�� ����� �	�
��� ����? <	�� �� ���	� ���

"�
	�
���4���� �������� "���?
31. ��� ��"����	� �	�
�� ����, �	��
���!	� �� ��
	����4��� 
���� �

"�
	�
���4��� "��	, "� �
��+	��� � ?���"�
	�
���4��� "��	�����
�?

�DC*C 5. ��	�K	� �����
���

5.1. ���4 ����%�� " $������� �����������: ����� 
� ��@�����!��: !�!���4

A���� ��	�
��  ��
	����4��� 
���� ������	
�� "��-
���	�	��	 ����� 
���� �� 		 �����	��	, ���
�	 �� ������
�����, 
. 	.

(5.1)

A��� ��	�
�� � �������	 "���	���
�� � ��	���!�� �������:
• "�� ����	������� ���=	��� ��
	����4��� 
���� � ��-

����&�����
� (�
�����
�) 
�
���� 	

������, 
.	. �
����
	�4-
���� ���=	���. F
� "	�	������ � ����������� ���� ��	�
��,
��
���	 ���
� �������
 ?��	������ (��. ". 1.5);

• "�� �	+	��� ����� �������� � ��"��4������	� �	
���
���	
��
�
���. * ������ ?
��� �	
��� "���=	� "���
�" ��-
���$	��, � ���
�	
�
��� � ��
���� �����
�� ���� ��	�
�� ��-

	����4��� 
���� ��� ���
	�� ��
	����4��� 
��	�, ���=�-
!���� � �	��
���� �����	��	� � ����&�����
� 
�
���� 
�
��-
��. F
� ���� ��	�
�� �������
�� �����$	������.

�����$	���� ���� ��	�
�� "���	���
�� 
��=	 "�� �	+	-
��� ����� �������� � ��"��4������	� "���
�"� D�����=� —
�����$	�� ��� �$!	�� �����	��� �������� (��. ". 7.4).

*���=	��	 (5.1) � "��	�
��� �� ��� �	���
���� ��������
 xyz

(5.2)

Q

Φ = −ma .

Φ
Φ

Φ

x

y

z

mx

my

mz

= −
= −

= −

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

;

;

,
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��	  — ������ "��	�
�� �����	��� 
���� �� ��� �	���-

���� ��������
.

>�� ��������	���� ���=	��� 
���� ���� ��	�
�� ��=��

�����=�
4 �� ����
	�4���  � ������4���  (���. 108):

(5.3)

��	  — ���
�	
�
�	��� �����4 ����
	�4���� �

������4���� �����	���; ρ — ������ �������� 
��	�
����; V —
������
4 
����.

        >�� ���!	��� 
	�� ������ �	"����=��� ��� ���� ��	�-

�� 
��	� (���
�
) ?
��� 
	�� �����������
�� �� ���!�
	�4-

���  � 
	�
��$	=���  (���. 109).

��� k-� 
���� 
	��

(5.4)

��	 mk — ����� k-� 
����;  — ���!�
	�4��	 � 
	�
���
�	-

��
	�4��	 �����	��� ?
�� 
����, �"�	�	��	��	 "� �������� 

x y z, ,

Φτ Φn

Φ

Φ
τ τ= −

= −

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

ma

man n

;

,

a
dV

dt
a

V
nτ ρ

= =;
2

ц

ц

в

в

#�
. 109#�
. 108

Φ� Φ


Φ

Φ
k k k

k k k

m a

m a

� �


 


= −

= −

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

;

,

a ak k
� 
,
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��	 rk — ����
����	 �
 
���� �� ��� ���!	���.

5.2. ����%�= ��������� $�� �����������: �����

J��� � �	���$����� ��
	����4��� 
���	, ���=�!	��� "��
�	��
��	� "����=	���� ��
����� ��� � ��� �	��
�� ���-
�	�, "����=�
4 		 ���� ��	�
��, 
� � ��$�� ���	�
 ��	�	-
�� "����	���� ���
	�� ��� $��	
 �������	+	����, 
.	.
�	��	
���	���� ����� ��������� ��� $��	
 ����� ����.

$�
	�	��������. &� ������� �
����� ������ ��������

 

"	�	�	�	� ��	�  �� �	��� ���
� �����	��� � "�����:

 (5.5)

��	  — ������	��
���!�� ��-

����� ���, "����=	���� � 
��-

�	;  — ������	��
���!�� �	��-

�� ����	�, ����=	���� �� 
��-

��;  — ���� ��	�
�� ��-

	����4��� 
���� (���. 110).
#���� �$�����, �����	��� ����-
���� "� ���	�=���� "����� "�
����	 ��� �����	��� �
�
���.

> � � � 	 � � � � 	.  %� ����� �	�	 ���� ��	�
�� ��
	����4��� 
����
"����=	�� �	 � ����� 
���	, � � 
��� 
	��, ��
���	 ���$!�	
 �����	��	

������ 
���	. %�"���	�, � "���!4� ��
� ���$!�	� �����	��	  
	��,

��
4 ��=	
 �������
4��, 
�� ��� �� �		 �	��
���
 ����  � ���� ��	�
��

 
	��, ��
���� 
��=	 "����=	�� � ��
� � ��"����	�� "��
���"���=��

���	  (���. 111). %� "����=�� ������� ���� ��	�
�� � 
	��, ��=�� ��"�-

��
4 ��	�
� �����	��� ��������  "� ����	 �����	��	 �
�
���:

ΣH = 0 ⇒ F − Φ = 0.

a r

a r

k k

k k

�




=

=

ε

ω

;

,2

ma F R= +
ma

F R ma F R+ − = ⇒ + + =0 0Φ ,

#�
. 110

F

R

Φ = −ma

a

F

Φ

F
mx F=
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������ 41. %� ������� ��������� "������
4 "����� "��	�
��� 
�-
=	��� ����. A ����� �����	��	� ��	��	
 "	�	�	!�
4 "����� "� �������-

��4��� "������
�, �
�$� ���� �	 "	�	�	!���� �
����
	�4�� "�����?
���� ������� "������
� ���	� α (���. 112, �).

��A����. >�� �	"����=��� "����	 ���� $��	
 ����4��
4 ����. <
�$�
�� �	 "	�	�	!���� �
����
	�4�� "�����, 		 ��=�� � �	��
���� �����	-

��	�  "	�	�	!�
4 �"����. #���� � ����� ��	��	
 "����=�
4 ���� ��	�-


�� , ��"����	���� ��	��.

>����=�� � ����� 	�� ���� 
�=	�
� , ���� ��	�
��  � ������4���

�	��
��  (���. 112, �). #���� � ���
�	
�
��� � "���
�"�� �����$	��

 

   A"��	
������ ���� �� ��4 �, "������: 

ΣH = 0 ⇒ mg sin α − Φ cos α = 0 ⇒

⇒ mg sin α − ma cos α = 0 ⇒ a = g tg α.

5.3. ����%�= ��������� $�� ��@�����!��: !�!���4

>���
�" �����$	�� ��� �	�����	���� ���
	�� ��		
 
��
������������.

#�
. 111

a

Φ
mg Φ

N

mg N+ + =Q 0.

#�
. 112
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> 	 � � � �  � � � � � � � � � � � �  

J��� �� ��	� 
����� �	���$����� �	�����	���� ���
	-
��, ���=�!���� � �	��
����� �����	�����, "����=�
4
������	��
���!�	 ��
����� ���, ��� �	��
�� ����	� �
���� ��	�
�� ?
�� 
��	�, 
� "����	���� ���
	�� ��� $�-
�	
 �������	+	����, 
.	. ?������	�
��� ����:

 (5.6)

&� �
�
��� ���	�
��, �
� ��� �������	+	���� ���
	�� ���
�	��	
���	���� ����� ?
�� ��� (������� �	�
��) � �	��	
��-
�	���� ����� ���	�
�� ?
�� ��� �
����
	�4�� �	��
�����

	�
�� (������� ���	�
) ����� ����. >�?
��� "���
�" ��-
���$	�� ��� �	�����	���� ���
	�� ��=�� ��"���
4 � ���	

(5.7)

 (5.8)

A���� � (5.7) — ������	 �	�
��� ��
����� ���, ��� �	��-

�� ����	� � ��� ��	�
��, � ����� � (5.8) — ������	 ���	�
�
��������� ��� �
����
	�4�� �	��
����� 
	�
�� $.

* 
 � � � �  � � � � � � � � � � � �  

�	��	
���	���� ����� ������� �	�
���� ��
����� ���,
��� �	��
�� ����	� � ��� ��	�
�� ��	� 
��	� ���
	��, �

��=	 �	��	
���	���� ����� ������� ���	�
�� ������-
��� ��� �
����
	�4�� �	��
����� 
	�
�� ��� �	���$��-
��� �	�����	���� ���
	�� � ��$�� ���	�
 ��	�	�� ���-
�� ����.

J��� ����, �	��
���!�	 �� �	�����	���� ���
	��, ����	-
��
4 �� ��	+��	 � ���
�	���	, 
� � ����� ��	+��� ��� ����	
��
����� ��� �����
 �	��
�� ��	+��� ����	�, � ���
�	���	
���� — ?
� ���� �������	��
��� �	=�� 
������ ���
	�� �, "�
�����
�� ���
�	���� ���, �� ������� �	�
�� � ������� ���	�

����� ����.

( , , , ..., , , , ..., , , ) , , ..., .F R F R F R k nk k k n n n1 1 1 0 1Φ Φ Φ = =

F Rk
k

n

k
k

n

k
k

n

= = =
∑ ∑ ∑+ + =

1 1 1
0Φ ;

M F M R Mk
k

n

k
k

n

k
k

n

0
1

0
1

0
1

0( ) ( ) ( ) .
= = =
∑ ∑ ∑+ + =Φ
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# � 	 
 4 �  � � � � � � � � � � � �  

�	��	
���	���� ����� ������� �	�
���� ��	+��� ���,
�	��
���!�� �� ���
	��, � ��� ��	�
�� ��	� 
��	� ���
	-
��, � 
��=	 �	��	
���	���� ����� ������� ���	�
��
?
�� ��� �
����
	�4�� �	��
����� 
	�
�� ��� �	���$��-
��� �	�����	���� ���
	�� � ��$�� ���	�
 ��	�	�� ���-
�� ����, 
.	.

(5.9)

   (5.10)

5.4. ���"�4: "����� � D��"�4: ������ !�� ����%�� 
�"��$�D� ����

J������ ��	�
� � ������� �
���� ��� ��	�
�� 
��	� ���
	-
�� �"�	�	���
�� �
�	�4�� ��� ��=���� 
�	����� 
	��, �����-
!	�� � ������ �	�����	���� ���
	��. &� �"�	�	�	��	 ������-
��	
�� �� ���	�
��� �� �
�
��� �	
��	 >����� � "���	�	���
"�������4��� ���
	�� ��� � ��������� 
	�
��.

%� ��������� ?
��� �	
��� ���� ��	�
�� ��	� 
��	� 
	�� �
�$!	� �����	 	�� ���=	��� ��=�� "���	�
� � 
	�
�� ���� � ��-

�	��
4 �� ������� �	�
����  � ������� ���	�
��  �
-

����
	�4�� 
	�
�� ���� (���. 113). ������� �	�
�� ��� ��	�
��

(5.11)


.	. "�� ��$�� ���=	��� 
�	����� 
	�� ������� �	�
��
��� ��	�
�� ���	� "�����	�	��� ����� 
	�� �� �����	-

��	  
	�
�� ���� 
	�� � ��"����	� � "��
���"���=-

��� �	�
��� �����	��� �
�����.

Fk
e

k

n

k
k

n

= =
∑ ∑+ =

1 1
0Φ ;

M F Mk
e

k

n

k
k

n

0
1

0
1

0( ) ( ) .
= =
∑ ∑+ =Φ

Φ* MC
Φ

Φ Φ* = = − = − =

= −
⎛

⎝
⎜

⎞
= = =

=

∑ ∑ ∑

∑

k
k

n

k k
k

n

k
k

n
k

k k
k

n

m a m
d r

dt

d

dt
m r

1 1 1

2

2

2

2
1 ⎠⎠

⎟ = − ( ) = − = −d

dt
Mr M

d r

dt
MaC

C
C

2

2

2

2
,

aC
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������� ���	�
 ��� ��	�
�� �
����
	�4�� 
	�
�� ����

(5.12)

��	  — ������-�	�
�� k-� 
����, "���	�	���� �� 
	�
��

����.
Q������ (5.11) � (5.12) � ���
��� ������� ���=	��� 
�	�-

���� 
	�� $����
 ��	���!�� �����:
• �

���������
� ��������. ������� �	�
�� ��� ��	�
��

.

A ��	
�� ������� (5.12) � "�����4�� "�� "��
�"�
	�4���
���=	��� �����	��	 ��	� 
��	� ��������� � ����� �����	���

 
	�
�� ����, ������� ���	�
 ��� ��	�
�� 

,


�� ��� ������-�	�
�� 
	�
�� ����  �
����
	�4��


	�
�� ���� ���	� ����.
#����,

; (5.13)

#�
. 113

M M r m aC
k

n

k k k k
k

n

CC
Φ Φ= ( ) = − ×( )

= =
∑ ∑

1 1
,

rkC

Φ* = −MaC

aC

M r m a m r a Mr aC k k C
k

n

k
k

n

k C C CC C

Φ = − ×( ) = −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟× = − × =

= =
∑ ∑

1 1
0

r

m r

MC

k
k

n

kC

= =
∑

1

Φ Φ* ;= − =Ma MC C 0
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• �������� ���� �
	��� 

�, ��
�
�!��� ����� &���� ��

.
���	� ������
����
4 
��4�� ������, ����� ��4 ���!	��� z
(���. 114, �) ����	
�� ������� 
	�
���4��� ��4� ��	�
��.

* ?
�� �����	  � ������� ���	�
 ��� ��	�
�� .

������� ���	�
 ��� ��	�
�� �
����
	�4�� ���

.

#�� ��� ����� �	��
��� 
	�
��$	=��� ��� ��	�
�� 
��	�

	�� "	�	�	���
 ��4 ���!	���, 
� 

.

#���� ������� ���	�
 ��� ��	�
�� ���	� ����	 ���	�
��
���!�
	�4��� ��� ��	�
��. ��� k-� 
���� 

.

��� ��	�� 
	��

,

aC = 0

ц

ц

в

в

М

в

ц
в

ц

#�
. 114

Φ* = 0

M M M
C C

k

n

k C
k

n

k
z z z

Φ Φ Φ= ( ) + ( )
= =
∑ ∑

1 1


 �

M�z
n

n

k
=
∑ ( ) =

1
0Φ


M r m a r mCz k k k k k kΦ� �( ) = − = − 2 ε

M M m r IC z C
k

n

k k k
k

n

Cz z

Φ Φ= ( ) = − = −
= =
∑ ∑

1 1

� 2ε ε
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��	    — ���	$����	���� �	������ �������� �����	��� 
	��;

 — ���	�
 ��	�
�� 
	�� �
����
	�4�� ��� z.

#���� �$�����, � ?
�� �����	

; (5.14)

• �������� ���� �
	��� 

�, �� ��
�
�!��� ����� ��
 &����
��

. ���	� ���
�
4, �
� ��4 ���!	��� z ����	
�� ������� ��4�
��	�
�� 
	�� � 
���	 $ (���. 114, �).  

* ?
�� �����	  � ������� �	�
�� ��� (��. ���. 112, �)

'����4 �������� �	�
��� ��� ��	�
��

.

>� �������� � "�	����!�� �����	� ������� ���	�
 ���
��	�
�� 

(5.15)

*	�
��  "����=	� � 
	�
�	 ����. >�� "���	�	��� ���
��	�
�� � 
���	 $, �	=�!	� �� ��� ���!	���, ������� �	�
��
� ������� ���	�
 ��� ��	�
�� �"�	�	���
�� "� ��������:

(5.16)

*	�
��   � ?
�� �����	 "����=	� � 
���	 $, ������� ��-

�	�
 ��� ��	�
��  �"�	�	��	
�� �
����
	�4�� ��� ���!	-

��� Oz.
&� �
�
��� ���	�
��, �
� ���� � "��� ���, ���"���=	���� �

����� "������
�, ��=�� ���	��
4 ������	��
���!	�, ������
�������� �	�
���.

ε
ICz

Φ Φ* ;= = −0 M ICz Czε

aC ≠ 0

Φ Φ Φ* .= − = − +( ) = +Ma M a aC C C � �
� 
 � 


Φ Φ Φ* * *= + = ⋅ +� 


2 2 2 4M OC ε ω

M M I
Cz Cz

k

n

k Cz
1 1 1

1

Φ Φ= ( ) = −
=
∑ � ε ;

Φ Φ Φ* ; .*= − = = −Ma M IC C Cz Cz
1 1

ε

Φ*

Φ Φ
Φ

* ;

.

*= − =

= −

Ma

M I

C O

Oz Ozε

Φ*

MOz
Φ
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* ?
�� �����	 ������"���
4  ��� 

��=�� ���	��
4 ����� ����� — ������	��
���!	� ,
����� �	��
��� ��
���� ������
�� �
 
���� � �� ����
�����

, � �
 
���� $ — .

%�"���	�: ���������� ���� ������ M � �������� R ���!�-
	
�� � ������� ������
4�  � ������� �����	��	�  ������
�������
��4��� ��� Oz (���. 115).  

*������� ������	 ���	�
� ��� ��	�
�� ����� �
����
	�4-

�� ��	�  �   � :

Φ Φ
C Cz

M* ,
1

( ) Φ Φ
O OzM* ,( )
′ =Φ Φ *

d
M

Cz
1

1=
Φ

Φ *
d

MOz
2 =

Φ

Φ *

ω ε

ц

в

М

в

ц

М

в

ц

#�
. 115

Cz1 Oz M
Cz1

Φ MOz
Φ
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 (���. 115, �);

 (���. 115, �).

*� ��	� ������� ������� �	�
�� ��� ��	�
�� � ���
�	
�
���

� (5.11) ���������� � ���	� .

#���� 

 (���. 115, �), 

��	 

 (���. 115, �).

>���=	�, �
� ����� ���	�
�� ��	� ��� ��	�
��, "����=	�-
��� � �����, �
����
	�4�� 
���� O ��		
 ���� � 
� =	 ����	-
��	 �� ��	� 
�	� �������:

a)

;

M I
MR

Cz Cz
1 1

2

2
Φ = =ε ε

M I
MR

MR MROz Oz
Φ = = +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =ε ε ε

2
2 2

2

3

2

Φ* = = +Ma MRC ε ω2 4

d
M MR

MR

R R

R

R a

a

Cz C

C
1

2

2 4 2 4

1

2 2 2
= =

+
= ⋅

+
= ⋅ =

Φ

Φ *

ε

ε ω

ε

ε ω

�

= = ⇒ =R
CK CK

R

2 2
cos cosα α

�os
�

α ε

ε ω
= =

+

a

a
C

C 2 4
;

d
M MR

MR
ROz

2

2

2 4

3

2

3

2
= =

+
= ⋅ =

Φ

Φ *
cos

ε

ε ω
α

= ⇒ =OK OK Rcosα 3

2

Σ Φ Φ ΦM R M MR RO k C Cz( ) = ⋅ + = + ⋅
+

+* cosα ε ω ε

ε ω1

2 4

2 4

+ =MR
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2
2

2

3

2
ε ε



187

$) � ;

�) ;

• ��

	
����������
� �����-
��� (���. 116) ?������	�
�� ����-
��"���
� ���� ���=	���: "��
�-
"�
	�4���� ��	�
	 � 
	�
���
���� �  �����	����� ���!�
	�4-
���� ������ ���, "������!	� �	-
�	� 
	�
� ����. >�?
��� ����
��	�
�� 
��	� 
	��  "������
�� �

�������� �	�
���  � ��������

���	�
� ��� ��	�
�� :

(5.17)

5.5. �=��$������ ! =���H�< =���%�=� ���������
����%�: !"�;�: =�� ��!"���$��� $"�#����

�����������: ����� � ��@�����!��: !�!���4

>�� ����	������� ���=	��� �	���$����� ��
	����4���

���� ��� �	�����	���� ���
	�� � �	��
���� �����	��	� �
���	 �����	� 
�	$�	
�� �"�	�	��
4 �	��
�� ����	�, ��
�����
�����
�� ��
�, "��	�����
�, +������ � ��. *	������ �	��
��
����	� ������
 �	 
��4�� �
 �
�
��	���� ��������, �� � �
 ���
��	�
��. >���	�	��	 "���
�"� �����$	�� ��� �"�	�	�	���
�	��
�� ����	� "������	
 "����
4 �����	���� �������� ���
�����	��� �
�
��� � � ���������
� �
 ���
	�� ��� ���
���
4
���
�	
�
���!�	 �����	��� ������	���. ��� ?
��� ��=�� ��
��	� 
����� (
	���) "����=�
4 �� ���� ��	�
��, �
�$� "���-

��
4 �������	+	���� ���
	�� ���*. 

* @"�	�	�	��	 � "���!4� "���
�"� �����$	�� �	��
�� "��+�"��-
��� "�� ���!	��� 
�	����� 
	�� ������ �	"����=��� ��� "����$�� ���-
���
�	�� � ��. 6.

Σ Φ ΦM M I MRO k Oz Oz( ) = = =ε ε3

2
2 , MO OΦ*( ) = 0

Σ Φ ΦM d MR R MRO k( ) = ′ ⋅ = + ⋅
+

=2
2 4

2 4

23

2

3

2
ε ω ε

ε ω
ε

М

#�
. 116
Φ*

MC
*

Φ
Φ

* ;

.

= −

= −

Ma

M I

C

C Cε
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������ 42. #�=	��� +���� " ������ m1 = 2 �� "����	"�	� � �	�
�-

���4���� ���� +������� � "���!4� ����������� �
	�=�� $" ������
m2 = 5 �� � ������ l = 30 �� � "������� � ���� ��
4� "�. *�� ���!�	
�� �

"��
������ ������� ������
4�  ���/�. @"�	�	��
4 ��
�=	��	 ��-


� � �	��
�� +������ O, 	���  (���. 117, �).

��A����. >����=�� � +����� �� �
	�=�	� ���� 
�=	�
�  � ,

���� ��
�=	��� ��
� , �	��
�� +������  � ,  
	�
��$	=��	

���� ��	�
�� +�����  � �
	�=��  (���. 115, �).

��� "������ "�������4��� ���
	�� ��� ���
���� �����	��� �
�
���

;               (1)

;            (2)

(3)

��	  

ω π= 2

α = 45

#�
. 117

m g1 m g2

% O XO− YO

Φ1

 Φ2




Σ Φ ΦX X TO= − + + =0 01 2; 
 


ΣY Y m g m gO= − − =0 01 2;

Σ Φ ΦM m gl m g
l

l TlO = − − − − + =0
2

2

3
01 2 1 1; sin sin cos cos cos ,α α α α α
 


Φ1 1 1
2
 
= =m a m lA ω αsin ; Φ2 2 2

2

2

 
= =m a m

l
C ω αsin .
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A��� ��	�
�� 
��	� �
	�=�� ���"�	�	�	�� "� ���	����� ������ ("�
������ 
�	����4����), "�?
��� ������	��
���!�� 
���� ���"�	�	�	����

�������� "����=	�� �� ����
�����  �
 
���� $.

&� �����	��� (3)

&� �����	��� (1) �"�	�	���

&� �����	��� (2) �"�	�	��� 

�	��
��  �	 ������
 �
 ��� ��	�
�� +����� � �
	�=��.

������ 43. '	�����	���� ���
	�� ���
��
 �� ����� 3 ������ , �
�-

"	���
��� +���� 2 ������  � ��������� �
�"	�	�   �  � ��������

��	�
�� �
����
	�4�� ���, "������!�� �	�	� 
���� ,  � ���������-

�� ��
�� 1 ������  � �������� . ���� 3 "������� � 
����, �
���� ��-

�	
 ��
����� ����
 �� +��� �������� . *
���� 
��� ����
 �� +���

��������  � �� ��
�� 1. A��
	�� "������
�� � ���=	��	 � "���!4�

"��
������ ���� F, "����=	���� � ����� � ��"����	���� "�����	�4��

2

3
OA

T m g m g= + + + =Φ Φ1 2 1 2
2

3

1

2

 
 tg tgα α

= +( ) + +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =m l g m l g1

2
2

21

2

1

2
ω α α ω α αsin sintg tg

= ⋅ + ⋅
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =2 4 0 3

2

2
9 8 1 5

1

3
0 3 4

2

2

1

2
9 8 1 72 2π π, , , , 44 81, %.

X T m gt m gt

g

0 1 2 1 2 1 2

1 2 2

2

3

1

2

1

3

= − − = + + + −

− − = − +

Φ Φ Φ Φ

Φ Φ Φ


 
 
 



 
 


tg tgα α

ttg

tg 5

α

ω α

m m

m
l

g m m

1 2

2
2

1 2

1

2

1

3 2
4

1

2

1

3

+⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

= − + +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

= − ⋅

sin

55 4 0 15
2

2
9 8 1 4 5 6 98 44 1 37 122⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = − + =π , , , , , , %.

Y m g m gO = + = ⋅ =1 2 9 8 7 68 6, , H.

YO

m3

m2 r2 R2

O2 iO2

m1 R1

r2

R2
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��������� +	������
�� "������
�, "� ��
���� ���=	
�� ����. ����
������� "������
� ���	� α, ��?���
�	�
 
�	��� ����� � "������
4 — f.

>�� ���	��� ��
�� "� �������
��4��� "������
� �������	
 ���	�


��"��
���	��� ���	���, ��?���
�	�
 
�	��� ���	��� ���	� .
>�	�	$�	��� ����4=	��	� ��
��, 
�	��	� �� ��� +����, �	��� � ���
�=	-

��	� 
����, �"�	�	��
4 � ����� �����	��	�  ���=	
�� ���� (���. 118, �).

��A����. ������ ���
	�� ��		
 ���� �
	"	�4 ���$���. #	�� 1 ���	�-
+�	
 "�����"�����	�4��	 ���=	��	, 
	�� 2 — ���!�
	�4��	 ������ �	"�-
���=��� ���, 
	�� 3 ���=	
�� "��
�"�
	�4��. >����=�� � ��=���� 
	��

�������	 ��
����	 ����  � ; �	��
�� ����	� — ����:

, , , � 
��=	 ���� ��	�
��: � 
	�� 1 ������� �	�-


��  � ������� ���	�
  ��� ��	�
��; � 
	�� 2 — ������� ���	�


��� ��	�
�� , � 
	�� 3 — ���� ��	�
�� .

δ

a3

в
в

М
М

#�
. 118

F m g m g, ,1 2 m g3

N F RO3 2
, ,
� F�
 M N
�, 1

Φ1
* MC

Φ

MO2

Φ Φ3
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* ���
�	
�
��� � "���
�"�� �����$	�� ������ ���
	�� � ?
�� �����	
$��	
 ������
4�� � ���
����� �������	����� ������	���.

�����	��� ���
	�� �� 
�� �
�	�4��� 
	��, ������  � 
��-

���, ��������!�� 
	��, "����=�� � ��=���� 
	��. ��� ��=���� 
	�� ��-
�
���� �����	��� �
�
���.

��� 
	�� 3:

      (1)

. (2)

&� �����	��� (2) .

��
	�, �
� ;  � "���
���� � �����	��	

(1), "������:

.         (3)

��� 
	�� 2:

     (4)

������� ���	�
 ��� ��	�
�� +����

��	  — ���	�
 ��	�
�� +����;  — ������	 �����	��	 +����;   —

������ ��	�
�� +����.
#���� �����	��	 (4) "���	
 ��� 

(5)

* �����	��	 (5) ��"����
	�4�� ��+�� 	!	 ���� �	���	�
��� ����

 >�?
��� ��� 
	�� 1 ���
���� �����	��	 �
�
���, � ��
���	 ����	


?
� ���� , �� �����	 �	���	�
��	 ���� �	 �����
. #���� �����	��	� ��-

��	
��

(6)

��	 
���� # — �����	���� 
	�
� ������
	�.

S S S S1 1 2 2, , ,′ ′

Σ ΦX F m g F S= + − − − ′ =0 03 3 2; sin ;α 


ΣY N m g= − =0 03 3; cosα

N m g3 3= cosα

Φ3 3 3= m a F fN fm g
 = =3 3 cosα

F m g f m a S+ −( ) − − =3 3 3 2 0sin cosα α

Σ ΦM S R S r MO O2 2
0 01 2 2 2= ′ − + =; .

M I m i
a

rO O O2 2 22 2
2 3

2

Φ = =ε ,

IO2
ε2 iO2

′ − + =S R S r m
i

r
a

O
1 2 2 2 2

2

2
3

2 0.

′ =S S1 1.

S1

Σ ΦΦM M M R S RP C= + + ⋅ − =0 2 01 1 1 1; ,
�
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* �����	��� (6) ������� ���	�
 ��� ��	�
��

 

���	�
 
�	��� ���	���

, 

��	 δ — ��?���
�	�
 
�	��� ���	���;

 . 

*������ ������	 �����	��	  � �����	��	 
	�
�� ����  �	�	�

�����	��	  ����� 3. #�� ��� 
��� �	���
�=����, 
�

, 

��

 

#���� 

A ��	
�� ?
��� �����	��	 (6) ��		
 ���

(7)

���

. (8)

A��
���� ���
	�� �����	��� 

M IC C
Φ = ε1;

M N m g
� = =1 1δ δ

I
m R

C = 1 1
2

2
; Φ1 1

* = m aC

ε1 aC

a3

a a1 2
� �=

a R

a R

1 1 1

2 2 2

2�

�

=

=

ε

ε

;

.

ε
ε

1
2 2

1

3 2

2 1

1 3 2

22 2 2 2
= = = =

R

R

a R

r R
a

a a R

rC; .

m R a R

r R
m g m

a R

r
R S R1 1

2
3 2

2 1
1 1

3 2

2
1 1 12 2 2

2 0+ + − =δ ,

3

4
2 01 2 3

2
1

1
1

m R a

r
m g

R
S+ − =δ

F m g f m a S

S R S r m
i

r
a

O

+ −( ) − − ′ = ′

′ − + =

3 3 3 2

1 2 2 2 2

2

2
3

0 3

02

sin cos ; ( )

; (

α α

′′

+ − = ′

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

5

3

4
2 0 81

2

2
3 1

1
1

)

. ( )m
R

r
a m g

R
S

δ
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*������ �� �����	��� (3') , � �� �����	��� (8') —  � "���
���� �

�����	��	 (5'); ���
����, �
�  � , "������:

(9)

@
���� 

(10)

#�� ��� ��	 �	������, �����!�	 � ����=	��	 �����	��� , "��
���-

��	, 
� ���� 3 $��	
 �����
4�� ����������	��� "�� �������, 	���

>�� ���	�
��� �����	���  �� �����	��� (3') ��=�� �"�	�	��
4

 , 

� �� �����	��� (8') —

.

��=��!4 � ;�$���� $�� !�����������

1. ���
	 �"�	�	�	��	 ���	 ��	�
�� ��
	����4��� 
����.
2. * �	� �
����	 �����$	����� � ?��	����� ��� ��	�
��?
3. * �	� �������	
�� "���
�" �����$	�� ��� ��
	����4��� 
���� �

��� �	�����	���� ���
	��?
4. ��� ��������
�� ������� �	�
�� � ������� ���	�
 ��� ��	�
��

"�� ��������� ���=	���� 
�	����� 
	��?

′S2 S1

′ =S S2 2 S S1 1= ′

1

2

3

4 1
2

2
3 1

1
2

3 3 3 2

m
R

r
a m g

R
R

F m g f m a r

+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ −

+ −( ) −⎡⎣ ⎤⎦

δ

α αsin cos ++ =m
i

r
�

O
2

2

2
3

2 0.

a

r F m g f m g
R

r R

m R m i mO
3

2
2

3 1
2

2 1

1 2
2

2
2

3

8
2

3 8 8
2

=
+ −( )⎡⎣ ⎤⎦ −

+ +

sin cosα α
δ

rr2
2

.

a3

8
22

2
3 1

2

2 1

r F m g f m g
R

r R
+ −( )⎡⎣ ⎤⎦ >sin cos .α α

δ

a3

′ =S S2 2

S S1 1= ′

S F m g f m a

S m g
R

m
R

r
a

2 3 3 3

1 1
1

1
2

2
3

1

2

3

8

= + −( ) −

= +

sin cos ;

.

α α

δ
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5. '�=�� �� �"�	�	��
4 ������� �	�
�� � ������� ���	�
 ��� ��	�-

�� � 
	��� ��� ��	� �	�����	���� ���
	��?

6. * �	� ���$	����
4 �	+	��� ����� "�� �"�	�	�	��� �	��
�� ����	�,
����=	���� �� 
	��,  ���=�!�	�� � �	��
���� �����	��	�?

�DC*C 6. �	���	�� &������� &���

6.1. ��>>����%�����4� ?��"����� 
$"�#���� �"��$�D� ���� " =��!��:A�@ !�?���@

����	�	�
���4��	 �����	��� ��=�� "�����
4 �� �$!��

	��	� �������� �	�����	���� ���
	��. 

U�������! �

���������
�
 �������! ���� — �� 
	��	�� �
���=	��� 
	�
�� ���� �	�����	���� ���
	��:

. (6.1)

#�� ��� "�� "��
�"�
	�4��� ���=	��� 
�	����� 
	�� ����-
�	��� ��	� 
��	� 
	�� ��������� "� ������ � ��"����	���, 
�

, ��	  — �����	��	 ��$�� 
���� 
	��. A ��	
�� ?
���,

�"��
�� ���	�� � � �"��	
������ �����	��	 (6.1) �� ��� ����-
����
, "������ ����	�	�
���4��	 �����	��� ���=	��� 
�	�-
���� 
	�� � �	���
���� ���� ��������
:

(6.2)

&�"��4��� ?
� ����	�	�
���4��	 �����	���, ��=�� �	-
+�
4 ��	 �������	 ������ ��������:

Ma F RC k
e

k

n
e= =

=
∑

1

a aC = a

Mx F

My F

Mz F

kx
e

k

n

ky
e

k

n

kz
e

k

n

=

=

=

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

=

=

=

∑

∑

∑

1

1

1

;

;

.
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• "� ���	�
��� ����	 
	�� � ������ 	�� ���=	��� �"�	�	-
��
4 ������� �	�
�� ��	+��� ��� ��� �����-��$� ���� �� �	-
���	�
��� ��	+��� ���, �	��
���!�� �� 
	��;

• "� ���	�
��� ����	 
	��, �����, �	��
���!�� �� �	��, �
�����4��� �������� ���=	��� �"�	�	��
4 ����� ���=	���. 

#�� ��� ����	�	�
���4��	 �����	��� "��
�"�
	�4����
���=	��� 
�	����� 
	�� ���������� ����	�	�
���4��� ����-
�	���� ���=	��� ��
	����4��� 
����, 
� �	+	��	 ?
�� �����
���������� �	+	��� "	���� � �
���� ����� �������� ��
	��-
��4��� 
����.

U�������� �������! �����
�
 ���� �
	��� ���
�����
� 

� —
�� 
	��	�� �$ ���	�	��� ���	
��	����� ���	�
� �	�����	-
���� ���
	�� �
����
	�4�� ���, ��"���	� �
����
	�4�� ��� z:

(6.3)

#�� ��� ���	
��	���� ���	�
 Lz 
�	����� 
	�� �
����
	�4-
�� ��� Lz = Izω, 
�

. (6.4)

#���� ����	�	�
���4��	 �����	��	 ���!�
	�4���� ���=	-
��� 
�	����� 
	�� ��		
 ���

 . (6.5)

#�� ��� , ��� , 
� �����	��	 (6.5)

��=�� ��"���
4 � ���	

(6.6)

���

. (6.7)

dL

dt
M Fz

z
k

n

k
e= ( )

=
∑

1
.

dL

dt

d I

dt
M Fz z

z
k

n

k
e=

( )
= ( )

=
∑

ω

1

I
d

dt
M Fz z

k

n

k
eω =

=
∑

1
( )

d

dt

ω ε= d

dt

d

dt

ω ϕ
ϕ=

( )
=

I M Fz z
k

n

k
eε = ( )

=
∑

1

I M Fz z k
e

k

n
ϕ = ( )

=
∑

1
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Q���� ��"��� �����	��� ������
 �
 
���, �
� ��	��	
 �"�	-
�	��
4 � �����	
��� �����	.

>���	��� ����	�	�
���4��	 �����	��	 ���!�
	�4����
���=	��� 
	��, ��=�� �	+�
4 ��	���!�	 ������:

• "� ���	�
��� ������ ���!	��� 
	�� � 	�� ���	�
� ��	�-

�� Iz �
����
	�4�� ��� �"�	�	��
4 ���	�
 ��	+��� ��� (��-
"��4���
�� ������� (6.6) ��� (6.7));

• "� ���	�
��� ���	�
� ��	�
�� Iz 
	��, ���	�
� ��	+���
��� �
����
	�4�� ��� ���!	��� � �����4��� �������� ���!	-

���  �  ���
� ����� ���=	��� 
	�� (��"��4���
�� ���-

���� (6.5) ��� (6.7));
• "� ���	�
��� ������ ���!	��� 
	�� � ���	�
� ��	+���

��� �"�	�	��
4 ���	�
 ��	�
�� 
	�� �
����
	�4�� ��� ���-
!	���.

������ 44. '��	�
 ��	�
�� ���� � ����-
=	���� �� �	�� ��������� �
����
	�4��

��� ���!	��� ���	� 20 ���2. *�� "������
��
� ���=	��	 ���!��!�� ���	�
�� 40 %⋅�.
@"�	�	��
4 ���	�
 ��"��
���	��� � �"����
����, 	��� �� ���!�	
�� � "��
������ ����-

��� �����	��	� ε = 1,5 ���/�2. 
��A����. ����	�	�
���4��	 �����	��	

���!	��� ��"�+	� � ���	 Ixε = ΣMkx
, ���

Ixε = ��� − ���"� (���. 119). @
���� 

���"� = ��� — I�ε = 40 — 20 ⋅ 1,5 = 10 %⋅� = const.

������ 45. #�	���	 
	��, ������!		�� � "���	, "������
�� �� ���!	-
��	 ������ �	"����=��� �	�
����4��� ��� "��
������ ���	�
�� �.
>�� ?
�� �������	
 ���	�
 ��"��
���	��� �1, "��"��
�����4��� ����-

��� ������
� ���!	���: �1 = αω, ��	 α = const. @"�	�	��
4 ����� ���	�	-

��� ������� ������
� ω = f(t). '��	�
 ��	�
�� 
	�� �
����
	�4�� ���
���!	��� ���	� I.

��A����. G�"�+	� ����	�	�
���4��	 �����	��	 ���!	��� 
	��
(���. 120) � ���	

���

ϕ0 ω0

#�
. 119

I
d

dt
Mz kz

ω = Σ ,

I
d

dt
M

ω αω= − .
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����	��� "	�	�	���	 � "����
	�����	�:

�
���� 

&� "����	����� ������ ���	�	��� ����-
��� ������
� ��	��	
, �
� "�� ��	���	��� ��	-
�	�� t ������
4 ��	������	
�� "� ?��"��	�-

���4���� ������.

>��  , "��  .

R����
	���	 ��	�� ������ �� �
�
�������� �	=��  �"�	�	��-

	
�� �� ����=	��� , ��	 . %�"���	�, 	���

, 
� .

[�**����&������� ��������! ��

	
����������
�
 �������!
�����
�
 ���� "�	��
�����
 ��$�� ������"���
4 �����	���
�

���������
�
 ���=	��� "������ ������ ��	�
	 � 
	�
���
���� � ����������
�
 ���=	��� �
����
	�4�� ���, "������-
!	� �	�	� 
	�
� ����, "	�"	���������� � 		 "������
�:

(6.8)

��	  �  — "��	�
�� �����	��� 
	�
�� ���� �� ��� ����-

����
;  — ���	�
 ��	�
�� 
	�� �
����
	�4�� ���, "������-

#�
. 120

d

M I
dt M

t

I

tω
αω α

αω
ω

ω
−

= ⇒ − − = ⇒∫ ∫
0 0

0
1 1

ln( )

⇒ − = − − =
−

ln ,
M

M

t

I

M

M
e

t

Iαω α αω
α

���

ω
α

α

= −
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

−M
e

t

I1 .

t = 0 ω = 0 t = ∞ ω ω
α

= =max
M

ω ω≈ m��

t
I= − −( )
α

γln 1 γ ω ω= / max

γ = 0 9999, t I= 9 21, /α

Mx F

My F

I M F k n

C k
e

C k
e

C C k
e

x

y

z z

=

=

= ( ) =

⎫

⎬

⎪
⎪⎪

⎭

⎪

Σ

Σ

Σ

;

;

, ,..., ,ϕ 1 ⎪⎪
⎪

xC yC

ICz
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!	� �	�	� 
	�
� ����;   — ����� "��	�-


�� ��	+��� ��� �� ��� ��������
 � ����� ���	�
�� ��	+���
���, "����=	���� � 
	��, �
����
	�4�� ��� , "������!	� �	-
�	� 
	�
� ���� 
	��. 

�����	��� (6.8) "�������
 �	+�
4 ��	 �������	 ������ ��-
������ "������� ���=	���:

• "� ���	�
��� ����	 
	��, ������ ���=	��� 
	�
�� ����

�"�	�	��
4 ������� �	�
��  ��	+��� ��� ��� �����-��$�
���� �	���	�
��� ��	+��� ����, � "� ���	�
���� ������ ���-

!�
	�4���� ���=	��� �"�	�	��
4 ������� ���	�
  ��	+-

��� ���;
• "� ���	�
��� ��	+��� �����, ����	 
	��, ���	�
� ��	�
��

 � �����4��� �������� ���=	���  �

 ���
� ����� ���=	��� 
	�
�� ���� 
	�� � ����� 	�� ���!	-

��� ������ 
	�
�� ����. 

������ 46. @��������� ������� 
������ ������ M �$��
�� "���	-
���	 
����� ��
4�, ���	
 ��
���� ����	"�	� �	"����=��. W������ "�-
��	
 $	� �����4��� ������
�, �����
���� ��
4. @"�	�	��
4 ������
4 ���


������� "���	 
���, ��� �� �"��
�
�� �� ����
� h, � ���
� ��
�=	��	 
��
� (���. 121, �), "�	�	$�	��� 		 ������.

��A����. ������	 ������� "���	�� ������	
 � �	$� ��� "	����, 
�� �
�
���� ������ �������� "������� ���=	���. >�?
��� ������� ����	� ��-

����	 �����	��	 , �������� �	���	�
��� ���� , � ��
	� �=	 ?
� ����. 

Σ Σ ΣF F M F
k
e

k
e

C k
e

x y z
, , ( )

z

Re

MCz
e

ICz
x x y y

� � � �0 0 0 0 0, , , , ϕ

ϕ0

S

#�
. 121

ϕ S
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&��$����� 
������ � "�������4��� "���=	���. >���=	� ����: �	�

 � ����  ��
�=	��� ��
� (���. 121, �). G�"�+	� ����	�	�
���4��	
�����	��� "�����"�����	�4���� ���=	���:

G��	���  � ����=�� "	���	 �����	��	 �� R, � ��-


	� ���=�� 	�� �� �
����. >������

G��	��� .

>���	 ��
	���������� "������

#�� ��� ωR = V, 
� 

%�
�=	��	 ��
�

> � � � 	 � � � � 	.  A�����
4 ��� 
������� ��=�� �"�	�	��
4, "���	-
��� 
	��	�� �$ ���	�	��� ���	
��	���� ?�	���� ���
	��:

��	 

6.2. R�;���!��: �������

R�;���!��� ��������� ������	
�� 
�	���	 
	��, ���!��!	-
	�� "�� �	��
��	� ���� 
�=	�
� ������ �	"����=��� �������-

��4��� ���, �	 "������!	� �	�	� 
	�
� ���� 
	�� (���. 122). 

Mg S

My Mg S

I SR
C

C

= −
=

;

.ϕ

y R I
MR

C C= =ϕ ,
2

2

M R MgR SR

MR SR
R g

g

R

ϕ

ϕ
ϕ ϕ

2

21

2

3

2

2

3

= −

=

⎫
⎬
⎪

⎭
⎪
⇒ = ⇒ = .

ϕ ϕ ϕ
ϕ

= =d

d

g

R

2

3

ϕ ϕ ω
ω

2

0 0

2 2

2

2

3

4

3
= ⇒ =g

R
R gh

h R/

.

V gh= 2

3
3 .

S Mg My Mg M R Mg M g MgC= − = − = − =ϕ 2

3

1

3
.

T T Ak
e

k

n
− =

=
∑0

1
,

T MV T A Mgh V ghk
e= = = ⇒ =3

4
0

2

3
32

0; ; .Σ
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����	�	�
���4��	 �����	��	 ���-
!	��� ���
���� "�� �	��
��	� 
��4-
�� ����
���������!	� ���� — ����

�=	�
� ������ ��� Ox, ������	���
��4� "���	��, ��		
 ���

* �����	 ����� ���	$���� sin ϕ ≈ ϕ.
#����

(6.9)

��	 

@$!		 �	+	��	 ?
��� ����������� �����	��� ��	���!		:

>��
4 "�� t = 0  ϕ = ϕ0, . #���� , �

�����	��	 ��������	���� ���	$���� 

ϕ = ϕ0 cos kt. (6.10)

>	���� ���	$���� ���
����

. (6.11)

&� ������� (6.11) "�� ���	�
��� �	�	 G, ����
����� d �


���� "���	�� �� 
	�
�� ���� � "	����	 ���	$���� τ, ��
���	
����
 $�
4 �"�	�	�	�� ?��"	���	�
��4��, ����	� ���	�

��	�
�� 
	�� �
����
	�4�� ��� ���!	���.

(���������! ����� *�����
	
�
 ��!���	� — ?
� ����� 
�����
��
	��
��	����� ���
����, "	���� ���	$���� τ� ��
����� ���	�
"	����� ���	$���� τ �����	����� ���
����. ��� ��
	��
��	���-

�� ���
����  � , 
���� �� ������� (6.11)

. (6.12)

#�
. 122

I Gd
Gd

Ix
x

ϕ ϕ ϕ ϕ= − ⇒ + =sin sin .0

ϕ ϕ+ =k2 0,

=k
Gd

Ix

.

ϕ = +C kt C kt1 2cos sin .

ϕ ϕ= =0 0 C C1 0 2 0= =ϕ ,

τ π π= =2
2

k

I

Gd
x

I ml G mgx = =2 , d l=

τ πM
l

g
= 2
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>�������	� "����	 ���
� �����	��� (6.11) � (6.12), "������

 (6.13)

��	 , ���  � i� — ������

��	�
�� 
	�� �
����
	�4�� ���, "������!	� �	�	� 
	�
� ���� �. 
@$�������

,


����

,

�
� �"�	�	��	
 ����
����	 �
 
���� O "���	�� ���
���� �� 
��-
�� O1. #���� O1 ������	
�� 
	�
��� ������� �����	����� ��-

�
����, � ��4, "������!�� �	�	� ?
� 
���� "�����	�4�� ��� Ox,
������	
�� ��4� �������.

J��� ���
��� ����	"�
4 � 
���	 O1, 
� 
���� O � ��4 Ox "���	-

�� $���
 ���
�	
�
�	��� 
	�
��� � ��4� �������. >���	�	����
����� ���
���� "�� ?
�� �	 ���	��
��, �
� ����� �� �������

(6.14)


�� ��� .

A�	����
	�4��, � "	����� ������� �$��� ���
����� $���

���������.

J��� �� 
	��, ��	�!		 �	"����=��� �������
��4��� ��4
���!	���, �	 "������!�� �	�	� 	�� 
	�
� 
�=	�
�, ����	 ��-
�� 
�=	�
� �	��
���
 �����	 "��
�����	 ��� "	�	�	���	 ��-
�� ��� ���	�
� ���, 
� 
���	 
	�� �	 ����	
�� �����	���� ��-
�
�����.

����	�	�
���4��	 �����	��	 ���!�
	�4���� ���=	���
?
��� 
	�� ����	 ���	�
� ���� 
�=	�
� $��	
 ���	�=�
4 ��-
�	�
� ������ ��� � ��=	
 $�
4 "����
	��������� � �	��
����
���
��� ������� � ���
�	
�
��� � �	
������, ��
���� "���	��-
	
�� "�� ��
	���������� ����	�	�
���4��� �����	��� "��-
�����	����� ���=	��� ��
	����4��� 
���� (��. ". 1.4).

l
gI

Gd
d

i

d
x C

"� = = +
2

,

I I mdx C= + 2 I mi md G mgx C= + =2 2 ;

i d bC
2 / =

l d b"� = +

l
i

b
b d b

C
1

2

"� = + = + ,

i d b
C
2 = ⋅
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6.3. �=��$������ $�������!��@ ����%�: =�$A�=����" 
=�� "��H���� �"��$�D� ���� "���?D ��=�$"�#��: �!�

>��
4 
�	���	 
	�� ���!�	
��
������ �	�
����4��� ��� � �������
������
4� ω � ������� �����	��-
	� ε "�� �	��
��	� "����=	����

��
����� ��� 

>���=	� �	��
�� "��"�
����

  �  � "��+�"����

 �  (���. 123).
J��� �� ��	� 
����� ?
��� 
	��

"����=�
4 �� ���� ��	�
��, 
� �
���
�	
�
��� � "���
�"�� �����-
$	�� "������ �������	+	����
���
	�� ���, "�������4�� ���"�-
��=	���� � "���
����
�	. 

��� ?
�� ���
	�� ��� ���
�-
��� �����	��� ������	���

6.15

ц

#�
. 123
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* ?
�� �������� ���!�
	�4-

���  � 
	�
��$	=���  k-�


���� ���
�	
�
�	��� �����

��� ������	��� ���� "��-
	�
�� ?
�� ��� �� ��� ������-
��
 � �� ���	�
�� �
����
	�4-
�� ?
�� ��	� ���$����� �� ��-
�����
��4��� "������
� �	�	-
��	 
	��, "���	�	���	 �	�	� k-� 
���� "	�"	���������� � ���
���!	���, � "���=	� ���� ��	�
�� ?
�� 
���� (���. 124).

%���	� ����� "��	�
�� ��� ��	�
�� �� ��� ��������
:

(6.16)

#�
. 124
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= = = =
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G�	�4  �  — ��������
� 
	�
�� ���� 
	�� (��.

". 3.4).
#	"	�4 ����	� ����� ���	�
�� ��� ��	�
�� �
����
	�4��

��	� ��������
:

. (6.17)

 
�� ��� 
	�
��$	=��	 ���� ��	�
�� "	�	-

�	���
 ��4 z.

* (6.17)  �  — 
	�
��$	=��	 ���	�
� ��	�
�� 
	��

�
����
	�4�� ��	� yz � zx.
>���
���� � ���
	�� �����	��� (6.15) ����	���	 �����

"��	�
�� � ����� ���	�
�� ��� ��	�
��, "������

xC yC
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∑ ∑ ∑( ) = = = =
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zz Ik zx= −ω2 ;

M m r m r Iz
k

n

k k
k

n

k k
k

n

k z
= = =
∑ ∑ ∑( ) = − = − = −

1 1

2

1

2Φ� ε ε ε

Mz k
k

n
Φ
( ) =

=
∑ 0

1
,

I yz Izx
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(6.18)

#�	
4	 �����	��	 �	 ���	�=�
 �����	���, ������!�� �
 ���

��	�
��. >�?
��� �	��
��  �$������	�� 
��4�� "����=	�-

���� � 
	�� ��	+���� ������.
>���	��		 �����	��	 ���
	�� (6.18) �	 ���	�=�
 �	��
��

�"��. G�"���� 	�� � ���	

,

"������ ����	�	�
���4��	 �����	��	 ���!	��� 
	�� �
����-

	�4�� ��� z (6.6). F
� �����	��	 "������	
 �"�	�	��
4 ������	
�����	��	 
	�� "� ���	�
��� "����=	���� �����.

#���� �$�����, �
 ��� ��	�
�� ������
 �	��
��

 � . �	+�� �����	��� (1), (2), (4) � (5) ���
	��

(6.18), ����	� ?
� �	��
��.

A��
�����!�	  �  �$������	�� ��� "����-

=	����� ������, 
�� � ������ ��	�
��. ��=��� �� ?
�� �	��-

�� �����=�� �� �
�
��	���� � �������	���� ���
�����!�	:

(6.19)

F X X My Mx

F Y Y Mx My

kx
k

n

A B C C

ky
k

n

A B C C

=

=

∑

∑

+ + + + =

+ + − + =

1

2

1

2

0 1

0

ε ω

ε ω

; ( )

;; ( )

; ( )

; ( )

2

0 3

0 4

1

1

2

F Z

M F Y H I I

M

kz
k

n

A

x
k

n

k B zx yz

y
k

=

=

∑

∑

+ =

( ) − ⋅ + − =ε ω

==

=

∑

∑

( ) + ⋅ + + =

( ) − =

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪
⎪

1

2

1

0 5

0 6

n

k B yz zx

z
k

n

k z

F X H I I

M F I

ε ω

ε

; ( )

. ( )

⎪⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

ZA

I M Fz z
k

n

kε = ( )
=
∑

1

X X YA B A, , YB

X X YA B A, , YB

X X X X X X

Y Y Y Y Y Y

A A A
D

B B B
D

A A A
D

B B B
D

= + = +

= + = +

�
 �


�
 �


; ;

; .
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J��� "� ������� ������ 
�	$�	
�� �"�	�	��
4 
��4�� ����-
���	���	 �	��
�� (��� �������	���	 ����	��� �� �"���), 
�
� 
	�� "���������	� �������	���	 �	��
�� �"�� � ���� ��	�-

��. #���� �����	��� (1), (2), (4) � (5) ���
	�� (6.18) � ?
��
�����	 $���
 ��	
4 ���

(6.20)

��	 ��, y� — ��������
� 
	�
�� ���� 
	��; ) — ����
����	 �	=-
�� �"�����; Izx, Iyz — 
	�
��$	=��	 ���	�
� ��	�
�� 
	��
�
����
	�4�� ��	� zx � yz.

�	+�� ?
� �����	���, "������

(6.21)

&� ���
	�� �����	��� (6.20) ��	��	
, �
� �������	���	 �	-
��
�� �"��, � �����
, � �������	���	 ����	��� $���
 �����
����, 	��� xC = yC = 0 � Izx = Iyz = 0, 
.	. 	��� ��4 ���!	��� ����-
	
�� �����
� &��������
� 

�� ����&��.

J��� x� = y� = 0, Izx ≠ 0, Iyz ≠ 0, 
.	. ��4 ���!	��� z "������

�	�	� 
	�
� ���� 
	��, �� �	 ����	
�� ������� ��4� ��	�
��, 
�

X X M x M y

Y Y M y M x

Y H I I

A
D

B
D

C C

A
D

B
D

C C

B
D

yz zx

+ + + =

+ + − =

− − +

ω ε

ω ε

ω ε

2

2

2

0

0

;

;

==

+ + =

⎫

⎬

⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

0

02

;

,X H I IB
D

zx yzω ε

X
H

I I M x M y

Y
H

I I M y M x

A
D

zx yz C C

A
D

yz zx C

= +( ) − −

= +( ) − +

1

1

2 2

2 2

ω ε ω ε

ω ε ω ε

;

CC

B
D

zx yz

B
D

yz zx

X
H

I I

Y
H

I I

;

;

.

= − +( )
= − −( )

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

1

1

2

2

ω ε

ω ε

X
H

I I

X
H

I I

X X
A
D

zx yz

B
D

zx yz

A
D

B
D

= +( )
= − +( )

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

⇒ = −

1

1

2

2

ω ε

ω ε
;
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    (6.22)

>�� ������	���� ���!	��� ε = 0

  (6.23)

#���� �$�����, �������	���	 ����	��� �� �"��� �������-
�
 "�� �
�
��	���� �	�������	+	����
� ���!��!	���� 
	��,
����� 
	�
� ���� 
	�� �	 ������
�� �� ��� ���!	��� � "�� ��-
�����	���� �	�������	+	����
�, ����� 
	�
��$	=��	 ���	�-

� ��	�
�� �
����
	�4�� ��	�, ���	�=�!�� � ����� ���	����
�$�����	��	 ��� ���!	���, �	 ����� ����, 
.	. ����� ��4 ���-
!	��� �	 ����	
�� ������� 
	�
���4��� ��4� ��	�
��.

�������	���	 �	��
��, � 
��=	 � �������	���	 ����	���
�� �"��� ���!��!	���� ������ �	"����=��� ��� 
	�� �$�-
���������
 ��"����
	�4��	 ��������, �����
	�4�� "�	��+��-
!�	 �� ������ ������� �
�
��	���	. F
� "������
 � $��		 $��-

���� ������ �"�� ����, ������ +�� ���	� ��
���$���, ��$��-

�� +"���	�	� �	
�����	=�!�� �
����� "�� �$��$�
�	 ��
	-
������, �
� ����+�	
 ���	�
�� �$��$�
�� �	
��	�, � ������
�	=	��
	�4��� ���	����. ��� ������	��� ?
��� "��������
-
�� �
�
��	���� � �������	���� $����������� ���!��!����

	� �� �"	
���4��� �
	����.

> � � � 	 � � � � 	.  �������	���	 �	��
�� �"�� �������
��4���� ���
�	�
����4���� ���!��!	���� ������ ��� ����, � ��
����� "����	"�	��
���������	 �
	�=�� (���. 125, �) ��� � "���!4� �	�	����� �
	�=�	� —

��	���	 ����� (���. 125, �), ��=�� �"�	�	��
4 �	
���� ���	
��
�
���.
��� ?
��� � ���!��!���� �$M	�
�� (�
	�=���, 
��	���� 
	���) "�����-

�����
 �� ���� ��	�
�� , "��������
 �������	���	 �	��
�� � �"�-

��� � ���
�����
 �	�$������	 �����	��� ������	���. >��
4 .

��� ��	�� �� ���. 125, � ���� ��	�
�� 
��	���� ���� m1 �
m2 �"�	�	���
�� "� ��������

Y
H

I I

Y
H

I I

Y Y
A
D

yz zx

B
D

yz zx

A
D

B
D

= −( )
= − −( )

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

⇒ = −

1

1

2

2

ω ε

ω ε
.

X X
H

I Y Y
H

IA
D

B
D

zx A
D

B
D

yz= − = = − =1 12 2ω ω; .

Φ
ω = const

Φ

Φ
1 1

2
1

2 2
2

2

=

=

m l

m l

ω

ω

;

.
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��� ��	�� �� ���. 125, �

  

.

A��� ��	�
��  �
	�=�� 1 ��"����	�� ����4 �
	�=��. A�-

�� ��	�
�� �
	�=�� 2  "����=	��  ��  ����
�����    �



����  ��	"�	��� �
	�=�� 2 � ���� � ��"����	�� "	�"	�����-
����� � ��� ���!	��� (��. "���	� 42).

F
�� =	 �	
���� ��=�� �"�	�	��
4 �������	���	 �	��-

��, 	��� � ���� �	����	
����� "����	"�	�� 
����	 "����-
����4��	 ��� ������	 "���
����, ���"���=	���	 ��$� � ��-
��� "������
� � ����� (���. 126, �, �), ��$� "	�"	���������� �
��� ���� (���. 126, �).

*� ��	� ?
�� ������� ����� �	��
��� ���� ��	�
�� ��=����

	�� "������
 �	�	� 	�� 
	�
� ���� � �����

  

��	  — 
	�
���
�	��
	�4��	 �����	��	 
	�
�� ����.   

1

2

#�
. 125

Φ1 1 1
2 1

1 2
= =m a m

l
C

 ω ;

Φ2 2 2
2 2

2 2
= =m a m

l
C

 ω αsin

Q1

Φ2
2

3 2l

Φ = =Ma M OCC

 ω2 ,

aC
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>���=	�, �
� �"������	 ��+	 �	
��� �"�	�	�	��� ����-
���	���� �	��
�� ���
 ���� � 
�
 =	 �	���4
�
.

������ 47. ��� ��	�� (��. ���. 125, �) �"�	�	��
4 �������	���	 �	-
��
�� �"�� — "��"�
���� " � "��+�"���� �.

��A����. (����� 
�


�: ��"��4��	� �����	��� (6.20), "���=�� ε = 0:

в

#�
. 126

X
H

I M xA
D

zx C= −1 2 2ω ω ;

Y
H

I M yA
D

yz C= −1 2 2ω ω ;
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@"�	�	��� ��������
� 
	�
�� ���� �� � �� � 
	�
��$	=��	 ���	�
�
��	�
�� Iyz, Izx ��� ��=���� �
	�=��.

��� "	����� �
	�=�� (��. ���. 125, �)

��� �
����� �
	�=��

A ��	
�� ?
��� 

X
H

I Y
H

IB
D

zx B
D

yz= − = −1 12 2ω ω; .

x
l

y

I

I dmh
m

l
d h

m

l
h

l

C

C

yz

zx
l

l

1

1

1

1

1

1
1

10
1

1

1
1

1
2

2

0

0

2

=

=

=

= = = =∫ ∫

;

;

;

ξ ξ ξ 11

2 1 1 1 1 1 1
m h l m x zC C= .

x

y
l

I

I dm h
m

l
d

C

C

zx

yz
l

l

2

2

2

2

0

2

0

2

2
2

20

=

=

=

= +( ) =∫ ∫

;

sin ;

;

sin cos

α

ξ α ξ α ξξ ξ α ξ α⋅ +( ) =sin cosh2

= + = +∫ ∫
m

l
h d

m

l
d m h l m l

l l
2

20
2

2

20

2
2 2 2 2

2 2 1

2

1

6
sin sin cos sinαξ ξ α αξ ξ α 22

2 2sin .α

X
H

m h l m
l

m l
h

HA
D = − = −⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1 1

2 2

1

2
12

1 1 1 1
2 1

1 1
2 1ω ω ω ;

Y
H

m h l m lA
D = +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −1 1

2

1

6
22

2 2 2 2 2
2ω α αsin sin

− = + −⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟m

l
m l

h

H

l

H2
2 2

2
2

2
2 2

2

1

2

2

3
1ω α ω α αsin sin cos ;

X
H

m h l Y
H

I
H

m l h lB
D

B
D

yz= − = − = − +⎛1 1

2

1 1 1

2

2

3
2

1 1 1
2 2

2 2 2 2ω ω ω α α; sin cos
⎝⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

= − +⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1

2

2

32
2

2
2 2m l

h

H

l

H
ω α αsin cos .
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��
�
� 
�


�: ���
����	� �����	��� ������	��� "�������4��� "��-
�
����
�	���� ���
	�� ���:

(1)

(2)

(3)

(4)

&� (3) 

&� (4) 

&� (1) 

&� (2) 

�	���4
�
� ���"���.

*
���� �"���$ $��		 "���
��, 
�	$�	
�� 
��4�� ��	��	
�"�	�	��
4 �����4 � ��"����	��	 ��� ��	�
�� � ���
����
4
�����	��� ������	���. @����� ?
�
 �"���$ �	 ��	��� "���	-
���. %�"���	�, "�� ���!	��� 
�������, ���"���=	����� "��
����� � ��� ���!	���, $��		 "���
� �	+�
4 ������ �	 "�����
-
�� � �	�$������ $��	
 ���"��4����
4�� "	���� �"���$��.

Σ ΦX X XA
D

B
D= + + =0 01; ;

Σ ΦY Y YA
D

B
D= + + =0 02; ;

Σ ΦM Y H h lx B
D= − − +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =0

2

3
02 2 2; cos ;α

Σ ΦM X H hy B
D= + =0 01 1; .

Y
H

h lB
D = − +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =1 2

32 2 2Φ cosα − +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =1

2

2

32
2 2

2 2H
m

l
h lω α αsin cos

= − +⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1

2

2

32
2

2
2 2m l

h

H

l

H
ω α αsin cos .

X
h

H
m

l h

H H
m h lB

D = − = − = −Φ1
1

1
2 1 1 2

1 1 12

1 1

2
ω ω .

X X m l
h

H
m l

l
m l

h

HA
D

B
D= − − = − = −⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟Φ1 1

2
1

1
1

2
1

1
1

2
1

11

2 2

1

2
1ω ω ω .

Y Y m l
h

H

l

HA
D

B
D= − − = +⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −Φ2 2

2
2

2 21

2

2

3
ω α αsin cos

−m
l

2
2 2

2
ω αsin = + −⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1

2

2

3
12

2
2

2 2m l
h

H

l

H
ω α αsin cos .
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������ 48. @"�	�	��
4 $�����	 ����

����	���  �� "��"�
��� " �  �� "��-

+�"��� � "�� ���!	��� � "��
������ ��-

����� ������
4�  ���/� ������

�	�
����4��� ��� ����������� 
�����-

�� ������ ��, �������� ��

� ������  ��, ���"���=	�����

"�� �����  � ��� ���!	���. ���-

�
����	 �	=�� "��"�
����� � "��+�"-

�����  ��; ��

(���. 127). 

��A����. 1. *�$	�	� ������ ��	� ��-

������
  � 
���	 " (���. 128).

2. ���"���=�� 
������ � "������
�

. * ?
�� �����	 $�����	 ���� ����	-

���  �  $���
 ���"���=	�� "����-

�	�4�� ��� y, ��"����	�� � "��
���"�-

��=��	 �
����� �	��
���  �  �

����� �� "� �	�����	.

��� �"�	�	�	��� �	��
��  �

 ���"��4��	��� �����	����� (2) �

(4) ���
	�� �����	��� (6.18), ��
���	 �

������ �����	 $���
 ��	
4 ���

                                                                                                                        (1)

     (2)

@
���� 

(3)

��� �"�	�	�	��� 
	�
��$	=���� ���	�
�  "���	��� 
	��	��

����	��� — Y
	��	��:

#�
. 127

#�
. 128

N1 N2

ω π= 5

m = 24 r =10

l = 30

α = 45

h = 50 AO OO= =1 15

Axyz

yAz

N1 N2

YA YB

YA

YB

ΣY Y Y myA B C= + + =0 02; ;ω

ΣM Y h mg OO l Ix B yz= − − +( ) − =0 2 01
2; / sin .α ω

Y
mg OO l I

hB
yz= −

+( ) +1
22/ sin

.
α ω

I yz
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(4)

��	  — 
	�
��$	=��� ���	�
 ��	�
�� �
����
	�4�� ��	�  � , "�-

����	�4��� ���� y � z � "������!�� �	�	� 
	�
� ���� 
�������, ��
����
�������	� "� ������	 (3.32): 

(5)

,  — ��������
� 
	�
�� ���� 
������� � ���� ; ,   — ���	�
�

��	�
�� 
������� �
����
	�4�� ������� 
	�
���4��� ��	�  � .

������	 ���	�
� ��	�
�� �"�	�	���
�� "� ��������

#����

��������
� 
	�
�� ���� 
������� 

A ��	
�� ?
��� 
	�
��$	=��� ���	�
 ��	�
��

>� ������	 (3) �"�	�	��	� :

I I my zyz y z C C= +
1 1

,

I y z1 1
y1 z1

I
I I

y z
y z

1 1 2
2=

−′ ′
sin ;α

yC zC Axyz I y′ Iz′

′y ′z

I
ml mr

I
mr

y

z

′

′

= +

=

2 2

2

12 4

2

;

.

I
ml mr mr m l

ry z1 1

1

2 12 4 2
2

8 3
90

2 2 2 2
2= + −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟sin sinα = −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

m l
r

8 3

2
2 .

y OO l

z AO OO l

C

C

= +( ) = +( ) =

= + +( ) =

1

1

2 15 15 45 15 2

2 1

/ sin sin

/ cos

α

α

��;

55 15 2 15 1 2+ = +( ) ��.

I
m l

r myz = −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + ⋅ ⋅ +( ) =

= −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

8 3
15 2 15 1 2

24

8

30

3
10 24

2
2

2
2 ⋅⋅ +( ) = ⋅15 2 2 19 036 752 , .�� ��2

YB
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G��� (–) �������	
 �� 
�, �
� �	��
��  � �	��
��
	�4���
� ��"����	��

"��
���"���=�� ���������� �� ������	 ��"����	���, 
.	. ��	��. ����	��	

, ��	����
	�4��, $��	
 ��"����	�� �"���� � ����� 1,039 �%.

&� �����	��� (1) �	��
�� 

� ��"����	�� ��	��, � ����	��	 , ��	����
	�4��, ��"����	�� �"����.

J��� $� ��4� ���!	��� �������4 ��4 Cz, 
.	. "������!�� �	�	� 
	�
�

����, 
�  � .

#����

* ?
�� �����	 


.	. "���	��� � 35 ��� �	�4+	, �	� � "	���� �����	.

6.4. O����������� ������ D���!��=�

����!��=�� ������	
�� ����	
�����	 
�	���	 
	��, $��
��
���!��!		�� ������ ��� ����	
���, ���� 
���� ��
���� ��
�-
	
�� �	"����=���.

#���	 ���=	��	 ����	
�� ��	���	����. >���=	��	 
	�� �
�	"����=��� ���
	�	 ��������
 Oxyz �"�	�	��	
�� ������
F��	�� (���. 129: ψ — ���� "�	
	����; ϕ — ���� ��$�
�	�����
���!	���; θ — ���� ��
�
��).

>����=��� ���
	�� ��������
 Ox1y1z1 ������� � 
	���.
* �$!	� �����	 
	�� ��=	
 ����
����
4 � 
�	� ���!	����: ��-
���� ��� z � ������� ������
4� ωψ "�	
	����, ������ ��� z1 � ��-
����� ������
4� ωϕ ��$�
�	����� ���!	��� � ������ ����� ��-
��� $< � ������� ������
4� ωθ ��
�
��.

YB = −
⋅ +( ) + ⋅

= =

= −

−24 9 8 0 15 0 15 45 19036 75 10

0 5

519 5

0 5

10

4, , , sin ,

,

,

,

339 1 039H �%= − , .

YB

N YB2 = −

YA

Y Y myA B C= − − = − ( ) ⋅ ⋅ = − = −ω π2 2
1039 5 24 0 15 2 217 2 0 217, , ,H �%

N Y"1 = −

y zC C= = 0 M mgx ( ) = 0

I I
m l

ryz y z= = −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = ⋅

1 1 8 3

24

8

30

3
10 600

2
2

2
2 2�� �� .

Y Y YA B B
D= − = −

Y
h

I HB
D

yz= − = − ⋅ ( ) ⋅ = − = −1 1

0 5
5 0 06 29 61 0 02962 2ω π

,
, , , �%,
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A�	���	���	 ���=	��	 ���	�+�	
 ������ (���. 130), � 
��=	

�=	��� ���������� ����, ��
���� ������	�	��� ���!�	
��
������ ���� "	�	�	���!���� � ����� 
���	 ��	� (���. 131).

*����� (��. ���. 130) — �������" � 
�	�� �
	"	���� ���$�-
�� "�� θ ≠ const, � ����� — 	��� θ = const. ���� (���. 131) —
�������" � ����� �
	"	���� ���$��� — �	��������	 ���!	���
������ ��	� ""′ � ��′, 
.	. z1 � z.

�!������!��: D���!��= — �������	+	���� �������", �	"�-
���=��� 
���� $ ��
����� ���"���	
 � 
	�
��� ���� �
(���. 132), � "��
����� �����	 �������" ������	
�� 
�=	���,
��"���	� ������.

#�
. 129 #�
. 130

#�
. 131 #�
. 132
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A�
4 :���������
�, ��� ����������
�, ��
��� �������"� ��-
�
��
 � 
��, �
� � $��
�� ���!��!	���� �������"� ������� ���-

���
4  "�	
	���� ���� "� �����	��� � ������� ������
4� ωϕ

��$�
�	����� ���!	���, � ����  ��
�
�� θ ��
�	
�� "���
��	���
"��
������. C$����
��� ������� ������
4 
	�� "�� ��	���	-
���� ���=	��� ����� �	��	
���	���� ����	 ������� ������
	�
"�	
	����, ��$�
�	����� ���!	��� � ��
�
��, 
.	 

.                            (6.24)

>�?
��� �$����
��� ������� ������
4 �������"�, "������� ��
�������	

 (6.25)


.	. �	�
��  ��"����	� "� z1 (��� ��$�
�	����� ���!	���).

#���� ���	
��	���� ���	�
 $��
�� ���!��!	���� ����-
���"� �
����
	�4�� �	"����=��� 
���� $ ���	�

(6.26)

� ��"����	� "� ��� ��$�
�	����� ���!	��� (��4 z1) � �
�����,

�
���� ?
� ���!	��	 ����� "��
�� ������� �
�	���.

> � � � 	 � � � � 	.  * �$!	� �����	 �����4 ���	
��	����� ���	�
� "��
���!	��� 
	�� ������ �	"����=��� 
���� �"�	�	��	
�� �	�	� 	�� "��	�-


�� �� ��� ��������
, ��"���	�, �� "����=��	 , "� ������	 

       (6.27)

#�� ��� ��� �������"� "����=��	 ��� �����
�� �������� ����� ��	�-


�� ��� 
���� O, 
� "��	�
�� �	�
���  �� "����=��	 ���

 

 

ωψ

ω ω ω ωψ ϕ θ= + +

ω

ω
ψ

θ

≈

≈

0

0

;

;

ω ωϕ≈ ,

ω

L I IO O z= ≈ω ωϕ1

Ox y z1 1 1

L L L LO O O Ox y z
= + +

1 1 1

2 2 2 .

LO

L L IO x x xx1 1 1 1
= = ω ;

L L IO y y yy1 1 1 1
= = ω ;
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%� 

* ������ 
	���� �������"� "���=	�� 
	��	�� �	����, ���-
���
�	���� � ". 4.12.

(6.28)

��	  — ������� ���	�
 ��	+��� ��� �
����-


	�4�� 
���� $;  — ������
4 ���
� �	�
��� . 

�!��"�4� !"�:!�"� D���!��=�. ������
��� ��
������+		��
���!�
	�4��	 ���=	��	 ��
�
��	����� �������"� � �������
������
4� ωϕ (���. 133).

A��� 
�=	�
�  � �	��
��  ��� �������	+	�� � "��-

��=	�� � 
���	 $. >�?
��� 


.	. �	�
��  ��
�	
�� "��
������ "� �	�����	 � ��"����	-

��� � ��	�
���4��� ���
	�	 �
��	
� (��4 z1 �	 ���	��	
 ���	-

L L IO z z zz1 1 1 1
= = ω .

ω ω

ω ω ωϕ ϕ

x y

z O z zL L I
1 1

1 1 1

0 0= =

= ⇒ = =

; ;

.

dL

dt
M F uO

O
k

n

k
e= ( ) =

=
∑

1
,

M F MO
k

n

k
e

O
e

=
∑ ( ) =

1

u LO

#�
. 133

G RO

M
dL

dt
LO

e O
O= ⇒ = ⇒ =0 0 const,

LO
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�� "	��������4���� "���=	��� �	�������� �
 
���, � ����� "�-
��=	��� ��� ���������4) (���. 133).

���"�� !"�:!�"� D���!��=�. @�4 $��
�� ���!��!	���� ����-
���	+	����� � 
�	�� �
	"	���� ���$��� �������"� ��
������
�������	
 ���	 ��"����	��	 � ��	�
���4��� ���
	�	 �
��	
�.
����� ��� 
����� ����
 �����
4 ��$��
�� ��� �������"�, ��
�	 �
����	��	 �
 "	��������4���� "���=	���. F
� �����
��
+����� ��"��4��	
�� � ��������� ������
������ "��$���� �
�
�$�����
���� ���=	���.

������
��� �	��
��	 �	��
���� ����  (��� "��� ���) ��
�������	+	���� �������", ������!���� � ���
����� "����
(���. 134, �).

>��
4 ����  "����=	�� "	�"	���������� � ��� "����!	-
���� �������"� � 
���	 ", �
�
��!	� �
 
���� $ �� ����
�����
d, "�����	�4�� ��� y. #���� ?
� ���� ������
 �
����
	�4�� ���

x ���	�
 . *	�
��  ��"����	� ����4 ��� x,

������ ��
���� �������" $��	
 ���!�
4�� � �	��
���� �������
������
4� . ���=	��	 �������"� ��=�� �"���
4 ����	�	�-

���4��� �����	��	� ���!�
	�4���� ���=	���

F

#�
. 134

F

M M Fdx
e= =0 M e

0

ω

I
d

dt
Mx x

ω = = const.
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>����
	�����	� ?
� �����	��	, ����	��� "	�	�	���	, ���-
�	� ������� ������
4 ���!	��� �������"�:

(6.29)

��	  — ��	�� �	��
��� ����;  — ���	�
 ��	�
�� �������"�

�
����
	�4�� ��� x.

>���	 "�	���!	��� �	��
��� ����  �������" $��	
 "�����-

=�
4 ���!�
4�� "� ��	�
�� ������ ���  � "��
������ �������
������
4�, ��
���� �� "���$�	� �� ��	��  �	��
��� ����.

#	"	�4 ������
��� ������	 "��
������ ���� ��� "���
���, �	��
���!�� �� ��4 $��
�� ���!��!	���� �������"�
(���. 134, �).

>�� �	��
��� ����  (��� "��� ���) �� 
�
 =	 �������",

���!��!���� ������ ��� ����	
��� (��� ) � $��4+�� ����-

��� ������
4� , �� � ���
�	
�
��� � 
	��	��� �	���� ����	


���!�
4�� ������ ���  � �	��
���� ������� ������
4� ,


�� ��� ������� ���	�
 ��	+��� ��� �
����
	�4�� 
����

 ��"����	� "� ��� , � ������
4  ���
� �	�
��� ���	-


��	����� ���	�
�  ���"���	
 "� ��"����	��� � .

#���� �$�����, � ?
�� �����	 ��	!	��	 ��� $��
�� ���!�-
�!	���� �������"� "��������
 �	 "� ��"����	��� ����, � "�

��"����	��� 		 ���	�
� �
����
	�4�� 
���� . ���=	��	,
���	�+�	��	 ��4� �������"� "�� �	��
��� "��
������ ����,
������	
�� ���&�

���, � ������� ������
4 ?
��� ���!	��� ��-
����	
�� ���
�
� 
	
�

��� ���&�

��.

A�����
4  
���� ���
� �	�
��� , ��
���� ���!�	
��

������ ��� y, �"�	�	��� "� ������	 F��	��:

. (6.30)

#�� ��� , 
�

d
M

I
dt

M

I
x

x

x

x

t
ω ω τ

ω

τ
τ

0 0
∫ ∫= ⇒ = ,

τ Ix

F

Ox
τ

F

z1

ωϕ

y ωψ

O MO
e x u

L0 MO
e

O

u LO

u L IO O= × = ×ω ω ωψ ψ ϕ

u MO
e=
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. (6.31)

@
���� ������� ������
4 "�	
	����

 — ����� "�	
	����. (6.32)

������ !"�:!�"� D���!��=�. >�� �	��
��� ���� (��� "���
���) �� ��4 $��
�� ���!��!	���� �������"� ��� �
�����
��
�
 "	��������4���� "���=	��� � ��"����	���, "	�"	�����-
������ � ?
�� ���	, � ����	
 ���!�
4�� ������ ���, "�����	�4-
��� ���	, � "��
������ ������� ������
4�. F
� �����
�� �����-

	��� 
��=	 � ��� 
�=	���� �������"� 
�"� ������ (��. ���.
130). @����� � ?
�� �����	 "�	
	���� $��	
 "��������
4 ��-
���� ��� z (���. 135, �).

* ���	�
 "�	���!	��� �	��
��� ����  ������� ���	�

��	+��� ��� �
����
	�4�� 
���� O �����	
�� ���� � � ���4-
�	�+	� ��
�	
�� ������ ����. >�?
��� ������� � ?
��� ��-

�	�
� , 
.	. ��4 ����	
��� �������"� �����	���

��
��������	
�� � 
�� "���=	���, ��
���	 ��� �������� � ��-
�	�
 "�	���!	��� �	��
��� ����. ���� �
����	��� �� ��	�� 
�	��
��� ���� ��=�� �"�	�	��
4 ��	���!�� �$�����:

u I Iz z= × =
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ω ω ω ω ω ωψ ϕ ψ ϕ ϕ ψ1 1

sin ,
^

ω

ω ω ω
ψ

ϕ ϕ ψ

=
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

M

I

O
e

z1
sin ,

^

#�
. 135

F

u MO
e= = 0

τ
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        (6.33)

&� �����	���  (6.33) ��	��	
, �
� ����  
	� �	�4+	, �	�
$��4+	 ��$�
�	���� ���	
��	���� ���	�
 �������"�. >�?
�-
�� "�� ���
�
���� $��4+�� ���	
��	���� ���	�
	 �������"�
� ���
����	�	���� �	��
��� ���� ��4 �������"� "��
� �	 �
-
�����	
�� �
 ���	�� "	��������4���� "���=	���.

#���� �$�����, $��
��	 ���!	��	 ���$!�	
 �������"� �"�-
��$���
4 "��
����	��
����
4 �����, �
�	��!���� ���	��
4
��"����	��	 	�� ��� ���!	���.

������ 49. *����� �	��� G ���!�	
�� ������ ��$�
�	���� ��� � ����-
��� ������
4� ωϕ, �
������+��4 "�� �	��
��	� ���� 
�=	�
� �
 �	�
�-

���� �� ���� θ.
����
����	 �
 �	"����=��� 
���� $ �� 
	�
�� ���� OC = d, ���	�


��	�
�� ������ �
����
	�4�� ���  (���. 135, �). @"�	�	��
4, � ��-

��� ������� ������
4� ������ �	�
����4��� ��� ���!�	
�� ��4 ����	
-
��� �������"�.

��A����. %� ������ �	��
���
 ��	+��	 ����: ���� 
�=	�
�  � ����

�	��
��  (���. 135, �). ������� ���	�
 ��	+��� ��� 

 %� ��������� ������� (6.32) 

&� "����	����� ����=	��� ��	��	
, �
� �	� $��
�		 ���!�	
�� ����-
���" ������ ��$�
�	���� ���, 
	� �	�4+	 	�� ������� ������
4 "�	
	����.

#����!���! ���&�

�! ���

	
�� — ���=	��	 �������"� � "�-
�
������� �������� ������
��� ωϕ ��$�
�	����� ���!	���,
ωψ "�	
	���� � "��
������ ����� θ ��
�
��.

6.5. ����!��=���!��: ������, 
D���!��=���!��� ����%��

������
��� ���=	��	 �������"� � ����� �
	"	���� ���$���.
�������" (���. 136) "�	��
����	
 ��$�� ����, ���!��!��-

�� ������ "	�	�	���!���� � 
���	 $ ��	� z1 � z. @�4 ��$�
�	�-
���� ���!	��� ����	"�	�� � �"���� " � �.

α ω τ
τ

ω
τ

ωψ
ϕ ϕ

= = =
M

I

Fd

I

O
e

z z1 1

.

α

z Iz1 1
−

G

R | |MO
e =

sin sin .GOC Gd= =θ θ

ω
ω θ

θ
ω θ ωψ

ϕ ϕ ϕ
= = =

| |

sin

sin

sin
.

M

I

Gd

I

Gd

I
O
e

z z z1 1 1
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>��
4 ������� ������
4 ��$-
�
�	����� ���!	��� ωϕ � ����-
��� ������
4 "�	
	���� ωψ ��-
���� "� �	�����	 � ��"����	-
���. #�	$�	
�� �"�	�	��
4 �	-

��
��  �  �"�� " � �.

* ���
�	
�
��� � 
	��	���

�	���� — . '��	�
 ��	+-

��� ��� �
����
	�4�� 
���� $

 $��	
 �������
4�� �	��
�-

���  � �"��, ���"���-

=	���� � "������
�, � ��
���� , � ��	����
	�4��, � �	�
��

 $���
 "	�"	����������. #�� ��� �������" ���"���=	� ���-
�	
����� �
����
	�4�� �"��, 
� RA = RB, �

>�?
��� � ��	
�� ������� (6.31)

. (6.34)

#�� ��� � ��+	� �����	 θ = 90°, 
� sin θ = 1. #����

 (6.35)

* ���� ��	�	�4 � �"���� $���
 �������
4 ����	��� , ���-
��	 "� �	�����	 �	��
���, �� ��"����	���	 � "��
���"���=-

��	 �� �
�����, 
.	.  � .

�	��
��  � ����	���  �������
�� ���
�	
-

�
�	��� ���

	
����
	��� ���	&�!�� � ���

	
����
	��� �����-
��!��.

J��� � ���!��!	���� �������"� "����=�
4 ������� ��-

�	�
 ��� ��	�
��  �������"� �
����
	�4�� �	"����=���

#�
. 136

RA RB

u MO
e=

MO
e

RA RB

MO
e

u

M M R R R ABO
e

A B A= ( ) =, .

R R
I

ABA B
z= = 1
ω ω θψ ϕ sin

R R
I

ABA B
z= = 1
ω ωψ ϕ

.

N

N RA A= − N RB B= −

R RA B, N NA B,

MO
Φ
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	�� 
����, 
� � ���
�	
�
��� � "���
�"�� �����$	�� "������
�������	+	���� ���
	�� ���, 
.	.

(6.36)

��	 

#����

(6.37)

J��

	
����
	�� �
����
�  — ������	
�� ����=	��	

, ��
���	 "�	��
����	
 ��$�� ������� ���	�
 ���

��	�
�� �������"� �
����
	�4�� 	�� �	"����=��� 
���� $.
#���� �$�����,

(6.38)

�������"��	���� ���	�
 ��=�� "�	��
���
4 ��� ���	�

�������"��	���� "��� ���, ��
����� � �����
�� ���� ����	-

��� � �"����, 
.	. 

G���	��	 ?
�� ��� �����

(6.39)

�
� ���������� (6.34).
>�� �	��
��	� �������"��	���� "��� ��� ����	��� �� "��-

+�"���� ���
	�� ��=	
 "	�	�	!�
4��. >��� ��� 

�
�	��
�� ����	�
�
4 ��4 ���!	��� �������"� � ��4� "�	
	����.
���"��� �.�. T?��"!��D�. J��� $��
�� ���!��!	���� ��-

�����"� ���$!�
4 ����=�	���	 "�	
	�������	 ���=	��	, 
�
�������	
 �������"��	���� "��� ��� ����	��� �� �"���, �
�	-
��!���� ���
���+�� "�
	� ���"���=�
4 ��4 �������"� "����-

�	�4�� ��� "�	
	���� 
��, �
�$� �	�
���  �  ���"�����.

F
� "������ ����+� �����
����	
�� ���. 136, �� ��
�����

�����, �
� �������"��	���� "��� ���  �
�	��
�� "�-

�	���
4 ��4 "� (�	�
�� ) �� ���"��	��� � ��4�  (� �	�
�-

��� ) "��
�� ���� ������� �
�	���.

M M M MO
e

O O O
e+ = ⇒ = −Φ Φ0 ,

M L I IO
e

O z z= × = × = ×( )ω ω ω ω ωψ ψ ϕ ψ ϕ1 1
.

M I IO z z
Φ = − ×( ) = ×( )

1 1
ω ω ω ωψ ϕ ϕ ψ .

M�

Iz1
ω ωϕ ψ×( )

M M IO z� = = ×( )Φ
1

ω ωϕ ψ .

M M N NA B� = ( ), .

N N
M

AB

I

ABA B
z= = =

| | sin
,� 1

ω ω θϕ ψ

N NA B,( )

ωϕ ωψ

N NA B,( )
ωϕ z

ωψ
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��=��!4 � ;�$���� $�� !�����������

1. >���	��
	 ����	�	�
���4��	 �����	��� "��
�"�
	�4����, ���!�-

	�4���� � "�����"�����	�4���� ���=	��� 
�	����� 
	��.

2. >�� ����� �������� 
	�� ���!�	
�� ������ �	"����=��� ���:
�) �����	���; $) ������	���; �) ���	��	���?

3. * �	� �
����	 �����	����� ���
���� �
 ��
	��
��	�����?
4. <
� 
���	 "���	�	���� ����� �����	����� ���
����? ��� ��� ��-

�����	
��?
5. A "���!4� ����� �$!�� 
	��	� �������� ��=�� "�����
4 ����	-

�	�
���4��	 �����	��� "������� ���=	��� 
�	����� 
	��?
6. <	� �$������	�� �������	���	 �	��
�� "��+�"����� "�� ���!	-

��� 
�	����� 
	�� ������ �	"����=��� ���?
7. >�� ����� �������� �������	���	 �	��
�� ��� �������	���	 ���-

�	��� �� �"��� "�� ���!	��� 
	�� ������ �	"����=��� ��� $���
 �
��
-
�
����
4?

8. <
� "�	��
����	
 ��$�� �������"?
9. * �	� ���$	����
4 ?�	�	�
����� 
	���� �������"��?
10. >���	��
	 �����	���	 �����
�� ��
�
��	����� $��
�� ���!��!	-

���� �������"� � 
�	�� �
	"	���� ���$���.
11. <
� 
���	 �	�������� "�	
	���� �������"�?
12. ��� �"�	�	���
�� �������"��	���	 �	��
�� �"��?

�DC*C 7. ������	� 
� ����	&	+���
U ��J��	�


7.1. �!��"�4� =������ ���������!��: ��@�����

���������!��� ��@����� — �$���
4 (����	�) �	������, � ��-

���� �����	
�� ���=	��	 ��� ������	��	 �	�����	���� ���-

	� � "���!4� �$!��, 	����� �����
��	���� �	
����, "���	-
��	��� ��� ��$�� �	�����	���� ���
	�.

'	
��� �����
��	���� �	������ $������
�� �� ��"��4��-
����� ������ "���
�� � 
	��	
��	���� "���=	��� ���	��
�-
�� � ��������.

* ���� ��	�	�4 "���	�	��	 �	
���� �����
��	���� �	��-
���� "�	�"�����	
 ��	�	��	 ���� ����� "���
��, 
���� ���:

• �����=��	 (���
���4��	) � �	��
��
	�4��	 "	�	�	!	���; 
• �$�$!	���	 ��������
�, ������
� � ����; 



225

• ��	��4��	 �����; 
• �����=��� ��$�
� ���� � ��.
* �����	 �����
��	���� �	������ �	=�
 �$!�	 "���
�"�

�	������.
����%�=4 ��@����� — "���=	��� (�
�	�=�	���), �� ��
�-

��� �����
��	���� "�
	� "������
 �����	��� ���=	��� ���
������	��� �	�����	���� ���
	�. ��� � �������, ��� ��"��4-
���
�� � ���4�	�+	� ��� 
	��	
��	���� �$���������, ������-

	�4�
� � �������.

7.1.1. *���
 
 
/ 
�	��
+

	�
�

�"�;� — ��$�	 �������	��� � ���	 
	� ��� �����-��$� ���	-
��
��	���� �������, ���������	��	 �� ���=	��� 
��	� �	��-
���	���� ���
	��. F
� �������	��� ����
 $�
4 ��"����� � ��-
�	 �����	��� ��� �	���	��
�. %�"���	�, ����4 � ���	 �	��
�-
��� "��	�����
� �"�����	
�� �����	��	�

f(x, y, z) = 0. (7.1)

J�
�������
	�� 
�!�� — �����, �����	��� ��
���� ���	�=�


��4�� ��������
� 
��	�, 
.	. �������	��� ����������
��

��4�� �� ��������
� 
��	�. F
� ����� � ���	 
	�, "��	�����-

	�, ����� � 
.".

[�**����&�������, ��� 	���������
	��, 
�!�� — �����, ��-
��������!�	 �������	��� �	 
��4�� �� ��������
� 
��	�, ��
� �� �� ������
�.

�����	��	 
���� �����

      (7.2)

* ������ �����	 �����	��� ����	� �����
�� ����	�	�
�-
��4���� �����	����� ��� ��������
 
��	�.

J
�
�
���� 
�!�� — ��	 �	��	
���	���	 ����� � 
	 ����	�	�-

���4��	, �����	��� ��
���� ����
 $�
4 "����
	���������.

)��
�
�
���� 
�!�� — ����	�	�
���4��	 �	��
	�����	��	
�����. %�"���	�, ����4, ���������	��� �� ���=	��	 ���4��
�������
� "� �4�� (���. 137), ����	
�� ����	�	�
���4���, 
��
��� ���������	
�� �������	��	 �� ��"����	��	 ������
� 
��-
�� � ������� ���4�� �� �4��� (���	� ��		
 ��"����� �����),
� ��	���, ������
4 ���=�� $�
4 ��"����	�� "� ����
	�4��� �

��	�
����, � 		 "��	�
�� �� ������4 ���=�� $�
4 ����� ��-
��, 
.	. �	 ���=�� $�
4 $������� ����4=	���. 

f x y z x y z( , , , , , ) .= 0
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�����	 ������	 ��=	
 $�
4 ��"����� �����	��	�

 (7.3)

J��� ���� ϕ ��
�	
�� "��
������ "�� ���=	���, 
� 
����
����	�	�
���4��� ����4 ����	
�� ��
	�����	���.

��� ?
��� ��"�+	� �����	��	 (7.3) � ���	 

(7.4)

>����
	�������� �����	��	 (7.4), "������ 

. (7.5)

>����	���	 �����	��	 ����	
�� �����	��	� �	��	
���	-
���� �����, � ����4, �"�����	��� �����	��	� (7.4), ����	
�� ��-
��������. J��� $� ����  �	 ��
������ "��
������, 
� ����-
�	��	 (7.4) �	�4�� $��� $� "����
	�������
4, ����4 �������4
$� �	����������. #���� �$�����, "������	�	�
������ ����-
�	��	 �	��	
���	���� �����, ��=�� "�����
4 ����	�	�
���4-
��� ����4.

&� ����	�	�
���4���, ��� ���	��
��	����, ����	� �	��	
��-
�	���	 ����� �	 ��	��� ��=�� "�����
4, 
�� ��� �����	��� ���-
�	�	�
���4��� ����	� �	 ��	��� ����
 $�
4 "����
	���������.

���&�
������ 
�!�� — �����, � �����	��� ��
���� �	 �����

���� ��	��. %�"���	�,  �	��	
���	����  �
�
��������  ����4  �

#�
. 137

tgϕ = =
V

V

y

x
Cy

Cx

C

C

.

tgϕ ϕ= ⇒ =
dy dt

dx dt
dy dxC

C
C C

/

/
.tg

y xC C= tgϕ

ϕ
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���	 �	�	������ =	�
����
�
	�=�� ����� l, �����������-
!	�� "	�	�	!	��	 ��
	����4-
��� 
���� M(x, y, z) (���. 138),
�"�����	
�� �����	��	�

(7.6)

* ?
�� �����	 �� �
	�=	�4
����=	�� ����4 � ���	 +�����-
�� +������ $, "�������!	��
"	�	�	!�
4�� �
	�=�� � "��-
�
����
�	. >�?
��� 
���� �,
��� ��
���� ����4� ����	
�� =	�
��� �
	�=	�4, $��	
 "	�	�	-
!�
4�� "� ��	���	���� "��	�����
�.

)�
��&�
������ 
�!�� — �����, ���	���!�	�� � 
	�	��	�
��	�	��, 
.	. � �����	��� ��
���� ���� �����
 ��	��.

J��� � ������
�	���� ��+	 "���	�	 ��	�
� �
	�=�� $��	

��
4, ����� ��
���� � 
	�	��	� ��	�	�� ���	��	
��, 
.	.
l = l(t), 
� 
���� ����4 $��	
 �	��	
���	���� �	�
�
��������.
F
� ����4 "������	
 
���	 M ���	�+�
4 ���=	��	 �	 
��4��  "�
"��	�����
� ��	�� �������, ������� ����	 l, �� � ���
�� ?
��
��	��. >�?
��� 
���� ����4 �	 ����	
�� ��	�=����!	� � �"�-
����	
�� �	���	��
���

. (7.7)

[��
�
�
���� (������������) 
�!�� — �����, �����������-
!�	 ���=	��	 
���� � ���� "��
���"���=��� ��"����	����
(���. 139, �). #���	 ����� �"������
�� �����	�����. %�"��-
�	�, ����4 � ���	 =	�
���� �
	�=�� (��. ���. 138, (7.6)). 

$��

�
�
���� (��������������) 
�!�� — �����, ��������-
���!�	 ���=	��	 
��4�� � ����� ��"����	��� (���. 139, �).
#���	 ����� �"������
�� �	���	��
����. %�"���	�, ����4 �
���	 ��
� ��	�
� =	�
���� �
	�=�� (��. ���. 138).

#�
. 138

x y z l2 2 2 2 0+ + − = .

x y z l t2 2 2 2 0+ + − ( ) ≤

#�
. 139
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>���	��� �����
�����	� �	��	�=����!	� ��� ����$�=-
���!	� �
�
�������� ����� ����	
�� ��	���	���� "��	��-
���
4 (���. 140).

#���� �, �������4 "� ��	+�	� "��	�����
� +��� (���. 140, �),
��=	
 �
�	��
4�� �
 ?
�� "��	�����
� � "	�	�	!�
4�� ���$��-
�� �� ��	+�	� �$���
� �����. #���� ����4 �"�����	
�� �	��-
�	��
���

. (7.8)

J��� 
���� ���=	
�� ���
�� ��	���	���� �$������
(���. 140, �), 
� �
�	���+��4 �
 �����, ��� ��=	
 ���$���� "	�	-
�	!�
4�� ���
�� ��	��. #���� ����4 �"�����	
�� �	���	��
��� 

. (7.9)

7.1.2. �����(��� (�
��%	�����) 

 ������
������� ������0��
�

�
��
����� (������������) ����������!�� 
��	� �	��-
���	���� ���
	�� �������
�� ���$��=�	��	 $	����	��� ��-
��	 "	�	�	!	���, ��
���	 ��"�����
 ����=	���	 �� ���
	��
�����.

*����=��� "	�	�	!	��	� �	�����	���� ���
	�� ������-
	
�� ������"���
4 ������	�	���� �����=��� "	�	�	!	���

��	� ���
	��, ����	�
���� �� �������.

>��
4 �	�����	���� ���
	�� — �����+�"��-+�
����� �	-
������ (���. 141). *����=��� "	�	�	!	��	� 
���� " ����	
-

#�
. 140

x y z r2 2 2 2 0+ + − ≥

x y z r2 2 2 2 0+ + − ≤
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�� "	�	�	!	��	 , ��
���	 � ���� 	�� �����
� ���
�	
�� "��-

�����	���� � ��"����	���� "	�"	���������� � $". *����=-
��� "	�	�	!	��	� 
���� � ("������) ����	
�� "	�	�	!	��	

 � ��"������!��. *����=��� "	�	�	!	��	� �����+�"�

$" ����	
�� "�����
 �� ���� δϕ1, � +�
��� "� — �� ���� δϕ2 ��-
���� 'WA (
���� #).

*�	 ?
� "	�	�	!	��� ����
 $�
4 ��"����	�� 
��, ��� �����-
�� �� ������	, ��$� � �$��
��	 �
�����.

J��� ��
	����4��� 
���� ����-
��
�� �� �	��
���� "��	�����
�
(���. 142), 
� ��� ��		
 ���=	�
-
�� �����=��� "	�	�	!	���, ���-
"���=	���� � "������
�, ����
	�4-
��� � ?
�� "��	�����
�.

[��
����������� ����������-
!�� 
��	� ���
	�� �������
��

��=	 ?�	�	�
����	 "	�	�	!	-
���, ��
���	 ��"�����
 ����-
=	���	 �����, �� � ��	
�� ��-
���4��� ������� ���=	��� � �	��
���!�� �� ���
	�� ���.

J��� "���=	��	 
���� �"�	�	��	
�� ��������-�	�
���� ,


� 		 �����=��	 "	�	�	!	��	 $��	� �$������
4 , � �	��
��-


	�4��	 — .
* �����	 �
�
�������� ����	� �	��
��
	�4��	 "	�	�	!	-

��	 
���� ���"���	
 � ����� �� 		 �����=��� "	�	�	!	���.
��� �	�
�
�������� ����	� "�� �����=���� "	�	�	!	�����

��	� ���
	�� "������
�� ���$��=�	��	 $	����	��� ����	
"	�	�	!	��� "�� �����	��� ��
�����	���� (������=	����)
������. * ?
�� �����	 �	��
��
	�4��	 "	�	�	!	��	 
���� �	
��=	
 ���"���
4 �� � ����� �� ���=	�
�� 		 �����=��� "	�	-
�	!	���, ��
���	 ��"����	
 ����=	���� ����4.

#�
. 141

δrA

δsB

#�
. 142

r

δr

dr
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7.1.3. �����(�	� �	���	 �
��

�
��
���! ���
�� 
��� — $	����	���
����� ��������� �	������, ������
���������� "�����	�	��� �	�
��� ��-

��  �� �	�
�� �����=���� "	�	�	-

!	���  
���� 		 "����=	���, 
.	.

 (7.10)

��	  — "����!	��	 �������-�	�
��� , �����4 ��
����� 
���	� "	�	�	!	��� 
���� "� 
��	�
���� (���. 143).

#����

. (7.11)

*����=��� ��$�
� ����  "�� ���!�
	�4��� ���=	��� 
	�� 

, (7.12)

��	  — ���	�
 ���� �
����
	�4�� ��� ���!	���; δϕ —

�����=��	 ������	 "	�	�	!	��	 
	��.
*����=��� ��$�
� ���, "����=	���� � 
����� �	�����	-

���� ���
	��,

, (7.13)

��	 δ"k — �����=��� ��$�
� k-� ���� .

������ 50. ��� ��������� "���=	��� �����+�"��-+�
������ �	��-
����� �"�	�	��
4 �����=��� ��$�
� "����=	����� � �����+�"� ���!�-

�!	�� ���	�
� ��� � ���� , "����=	���� � "������.

��A����. A��$!�� �����+�"� "�����
 �� ���� δϕ, 
���� " "�����


"	�	�	!	��	 δsA, � 
���� � —  (���. 144). #����

#�
. 143

F

δr

δ δA F r= ⋅ ,

δr r δs

δ δ δ δA F r F s F r= ⋅ =
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟cos ,

^

F

δ δϕA M Fz= ( )

M Fz
( )

δ δ δA A F rk
k

n

k
k

n

k= = ⋅
= =
∑ ∑

1 1

Fk

F

δsB

δ δ δ δ δϕ δA A A M A F M F sk
k

B= = ( ) + ( ) = −
=
∑

1

2

�� �� .
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#�� ��� δsB = δsA = OAδϕ, 
�

.

7.1.4. ���	����� ����


>��������� 
�!�!�� �������
�� �����, ���	$����	���� ���-
�� ?�	�	�
����� ��$�
 �	��
�� ��
���� �� ��$�� �����=���
"	�	�	!	���� 
��	� ���
	�� ����� ����, 
.	.

. (7.14)

&�	��4���� �����
�� ����� $	� 
�	���. * ?
�� �����	 ����
�	��
�� ����	� � �����=��	 "	�	�	!	��� 
��	� �� "����=	-

��� ������� "	�"	����������  � .

%�"���	�, ���=	��	 "������ � ������� ��"������!��.

J���  "��	�����
4  +	������
��,  
�  "�����  �	��
��    �	

"	�"	���������� . @����� � �����
��	���� �	�����	 
����
����4 ������� ������
�����
 ���
��	��4���, �� "�� ?
�� "�����

�	��
��  �����������
 ��

������4��� ���
�����!��  �
�� ����
	�4��� — ���� 
�	���

 ��
���� �
����
 � ����� ��-

����	��� ���  (���. 145).
#����

�����
, ����4 ��	��4���.

δ δϕA M F OA= − ⋅( )��

#�
. 144

δ δ δ δA R r R s R rR
k

k

n

k k
k

n

k k k= ⋅ =
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

= =
∑ ∑

1 1
0cos ,

^

R rk k⊥( )δ cos
^

,R rk kδ
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟
= 0

R

δr

#�
. 145

R

N

F
� ,

F

δ δA N rR = ⋅ = 0,
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>�� ���	��� ��
�� $	� ����4=	��� "� +	������
�� "��	��-
���
� ��� ��=	
 ������
����
4�� ��	��� ��� ��	��4��� ����4
�	�������� �
 
���, 	�
4 ��"��
���	��	 ���	��� ��� �	

(���. 146, 147).  

A���4=	��	 � 
�	��	 ���	��� �
��
�
���
 (��. ���. 146):

�����
, ����4 ��	��4���. 
%� ���. 147 ����4=	��	 �
��
�
��	
, 	�
4 ��"��
���	��	 ��-

�	���. @
�	�	�  � ����� ������	��� ��� . #���� ��-


�	
�� �	��
�� : 

 

�����
, ����4 ��	��4���.

G�	�4  — ���	�
 �	��
�� ����� �
����
	�4�� 
����

P — �����	����� 
	�
�� ������
	�.

*  ���� ?
�� ������� ��$�
� ���  �  ����� ���� 	!	 �

"�
���, �
� ��� "����=	�� � �	"����=��� 
���	 #, ��
����
����	
�� 'WA ��
��.

7.1.5. <���0����� 
����
�	�� 
 �
�����
. 
�
��� �������� ������� ��/	�
#��
�� �
�����

$�
������� 	

������� — �	��������	 ���� �
 ����� �	��-
����, ��
����� ���������� �"�	�	��	
�� "���=	��	 �	����-
�	���� ���
	��.  *  ���	�
�	  �$�$!	����  ��������
  �$����

#�
. 146 #�
. 147

δ δϕA M RR
P= ( ) = 0,

M��"� ≠ 0 F

R

δ δϕA M RR
P= ( ) = 0,

M RP ( )

N F�
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��$����
�� ������	 ��� ���	���	
"	�	�	!	��� 
	�, �����!�� � ���
	-
��. @$!		 �� �$�����	��	 q. %�"��-
�	�, ��� �����+�"��-+�
������
�	������� (��. ���. 141) �� �$�$-
!	���� ��������
� ��=�� "��-
��
4 ���� ϕ "�����
� �����+�"�
$", 
.	. q = ϕ. ��� ?���"
��	�����
���
���� (���. 148) — ��	 �$�$!	�-
��	 ��������
� q1 = x; q2 = ϕ.

$�
�������� 
	
�

�!�� ����-
���
�� "���������	 "� ��	�	�� �
 �$�$!	���� ��������


 � 
.�.

'�
�
 
������� ���$��� S �	�����	���� ���
	�� — ?
� ���-
�� 		 �	��������� �����=��� "	�	�	!	���, ��
���	 ��=��
���$!�
4 
����� ���
	�� � ������������� ���	�
 ��	�	��.

��� �	�����	���� ���
	�� � ����������� ������� �����
�
	"	�	� ���$��� ����� ����� �$�$!	���� ��������
. ��� 
�-
��� ���
	��, ���
��!	� �� n 
��	�, � �	���
���� ���
	�	 ����-
����
 �	�$������ ����
4 3n ��������
. >��
4 �� ���
	�� ����-
=	�� k ����	�. #���� ����� �
	"	�	� ���$��� S �	�����	����
���
	��

.         (7.15)

%� "���
��	 ����� �
	"	�	� ���$��� �	�����	���� ���-

	�� ���$�� �"�	�	��
4 "� ����� ��"����
	�4�� �������-
��	��� �������	��� (����	�), �$	�"	�����!�� �	"����=-
���
4 
	� ���
	��. %�"���	�, ��� ?���"
��	����� ���
����
(���. 148) S = 2, �����
, �
�$� ���
	�� �	 ��������4, �	�$����-
�� ����=�
4 ��� �������	��� — �� ���=	��	 "������ � �� ���-
=	��	 ��
� � ������.

7.1.6. *���� ����0����/ 
 ��
	�����/ 
����
�	�

�	���
��� ��������
� 
��	� �	�����	���� ���
	�� ����

$�
4 ����=	�� �	�	� �$�$!	���	. %�"���	�, ��� �����-
+�"��-+�
������ �	������� �$�$!	���� ��������
� q = ϕ
(���. 149).

#�
. 148

q
dq

dt
q

dq

dt1
1

2
2= =,

S n k= −3
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�	���
��� ��������
� 
��	� " � �

��	  � "� 
	��	�	 ������� 

#���� 

C��������� ��� 
���� �

��� ?���"
��	����� ���
���� (��. ���. 148) ��������
�

���� �

* �$!	� �����	 ��������
� ��=��� 
���� �	�����	����
���
	�� � S �
	"	���� ���$��� � ����������, ��	�=����!�-
�� �	�
�
��������� �������  �����
�� ����
���� �$�$!	�-
��� ��������
 � ��	�	��:

;

#�
. 149

x r r q

y r q
A

A

= =
=

cos cos ;

sin .

ϕ

x r lB = +cos cos ,ϕ α

cos sin ,α α= −1 2 sin
sin

.α ϕ= r

l

x r q l r qB = + −cos sin .2 2 2

x r AM r q AM
r

l
q

y MB MB
r

l
MB

r

M

M

= + = + −

= = =

cos cos cos sin ;

sin
sin

ϕ α

α ϕ

1
2

2
2

ll
qsin

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

⇒ =r r qM ( ).

x x l q l qM = + = +sin sin ;ϕ 1 2

y l l qM = − = −cos cos .ϕ 2

x x q q q tk k S= ( , , ..., , )1 2
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;

��� ������-�	�
�� k-� 
����

(7.16)

J��� ����� �
�
�������	, 
�  ����	
�� ����
�	� 
��4��

�$�$!	���� ��������
.

7.1.7. <���0����� �
�� 
 ������� 
/ ��#
����
�

*������ �����=��� ��$�
� ���, "����=	���� � �	����-
�	���� ���
	�	, � �$�$!	���� ��������
��. ��� ?
��� ����	�

����=	��	 �����=���� "	�	�	!	���  � ?
�� ��������
��.

��� k-� 
���� �����=��	 "	�	�	!	��	  "�	��
����	
 ��$��

$	����	��� ����	 "����!	��	 �������-�	�
���  (7.16), ��-

������	 ���	�	��	� �$�$!	���� ��������
 "�� ����������-
��� ��	�	�� t.

#���	 "����!	��	 �������-�	�
��� k-� 
���� ������	
�� ��-
���&��� � �"�	�	��	
�� "� ������	

.       (7.17)

*���=	��	 (7.17) ��=�� "�	��
���
4 � ��	���
�� ���	:

.    (7.18)

A ��	
�� ?
��� "�	�$����	� ����=	��	 (7.13) �����=���
��$�
� ���, "����=	���� � �	�����	���� ���
	�	:

,       (7.19)

y y q q q tk k S= ( , , ..., , )1 2

z z q q q tk k S= ( , , ..., , )1 2

r r q q q tk k S= ( , , ..., , ).1 2

rk

δrk

δrk

rk

δ δ δ δr
r

q
q

r

q
q

r

q
qk

k k

j
j

k

S
S=

∂
∂

+ +
∂
∂

+ +
∂
∂1

1 ... ...

δ δr
r

q
qk

k

j
j

j

S
=

∂
∂=

∑
1

δ δ δA F r F
r

q
qk k

k

n

k
k

n
k

j
j

j

S
= ⋅ = ⋅

∂
∂

=
= = =
∑ ∑ ∑

1 1 1

= ⋅
∂
∂

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

== =
∑∑ ∑F

r

q
q Q qk

k

n
k

j
j

j

S

j
j

S

j
11 1

δ δ
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��	   — �$�$!	���� ����: 

(7.20)

 — "����!	��	 (�����
��) �$�$!	���� ��������
� �

���	���� .
>�	��
���� (7.19) � ���	

(7.21)

��	 Q1, Q2, ..., QS — �$�$!	���	 ����, ���
�	
�
���!�	 �$�$-

!	���� ��������
�� q1, q2, ..., qS ; δq1, δq2, ..., δqS — �����
��

�$�$!	���� ��������
.
$�
������� 
��� — �	������, �
��!�	 "�� ���
�	
�
���!��

�����
��� �$�$!	���� ��������
 � ����=	��� �����=��� ��-
$�
� ��
����� ���, "����=	���� � �	�����	���� ���
	�	.

�=�!��4 "4��!����� ����H���4@ !��. ��� �"�	�	�	���
�$�$!	���� ���� "� �����-��$� �$�$!	���� ��������
	 �	-
�$������ ��	 �����	 �$�$!	���	 ��������
� ���
�
4 �	��-
�	�����. #���� �� �����
�� ("����!	���) $���
 ����� ����,
�� ������	��	� �����
�� 
�� �$�$!	���� ��������
�, ���
��
���� �������	
�� �$�$!	���� ����.

%�"���	�: �"�	�	��	� . #����

&� (7.21) ��	��	
:

.

C���������

Q j

Q F
r

qj k
k

n
k

j

= ⋅
∂
∂=

∑
1

;

δq j

j

δ δ δ δ δA Q q Q q Q q Q qj
j

s

j S S= = + + +
=
∑

1
1 1 2 2 ... ,

Q1

q q1 1 0≠ ≠const; ;δ

q q q qS S2 2 0= = = ⇒ = = =... ... .const δ δ

δ δ δ

δ

δ
A A Q q Q

A

qq k
k

n

q

k
k

n

q( ) =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ⋅ ⇒ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=

=
∑

∑

1
1

1

1
1 1 1

1

1
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, 

��	 

(����� 
�


�
@$�$!	���� ���� "� �	��
���� �$�$!	���� ��������
	

����� �
��+	��� �����=��� ��$�
� ���, "����=	���� � ���-

	�	 �� ���	�	��� ?
�� ��������
�, � 		 �����
��.

(7.22)

������ 51. >����� ������ �1 ���=	
�� "� ������� ��������� "������-


�, ���� ������� "������
� ���	� α. >� "����	 "	�	�	!�	
�� ���� ������
�2. >�	�	$�	��� 
�	��	� ����� � "������
4 "�����, ���� ������� ��
����

���	� β, �"�	�	��
4 �$�$!	���	 ���� �	��
���!�� �� ���
	�� ���.
��A����. A��
	�� ��		
 ��	 �
	"	�� ���$���: "	�	�	!	��	 "�����

"� ��������� "������
� � "	�	�	!	��	 ����� "� "����	. *�	�	� ��	
�$�$!	���	 ��������
� q1 = x � q2 = s. %� ���
	�� �	��
���
 ���� 
�-

=	�
� "�����  � �����  (���. 150). 

@"�	�	��� �$�$!	���� ����, �
�	�	���� � �$�$!	���� ��������
	
q1. A��
�	�, �
� 

q1 = x ≠ const; δx ≠ 0; 

Q

A

q

k
k

n

q
2

1

2

2=

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=
∑ δ

δ

q q2 2 0≠ ≠const; δ .

Q

A

q
j Sj

k
k

n

q

j

j=

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=
=
∑ δ

δ

1
1, , ..., .

m g1 m g2

#�
. 150
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q2 = s = const; δs = 0. 

>���	��� ������� (7.22): 

@"�	�	��� �$�$!	���� ����, �
�	�	���� � �$�$!	���� ��������
	 q2.

A��
�	�, �
� 

��
�
� 
�


�
@$�$!	���	 ���� �� ��������� (7.21) ��=�� �������
4

��� ��?���
�	�
� "�� ���
�	
�
���!�� �����
��� �$�$!	�-
��� ��������
 � ����=	��� ��� �����=��� ��$�
�. ��� �	��-
���	���� ���
	��, ������
�	���� � "���	�	 51, ���
���� ��-
��=	��	 �����=��� ��$�
� �	��
���!�� ��� �� �����=���
"	�	�	!	���� 
��	� �� "����=	���:

��	 Qx = g sin α (m1 + m2); Qs = m2g sin  

%����� 
�


�
J��� �� �	�����	���� ���
	�� �	��
���
 
��4�� "�
	�
�-

��4��	 ����, 
� �$�$!	���	 ���� ��=�� �������
4 ��� ���
-
��	 "���������	 "� �$�$!	���� ��������
�� �
 "�
	�
���4-
��� ?�	���� ���
	��, ���
�	 �� ������ �����, 
.	.

.     (7.23)

* "���	�	 51 �� ���
	�� �	��
���
 
��4�� "�
	�
���4��	
����. >�
	�
���4��� ?�	���� �	�����	���� ���
	�� (
	� 1 � 2)
�"�	�	��	
�� ��� ��$�
� ��� 
�=	�
� "� "	�	�	!	��� 
	� �� ��-
������� "���=	��� � �����4��	 (���	��� ����	�4) (���. 151):

Q
A

x

m g x m g x

x
g m mx

k x=
( )

=
+

= +( )
Σδ

δ
αδ αδ

δ
α1 2

1 2
sin sin

sin .

q x x1 0= = =const, ;δ

q s s2 0= ≠ ≠const, ;δ

Q
A

s

m g s

s
m gs

k s=
( )

= =
Σδ

δ
βδ

δ
β2

2
sin

sin .

δ δ αδ αδA A m g x m g xk
k

= = + +
=
∑

1

2

1 2sin sin m q s2 sinβδ =

= +( ) + = +g m m x m g s Q x Q sx ssin sin ,α δ βδ δ δ1 2 2

β.

Q
(

q
j Sj

j

= − ∂
∂

=, , ...,1
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#���� 

#���� �$�����, �� ��	� 
�	� ������� �	���4
�
� ���"����
.

7.2. ����%�= "�;��#�4@ =�����H���: 
(=���%�= ��D���#�)

>���
�" �����=��� "	�	�	!	���, ��� "���
�" D�����=�,
����=�	
 ������	 ������	��� �	���$����� �	�����	���� ���
	-
��, ������!	��� "�� �	��
��	� "����=	���� ��
����� ���.

��
��
�

��� ������	��� �	���$����� �	�����	���� ���
	�� �
����
��������, �
�
���������, ����������� � ��	��4-
���� �������, ������!	��� "�� �	��
��	� "����=	�-
��� ��
����� ���, �	�$������ � ���
�
����, �
�$� ���-
�� ?�	�	�
����� ��$�
 ��	� ��
����� ��� ��������4 ��-
�� �� ��$�� �����=��� "	�	�	!	��� ���
	�� �� ���-
���
����	���� "���=	��� ������	���.

( ( ( m gh m g h h= + = − − + =1 2 1 2 1 2"� ( )

= − + −g m m x m g ssin ( ) sin .α β1 2 2

#�
. 151

Q
(

x
g m m

Q
(

s
m g

x

s

= − ∂
∂

= +

= − ∂
∂

=

sin ( );

sin .

α

β

1 2

2
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$�
	�	�������� ����/��
����
. >��
4 �� �	�����	���� ���-


	�� �	��
��	
 �������	+	���� ���
	�� ���  (���. 152).

%� �	��
���� -� 
���� �	��
��	
 ��
����� ����  � �	-

��
�� �����  , "�� �	��
��	� ��
���� ������ 
���� ������
-

�� � ������	���. >�?
��� , �

      (7.24)

A��$!�� ���
	�	 �����=��	 "	�	�	!	��	. #���� k-� 
����

"�����
 �����=��	 "	�	�	!	��	 .

����=�� �������� �����	��	 (7.24) ��  � �������� "�

��	� 
����� ���
	��, "������

.       (7.25)

#�� ��� ����� ��	��4��	, 
� . #���� ��� �����-

�	��� ���
	�� �	�$������, �
�$�  ���

. (7.26)

%	�$�������
4 ��������.

F Fn1,...,( )

#�
. 152

Mk Fk

Rk

F Rk k= −

F R k nk k+ = =0 1, ,..., .

δrk

δrk

F r R rk k
k

n

k k
k

n
⋅ + ⋅ =

= =
∑ ∑δ δ

1 1
0

R rk k
k

n
⋅ =

=
∑ δ 0

1

F rk k
k

n
⋅ =

=
∑ δ

1
0

δAk
a

k

n
=

=
∑ 0

1
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$�
	�	�������� ����	��#����
 �����	��� (7.26) "������-
��
�� �
 �$��
����, 
.	. � "�	�"���=	���, �
� "�� ������� (7.26)

���
	�� �	 ������
�� � ������	���. #����  � k-� 
��-

�� "���	
 � ���=	��	 �� "�	�"�����	���� ���
����� "���� � ��
����� "���	=�
�� ��	�	�� ���	�+�
 �	��
���	 �	��
��
	�4-

��	 "	�	�	!	��	 , ��
���	 � ���� �
�
��������
� ����	� $�-

�	
 ���"���
4 � ����� �� �����=��� "	�	�	!	��� .

#�� ��� "	�	�	!	��� �
�	�4��� 
��	� ���
	�� $���
 ��-

"����	�� � �
����� ������	��
���!	� ���  � , 
� ���-

��=��� ��$�
� ���, "����=	���� � ���
	�	,

(7.27)

* ���� ��	��4���
� ����	� 

#���� , �
� "��
����	��
 ������� (7.26).

*���=	��	 (7.26) ��=�� ��"���
4 � �����
��	���� ���	: 

(7.28)

��� � ���	 ����	��� ���������� "�����	�	���:

(7.29)

����	��� �����	��	 (7.27) �� dt, "������

, (7.30)

�
� ��=�� 
���
���
4 ��� "���
�" �����=��� ������
	� ���
��� "���
�" �����=��� ��!���
	� � ��"���
4 (7.30) � ���	

, (7.31)

F Rk k+ ≠ 0

drk

δrk

Fk Rk

F r R rk
k

n

k k
k

n

k
= =
∑ ∑⋅ + ⋅ >

1 1
0δ δ .

R rk
k

n

k
=
∑ ⋅ =

1
0δ .

F rk
k

n

k
=
∑ ⋅ >

1
0δ

F r F x F y F zk
k

n

k kx
k

n

k ky k kz k⋅ = + + =
= =
∑ ∑

1 1
0δ δ δ δ( )

F r F rk
k

n

k k
k

n

k F rk k
= =
∑ ∑⋅ =

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟
=

1 1
0δ δ δcos .

^

,

F Vk
k

n

k F Vk k
=
∑

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟
=

1
0cos

^

,

Nk
a

k

n

=
∑ =

1
0
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.	. "�� ������	��� �	�����	���� ���
	�� "�� �	��
��	� "��-
��=	���� ��
����� ��� 
���� �
��
���� �
��

��� :��� 
��
����� ����.

��
������ ������	 ������	��� �	�����	���� ���
	�� �
�$�$!	���� �����. #�� ��� �����=��� ��$�
� ���, "����=	�-
��� � �	�����	���� ���
	�	, � �$�$!	���� ����� �"�	�	��	
-
�� �������� (7.21), 
� "���
�" �����=��� "	�	�	!	��� �
�$�$!	���� ����� ��=�� ��"���
4 � ���	

. (7.32)

&� �����	��� (7.32) ��	��	
 ������	 ������	��� �	�����	-
���� ���
	�� � �$�$!	���� �����

Qj = 0, j = 1, ..., S, (7.33)


.	. ��� ������	��� �	�����	���� ���
	�� � ��	��4����, �
�-

���������, ����
�������� � ����������� ������� �	�$��-
���� � ���
�
����, �
�$� 
�
������� 
��� �
 	���
� �� 
�
�-
������ 	

������ ���� ����� ����.

��� ������	��� ����	���
����� ���
	� � ��	
�� (7.23)

. (7.34)

>���
�" �����=��� "	�	�	!	��� "������	
 � �$!	�
����	 ��
�����
4 ������	 ������	��� �	�����	���� ���
	-
��, �	 �����	��� 		 �� �
�	�4��	 
	��, �
� ��	
 �����=���
4
�������
4 �� ������
�	��� �	���	�
��	 �	��
�� ��	��4���
����	� � ���
�	���	 ���� �������	��
��� ���, ��
�!��� �
������ ��������
	�� 
�
����, �	 ��"�����!�� ���
���4���
��$�
�.

%�"���	�, �	�$������ ��
�����
4 ���������
4 �	=�� ���-
!��!�� ���	�
�� M��, "����=	���� � �����+�"� OA, � ��-

��� , "����=	���� � "������ �����+�"��-+�
������ �	-
������� (��. "���	� 50) "�� ������� 	�� ������	���. ��� ?
���
������
����	� ������	��	 ��	�� �	�������, �	 �����	��� 	��
�� �
�	�4��	 ��	�4�. G�"�+	� "���
�" �����=��� "	�	-
�	!	���:

Q qj
j

S

j
=
∑ =

1
0δ

Q
(

q
j Sj

j

= − ∂
∂

= =0 1, , ...,

F
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.

J���

, 

"������

.

>���
�" �����=��� "	�	�	!	��� ��=�� "���	��
4 ���
�"�	�	�	��� �	��
�� ����	� � �
�
��	��� �"�	�	����� ����
���-

���. ��� ?
��� ���� ����$���
4 ���
	�� �
 ����� �� ����	� � ��-
�	��
4 		 ������� �	��
�	�, �
�	�� 		 � ����� ������	��� ��
��-
��� ���. A��
	��, ��+	���� ����� �����, ��=	
 "�����
4 ���-
��=��	 "	�	�	!	��	, �
� "������	
 ���
���
4 ����� �����=���
��$�
 "����=	���� � ���
	�	 ���, "�������� ��
���� ����,
��=�� �� "����	����� �����	��� �"�	�	��
4 �	���	�
��� �	��-

��. >���	�	��� �"�	�	���
�� �����	 �	��
�� ����	�.

������ 52. ��� $����, ���$��=	���� �� ������	 153, �, �"�	�	��
4

�	��
�� �"�� " � �. A���  �  "����=	�� � �	�	����� ����
��� "� �

��, "���	� "� = �� = l;  — �������
��4��, 
.	. || .

��A����. 1. @"��� " — +�������-"����=���. @
$������	� ����4 � ��-

�	��	� 		 �	��
��	 �	��
�	�  ?
�� �"���, ��
���� ��"����	�� ��	��

"	�"	���������� � �"����� "��	�����
� (���. 153, �). *����=��� "	�	-
�	!	��	� $���� ����	
�� "�����
 �� ���� δϕ ������ 
���� �. *����=���
��$�
� ��"�+	� ��� ��$�
� ���	�
� ��=��� ���� �
����
	�4�� 
���� �
� "�������	� ����� �����=��� ��$�
 ��	� ��� ����:

#�� ��� , 
� �����
�� �� , "������

2. @"��� � — +�������-�	"����=���. %�"����	��	 �	��
�� ?
�� �"�-

�� �	���	�
��, "�?
��� �	��
��  �����=�� �� ���
�����!�	: �	�
�-

���4���  � �������
��4���  (���. 153, �, �).

δ δ δϕ δA A M F sa
k
a

k

n

B= = ⇒ ⋅ − =
=
∑

1
0 0��

δ δ δϕs s OAB A= = ⋅

M F OA�� = ⋅

F1 F2

F AC F1 2⊥ , F2
AC

RA

− +( ) + +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + =R l l F

l
l F

l
A cos cos sin .α δϕ α δϕ αδϕ1 22 2

0

δϕ ≠ 0 δϕ

R
F F

A =
+( ) +

+( )
1 21 2

2 1

cos sin

cos
.

α α
α

RB

YB X B
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��� �"�	�	�	���  (���. 153, �) ���	��	� +����� "������� � �	�
�-

���4��� ��"������!�� � "���������	� �	��
�� .

*����=��� "	�	�	!	��	� �"�� " � � �����
��  � . >���	��

� ��� "	�"	���������, "������ �����	���� 
	�
� (#) "�����
� $����
�� ���� δϕ.

*����=��� ��$�
� ���

@
���� 

��� �"�	�	�	���  (���. 153, �) ���	��	� +����� "������� � ����-

���
��4��� ��"������!�� � "���������	� �	��
�� .

*����=��	 "	�	�	!	��	 $���� — "��
�"�
	�4��	 ���=	��	. >�?
���

YB

#�
. 153

YB

δsA δsB

δ α δϕ δϕ αδϕA Y l l F
l

F
l

k
a

k
B

=
∑ = + − + =

1

3

1 20
2 2

0; ( cos ) sin .

Y
F F

B =
−
+( )

1 2

2 1

sin

cos
.

α
α

X B

X A

δ δ δs s sA B= = .

δ δ δA P s X s X Fk
a

k

n

B B
=
∑ = + = ⇒ = −

1
2 20 0; ,
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.	.  ��"����	�� � "��
���"���=��� ��������� �� ������	 �
�����.

��$�
� ����  ����� ����, 
�� ��� 

������ 53. A���	�	���� ����
���
�� ���
��
 �� $���� "� � ��, ��-
	���	���� +������� � 
���	 �. ���	
 " $���� "� =	�
�� ���	��� � �
	�-
��, � ���	
 � $���� �� �"���	
�� �� +�������-"����=��� �"���. � $���	
"� "����=	� ���	�
 �, � � �	�	���	 $���� �� "	�"	���������� "����-

=	�� ���� . ����� $���� "� ����� , ����� $���� �� ����� . �����

�� ������	�� � �������
� "�� ����� . @"�	�	��
4 �	��
�� ����	� � 
��-

��� " � � (���. 154).

��A����. A������ �����
�� =	�
��� ���	��� " � +�������-"����=-
��� �"��� �.

* =	�
��� ���	��	 �	���	�
���� �	��
���� �����
�� ���
�����!�	

 �  � ���	�
 ���	��� , � �"��	 � — �	��
�� , ��"����	����

��	�� "	�"	���������� � �"����� "������
�. ��� �"�	�	�	��� ?
�� �	��-

�� ���"��4��	��� "���
�"�� �����=��� "	�	�	!	���.

��� �"�	�	�	���  (���. 155, �) �"��� " ���	��� "������� � ����-

���
��4��� ��"������!��, �"��� � ��
���� $	� ���	�	���. � "������ "

"����=�� �	��
�� . A��$!�� ���
	�	 �����=��	 "	�	�	!	��	.

����
���
�� ���	�+�	
 "��
�"�
	�4��	 ���=	��	 (���. 155, �). >�?
���

. A��
���� �����	��	 �����=��� ��$�
 "����=	�-

��� � ���
	�	 ���:

@
����

.

��� �"�	�	�	���  (���. 155, �) �"��� " ���	��� "�������, ������-

��� =	�
�� � $����� , � �	�
����4��� ��"������!�� � "����=��

X B

F1 F s F s1 1 90 0⊥ ⇒ =δ δ cos .

# l1 l2

β

#�
. 154

X A YA M A RB

X A

X A

δ δ δ δs s s sA C K B= = =

Σδ δ β δA X s F sk A A K= − −( ) =0 90 0; cos .

X FA = sinβ

YA

AC
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� �	�� �	��
�� . @"��� � ��
���� $	� ���	�	���. A��$!�� ���
	�	

�����=��	 "	�	�	!	��	. ����� "� "	�	�	�
�
�� "��
�"�
	�4��, � $����

�� "��	��	
�� �� ����  ������ �����	����� 
	�
�� ���!	��� #. >���-

=	��	 	�� ����	� �� "	�	�	�	��� "	�"	����������, ����
�����	���� �


����� � � � � ��"����	��� �� "	�	�	!	���  �  (���. 155, �).

A��
���� ����� �����=��� ��$�
:

YA

δϕ

δsC δsB

#�
. 155
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#����

@
���� 

��� �"�	�	�	��� �" (���. 155, �) �"��� " ���	��� +������� � "��-

��=�� � $���	 "� ���	�
 ���	��� �", �"��� � ��
����	� $	� ���	�	���.

A��$!�� ���
	�	 �����=��	 "	�	�	!	��	. ����� "� "��	��	
�� ������


���� " �� ���� , � $���� �� "��	��	
�� ������ �����	����� 
	�
��

���!	��� # �� ����  (���. 155, �). A��
���� ����� �����=��� ��$�
:

A��=	�  � , ���
����, �
�

 

���

. 

@
����

. 

#����

ΣδAk = 0;

Y s F
l

F
l

A Aδ β βδϕ β βδϕ− + =cos cos sin sin ;2 2

2 2
0

δ δ δϕ βs s PC lA C= = = 2 cos .

Y l F
l

F
l

A 2
2 2

2 2
0cos cos cos sin sin .βδϕ β βδϕ β βδϕ− + =

Y F F FA = − =1

2

1

2

1

2

2
cos sin

cos

cos
.β β β β

β
tg

δϕ1

δϕ2

ΣδAk = 0;

M M F
l

F
l

Aδϕ δϕ β βδϕ β βδϕ1 1
2

2
2

22 2
0− − + =cos cos sin sin .

δϕ1 δϕ2

δ δϕ δϕs AC PCC = =1 2

l l1 1 2 2δϕ βδϕ= cos

δϕ
δϕ

β2
1 1

2

=
l

l cos

M M F
l l

l
F

l l

lAδϕ δϕ β
δϕ

β
β

δϕ
β1 1

2 2 1 1

2

2 2 1 1

22 2
0− − + =cos

cos
sin

cos
.
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#�� ��� , 
� �����
�� ��  � ��"�+	� ����=	��	 ��� �":

��� �"�	�	�	��� �	��
��  (���. 155, �) �"��� � �
$����� � "����-

=�� � 
���	 � �	��
�� . A��$!�� �����=��	 "	�	�	!	��	. ����� "�

��
��	
�� �	"����=���, � $���� �� "��	��	
�� ������ 
���� � �� ���� 

(���. 155, �).
A��
���� ����� �����=��� ��$�
 ���, "����=	���� � ?
�� $���	,

��� ��$�
� ���	�
� ?
�� ��� �
����
	�4�� 
���� �:

@
���� 

.

>���	���:

�	��
�� �"�	�	�	�� �	���.

7.3.   ���������� =���%�=� "�;��#�4@ =�����H���: 
� ��!���? >���

>���
�" �����=��� "	�	�	!	��� ��=�� "���	��
4 �
"�� ����	
	 "������ �	�� ��� �"�	�	�	��� �"����� �	��
��
� ������ � �
	�=��� �	���. '	
����� �"�	�	�	��� �"�����
�	��
�� 
���� =	, ��� � "�� �"�	�	�	��� �	��
�� ��	+���

δϕ1 0≠ δϕ1

M M
l

F tg M FlA = + −( ) = +1
12

1

2

2
cos sin

cos

cos
.β β β β

β

RB

RB

δϕ

Σ Σδ δϕA M Fk C k= ( ) ;

R l F
l

B 2
2

2
0cos .βδϕ δϕ− =

R
F

B =
2cosβ

ΣF R Y F
F F

F

F

ky B A= + − = + − =

= + −

cos
cos

cos

cos
cos

cos
cos

β
β

β
β

β

β
β

2

2

2

2
1 2 2ccos

cos
cos sin cos sin cos .

2

2 2 2 2 2

2
2 0

β

β
β β β β β

( ) =
= + + − −( ) =F
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����	� ��$�� �
�
��	��� �"�	�	����� ����
���
��, ������-
!���� � ������	��� "�� �	��
��	� "������ "�������4��� ���-

	�� ���. 

��� �"�	�	�	��� ������ � �����-��$� �
	�=�	 ��	+�	��
���
��� ?
�
 �
	�=	�4 ����	��	
��, ������ "����������
�� �
�����, ��
���	 ��	�����
�� ?
�� �
	�=�	�, � ��"������
�� �

�����, ���
��, �
� �
	�=	�4 ��$�
�	
 �� ���
�=	��	. 

* �	���4
�
	 ?
��� �	��� ��=�� ������
����
4 ��� �	��
�-
��� ����
���
��, ���
��!�� �� ���� �	��	
���	��� �	���	-
��	��� ���
	�. ��� ��=��� ���
� �"�	�	��	
�� "���=	��	
�����	����� 
	�
�� ���!	���. * ���	�
�	 ?
�� 
	�
��� ���!	-
��� ��� ����� ���
� ���=�
 +�������-�	"����=��� �"���, �
��� ������ — 
���� "	�	�	�	��� "	�"	����������, "���	�	�-
��� � ��"����	���� �����=��� "	�	�	!	��� �����-��$� �$-
!	� ��� �$	�� ���
	� 
���� � �"����� 
���� ������ ���
�
(+�������-"����=��� �"���) (��. "���	� 54). 

G�
	� ��� �$	�� ���
	� ���
����	
�� ����� �����=��� ��-
$�
 ���, "����=	���� � ��=��� ���
�, ��� ����� ��$�
 ���	�-

�� ?
�� ��� �
����
	�4�� �����	���� 
	�
��� ���!	���, 
.	.

���	�
 ��=��� ���� ����=�	
�� �� �����=��� ����  "���-
��
� ��=��� ���
� �
����
	�4�� ���	�� �����	����� 
	�
��
���!	���, � ����� ��$�
 "���������	
�� ����. >�� ?
�� �"��-
��	 �	��
�� �	 �����
 � �����	��	 �����=��� ��$�
, 
�� ���
���	�
� ?
�� ��� �
����
	�4�� �����	���� 
	�
��� "�����
�
����� ���� � "�?
��� ��� �"�	�	�	��� ������ � �
	�=��� ��	+-
�	�� ���
��� �	��� � "���!4� "���
�"� �����=��� "	�	�	-
!	��� �"�	�	��
4 �"����	 �	��
�� �	�$���
	�4��.

* ���	 �����	� �����	 � "	�	�	������ �
	�=�	 ��=	
 ���
�
� �����	��	 �����=��� ��$�
 
��4�� ��� ����� ���
�, 
�� ���
?
� �����	, "����=	���	 � ������ ���
�, ��=	
 �	 �������
4
���	�
� �
����
	�4�� 
	�
�� "�����
� ?
�� ���
�.

J��� � �����	��	 �����=��� ��$�
 �����
 �����	 � "	�	�	-
������ �
	�=�	 ��� �$	�� ���
	�, 
� �	�$������ �����
4 ����

"�����
�  �  ?
�� ���
	� �	�	� �����=��	 "	�	�	!	-

��	 �$!	� 
����. &������� �� �����	��� �����=��� ��$�


����  � �	+�� "����	���	 ���	$����	���	 �����	��	, �"�	-
�	��� ������	 �����	. 

>�� �"�	�	�	��� ������ �� ���
�	���� �
	�=��� �	���
(�
����� � ��������) ����	��	� �
	�=	�4, � ��
���� 
�	$�	
��
�"�	�	��
4 �����	, � "���������	� � ����� ��	�
� ����	�����

δϕ

δϕ1 δϕ2

δϕ
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�
	�=�� ������ , ��"����� �� �
 �����, ���
��, �
�
�
	�=	�4 ��$�
�	
 �� ���
�=	��	. >�� ?
�� ���� �� ���
	�
�	��� $��	
 �	��	
���	��� �	���	��	���, � ������ — �	��	
-
���	��� ���	��	���. @"�	�	��� �����=��	 "	�	�	!	��� 
�-
�	� ?
�� ���
	�, ���
����	� ����� �����=��� ��$�
 "����=	�-
��� � �	��	 ��� � "���������	� ����. &� "����	����� ����-
�	��� ��$�
 �"�	�	��	� ������	 �����	.

������ 54. ��� �������� �	��� (���. 156) �"�	�	��
4 ������ �� ��	�
�
	�=���.

����: � = 4 �, b = 3 �, F1 = 10 �%, F2 = 20 �%.

��A����. ��� �"�	�	�	��� ������ � �
	�=�	 1 (���. 157) ����	=	� �
	�-

=	�4 1, �����=��	 "	�	�	!	��	 �	��� ���
� �	��� — "�����
 �� ���� 

������ 
���� ", "����� — ��  ������ 'WA (
���� #1) (���. 157). 

��
	�, �
� , 

#����

A
	�=	�4 1 �=�
. 
��� �"�	�	�	��� ������ � �
	�=�	 2 (���. 158) ����	=	� �
	�=	�4 2,

�����=��	 "	�	�	!	��	 �	��� ���
� �	��� — "�����
 �� ����  ��-

���� 
���� ", "����� — ��  ������ 'WA (
���� #2, ���"����!�� � 
��-

��� �) (���. 158).

S S= − 1

δϕ1

δϕ2

Σδ δϕ δϕ α δϕ α δϕA S BP F a F P B F ak = ′ ⋅ − + − =1 1 2 1 2 2 1 2 2 22 0cos sin .

δϕ2 1 10≠ ′ =, S S P B a a
b

a
b1 3 3 3= = =tgα .

S
F a F b F a

b1
1 2 22 3

3

10 2 4 20 3 3 0 8 20 4 0 6

3 3

=
− +

=

= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
⋅

=

cos sin

, ,

α α

−−1 78, �%.

#�
. 156 #�
. 157

δϕ1

δϕ2
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A����
�� ��  � ������� :

A
	�=	�4 2 �=�
.  

��� �"�	�	�	��� ������ � �
	�=�	 4 (���. 159) ����	=	� �
	�=	�4 4,

�����=��	 "	�	�	!	��	 �	��� ���
� �	��� — "�����
 �� ����  ��-

���� 
���� ", "����� — ��  ������ 'WA (
���� #4, ���"����!�� � 
��-

��� �) (���. 159). 
>	�	�	!	��	 �$!	� 
���� � ��� �$	�� ���
	� 

>�?
���

���

A����
�� ��  � ������� :

A
	�=	�4 4 �=�
.

Σδ α δϕ α
δϕ δϕ α δϕ

A S b S

a F a F a
k
a = ′ ⋅ + ′ ×

× + + =
2 2 2

2 1 2 2 22 2 0

cos sin

sin .

δϕ2 0≠ ′ =S S2 2

S
F a F a

b a2
2 22

2

10 2 4 20 4 0 6

3 3 2 4 0 6
=

− −
+

= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
⋅ + ⋅ ⋅

= −
sin

cos sin

,

,

α
α α

117 78, �%.

sM

#�
. 158 #�
. 159

δϕ1

δϕ2

δ δϕ δϕs a aM = =1 22 .

δϕ δϕ1 22= ;

Σδ δϕ δϕ δϕ α δϕA S b F a S b F ak = + + ′ + ⋅ =4 1 1 1 4 2 2 2 0sin ,

S b F a S b F a4 2 1 1 4 2 2 22 2 0⋅ + ⋅ + ′ + ⋅ =δϕ δϕ δϕ α δϕsin .

δϕ2 0≠ S S4 4= ′

S
F a F a

b4
2 22

3

10 2 4 20 0 6 4

3 3
14 22=

− − ⋅
= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

⋅
= −

sin ,
,

α
�%.
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��� �"�	�	�	��� ������ � �
	�=�	 8 (���. 160) ����	=	� �
	�=	�4 8,

�����=��	 "	�	�	!	��	 �	��� ���
� �	��� — "�����
 �� ����   ��-

���� 
���� ", "����� — ��  ������ 'WA (
���� #8, ���"����!�� � 
��-

��� �) (���. 160). >	�	�	!	��	 �$!	� 
���� N

  

@
����

A����
�� ��  � ������� :

A
	�=	�4 8 �=�
. 

��� �"�	�	�	��� ������ � �
	�=�	 6 (���. 161) ����	=	� �
	�=	�4 6,

�����=��	 "	�	�	!	��	 �	��� ���
� �	��� — "�����
 �� ����  ������


���� ", "����� — ��  ������ 'WA (
���� P6) (���. 161): 

��
������ ����4 �	=��  � .

>	�	�	!	��	 �$!	� 
���� L

��	 .

δϕ1

δϕ2

δ δϕ δϕS a aN = =2 1 2.

δϕ δϕ2 12= ;

Σδ δϕ α δϕ α δϕ α δϕA F a S b S a F ak = + ⋅ + ⋅ + ⋅ =1 1 8 1 8 1 2 12 2 0cos sin sin .

δϕ1 0≠ S8

S
F a F a

b a8
1 2 2

2

10 4 20 0 6 2 4

3 0 8 2 4 0
=

− − ⋅
+

= − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅
⋅ + ⋅ ⋅

sin

cos sin

,

, ,

α
α α 66

18 89= − , �%.

#�
. 160 #�
. 161

δϕ1

δϕ2

Σδ δϕ δϕ α δϕ α δϕA F a S P B F P B F ak
a = − + ′ + ⋅ − ⋅ =1 1 6 6 2 2 6 2 2 2 0cos sin .

δϕ1 δϕ2

δ δϕ δϕs AL P LL = =1 6 2,

AL AP P L AP P B b= = =2

3

1

3

3

26 6 6 6; ;
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#���� 

.

A ��	
�� ?
��� �����
�� ��  � ������� :

A
	�=	�4 6 ���
���
.
��� �"�	�	�	��� ������ � �
	�=�	 9 (���. 162) ����	=	� �
	�=	�4 9,

�����=��	 "	�	�	!	��	 �	��� ���
� �	��� — "�����
 �� ���� 

������ 
���� ", "����� — �� ����  ������ 'WA (
���� P9) (���. 162).

>	�	�	!	��	 �$!	� 
���� L 

 

#�� ��� � ?
�� �����	 
���� P9 ��������4 � 
�� =	 "���=	���, �
� �


���� P6, 
�

&� "���$�� ΔALN � Δ"#9� ��		�

 

δ δϕ δϕ δϕ δϕs AP APL = = ⇒ =2

3

1

3
26 1 6 2 2 1

δϕ2 0≠ ′ =S S6 6

S
F a F b F a

b
6

1 2 2
1

2

3

2
3

2

10 4
1

2
20 0 8 3

3

2
20 0

=
⋅ − + ⋅

=

=
⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

cos sin

, ,

α α

66 4

3
3

2

0 89
⋅

⋅
= − , �%.

δϕ1

δϕ2

δ δϕ δϕs AL P LL = =1 9 2.

#�
. 162

δ δϕ δϕ δϕ δϕs AP APL = = ⇒ =2

3

1

3
29 1 9 2 2 1.

Σδ δϕ α δϕ δϕA F a F a S P Bk
a = − − ⋅ + ′ =1 1 2 1 9 9 22 0sin .

LN

P B

AN

AB9

= ,
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���

 .

#���� �����=��� ��$�
�

A����
�� ��  � ������� :

A
	�=	�4 9 ��$�
�	
 �� ���
�=	��	.

>�� �"�	�	�	��� ������ � �
	�=��� 6 � 9 ������  � , "����=	-

�� � �	��� ���
� �	���, �	 �����
 � ����=	��	 �����=��� ��$�
�, 
��
��� ���	�
 ?
�� ��� �
����
	�4�� 
���� " "�����
� �	��� ���
� ���	� ��-

��, � �����
 ������  � , "����=	���	 � "����� ���
�, � "���	��	�

�����	 — � �
	�=�� 8 (�
	�=	�4 LB).

��� "���	��� "�����4���
� �"�	�	�	��� ������, ��"���	�  � ,

������
��� ������	��	 ���� �, ���
���� ����� "��	�
�� ���, "����=	�-
��� � ?
�� ���	 (��. ���. 160, 162), �� �������
��4��� ��4. #�� ��� �	��-


��  "����=��� �"��� "	�"	���������� � �"����� "��	�����
�, 
�  

.

������	 ������	��� ��"����	
��.
��� �"�	�	�	��� ������ � �
���	 (�
	�=	�4 3) (���. 163) �	�$������

��	��
4 ��	���!		.

>���	 ����	��� �
	�=�� 3 "����=�� � ����� K � � ������  �  �

$��	� ������
����
4 �	���, ���
��!�� �� �	��	
���	��� �	���	��	���

b

P B

a

a
P B b

9
9

2

3

3

2
= ⇒ =

− − ⋅ + ′ =F a F a S b1 1 2 1 9 12
3

2
2 0δϕ α δϕ δϕsin .

δϕ1 0≠ ′ =S S9 9

S
F a F a

b9
1 2 2

3

10 4 20 0 6 2 4

3 3
15 11=

+
= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅

⋅
=

sin ,
,

α
�%.

S6 S9

′S6 ′S9

S6 S9

RB

ΣX S S= − ′ − ′ = − − −( ) ⋅ =9 8 15 11 18 89 0 8 0cos , , ,α

#�
. 163

S3 ′S3



255

���
� — 
�	����4���� �LM � ���	��	��� ���
� — "�����	�������� AKLM.
*����=��� "	�	�	!	��	� �	���	��	��� ���
� ����	
�� "�����
 ������

'WA, ���"����!	�� � 
����� �, �� ���� .*����=��� "	�	�	!	��	�

�
	�=�	� AK � "� "�����	�������� AKLM — "�����
 ������ 
���� ", "��-

�	� �
	�=	�4 "� "��	��	
�� �� ���� , 
�� ���

. ��� �"�	�	�	��� ���� "�����
�  �
	�=�� AK "�-

�
���� 'WA ��	�� KL (
���� #3), "���	�� "	�"	��������� � "	�	�	!	-

����  �  
��	� L � K. #�� ��� #3L = #3K, 
� , ���

. @
���� "�� �L = "K   .

A��
���� ����� �����=��� ��$�
 ���, "����=	���� � ��=��� ���
�
�	���, � "�������	� ����:

A����
�� �� , "������, ���
����, �
� ,

@
����

��� �"�	�	�	��� ������ � ������	 (�
	�=	�4 5) (���. 164) �	�$����-
�� ��	��
4 ��	���!		. >���	 ����	��� �
	�=�� 5 ���	��	��� �������
�
�����
�� "��������4��� MKLN. A��$!�	� �	��� ���
� �	��� (
�	-

����4��� AKM) "�����
 "� ������� �
�	��	 �� ����  ������ 
���� ".

* ?
�� �����	 c
	�=	�4 KL (�
����� "��������4���� KLNM) "��	�-
�	
�� "��
�� ������� �
�	��� ������ �����	����� 
	�
�� "�����
� #5,

� 
�	����4��� LBN "��	��	
�� �� ����  "� ������� �
�	��	 ������


���� �.  

δϕ2

δϕ δϕ1 22=

δ δϕ δϕs a aM = =1 22 δϕ

δsL δsK δ δs sL K=

BL AKδϕ δϕ2 = δϕ δϕ= 2

− − − ′ + ⋅ =F a S a S a F a1 2 3 2 3 2 2 22 0δϕ δϕ δϕ α δϕsin .

aδϕ2 ′ =S S3 3

− − + =F S F1 3 23 0sin .α

S
F F

3
1 2

3

10 20 0 6

3
0 67=

− +
= − + ⋅ =

sin ,
,

α
�%.

δϕ1

δϕ2

s

#�
. 164
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>	�	�	!	��� , 
�� ��� , � �
	�=�� BL = AK, 
�

. A��
���� ����� �����=��� ��$�
 ��� � "�������	� ����:

#�� ��� , 
� �����
�� ��  � �"�	�	��� :

A
	�=	�4 5 �=�
.
��� �"�	�	�	��� ������ � �
���	 (�
	�=	�4 7) (���. 165) �	�$������

��	��
4 ��	���!		. >���	 ����	��� �
	�=�� 7 ���	��	��� ���
4� �	���
$��	
 
�	����4��� ML�. #�� ��� �� �
����	 �� ?
��� 
�	����4���� 	�
4

+����� (
���� N), 
� �
	�=	�4 MN ��=	
 "��	���
4�� �� ����  ������

+������ �, � �
	�=	�4 BN — �� ����  ������ �����	����� 
	�
�� ���-

���
	� (
���� , ���"����!�� � +������� �). >	�	�	!	��	 
���� N

. 

@�
��4��	 ���
� �	��� ��
���
�� �	"����=����, 
�� ��� "	�	�	!	-
��	 
���� L �	����	�
��� � ����=	����� �� �		 �������.

#����

@
����

A
	�=	�4 7 ��$�
�	
 �� ���
�=	��	.

δ δs sK L= P K P L5 5=
δϕ δϕ δϕ1 2= =

F a S a S b S a F a1 5 5 5 2 0δϕ α δϕ α δϕ α δϕ α δϕ− ⋅ − ′ ⋅ − ′ ⋅ − ⋅ =sin cos sin sin .

δϕ ≠ 0 δϕ S S5 5= ′

S
F a F a

a b5
1 2

2

10 4 20 0 6 4

2 4 0 6 3 0 8
1=

− ⋅
+

= ⋅ − ⋅ ⋅
⋅ ⋅ + ⋅

= −
sin

sin cos

,

, ,
,

α
α α

111 �%.

δϕ1

δϕ2

P7

δ δϕ δϕs a aN = =1 2 ⇒ = =δϕ δϕ δϕ1 2

P7

#�
. 165

ΣδAK = 0;

Σδ α δϕ δϕA PF a S aK = ⋅ − =2 7 0sin .

S F7 2 20 0 6 12= = ⋅ =sin , .α �%
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��� "���	��� "�����4���
� ������	��� ���	=	� ��	� � � �"�	�	���
����� "��	�
�� ��� �� ��4 � (���. 166):

�����	��	 ������	��� ��"����	
��.  

&� ������
�	����� "���	�� �����, �
� "���
�" �����=���
"	�	�	!	��� "������	
 �"�	�	��
4 �����	 � ��=��� �
	�=�	
�	��� �	�������� �
 ������ � ������ �
	�=��� � �"����� �	��-

��. ��� �"�	�	�	��� ������ �� ���
�	���� �
	�=��� �	��� �
"���!4� "���
�"� �����=��� "	�	�	!	��� 
��=	 �	 
�	$�	
-
�� "�	�����
	�4�� �"�	�	��
4 �	��
�� �"��.

7.4. ��H�� ?��"����� $������� 
(=���%�= ��D���#� — ���������)

@$!		 �����	��	 �������� "���	��	
�� � ����	�������
���=	��� �	���$����� �	�����	���� ���
	�, 
	�� ��� 
����
��
���� ���=�
�� � �	��
����� �����	�����.

* ���
�	
�
��� � "���
�"�� �����$	�� ������"���
4 "��-
��=	���� � �	�����	���� ���
	�	 ��
����� ���, ��� �	��
��
����	� � ��� ��	�
�� ��	� 
��	� ���
	�� �$����	
 �������	-
+	���� ���
	�� ���.

J��� � 
���� ���
	�	 "���	��
4 "���
�" �����=��� "	�	-
�	!	��� ("���
�" D�����=�), 
� "������ �$M	���	����
����&�� +������� — [��������, ��� 
���� ��������� ������	�.

=���%�
���
	

>�� ���=	��� �	���$����� �	�����	���� ���
	�� �
����
��������, ��	��4����, �
�
��������� � �������-
���� ������� ����� ?�	�	�
����� ��$�
 ��	� "����=	�-
��� � 
����� ���
	�� ��
����� ��� � ��� ��	�
�� �� ��-
$�� �����=��� "	�	�	!	��� ���
	�� ����� ����.

ΣX S S S= − + + = − − ⋅ =1 6 5 1 78 0 89 111 0 8 0cos , , , , .α

#�
. 166
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$�
	�	��������. ��� k-� 
���� ���
	�� (���. 167) � ���
-
�	
�
��� � "���
�"�� �����$	��

.        (7.35)

'���	��� ���������	� ��	�� t � ����� ���
	�	 �����=-
��	 "	�	�	!	��	. #���� ��=��� 
���� "�����
 "	�	�	!	��	

. ����=�� �������� �����	��	 (7.35) ��  �

"���������	� "� ��	� 
����� ���
	��:

(7.36)

��	  — ����� �����=��� ��$�
 ��
����� ���;

— ����� �����=��� ��$�
 �	��
�� ����	� �����

����, 
�� ��� ����� ��	��4��	;  — �����

�����=��� ��$�
 ��� ��	�
��.
A ��	
�� ?
��� �����	��	 (7.36) "���	
 ���

 . (7.37)

#�
. 167
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= =
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*���=	��	 (7.37) ��=�� 
��=	 "�	��
���
4:
• � ���	 ���������� "�����	�	��� �	�
����

(7.38)

• � �����
��	���� ���	 (������� ��������	 "�����	�	��	)

(7.39)

* ?
�� �����	���� ���� ��	�
�� ��
	����4��� 
����

, � 		 "��	�
�� �� ��� ��������
 ,

, , 
���� �����	��� (7.38) � (7.39)

��=�� "�	��
���
4 ���

, (7.40)

���

  (7.41)

@$!		 �����	��	 �������� ��=�� 
��=	 ��"���
4 � �$�$!	�-
��� ����� "� �������� � "���
�"�� �����=��� "	�	�	!	���:

                  (7.42)

��	 S — ����� �$�$!	���� ��������
;  — �$�$!	���� ����

��
����� ���, "����=	���� � ���
	�	;  — �$�$!	���� ����

��� ��	�
�� 
��	� (
	�), �����!�� � ���
	��.

������ 55. @��������� ��
�� " �������� R � ������ �1 ��
�
�� $	�

����4=	��� "� �������
��4��� "������
�. ��?���
�	�
 
�	��� ���	-
��� ���	� fk. ��
�� "������
�� � ���=	��	 "���	��
��� 
����, "	�	$��-

+	����� �	�	� $��� � �������� r � ������ �2, ���"�	�	�	���� "� �$���.

� ���
� 
���� "���	+	� ���� D ������ �3 (���. 168, �). @"�	�	��
4, � ��-

��� �����	��	� �"����	
�� ����.

F rk k
k

n

k+( ) ⋅ =
=
∑ Φ

1
0δ ;

F x F y F zkx kx k ky ky k kz kz k
k

n
+( ) + +( ) + +( )⎡

⎣
⎤
⎦ ==

∑ Φ Φ Φδ δ δ
1

0.

Φk k km a= − Φkx k km x= −
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F m a rk k k k
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∑ δ 0
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k

n
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j
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=
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��A����. >����=�� � 
	��� ���
	�� (���. 168, �) �� ���� 
�=	�
�

; � ��
�� " — ���� �
	"�	��� , ���	�
 ��"��
���	���

���	��� ���"�, �
�	�� 	�� � ��
����� �����, � 
��=	 ���� ��	�
��. ����

D ���=	
�� "��
�"�
	�4��, 	�� ���� ��	�
�� ; $��� � ���	�-

+�	
 ���!�
	�4��	 ���=	��	, ���� ��	�
�� 
��	� $���� "������
�� �

�������� ���	�
� ��� ��	�
�� ; ��
�� " ���	�+�	
 "�����"�-

����	�4��	 ���=	��	, ���� ��	�
�� 
��	� ��
�� "������
�� � ��������

�	�
��� , "����=	����� � 
	�
�� ��
��, � �������� ���	�
�

��� ��	�
�� �
����
	�4�� 	�� 
	�
�� ���� .

A��$!�� ����� D "	�	�	!	��	 δsD. ���� � "�� ?
�� "��	��	
�� ��

���� δϕ�, � 
	�
� ���� ��
�� "	�	�	�
�
�� �� ����
����	 δs�, � ��
�� "�-

�	��	
�� �
����
	�4�� 'WA (
���� #) �� ���� δϕ".

#�
. 168

m g m g m g1 2 3, , F c


ΦD Dm a= − 3

M IO O B
Φ = ε

ΦA Cm a= − 1

M IC C A
Φ = ε
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A��
���� ����� �����=��� ��$�
 ��
����� ��� � ��� ��	�
��, ���-


�� ����� ��	��4���� (�����=��� ��$�
�  ����� ����, 
�� ��� ���

"����=	�� � 'WA):

��� 

*������ ��	 "	�	�	!	��� �	�	� "	�	�	!	��	 δsD ����� D, ���
����

�	���
�=����
4 
����:

C��������� ������� ������	 �����	��� ε� � ε" �	�	� �����	��	 �D:

#����

'��	�
 ��"��
���	��� ���	��� ��
��

���"� = Nδ = m1gfk.

A ��	
�� ?
��� ����� �����=��� ��$�


F �


δ δA Ak
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u
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= =
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#�� ��� δsD ≠ 0, 
�

���=	��	 �����=��, 	���

������ 56. &�"��4��� ������	 "���	�� 43, �"�	�	��
4 �����	��	 ���-
��, "���	��� �$!		 �����	��	 ��������.

��A����. &��$����� �	�����	���� ���
	��, "����=�� � 
	��� ���
	-

�� �������	 ��
����	 ����  ���� 
	����  ����� 3,

���	�
 ��"��
���	��� ���	��� ��
�� 1 , �
�	�� �� � ��
����� ��-

���, � ���� ��	�
��   
	� 1 � 3 � ���	�
� ��� ��	�
��  �

 
	� 1 � 2 (���. 169).

>���	��� �$!		 �����	��	 �������� 

(1)

@"�	�	��� ���� � ���	�
� ��� ��	�
�� 
	�, ������� �� �	�	� ����-

�	��	 :

a

g m m
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m m m
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−⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

+ +

3 1
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#�
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*������ �����=��	 "	�	�	!	��	 
	� �	�	� "	�	�	!	��	 :

��	 ����	���  ���
�	
�
���
 ����	���� "���	�� 43.

>���
���� "����	���	 ���
��+	��� � �����	��	 (1):

(2)

#�� ��� , 
� �����
�� ��  � �������  �� �����	��� (2):

�
� ���
�	
�
��	
 "����	����� ����=	��� ���  "�� �	+	��� "���	�� 43.
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@$!		 �����	��	 �������� "������	
 ���
���
4 ����	�	�
���4��	
�����	��	 ���=	��� �	�����	���� ���
	��, � 
��=	 �"�	�	��
4 ���	�-
��	 ��� ������	 �����	��	 ������-��$� 
	�� ���
	��, ������
����� �����-
�	��	 ��� � 
	��� ��	� ���
	��, �	 �����	��� 		 �� �
�	�4��	 
	��.

7.5. 
��"����� ��D���#� "����D� ��$�

U�������! +������� ��
�
�
 �
�� — ?
� ����	�	�
���4��	
�����	��� ���=	��� �	�����	���� ���
	�� � �$�$!	���� ��-
������
��. ��� ������ ?
�� �����	��� ��"��4��	� �$!		 ����-
�	��	 ��������, ��"������	 � ���	 (7.40):

,

��	  — �����	��	 k-� 
����;  — �	�
��

�����=���� "	�	�	!	��� k-� 
���� (��. (7.18)).
A ��	
�� ?
��� "�	��
���� �$!		 �����	��	 �������� � ���	

               (7.43)

����=�� ?
� �����	��	 �� — 1, ���	��� "������ �������-
����� � ����$4	� ����� �� ��	 ���
�. >������

      (7.44)

��	  — �$�$!	���� ���� ��
����� ��� (��. (7.20)).

������
��� "	���� ����� �����	��� (7.44). G��	��� ����-
=	��	, �
��!		 "�� ������ �����, ������ ������������ ��-
��=	��	�:

. (7.45)
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* ������������
� ?
�� ����=	��� �	��� �$	��
4��, "��-
����	�	�
������ "�����	�	��	, �
��!		 � ���$���. %���	�

������
4  k-� 
����, "������	�	�
������ "� ��	�	�� ����-

=	��	 �������-�	�
���  (��. (7.11)), ���
����, �
� �$�$!	�-

��	 ��������
�  ������
 �
 ��	�	�� t:

. (7.46)

>���������	  �������
�� 
�
������-

�� 
	
�

�!��.
��� "�	�$��������� ����=	��� (7.44) ��"��4��	� ��� ���	-

��
	�4��� ���
��+	��� (
�=�	�
��) D�����=�. %���	� ��,

���� ���
��	 "���������	 �
  (7.46) "� �$�$!	���� �����-

�
�  � �$�$!	���� ��������
	 .

>������ "	���	 
�=�	�
��:

,   (7.47)


�� ��� ��	 �����	 �����	��	 (7.46) �	 ������
 �
 .

*
���	 
�=�	�
�� ����	�, "������	�	�
������ "�  ��-

��=	��	 (7.46) � "������	�	�
������ "� ��	�	�� ���
���

"����������  ��� ���=��� ����
��:

(7.48)
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%���	� "���������� "� ��	�	�� �
 :

.            (7.49)

>����	 ���
� ����=	��� (7.48) � (7.49) �����
�� �������-
����, 
�� ��� ���
��	 "���������	 �	 ������
 �
 "������
("���	����
	�4���
�) ����	�	�
��������. >�?
��� � ������
����=	���� ����� � �	��	 ���
�.

>������ �
���	 
�=�	�
��:

.  (7.50)

>��4����4 
�=�	�
���� (7.47) � (7.50) � ���	��
��� (7.45),
"�	�$����	� "	���� �����, �
��!�� � ���$��� ����=	��� (7.44):

, (7.51)

��	  — ���	
��	���� ?�	���� �	�����	���� ���
	��.
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>�� "�	�$��������� ��
	�� ���	�
��	 �� ��
	��
��� "��-
����, �
� ����� "���������� ����� "���������� �
 �����, �

. A ��	
�� �����	��� (7.51) � (7.20)

�����	��	 (7.43) "���	
 ���

.        (7.52)

�����	��	 (7.52) "�	��
����	
 ��$�� �
���� ����� ��"���
�$!	�� �����	��� �������� � �$�$!	���� �����. A������
�����	��� (7.52) � (7.42), ��� �$�$!	���� ���� ��� ��	�
��
"������ ����=	��	

,     (7.53)

�� ��
����� ��	��	
, �
� ��� �"�	�	�	��� �$�$!	���� ����
��	�
���4��� ��� "� �	��
���� �$�$!	���� ��������
	 �	-
�$������ ��"���
4 ����=	��	 ���	
��	���� ?�	���� �	����-
�	���� ���
	�� � ���
� ���
�	
�
���!�	 "���������	 ������-
�� ���	��
�� (7.53).

#�� ��� �����
�� , ��	 , 
� ����=	���,

�
��!�	 �� ��	+��� ���$���, ����� ����. #����

(7.54)

������
4 "����� "���������� "� ��	�	�� �
 ���
���
"���������� �
 ���	
��	���� ?�	���� ���
	�� "� �$�$-
!	���� ������
� � ���
��� "���������� �
 ���	
��	-
���� ?�	���� "� �$�$!	���� ��������
	 ����� �$�$!	�-
��� ���	 ��
����� ���.

>����	���	 ����=	��� (7.54) �����
�� ����	�	�
���4-
���� �����	����� ���=	��� �	�����	���� ���
	�� � �$�$-
!	���� ��������
��, ��� �����	����� D�����=� �
����� ��-
��. ��� �	�����	���� ���
	�� �	�$������ ���
���
4 �
��4��

���� �����	���, ����4�� �
	"	�	� ���$��� ��		
 ���
	��.

V V V Vk k k k
2 20= ⋅ =cos

d

dt

T

q

T

q
Q q

j j
j
a

j
j

S ∂
∂

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − ∂

∂
−

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

=
=
∑ δ 0

1

Q
d

dt

T

q

T

q
j Sj

u

j j

= − ∂
∂

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + ∂

∂
=, , ...,1

δq j ≠ 0 j S=1, ...,

d

dt

T

q

T

q
Q j S

j j
j

∂
∂

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − ∂

∂
= =, , ..., .1



268

������ 57. @��������� $���$�� " ������ �1 � �������� R "������
-

�� �� ���!	��	 ������ �	"����=��� ��� "��
������ ���	�
�� M��. %�

$���$�� ����
���	
�� �	�	����� 
���, "	�	����
�� �	�	� $��� � ������
�2,  ���"�	�	�	���� "� 	�� �$���. � ���$������ ���
� 
���� "����	"�	�

���� � ������ �3 (���. 170, �). A��
���
4 ����	�	�
���4��	 �����	��	

���!	��� $���$��� � �"�	�	��
4 �����	��	 ����� �.

��A����. A��
	�� ��		
 ���� �
	"	�4 ���$���. >���	� �� �$�$!	�-
��� ��������
� q ���� "�����
� ϕ $���$��� (���. 170, �). >���	��� ����-
�	��	 D�����=� �
����� ����:

���	
��	���� ?�	���� ���
	��

*������ ω", ω�, VC �	�	� �$�$!	���� ������
4 :

  

#�
. 170

d

dt

T T
Q

∂
∂

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − ∂

∂
=

ϕ ϕ ϕ.

T T T T
I I M V

A B C
A A B B C= + + = + +
ω ω2 2

3
2

2 2 2
.

ϕ ω= A

V V V RC = = =1 2 ϕ ;
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.

'��	�
� ��	�
�� 
	� " � �

A ��	
�� ?
��� ���	
��	���� ?�	����

%���	� "���������	:

;

@$�$!	���� ����

.

>���
���� � �����	��	 D�����=�:

@
���� 

>�� ��� − �3gR > 0 ���!	��	 $���$��� ����������	���	, "��

��� − �3gR < 0 ���!	��	 $���$��� − � "��
���"���=��� �
�����.

�����	��	 ����� � "�� ������� �	���
�=����
� 
���� ����� ���!�-

	�4���� �����	��� 
��	� �$��� $���$���:

������ 58. %� ������� �������
��4��� "������
� (���. 171, �) "��	-

!	�� 
�	����4��� "����� ABD ������ , ��
���� ��=	
 ����4��
4 "�
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?
�� "������
�. >� ����� BD "����� ��
�
�� $	� ����4=	��� ����������

������� 
������ ������ . @"�	�	��
4 �����	��	 "����� � �����	��	

���� � 
������� �
����
	�4�� "�����. #�	��	� ���	��� "�	�	$�	�4.

��A����. W������ ���	�+�	
 ���=��	 ���=	��	: "	�	�����	 ��	�
	
� "������ � �
����
	�4��	 — ���=	��	 �
����
	�4�� "�����. >���	���
�����	��	 D�����=� �
����� ����. A��
	�� ��		
 ��	 �
	"	�� ���$���.

*�$	�	� � ���	�
�	 �$�$!	���� ��������
  �  — ���
�	
�
�	���

"	�	�	!	��	 "����� � "	�	�	!	��	 
������� �
����
	�4�� "�����.
@$������� ,  (���. 171, �).

G�"�+	� �����	��� D�����=�:

                                 (1)

A��
���� ����=	��	 ���	
��	���� ?�	���� ���
	��:

(2)
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.

#�
. 171
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A�����
4 
	�
�� ���� 
�������

. (3)

'��	�
 ��	�
�� ����������� 
�������

.

������� ������
4 
�������  (
������ ��
�
�� $	� ����4=	-

���, �����	���� 
	�
� ������
	� � 
���	 �������).
A ��	
�� ?
���

(4)

%���	� "���������	, �����!�	 � �����	��� (1):


�� ��� ���	
��	���� ?�	���� �	 ������
 �
 �$�$!	���� ��������
;

@"�	�	��� �$�$!	���	 ����.

A��
�	� .

, 
�� ��� �����=��� ��$�
� ���  �  �� "	�	-

�	!	��� � ����� ����.

��"��
�� , 
����

.
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>���
���� ������	���	 "���������	 � �$�$!	���	 ���� � �����	-
��	 D�����=�:

*������  �� "	����� �����	��� � "���
���� �� �
���	:

@
���� �����	��	 "����� 

>����� "	�	�	!�	
�� �	 �"����, ��� "�	�"��������4, � ��	��.
@
����
	�4��	 �����	��	 
�������

7.6. 
��"����� ��D���#� 
$�� ���!��"���"�4@ ��@�����!��@ !�!���. 

K������!��� ����$����4 � ����D���4

��� ����	���
����� ���
	�� �$�$!	���	 ���� �"�	�	��-
�
�� �	�	� "�
	�
���4��� ?�	���� ( ���
	�� "� ������	
(7.23)
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#���� �����	��� D�����=� "	�	"�+�
�� � ���	

(7.55)

#�� ��� "�
	�
���4��� ?�	���� ���
	�� 	�
4 ����
�� 
��4-

�� �$�$!	���� ��������
, 
.	. ( = ((q1, q2, ..., qS), 
� 

A ��	
�� ?
��� "�	��
���� �����	��	 (7.55) � ���	

, (7.56)

��	 % − ( = L — ����
�� D�����=� (���	
��	���� "�
	�
���).
@�����
	�4�� �����	��� D�����=� ��� ����	���
�����

���
	�� ��	�
 ���

. (7.57)

;�	����
	�� 	

������� — �$�$!	���	 ��������
�, �

��
���� ���� �	 ������
 ���	
��	���� "�
	�
���.

>��
4 ��	�� S �$�$!	���� ��������
 k ��������
 �����
-
�� 
�����	�����. #����

� ��	����
	�4��,

(7.58)

&� ���	��
�� (7.58) ��	��	
:

. (7.59)

*���=	��� (7.59) �������
�� &�	����
	��� �����������.
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j S

j j

∂
∂

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − ∂

∂
= =0 1, , ...,

∂
∂

= =L

q
j k

j

0 1, , ..., ,

d

dt

L

q
j k

j

∂
∂

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = =0 1, , ..., .

∂
∂

= = =L

q
C j S

j
j const, , ...,1
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������ 59. '	�����	���� ���
	�� ���
��
 �� "����� ���4
�, ��
���	
��=	
 ���!�
4�� ������ �	�
����4��� ���, � 
�=	���� +����� ������ m,
��
���� ��=	
 "	�	�	!�
4�� ���
�� ���4
� (���. 172).

'��	�
 ��	�
�� ���4
� �
����
	�4�� ��� ���!	��� ���	� I, ������ —
R. >�	�	$�	��� 
�	��	�, ���
���
4 ����	�	�
���4��	 �����	��� ���=	-
��� ���
	��.

��A����. A��
	�� ��		
 ��	 �
	"	�� ���$���. *�$	�	� � ���	�
�	

�$�$!	���� ��������
  — ���� "�����
� ���4
� ������ ��� �

 — 
	�
���4��� ���� ���� A�. >���	��� �����	��� D�����=� ���

����	���
����� ���
	��:

(1)

@"�	�	��� ���	
��	���� ?�	���� ���
	��:

(2)

A�����
4 +����� �"�	�	��� "� 
	��	�	 ���=	��� ������
	�:

, (3)

��	  — "	�	������ ������
4 +�����;  — �
����
	�4��� ������
4 (���-

���
4 +����� �
����
	�4�� ���4
�).

#�
. 172

q1 = ϕ

q2 = θ

d

dt

L L

d

dt

L L

∂
∂

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − ∂

∂
=

∂
∂

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − ∂

∂
=

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

ϕ ϕ

θ θ

0

0

,

.

T T T
I m V

= + = +1 2

2
2 2

2

2 2

ϕ
.

V V Ve r2 = +

Ve Vr
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'����4 "	�	������ ������
�

.     (4) 

'����4 �
����
	�4��� ������
�

(5)

#�� ��� , 
� �$����
��� ������
4 +�����

. (6)

#���� ���	
��	���� ?�	���� ���
	��

          (7)

>�
	�
���4��� ?�	���� ���
	��, 	��� �� ���	��� ����	�4 "����
4 ��-
�����
��4��� ����	
� ���4
�,

       (8)

���	
��	���� "�
	�
��� ���
	��

          (9)

&� �����	��� (9) ��	��	
, �
� ���	
��	���� "�
	�
��� �	 ������
 �


�$�$!	���� ��������
� . #���� �$�����, ?
� �$�$!	���� ������-

��
� ����	
�� 
�����	����.
*�"����� �"	��
�� ����	�	�
��������. #�� ��� �$�$!	���� ����-

����
�  ����	
�� 
�����	����, 
�

#����

�
� ����	
�� 
�����	���� ��
	������.
%���	� 	�� ����=	��	:

(10)

V Re = ϕ θsin

V Rr = θ .

V Ve r⊥

V V V R Re r2
2 2 2 2 2 2 2= + = +ϕ θ θsin

T
I m

R R= + +( )ϕ ϕ θ θ
2

2 2 2 2 2 2

2 2
sin .

( m gR= − 2 cos .θ

L T (
I m

R R m gR= − = + +( ) +ϕ ϕ θ θ θ
2

2 2 2 2 2 2
22 2

sin cos .

q1 = ϕ

ϕ

∂
∂

=L

ϕ
0.

∂
∂

= =L
C

ϕ ϕ const,

C
L

I m R I m R Iϕ ϕ
ϕ θϕ θ ϕ ϕ= ∂

∂
= + = +( ) =2

2 2
2

2 2sin sin ,"�
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��	  — "���	�	���� ���	�
 ��	�
��;  — ������� ������
4 ���-

!	��� ���
	��.
#���� ����	�	�
���4��	 �����	��	 ���!	��� ���
	��

. (11)

A��
���� �
���	 �����	��	, ���
�	
�
���!		 �$�$!	���� ��������-


	 :

>���
���� � �����	��	 D�����=�: 

���

   (12)

�����	��� (11) � (12) �����
�� ����	�	�
���4���� �����	�����
���=	��� ���
	��. &� �����	��� (11) ��	��	
, �
� ������� ������
4 ���!	-

��� ���
	�� ������
 �
 "���=	��� +����� ���
�� ���4
�, 
.	. �
 ���� .

>��
4 � �����4��� ���	�
 , 
����

, 

� ������� ������
4 

. (13)

�����	��	 (11) ��=�� 
��=	 "�����
4 �� ������ ������	��� ���	
�-
�	����� ���	�
� ���
	�� �
����
	�4�� ���.

��=��!4 � ;�$���� $�� !�����������

1. ����	 ���� ����	� ��!	�
���
? ���
	 ����������
�� ����� � ���-
��
��	���� �	�����	.

2. * �	� �������	 �����=��� � �	��
��
	�4��� "	�	�	!	��� ��
	-
����4��� 
����?

I"� ϕ ϕ= d

dt

I
d

dt
C"� const

ϕ
ϕ= =

q2 = θ

∂
∂

= −

∂
∂

=

∂
∂

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

L
m R m gR

L
m R

d

dt

L

θ
ϕ θ θ θ

θ
θ

θ

2
2 2

2

2
2

sin cos sin ;

;

mm R2
2θ.

m R m R m gR2
2

2
2 2

2 0θ ϕ θ θ θ− + =sin cos sin ,

θ ϕ θ θ θ− = −1

2
22 2R

g

R
sin cos sin .

θ
ϕ ω θ= =0 0 0,

C Iϕ ω= 0

ω
ω

θ
=

+

I

I m R

0

2
2 2sin
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3. @"�+�
	 �$�$!	���	 ��������
� �	�����	���� ���
	��.
4. <
� 
���	 �����=��� ��$�
� ����?
5. A����������
	 "���
�" �����=��� "	�	�	!	���.
6. <
� 
���	 �$�$!	���� ���� � ��� ��� �"�	�	��	
��?
7. <	�� ����� �$�$!	���� ���� � �����	 ������	��� �	�����	����

���
	��?
8. A����������
	 "���
�" D�����=� — �����$	�� (�$!		 �����	��	

��������).
9. ����� ��� � �$!	� �����	 ��	�
 �����	��� D�����=� �
����� ��-

��? <	�� ����� ����� ?
�� �����	��� ��� ��=��� �	�����	���� ���
	��?
10. G�"�+�
	 �����	��� D�����=� ��� ����	���
����� ���
	�.
11. <
� 
���	 ���	
��	���� "�
	�
���?
12. ����	 �$�$!	���	 ��������
� �������
 
�����	����� � �����

��� ��	�
 
�����	���	 ��
	�����?

�DC*C 8. ���G� ����
��	F 
��J��	+���	J �	�&��

8.1. 
!��:��"�!�� =���#���� ��"��"�!�� 
��@�����!��: !�!���4

*�"��� �$ ��
�������
� "���=	��� ������	��� �	�����	-
���� ���
	� ��		
 �	"���	��
�	���	 ����	��	 � 
	���� ���	$�-
��� ���
	�.

������	 ������	��� �	�����	���� ���
	��, ��� $���
�"����� � ��. 7, � �$�$!	���� ��������
�� ��		
 ���
(��. (7.33))

Qj = 0,  j = 1, ..., S,

��� ��� ����	���
����� ���
	� (��. (7.34))


.	. �$�$!	���	 ����, ���
�	
�
���!�	 ��=��� �$�$!	����
��������
	, ���=�� $�
4 ����� ����. 

>��
4 �	�����	���� ���
	�� ������
�� � ������	��� "��
�	��
��	� "����=	���� � �	� ���. A��$!�� 
����� (
	���)

Q
(

q
j Sj

j

= − ∂
∂

= =0 1, , ..., ,
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���
	�� �	�����
	�4��	 �
����	��� �
 �� ������	���� "���-
=	��� � �	�����
	�4��	 �����4��	 ������
�. >�� ?
�� ��=-
�� ���	
�
4, �
� "���=	��	 ������	��� ��=	
 $�
4 ��
����-
���, �	��
������� � $	����������.

U
�
����
� �
�
����� ����
��
�! — "���=	��	 ������	���,
"�� ��
���� 
���� �	�����	���� ���
	��, ���	�	���	 �� ?
�-
�� "���=	���, � ���4�	�+	� ���=�
�� "�� �	��
��	� ��� � �	-
"���	��
�	���� $�����
� ����	 ���	�� ������	����� "���=	-
���. F
� ���=	��	 $��	
 �$����
4 
�� ��� ���� �
	"	�4� "�-
�
���	���
� �� ��	�	��, 
.	. ���
	�� $��	
 ���	�+�
4 ���	$�-

	�4��	 ���=	��	 (���. 173, �).

)��
�
����
� �
�
����� ����
��
�! — "���=	��	 ������	-
���, �� ��
����� "�� ����4 ������ ����� �
����	��� 
��	�
���
	�� �"���	��
��� �	��
���!�	 ���� 	!	 ���4+	 $���

�����
4 
���� �
 �� ������	����� "���=	��� (���. 173, �).

_���������
� �
�
����� ����
��
�! — "���=	��	 ������	-
���, ����� "�� ��$�� ����� �����4��� �
����	��� 
��	� ���-

	�� �
 ?
��� "���=	��� � ����� "���=	��� ���
	�� 
��=	
��
�	
�� � ������	��� (���. 173, �).

��� �"�	�	�	��� ��
�������� "���=	��� ������	��� �	��-
���	���� ���
	�� ��!	�
���
 ��������	 �	
���. ������
���
�"�	�	�	��	 ��
�������� "���=	��� ������	��� �� ���������
��
���� +������� — [������.

������	

J��� � "���=	��� ������	��� ����	���
����� �	����-
�	���� ���
	�� � ��	��4���� � �
�
��������� �������
		 "�
	�
���4��� ?�	���� ��		
 �������, 
� ?
� "���=	-
��	 ������	��� ����	
�� ��
�������.

#�
. 173
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@"����� ������
	�4�
�� ?
�� 
	��	��, �
�	
��, �
� ���
��
��������	
 ���
�
�����
4 ������� ��
�������
� "���=	���
������	���. %	�$�������
4 ?
�� ������� ��
��������	
�� 
	�-
�	���� C.'. D�"�����, ������
�	��	 ��
����  �"����	�.

@"�	�	��� �� ��������� 
	��	�� D�����=� — ������	 "�-
��=	��	 ��
�������� ������	��� ����������� �
	�=�� �����
l (���. 173). >���	� �� ���	��� ����	�4 �������
��4��� "���-
���
4, "������!�� �	�	� 
���� $ "���	�� �
	�=��. #���� "�-

	�
���4��� ?�	���� �
	�=�� "�� �
����	��� 	�� �� ���� ϕ �

�	�
�����

G���	��	 ���� ϕ "�� ������	��� �"�	�	��� �� �������

�
� �����=�� "�� ϕ1 = 0 � "�� ϕ2 = π, 
.	. ������	��	 �����=-

�� "�� �	�
����4��� ���"���=	��� �
	�=��.
%���	� ����	��	 ϕ, "�� ��
���� "�
	�
���4��� ?�	����

��		
 �������, �� ������� 

#���� �$�����, "�
	�
���4��� ?�	���� ��		
 ������� "��
ϕ = 0, � ?
� "���=	��	 ������	��� ����	
�� ��
�������. * ���-
��	 �
�
��������� �������� "��� "�
	�
���4��� ?�	���� (
���
	�� � ����� �
	"	�4� ���$��� ����	
�� ����
�	� �$�$-
!	���� ��������
� q, 
.	.

( = ((q). (8.1)

( mg
l= −
2

cos .ϕ

∂
∂

= = ⇒ =(
mg

l

ϕ
ϕ ϕ0

2
0 0��� sin sin ,

∂

∂
>

2

2
0

(

ϕ
:

∂

∂
= ⇒ ∂

∂

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = >

=

2

2

2

22 2
0

1

(
mg

l (
mg

l

ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ

cos ;

∂

∂

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = − <

=

2

2

2

2
0

(
mg

l

ϕ ϕ ϕ

.
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#���� ���
	��	� ��
�������� "���=	��� ������	��� ���
	-
�� ����	
�� 

 (8.2)

��	 q* — ����	��	 �$�$!	���� ��������
�, �����	
�����!		

������� ������� � ������� ������	��� = 0.

*���=	��	 (8.2) ����
 �������	 	������! +������� —
[������ ��
�������
� "���=	��� ������	��� �	�����	����
���
	�� � ����	���
����� "��	.

8.2. �!������!�� �=�!���� ��������� !�!���

'	�����	���� ���
	�� ��=	
 ���	�+�
4 ���	$���� 
��4��
�$���� ��
�������� "���=	��� ������	��� "�� �	��
��� ��
�		 ����	���
����� ���. * ?
�� "���=	��� �$�$!	���� ����-
����
� qj = 0, j = 1, ..., S.

A��
	�� � ����� �
	"	�4� ���$��� � �����	 �
�
��������,
����������, ��	��4���, �	����$�=���!�� ����	� ��		
 ����
�$�$!	���� ��������
� q, � 		 ���=	��	 �"�����	
�� �����
�����	��	� D�����=�:

(8.3)

%� �	�����	���� ���
	�� ����	 	
�
���������� 
�� ����

�	��
����
4 ��

��������� 
��� (
��� 

��
�������!) � �����-
������, ��� �
���������, 
���.

#���� �$�$!	���� ���� Q ��=�� ���
�
4 ���
��!	� ��

�	� ���
	�:

(8.4)

��	 Q(, QC, QB — ���
� �$�$!	���� ����, �$������	���	 ���
-
�	
�
�	��� ����	���
������ ������,  ������ ��"��
���	���,
�����!��!��� ������.

∂

∂

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ >

2

2
0

(

q q*

,

∂
∂

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

(

q

d

dt

T

q

T

q
Q

∂
∂

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − ∂

∂
= .

Q Q Q Q( C B= + + ,
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>���	���� 
������	�
���/ �
� �����
�� ���� �"�����
� �
���� 
�=	�
�.

@$�$!	���� ���� Q(  ?
�� ��� �"�	�	��	� �	�	� "�
	�
�-
��4��� ?�	���� ( � ��	
�� (8.1) "� ������	 (7.23)

.

*
�	�
 ������
����
� (�����"�
������ ������) �����
��
���� ������� ���	����� ��"��
���	���, ������!�	 �
 �����-
�
	� � "	���� �
	"	�� 
��	� ���
	�� � ��"����	���	 � �
���-
��, "��
���"���=��	 ������
��. #��, ��� k-� 
���� ���
	��

���� ��"��
���	��� , ��	 μk — ��?���
�	�
 ��"��-


���	��� (��. (2.3)). @"�	�	�	��	 �$�$!	���� ���� QC ?
��
��� $��	
 ������
�	�� � ". 8.4.

����%0	�0
�
 �
�	�
 �����
�� ����, ���	���!�	�� � 
	-
�	��	� ��	�	�� "� ��������	����� (��. (2.5)) ��$� "� ��$���

������� ������. @$�$!	���� ���� QB, �$������	���� �����-
!��!��� ������, $��	� �"�	�	��
4 "� ������	  

. (8.5)

* ���������
� �
 ������"���
� ?
�� �$�$!	���� ��� �	��-
���	���� ���
	�� ��=	
 ���	�+�
4 ����	 ��$�
�	���	 � ��-
��=�	���	 ���	$���� $	� ��	
� ��� � ��	
�� ��"��
���	���.
���	$���� ���
��
�� ������, 	��� "�� ���=	��� ���
	��

�$�$!	���� ��������
� q, ������
4  � �����	��	  ���
�
��-
�� ���� � � �����	��� D�����=� (8.3) ��=�� "�	�	$�	�4 ��	-
�� ��	���� �
����� � $��		 �������� "������� �����
� �
��-

��
	�4�� q,  � , 
.	. �����	����, � ��
���	 �����
 ������
�
?
�� �	�����, �� "�����	�	��� ��� �����	 �	���	���	 ����-

��. >�?
��� 
���	 ���	$���� �������
�� ���������.

����	 
���, � �����	 ����� ���	$���� ����
�� sin q ≈ q,
cos q = 1 ("�� ������	��� "�
	�
���4��� ?�	���� "�������


����
�� ).

Q
(

q
( = − ∂

∂

R Vk k k= −μ
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=
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8.3. �"���$�4�, ��� !��!�"���4�, ��������� !�!���4 
! �$��: !��=���< !"���$4 ��; ?���� !�=����"�����

��� ������ ����	�	�
���4���� �����	��� ?
�� ���	$����
���"��4��	��� �����	��	� D�����=� (8.3), � ��
���� �$�$!	�-
��� ���� Q �$������	�� 
��4�� ����	���
������ ������ � $�-
�	
 �����

 

QC = QB = 0.

>��
4 ���
	�� � �����������, ��	��4����, �	����$�=��-
�!��� � �
�
��������� ������� ���
��
 �� n 
��	� � ���=	
-
�� ����	 "���=	��� ������	���. J	 ���	
��	���� ?�	����

(8.6)

* ���� �
�
��������
� ����	� ������-�	�
��  ��=��� 
��-

�� ������
 �
 ��	�	�� 
��4�� �	�	� �$�$!	���� ��������
� q,


.	. #���� �	�
�� ������
� k-� 
����

(8.7)

���
����, �
�  ��"�+	� ����=	��	 (8.6) � ��	
��

(8.7) � ���	

(8.8)

��	 .

�������� ����
��  � ���	�
���
�  � �
	"	����

���, "������ 

Q Q
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q
(= = − ∂

∂
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T
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⎟ = ( )

=
∑
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            (8.9)

G�	�4 � � "���	���!�� ����=	���� ���	�� 0 ������	
, �
�

���
�	
�
���!�	 �	������ ��������
�� "�� . ��� "���-
�	��� ���	����� ����	�	�
���4���� �����	��� � �����=	-
��� ���	
��	���� ?�	���� ���=�� ���	�=�
4�� ��	�� �	 ��-

+	 �
����� "������ �����
� "� �
��+	��� �  � , � 
�� ���

(8.8) ���	�=�
 , 
� � �����=	��� (8.9) ���
���	� 
��4��

"	���	 �����	��	 , � ��
��4���� �����	���� "�	�	$�	��	�. 

@$������� . #���� ����=	��	 ���	
��	���� ?�	�-

��� �	�����	���� ���
	�� � ����� �
	"	�4� ���$��� "�	��
�-
��� � ���	

(8.10)

��	 aq — �$�$!	���� ��?���
�	�
 ��	�
��, ����	����
4 ��-


����� ���"���	
 � ����	����
4� ����� ��� ���	�
� ��	�
��,

����	
�� "���=�
	�4��� "��
������ �	�������;  — �$�$!	�-
��� ������
4.

>�
	�
���4��� ?�	���� ( ���
	�� � ��	
�� (8.1) �����-
����� �����=�� � �
	"	���� ���

(8.11)

��	  — "�
	�
���4��� ?�	���� � "���=	��� ������	���;

 — �$�$!	���� ���� � "���=	��� ������	���.

* ���
�	
�
��� � 
	��	��� D�����=� — ������	 � "���=	-

��� ������	��� , "�?
��� .
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A ��	
�� ��	������ ��+	 ���	�����, �
$����� � �����=	-
��� (8.11) ��	�� 
�	
4	�� � $��		 ���+�� "������� �����
�
�
����
	�4�� , "������ ����=	��	 ��� "�
	�
���4��� ?�	�-
��� ��� ����	���
����� �	�����	���� ���
	�� � ����� �
	"	-
�4� ���$��� � ���	

,   (8.12)

��	 q — �$�$!	���� ��������
�; 
q — �$�$!	���� ��?���
�-

	�
 =	�
���
�.

���
����, �
� , ��

(8.10) "���	 ��"���	��� �"	��
�� ����	�	�
�������� � "��-
�
������ ����	���� ����=	��� � �����	��	 D�����=� (8.3)
"������ ���	���	 ����	�	�
���4��	 �����	��	 ����� ��$-
�
�	���� ���	$���� ���
	�� � ����� �
	"	�4� ���$���

 (8.13)

��	 , ���  — 
�����	���� ���
�
� ���	$����

���
	��.
�����	��	 (8.13) ���������� �����	��� (2.6), �"������-

!	�� ��������	���	 ���	$���� ��
	����4��� 
����.
�	+	��	 ?
��� �����	��� � �"�	�	�	��	 �����
	���
�� ��-

�	$���� "���	�	�� � ". 2.2.

������ 60. A��
���
4 ����	�	�
���4��	 �����	��	 ����� ���	$�-
��� �	�����	���� ���
	��, ���
��!	� �� ����������� �
	�=�� 3, $���-
$��� 2 (����������� �����) �������� r2 =0,25 �, ����� 1 � "��=��� � ��-

?���
�	�
�� =	�
���
� 
 =700 %/�. '���� 
	� �1 = 5 ��, �2 =2�1,

�3 =3�1. ����� �
	�=�� l3 =4r2. '����� ��
� � ������ ��"��
���	���

"�	�	$�	�4. @"�	�	��
4 "�� �������� �������� ����	���� 
�����	����
���
�
� � "	���� ���	$���� ���
	�� (���. 174, �).

��A����. A��
	�� ��		
 ���� �
	"	�4 ���$���. *�$	�	� � ���	�
�	
�$�$!	���� ��������
� "	�	�	!	��	 ����� 1, 
.	. q = y (���. 174, �). G�-
"�+	� �����	��	 D�����=�:

q
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q

q
c qq= ∂
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k
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a
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q

2 = k
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a
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@"�	�	��� ���	
��	���� ?�	���� ���
	��, ������� 		 �	�	� �$�$-

!	���� ������
4 :

% =%1 + %2 + %3.

���� ���=	
�� "��
�"�
	�4��, 	�� ���	
��	���� ?�	���� 

.

#	�� 2 � 3 ���!��
�� ������ �������
��4��� ���, "������!	� �	�	�

���� $. >�?
��� �� ���	
��	���� ?�	���� 

��	 

#����

d

dt
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∂
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��	 

#����

���	
��	���� ?�	���� ���
	��

��� 

��	 �� =18�1 — �$�$!	���� ��?���
�	�
 ��	�
��.

>�
	�
���4��� ?�	���� ���
	�� �"�	�	��	
�� ��� ��$�
� ��� 
�=	�-


�  �  � ���� �"�����
�  "��=��� �� "	�	�	!	��	 ���
	��

�� �
����	����� "���=	��� � ���	��	, ��
���� ���
�	� "���=	��	 "�-
��� ���
	��, 
.	.

��	 ;

.

G��	���
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I
m l m r
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3 2
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T m y m3 3
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8= = y2.

T m y m y m y m y= + + =1

2

1

2
8 91
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2
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2,

T a yy= 1

2
2,

m g1 m g3 F �"�

( ( m g ( m g ( F= ( ) + ( ) + ( )1 3 �"� ;

( m g m gy1 1( ) = − ;
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��	  

#����

 

��	 .

#����

* �
��	

* "���=	��� "����, ���
�	
�
���!	� �
�
��	���� �	�����
�� "��-

=���, � = 0, ( = 0 �  &� ?
��� ������� ����	� �	������

�
�
��	���� �	�����
�� "��=���:

 �.

&������� �� ����=	��� "�
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���4��� ?�	���� λ�
, "������
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%���	� "���������	:  (���	
��	���� ?�	���� �	 ������
 �


�$�$!	���� ��������
�):

.

>���
���� "����	���	 ����=	��� � �����	��	 D�����=�, "������

 

���

,

��	 

W�����	���� ���
�
� ���	$����

>	���� ���	$����

�.

8.4. ������� ����:��D� !�=����"����� 
�� $"�#���� ��@�����!��: !�!���4 

! �$��: !��=���< !"���$4 "���;� =���#���� ��"��"�!��

>��
4 �� 
���� �	�����	���� ���
	�� � ����� �
	"	�4�
���$��� �	��
���
 ����	���
����	 ���� � ���� ��"��
���	-
���, ���	��� ������!�	 �
 ������
	� ?
�� 
��	� (��. ". 8.2).

∂
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#���� �����	��	 D�����=� ��� ?
��� ������ $��	
 ��	
4 ���

(8.14)

��	 

@$�$!	���� ���� QC ��� ��"��
���	��� ��� ���
	�� � ��-
��� �
	"	�4� ���$��� ����	� "� ������	

.                        (8.15)

#�� ��� ���� ��"��
���	��� , �

 (��. (7.46) — "	���	  ���
��+	��	 D�����=�), 
�

(8.15) "�	��
���� � ���	

.        (8.16)

*�	�	� �$�����	��	

.           (8.17)

Q���
��  ������	
�� ��

�������
� *��	&��� ���  *��	-
&��� #:��!. >� ���	� �
���
��	 ��� ���������� ���	
��	����
?�	���� ���
	��, 
��4�� � �		 ��	�
� ����� 
��	� �����
 ��-

?���
�	�
�  ��"��
���	���. #���� �$�$!	���� ����

(8.16) � ��	
�� (8.17) "���	
 ���

(8.18)

>�	�$����	� ����
�� �?�	� (8.17) � ��	
�� (8.7), "������
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(8.19)

��	  — ����
��, ������!�� 
��4�� �


�$�$!	���� ��������
�.
�����=�� ?
� ����
�� � �
	"	���� ��� � ���	�
���
� "�-

��=	��� ������	��� ���
	��, 
.	. "�� 

 (8.20)

#�� ��� � ����
�� (8.19) ���	�=�
�� , 
� � �����=	���
(8.20), � ���� 
��� �
� ���	$���� ���=�� $�
4 ������ ���	�-
����, �
$������	� ��	 ��	�� ��+	 "	����� "������ �����
�

�
����
	�4��  � ��
����	� 
��4�� "	���	 �����	��	 , �$�-

������ 	�� . >���=�
	�4��� �	������  ������	
��


�
������� 	
:**�&����
� 

��
�������!.
#���� ��� ����
�� �?�	� "�����	� ����=	��	

,    (8.21)

� ��� �$�$!	���� ���� ��� ��"��
���	���

     (8.22)

A ��	
�� (8.22) "���	 ��"���	��� �"	��
�� ����	�	�
�-
������� ���	
��	���� � "�
	�
���4��� ?�	���� � "���
����-
�� "����	���� �	���4
�
�� � �����	��	 D�����=� (8.14) "���-
��� ��	��!		 ����	�	�
���4��	 �����	��	:

.               (8.23)
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����	��� �$	 ���
� �����	��� (8.23) �� , ��	�	� �$����-

�	���  � "	�	�	�	� ��	 ��	�� ?
��� �����	-

��� � �	��� ���
4, "������ ���������	 ����	�	�
���4��	
�����	��	 �
����� "������ � "��
������� ��?���
�	�
���

     (8.24)

��	  — ��?���
�	�
 ��
������;  (��. (8.13)).

�����	��	 (8.24) ����	
�� ����	�	�
���4��� �����	��	�
��
����!�� ���	$���� �	�����	���� ���
	�� � ����� �
	"	-
�4� ���$��� "�� n < k ���  �"	������	����� ���=	��� ���
	-
�� ����	 "���=	��� ������	��� "�� n ≥ k.

�	+	��	 ?
��� �����	��� "�� n < k � n ≥ k � �"�	�	�	��	 ��-
���
	���
�� ���=	��� ������
�	�� � ". 2.3. 

������ 61. @��������� 
������ 3 �������� r � ������ �3 = 2� =	�
��

��	���	� � ���������� �
	�=�	� 2 ������ 4r � ������ �2 = 3� � ����	"-

�	� �� �������
��4��� ��� $�. * 
���	 " � �
	�=�� "���	+	� ���� 1 ���-
��� m1 = �; � 
���	 D �
	�=�� "����	"�	�� "��=��� =	�
���
4� c; � 
���	

� — "����	���	� =�����
��� �	�"�	�, ������!�� ���� ��"��
���	���

 ���!	��� �
	�=��. * "���=	��� ������	��� �
	�=	�4 "� ��-

����	
 �������
��4��	 "���=	��	, "��=��� ���
���
� �� �	������ λ�
.

A��
���
4 ����	�	�
���4��	 �����	��	 � ����	����
4 ���=	��	 ���
	-
�� (���. 175, �).

��A����. '	�����	���� ���
	�� ��		
 ���� �
	"	�4 ���$���. G� �$�$-
!	���� ��������
� "���	� ���� "�����
� �
	�=��, 
.	. q = ϕ. %� ���
	��

�	��
���
 ����	���
����	 ����: ���� �"�����
� "��=���  � ����


�=	�
� 
	� 1, 2, 3 , � 
��=	 ���� ��"��
���	���

(���. 175, �).
G�"�+	� �����	��	 D�����=�:

. (1)

1. *������� ���	
��	���� ?�	���� ���
	��

% = %1 + %2 + %3.

aq

k
c

a
n

a
q

q

q

q

2 2= =,
μ

q nq k q+ + =2 02 ,

n
a
q

q

=
μ
2

k
c

a
q

q

=

R V= −μ

F�"�

m g m g m g1 2 3, , R

d

dt

T T
Q Q( C∂

∂
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − ∂

∂
= +

ϕ ϕ ϕ ϕ
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���� ���=	
�� "��
�"�
	�4��:

#	�� 2 � 3 ���	�+��
 ���!�
	�4��	 ���=	��	 ������ ��� $�:

* �
��	

(2)

��	  — �$�$!	���� ��?���
�	�


��	�
��.
2. %���	� "���������	

(3)

ст

#�
. 175

T
m V m r

m r1
1 1

2
1

2

1
2 2

2

2

2
2= = =

( )
.

ϕ
ϕ

T
I m l m r

m rO
2

2 2
2

2 2
2 2

2
2 2

2
2 2

2 12 2

4

12 2

2

3
= = ⋅ = ⋅ =

ω ϕ ϕ ϕ
( )

;

T
I m r

m rO
3

3 3
2

3
2 2

3
2 2

2 2 2

1

4
= = ⋅ =

ω ϕ ϕ .

T m r m r m r a= + + =2
2

3

1

4

1

21
2 2

2
2 2

3
2 2 2ϕ ϕ ϕ ϕϕ ,

a r m m m mrϕ = + +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =2

1 2 3
24

4

3

1

2
9

∂
∂

= ∂
∂

=

∂
∂

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

T T
a

d

dt

T
a

ϕ ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ

ϕ

0; ;

.
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3. *������� "�
	�
���4��� ?�	���� ���
	��:

��	 sD = r sin ϕ ≈ rϕ — � ���� ����� �
����	���. 

#����

(4)

4. @"�	�	��� ����	���
����� ���
�����!�� �$�$!	���� ����:

(5)

* "���=	��� ������	��� ϕ = 0, 

&� ?
��� ������� �"�	�	��� �
�
��	���� �	�����
��:

(6)

&������� �� (5) λ�
, "���
���� (6). 

#����

(7)

> � � � 	 � � � � 	. '�=�� $��� �����	��	 (4) � ��	
�� ����=	��� (6)
"�	��
���
4 � ���	

(8)

� "������	�	�
�����
4 "� ϕ. 
#����

, (9)

��	 cϕ = cr2 — �$�$!	���� ��?���
�	�
 =	�
���
�.

( ( m g ( F= +( ) ( );1 �"�

( m g m gh m g r m gr( ) sin ;1 1 1 1 12 2= − = − ⋅ = −ϕ ϕ

( F
c c

sD( )�"� �
 �
= − −( ) = − − +( )( ) =2 20
2 2 2 2λ λ λ λ

= +( ) = +( )c
s s

c
r rD D2

2
2

22 2 2λ λ ϕ ϕ�
 �
 ,

( m gr
c

r r= − + +( )2
2

21
2 2ϕ λ ϕ ϕ�
 .

Q
(

m gr c r cr(
ϕ ϕ

λ ϕ= − ∂
∂

= − −2 1
2

�
 .

Q(
ϕ = 0.

∂
∂

=
=

(

ϕ ϕ 0

2 0
2

1
1m gr c r

m g



− = ⇒ =λ λ�
 �
 .

Q cr(
ϕ ϕ= − 2

( 
= 1

2
2

ϕϕ ,

Q
(

c( = − ∂
∂

= −
ϕ

ϕϕ
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5. @"�	�	��� �����"�
����� ����
�� /. #�� ��� �	��
��	
 
��4��
���� ���� ��"��
���	���, 
�

(10)

��	 μϕ = 4r2μ — �$�$!	���� ��?���
�	�
 ��"��
���	���.

6. @"�	�	��� �$�$!	���� ���� ��"��
���	��� QC "� ������	 (8.22)
� ��	
�� ����=	��� (10):

. (11)

>���
���� (3), (9) � (11) � (1):

>	�	�	�	� ��	 ��	�� � �	��� ���
4 ���	��
�� � ����	��� �� �ϕ, "������

 

��	 

 (���/�);

 (���/�).

>�� n < k ���
	�� $��	
 ���	�+�
4 ��
����!�	 ���	$����.
��?���
�	�
 ��"��
���	��� μ �	�"�	�� � ?
�� �����	 ���-

=	� �����	
����
4 �������  >�� n ≥ k ���=	��	
���
	�� $��	
 ��
����!�� �"	������	���� (��. ". 2.3).

8.5. �4�?#$���4� ��������� ��@�����!��: !�!���4 
! �$��: !��=���< !"���$4

������
��� ���=	��	 �	�����	���� ���
	�� ����	 "���-
=	��� ������	��� "�� �	��
��� �� �		 ����	���
����� ���,
��� ������� ���	����� ��"��
���	��� � �����!��!�� ���, ��-
�	���!���� � 
	�	��	� ��	�	�� "� ��������	����� ������.

/
V rB= = =

μ μ ϕ μ ϕϕ

2 2
2

2

2

2

1

2

( )
,

Q
/�

ϕ ϕϕ
μ ϕ= − ∂

∂
= −

a cϕ ϕ ϕϕ μ ϕ ϕ= − − .

ϕ ϕ ϕ+ + =2 02n k ,

2 2n
a

k
c

a
= =

μϕ

ϕ

ϕ

ϕ
; .

n
a

r

mr m
= =

⋅
=

μ μ μϕ

ϕ2

4

2 9

2

9

2

2

k
cr

mr

c

m
= =

2

29

1

3

μ <1 5, .mc
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* ������ �����	 �����	��	 D�����=� �
����� ���� ��		
 ���

(8.25)

��	 � ��	
�� "���	�	����� ���		 

@$�$!	���� ���� QB �"�	�	��� "� ������	 (8.5) "�� ����-
���, �
� �� ���
	�� �	��
��	
 ���� �����!��!�� ����, ���	��-
�!���� "� ��������	����� ������ (2.5):

(8.26)

>���
���� � (8.25) "���	�	���	 ��+	 ���
��+	���, "������

>���	 "�	�$��������� � ��	
�� �$�����	��� ������� (8.24)

, (8.27)

��	  — "��
������ �	������, ��	�!�� ����	����
4 ��-

������ ��� ���	����� �����	��� � ���������
� �
 
���, �
� ��-
$���� � ���	�
�	 �$�$!	���� ��������
�.

�����	��	 (8.27) — ����	�	�
���4��	 �����	��	 ����=-
�	���� ���	$���� �	�����	���� ���
	�� � ����� �
	"	�4�
���$��� "�� ������� ���	����� ��"��
���	���.

>���=�� � �����	��� (8.27) n = 0, "������ ����	�	�
�-
��4��	 �����	��	 ����=�	���� ���	$���� �	�����	���� ���-

	�� $	� ��	
� ��"��
���	���:

. (8.28)

�	+	��	 �����	��� ���� (8.27) � (8.28) "����$�� ������
-
�	�� � "". 2.4, 2.5. #�� =	 "���	�	�� "����$��	 ����	������	
�������� �����
	���
�� ����=�	���� ���	$���� — ��"��
�-
�� � ����.

d

dt

T

q

T

q
Q Q Q( C B∂

∂
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − ∂

∂
= + + ,

∂
∂

= ∂
∂

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =T

q

d

dt

T

q
a qq0; ;

= − = −Q c q Q q(
q

�
q; .μ

Q F pt� = 0 sin .

a q q c q F ptq q q= − − +μ 0 sin .

q nq k q h pt+ + =2 2 sin

h
F

aq

= 0

q k q h pt+ =2 sin
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��=��!4 � ;�$���� $�� !�����������

1. ������ ���$	����
� "���=	��� ������	��� �	�����	���� ���
	��?
2. A����������
	 
	��	�� D�����=� — ������	 �$ ��
�������
� "�-

��=	��� ������	��� �	�����	���� ���
	��?
3. ����� ��� ��		
 ���
	��� D�����=� — ������	 ��
�������
� "���-

=	��� ������	��� �	�����	���� ���
	��?
4. * �	� ���$	����
4 �"������ ���	$���� �	�����	���� ���
	�? *�-

�� ���	$���� ���
	�.
5. ����� ���	$���� ���
	�� �����
�� ������? <
� ��� ?
��� �	�$��-

����?
6. ��� �"�	�	���
�� �$�$!	���� ����	���
����� ����? �$�$!	����

���� ��"��
���	���? �$�$!	���� �����!��!�� ����?
7. ����� ��� ��	�
 ����	�	�
���4��	 �����	��� ���$����� � ��-

��=�	���� ���	$���� �	�����	���� ���
	�� � ����� �
	"	�4� ���$���
$	� ��	
� � � ��	
�� ��"��
���	���?

8. * �	� �
����	 ����	�	�
���4��� �����	��� ���	$���� �	����-
�	���� ���
	�� �
 ����	�	�
���4��� �����	��� ���	$���� ��
	����4-
��� 
����?

�DC*C 9. &���	F 
����

9.1. F"����� ?$���. �!��"�4� $�=?H���� =�� ?$���


$���� ������	
�� �������	��
��	 
	�, � �	���4
�
	 ��
���-
�� �� ���
�=�� ����� "���	=�
�� ��	�	�� ������
� 
��	� 
	-
�� ���	���
�� �� ���	���� �	������.

U������ !�����! ��=�� ������
����
4 ��� ������	 ����=	-
��	 ��� ���
�	 ����	� (��"���	�, �
������	��	 "��
�"�
	�4��
���=�!	���� 
	�� � ������ �	"����=��� 
	���) ��$� "	���-
���	���	 ����=	��	 ��� ���
�	 ����	� (��"���	�, �����,
+
��"����, ��$���� ���� � 
.".).

U�����! 
���  — ?
� ����, ��������!�� "�� �����	����

�������	��
��� 
	�, ���
����!�� $��4+�� ����	��� �� ��	��
�����.

�������� ����� ������	
�� ���
�=�� ����� "���	=�
��
��	�	�� τ �	��
��� ������� ����.

F��
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#�� ��� ������	 ���� ��	�4 �	���� � �� ��	�� ����� ����

���	��
4�� � �����
	�4��� "�	�	��� — ������
�
4 �
 ���� ��
��������4���� ����	��� � ��
	� "���
4 �� ����, 
� � ���	�
�	
�	�� �������	��
��� 
	� "�� ����	 ������
�����
�� �	 ����
����, � �� ��"��4��.

U������ ������

� �������
 �	�
����� �	������

(9.1)

������� ��"��4� ��		
 ���	���� �	������. &�"��4�
�$����� (�	�������) ��� �� ��	�� ����� ����	
�� ����� �	��-
����� "� �����	��� � ������� ��"��4���. * ����� � ?
�� �

	���� ����� "�������
 ��	���!�	 �
������!:

• ������
� ��
	����4��� 
��	� "�� �	��
��� ������� ����
�����	��� ���	���
�� �� ���	���� �	������;

• ��"��4���� �	������� ��� � "	�	�	!	����� 
��	� �� ��	-
�� ����� ��� ���
�=�� ������ �	�������� "�	�	$�	���
.

9.2. ��:!�"�� ?$����: !��4 �� ����������?< ����?

>��
4 
���� � ������ � ���=	
-
�� �� ����
�	 "� 
��	�
���� "��
�	��
��	� �	��
���� ���; �� �����-

�	��
���!�� �����  (���. 176).
* �	��
���� ���	�
 ��	�	�� � "�-
��=	��� � �� 
���� "��	��
������

������� ����  � 
	�	��	 ��	�	-

�� τ. * �	���4
�
	 ?
��� ������
4 

���� �� ����� �
��� ������  "���	 �����, � 
��	�
���� "���-
���� ����� � 
���� "	�	+�� �� 
��	�
���� �D.

>���	��� 
	��	�� �$ ���	�	��� �����	�
�� ���=	��� ��-

	����4��� 
���� �� ��	�� τ �����, "������

          (9.2)

#�� ��� , �  
�

S F dt�� ��= ∫
0

τ
.

#�
. 176

F

F��

V
u

mu mV F dt Fdt− = +∫ ∫��
0 0

τ τ
.

Fdt F
0

0
τ

τ∫ ≅ ≅ F dt S�� ��=∫
0

τ
,
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. (9.3)

������	

&��	�	��	 �����	�
�� ���=	��� ��
	����4��� 
���� ��
��	�� ����� ����� �������� ��"��4��, "����=	����� �

���	.

�����	��	 (9.3) ����	
�� �������� �����	��	� 
	���� �����.

9.3. ��H�� ������4 $������� =�� ?$���

������	 �� 
������

 
��
#����	 ��
(��
� 
��/	�
#��
�� �
�����

&��	�	��	 �����	�
�� ���=	��� �	�����	���� ���
	��
�� ��	�� ����� ����� �	��	
���	���� ����	 ��	+���
������� ��"��4���, "����=	���� � 
����� ���
	��.

$�
	�	��������. ��� k-� 
���� ���
	�� �� ��������� (9.3) 

(9.4)

��	 ,  — ������	 ��"��4�� ��	+��� � ���
�	���� ���,

"����=	���� � ?
�� 
���	.
��� �	�����	���� ���
	�� "���������	� ���	��
�� (9.4)

"� ��	� 
����� ���
	��: 

        (9.5)

>� �����
�� ���
�	���� ��� .

#����

    (9.6)

��	  — �����	�
�� ���=	��� ���
	�� "���	 �����;

 — �����	�
�� ���=	��� ���
	�� �� �����.

mu mV S− = ��

m u m V S Sk k k k k
e

k
i− = +

�� ��
,

S
k
e

��
S

k
i

��

m u m V S Sk k
k

n

k k
k

n

k
e

k

n

k
i

k

n

= = = =
∑ ∑ ∑ ∑− = +

1 1 1 1�� ��
.

S
k
i

k

n

��
=

=
∑ 0

1

Q Q S
k
e

k

n
− =

=
∑0

1 ��
,

Q m uk
k

n

k=
=
∑

1

Q m Vk
k

n

k0
1

=
=
∑
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�����	��	 (9.4) � "��	�
��� �� ��� �	���
���� ��������

��		
 ���

(9.7)

������	 � ��
(��

 �����	 �	�� �
�����

&��	�	��	 ������
� ���=	��� 
	�
�� ���� ���
	�� �� ��	-
�� ����� ����� ����	 ��	+��� ������� ��"��4���, "����-
=	���� � 
����� ���
	��, �	�	���� �� ����� ���
	��.

$�
	�	��������. *������ �����	�
�� ���=	���  � 

���
	�� �	�	� ������
4 
	�
�� ����:

(9.8)

#���� �����	��	 (9.4) "���	
 ���

(9.9)

@
���� 

 (9.10)

*	�
����	 ���	��
�� (9.9) � "��	�
��� �� ��� �	���
����
��������
 ��		
 ���

(9.11)

*������
� 
� ������:

• 	���  
� =   � , 
.	. 	��� �	�
��-

��� ����� ��	+��� ������� ��"��4���, "����=	���� � 
��-

Q Q S Q Q S

Q Q S

x k
e

k

n

y k
e

k

n

z k
e

k

n

x y

z z

− = − =

− =

= =

=

∑ ∑

∑

0
1

0
1

0
1

�� ��

��

x y
; ;

.

Q Q0

Q MU Q MVC C= =; .0

M U V SC C k
e

k

n
( ) .− =

=
∑

��1

U V S MC C k
e

k

n
− =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=
∑

��1
/ .

M U V S M U V S

M U V S

C C k
e

k

n

C C k
e

k

n

C C

x x y y

z z

( ) ; ( ) ;

( )

− = − =

− =

= =
∑ ∑

�� ��x y1 1

kk
e

k

n

�� z=
∑

1
.

S
k
e

k

n

��
=

=
∑ 0

1
, Q Q0 U VC C=
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��� ���
	��, ����� ����, 
� �����	�
�� ���=	��� ���
	�� �
������
4 		 
	�
�� ���� �	 ���	���
��;

• 	���  
�  � , 
.	. 	��� ���-

�� "��	�
�� ��	+��� ������� ��"��4���, "����=	���� � 
��-
��� ���
	��, �� �����-��$� ��4 ����� ����, 
� "��	�
�� ����-
�	�
�� ���=	��� ���
	�� � ������
� 		 
	�
�� ���� �� ?
� ��4
�	 ���	���
��.

������	 �� 
������

 

���
#��
�&� ������	 �
�����

• %�
���� �
����
� 
��

������
 &�����

&��	�	��	 ���	
��	����� ���	�
� �	�����	���� ���
	-
�� �
����
	�4�� �	��
����� �	"����=���� 
	�
�� ��
��	�� ����� ����� �	��	
���	���� ����	 ���	�
�� ��	+-
��� ������� ��"��4���, "����=	���� � 
����� ���
	��,
�
����
	�4�� 
��� =	 
	�
��.

$�
	�	��������. ����=�� �	�-


���� ������-�	�
�� , ��
����

��
�	
�� ����� � 
	� =	 �� �����
� "���	 ����� (���. 177), �� �	�-

����	 ���	��
�� (9.4):

A������� "� ��	� 
����� ���
	��, �������:

��	  — ���	
��	���� ���	�
 ���
	�� �
����-


	�4�� 
	�
�� O "���	 �����;  — ���	
��	�-

��� ���	�
 ���
	�� �
����
	�4�� 
	�
�� O �� ����� (�����4-

��� ���	�
);  — �	��	
���	����

S
k
e

k

n

�� x
=

=
∑ 0

1
, Q Qx x= 0 U VCx Cx=

#�
. 177

rk

r m u m V r S

r S

k k k k k k k
e

k k
i

× −( ) = × +

+ ×
��

��
.

r m u r m V r S r Sk
k

n

k k k
k

n

k k k
k

n

k
e

k
k

n

k
i× − × = × + ×

= = = =
∑ ∑ ∑ ∑

1 1 1 1�� ��
,

r m u Lk
k

n

k k O× =
=
∑

1

r m V Lk
k

n

k k O× =
=
∑

1

�

r S M Sk
k

n

k
e

O
k

n

k
e× = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟= =

∑ ∑
1 1�� ��



301

����� ���	�
�� ��	+��� ������� ��"��4��� �
����
	�4�� 
�-

�� =	 
	�
�� O;  — "� �����
��

���
�	���� ���.
* �
��	 

. (9.12)

• %�
���� �
����
� 
��

������
 

�

&��	�	��	 ���	
��	����� ���	�
� �	�����	���� ���
	-
�� �
����
	�4�� �	��
���� ��� �� ��	�� ����� ����� ��-
�	$����	���� ����	 ���	�
�� ��	+��� ������� ��"��4-
���, "����=	���� � 
����� ���
	��, �
����
	�4�� 
��
=	 ���.

A"��	
������ �	�
����	 ���	��
�� (9.12) �� ��� �	���
�-
��� ��������
, "������

(9.13)

*������
� 
� ������:

• 	���  
�  
.	. 	��� �	�-

�	
���	���� ����� ���	�
�� ��	+��� ������� ��"��4��� �
-
����
	�4�� �	��
����� 
	�
�� ����� ����, 
� ���	
��	����
���	�
 �	�����	���� ���
	�� �
����
	�4�� 
��� =	 
	�
��
"�� ����	 �	 ���	��	
��;

• 	���, ��"���	�, 
�  
.	.

���	
��	���� ���	�
 �
����
	�4�� ?
�� ��� z ��
�	
�� �	��-
����� "��
������. 

�����	 ��	��
��� ����=��
 ����� ������	��� ���	
��	�-
���� ���	�
� �
����
	�4�� �	��
���� 
	�
�� � ��� "�� ����	.

J��� ���� ��"�
���	
 
�	���	 
	��, ���!��!		�� ������
�	"����=��� ��� z, 
� 

r S M Sk
k

n

k
i

O
k

n

k
i× = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
=

= =
∑ ∑

1 1
0

�� ��

L L M SO O O
k

n

k
e− = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟=

∑�

��1

L L M S L L M S

L L

x x x k
e

k

n

y y y k
e

k

n

z z

− = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−

= =
∑ ∑

�

��

�

��

�

1 1
; ;

== ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟=

∑ M Sz k
e

k

n

��1
.

M S
k

e

k

n

0
1

0
��

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

=
∑ , L L0 0= =

�

const,

M Sz k

e

k

n

��

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

=
∑ 0

1
, L Lz z= =

�

const,
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Lz = Izω; , 

��	 Iz — ���	�
 ��	�
�� 
	�� �
����
	�4�� ��� z; ω � ω0 — ��-
�
�	
�
�	��� ������� ������
4 ���!	��� 
	�� "���	 ����� � ��
�����, 
� (9.13), "���	
 ���

 

���

          (9.14)

������ 62. � ���
� ����!	�� ����������� �
	�=�� ������ � � ���-

��� l "���������	
�� ������� ��"��4� . @"�	�	��
4, �� ����� ���� �

"	��������4���� "���=	��� �
�����
�� �
	�=	�4 (���. 178, �).

��A����. @"�	�	��� ������� ������� ������
4 �
	�=�� "�� �	��
��-
	� "����=	����� �������� "��4��, "���	��� 
	��	�� �$ ���	�	��� ���	-

��	����� ���	�
� �
����
	�4�� ��� ���!	��� � ���	 (9.14):

��	  

#����

L Iz z

�

= ω0

I M Sz z k
e

k

n
( ) ,ω ω− = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟=

∑0
1

��

ω ω− = ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

=
∑0

1
M S Iz

k

n

k

e

z
��

/ .

S

#�
. 178

I M Sz z
e

k

n
( ) ,ω ω− = ( )

=
∑0

1
��

I
ml

M S S lz z
k

n
= = ( ) = ⋅

=
∑

2

0
13

0; ; .ω ��

ml
S l

S

ml

2

3

3ω ω= ⋅ ⇒ = .
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��� �"�	�	�	��� ���� ϕ (���. 178, �) "���	��� 
	��	�� �$ ���	�	���
���	
��	���� ?�	����, "������� �� �������	, �
� �
	�=	�4 $��	
 �
���-
��
4�� �� 
	� "��, "��� 	�� ������� ������
4, "����	���� ���	��
��	 ���-
��, "�� ���4�	�+	� ���=	��� �	 �
��	
 ������ ����:

.

G�	�4 

% = 0; 

#����

���� ϕ ��=	
 "������
4 ����	��� 0 < ϕ ≤ π. @"�	�	��� �	������ ����-

���� ��"��4��, "�� ��
���� �
	�=	�4 "��	��	
�� �� ����   � ϕ = π.

>��   cos ϕ = 0, ���  >��
4 � = 10 ��,

l = 1 �, 
����

 % ⋅ �. 

>�� ϕ = π cos ϕ = −1, ���  
.	. � ?
��

�����	 ������� ��"��4� ���=	� $�
4 $��4+	 �  ��� "� �����	��� �
"	���� �����	�.

9.4. 
$�� �����������: ����� � ��=�$"�#�?< =�"��@��!��. 
��Q>>�%���� "�!!����"����� =�� ?$���

>�� ����	 � �	"����=��� "��	�����
4 �����=�� "�����
���� � �����.

T T Ak
e

k

n
− =

=
∑0

1

T
I ml

0

2 2 2

2 6
= =ω ω

;

A A mg mg
l

k
e

k

n

=
∑ = = − −

1 2
1( ) ( cos ).ϕ

− = − − ⇒ml
mgl

2 2

6

1

2
1

ω ϕ( cos )

⇒ = − = − ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −cos .ϕ ω

1
3

1
3

3
1

32 2 2

2

l

g

l

g

S

ml

S

glm

ϕ π=
2

ϕ π=
2

1
3

0 2 3
2

2
− = ⇒ =S

glm
S mg l g/ .

S = ⋅ ⋅ ⋅
⋅

= ⋅ =9 8 10
1 1

3 9 8
98 0 184 18,

,
,

1
3

1 2 3
2

2
− = − ⇒ =S

glm
S mg l g/ ,

2
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���� �������
 ��!���, 	��� ���-

���
4 
����  "	�	� ������ ��"���-
�	�� "� ������� � "��	�����
� �

���	 ����� (���. 179).

>���	 ����� ��
	����4��� 
����
�
�	��
�� �
 "��	�����
� � �	��
�-
��� ������
4� , ��"����	���� "�
?
�� =	 �������.

<
:**�&����
� �


���
�����!
"�� ����	 � �	"����=��� "��	��-
���
4 �������
 �
��+	��	 �������-
�� ����	��� ������
�  "���	 �����

� ��������� ����	��� ������
�  �� �����, 
.	.

. (9.15)

>�� k = 1 ���� ������	
�� ��

����
 ������� (u = V); 	���
k = 0, 
� ���� — ��

����
 ��������� (u = 0). >�� 0 < k < 1 ����
������	
�� ��
����
 �������. ��?���
�	�
 ����
�����	���
������
 �
 ��
	����� ��������!���� 
	�. %�"���	�, "�� ����	
�	�	������� +����� "� �	�	�� k = 1/2, �
��4���� "� �
���
k = 5/9, �
	�������� "� �
	��� k = 15/16.

>��
	�� ����� 
���� � �	"����=��� "��	�����
4 ��=��
����	��
4 �� ��	 ����: "	����  — *��� ��*
���&��, �
���� — *���
�


���
�����!.

* ���	�
�	 "���	�� ������
��� ���� +��� � �	"����=���
"��
� (���. 180).

Q��� �	�����
�� "�����=�
	�4���
4� τ1 �
���
���	
��
�
 ���	�
� ��"��������	��� +��� � "������
4� �� ���	�
�
���$��4+	� �	�����
��. * �����	 ?
�� ���� ������
4 +���,

#�
. 179

V

u

u

V

k
u

V
k= ≤ ≤, 0 1

#�
. 180
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"����!	�� � ����
� ), , ������
4 +��� � ���
	 ?
��

���� ����� ����. >�� ?
�� ���	
��	���� ?�	���� +��� "	�	-
����
 � "�
	�
���4��� ?�	���� �"����� �	�����
��
(%0 → (), ���
���� 
	����4 �� ����	����	 
	� � �� �	�$��
�-
��	 ���	�	��	 ����� +���.

Q��� ����
�����	��� "�����=�
	�4���
4� τ2 �
���
���	
-
�� �
 ���	�
� ���$��4+	� �	�����
�� �� ���	�
� �
�	�	���
+��� �
 "��	�����
� � �	��
���� ������
4� . >�� ?
�� ��-
��"�	���� "�
	�
���4��� ?�	���� "	�	����
 � ���	
��	����
(( → %, % ≤ T0), � +�� ���
���� ��� "�����
4� ����
��������-
	
 ���� �����.

@$!		 ��	�� �����

τ = τ1 + τ2. (9.16)

>�� k = 0 τ2 = 0, 
.	. ���� ���
��
 �� ����� ����.
A�����
4 u +��� "���	 ����� ����	�, ���� ����
� h "��M	��


	�� "���	 �����, "� ������	 . #���� ��?���
�	�

����
�����	���

. (9.17)

���� �������
 	

��, 	��� ���-
���
4 
���� "	�	� ������ ��"����	-
�� "�� �	��
���� ����� α � �������
"��	�����
� (���. 181). ���� α ����-
���
 ���
� ������!. A�����
4  "�-
��	 ����� ���
����	
 � ������4� �	-
��
���� ���� β, ������	��� ���
�

�������!. J��� "������
4 �������,


� ������� ��"��4�  $��	
 ��"���-
�	� "� �������.

G�"�+	� �������	 �����	��	
(9.3) 
	���� ����� � "��	�
�� �� ������4  � ����
	�4��� 
� "��	�����
�:

mu
n
− mV

n
= S; (9.18)

muτ − mVτ = 0 ⇒ uτ = Vτ,

��	 un = u cos β; Vn = —V cos α; uτ = u sin β; Vτ = V sin α. A�	����-

	�4��, u sin β = V sin α.

V gH= 2

u

u gh= 2

k
u

V

h

H
= =

#�
. 181

u

S

n τ
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A ��	
�� (9.15) � (9.18) � "����	���� ���
��+	��� ����	�
��?���
�	�
 ����
�����	��� k � ������� ��"��4� S, "������,
�
� ��?���
�	�
 ����
�����	��� �"�	�	��	
�� ������4����
���
�����!��� ������
� +��� � �	 ������
 �
 ����
	�4��� ��-
�
�����!��:

(9.19)

 . (9.20)

��?���
�	�
 ����
�����	��� ��=�� ������
4 �	�	� ����-
��� ��"��4�. ��� ?
��� � "	���� � �
���� ����� ����� "���	-
��� �������	 �����	��	 
	���� ����� (9.3) � "��	�
�� �� ���-
���4 � "��	�����
� (��. ���. 180).

��� 1-� ���� 

��� 2-� ����

#����

          (9.21)

9.5. 
$�� $"?@ ���

������
��� "���
	�+�� ������ — "����� 
	�
���4��� ����
���� 
	� (��"���	�, +����), ���=�!���� "��
�"�
	�4�� (���. 182).

���� ������	
�� ��!��� &����������, 	��� �$!�� ������4
� "��	�����
� 
	� � 
���	 �� ������� "������
 �	�	� �� 
	�
��
����, � ������
� 
	�
��� ���� � �����	 ����� ��"����	�� "�
?
�� �������, ������	��� ������ �����. @$������� ����� ���-

k
u

V

u

V

V

V
n

n

= = =
⋅

=cos

cos

sin cos

sin cos

tg

tg
;

β
α

α β
β α

α
β

S mu mV m
V

mV= + = + =cos cos
sin

sin
cos cosβ α α

β
β α

= +⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⇒mV cos

tg

tg
α α

β
1 S mV k= +( )cos1 α

m mV S V
S

m
⋅ − −( ) = ′⇒ =

′
0 .

mu m S u
S

m
− ⋅ = ′′⇒ =

′′
0 .

k
u

V

S

S
= =

′′
′
.
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���!	�� 
	�� �1, � ����� �����	���� �2; ������
� �� 
	�
���

���� � �����	 �����  � , � � ���
	 �����   �  � ��"���-

�	�� "� ����� �����. ��� 
��� �
�$� "�����+	� ����, �	�$��-
���� V1 > V2, � "���	 ����� — u2 ≥ u1, 
�� ��� ������+		 
	�� �	

��=	
 �$����
4 �����	��	.
#�	$�	
�� �"�	�	��
4 ��?���
�	�
 ����
�����	��� k, ���-

���
�  �  +���� "���	 ����� � ������� ��"��4� .

��� ?
��� ���� ����	��� �� ��	 ����: 
• 1-� — �
 ���	�
� ������� +���� �� ���	�
� ���������-

��� �� ������
	� "���	 �����;
• 2-� — �
 ���	�
� ���	��
�� �� ������
	�  "���	 ����� �� ��-

�	�
� �� ����	�	��� � ������ ���=	��� �� ������
���  � .

� ��=���� +��� ��� ��=��� ���� "���	��� �������	
�����	��	 
	���� ����� � "��	�
�� �� ������4, ��"����	����
� �
����� ���=	��� +����,

,            (9.22)

��	  — ������	 ��"��4��, "����=	���	 � "	����� � �
�-

���� +����, � ���
	 1-� ���� �����;  — 
� =	 � ���
	 2-�

����.
>����	����� � ?
�� �����	���� ����=	��� ��� ��?���-


�	�
� ����
�����	��� � ��	
�� (9.21)

V1 V 2

#�
. 182

u
1

u
2

u1 u2 S

u

u1 u2

m u m V S

m u m u S

m u m V S

m u m u S

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2

2 2 2 2

− = − ′

− = − ′′

− = ′

− = ′′

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪⎪

′ ′S S1 2,

′′ ′′S S1 2,
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 (9.23)

>�� ������
�	��� ��������!���� 
	�, "������	=�!�� ��-
��� ���
	�	, ������	 ��"��4�� �����
�� ���
�	����� � ��
����� ����� ����, � ��	+��	 ������	 ��"��4�� �
��
�
���
.
>�?
��� �����	�
�� ���=	��� �� ��	�� ����� �������	
��, 
.	.

 (9.24)

>����	���	 �	�4 �����	��� (9.22) — (9.24) "�������
 �	+�
4
"��
���	���� ������. ��� �"�	�	�	��� ��?���
�	�
� ����
����-
�	��� ��"��4��	� �����	��� (9.23), �������� �� ��� �$!�� ���-
���
4  +����. >���	 ���
�	
�
���!�� "�	�$��������� "������

        (9.25)

��	 ,  — �
����
	�4��	 ������
� +���� �� � "�-

��	 ����� ���
�	
�
�	���. ��� �"�	�	�	��� ������
	�  � 

"���	 ����� ��"��4��	� �����	��� (9.24) � (9.25).

&� �����	��� (9.25) .

>���
����  � �����	��	 (9.24) � ��"����� "�	�$���������:

k
S

S

u u

u V
k

S

S

u u

u V
=

′′
′
=

−
−

=
′′
′
=

−
−

1

1

1
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2

2

2

2

; .

m V m V m u m u1 1 2 2 1 1 2 2+ = + .

u

k
u u

V V

u u

V V
=

−
−

= −
−
−

2 1

1 2

1 2

1 2

,

V V1 2− u u1 2−

u1 u2

u u k V V2 1 1 2= + −( )
u2
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u
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+
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+
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=
+

+
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#�� ��� , 
� 

        (9.26)

&�"��4��� 
	 =	 �����	��� (9.24) � (9.25), ���������� ���-
�	� ������
4 �
����� +���:

        (9.27)

#�� ��� , 
� ��� �"�	�	�	��� �������� ��"��4��

"���	��� 
	��	�� �$ ���	�	��� �����	�
�� ���=	��� ��� ��-
���� �� +����, ��"���	� "	�����, � "��	�
�� �� ����� �����:

m1u1 − m1V1 = −S 

� � ��	
�� �����	��� (9.26) "������

. (9.28)

* �����	 �$����
�� �"������ ����� (k = 1) ������� (9.26),
(9.27) � (9.28) "�������
 ���

  (9.29)

&� ������ (9.29) "�� m1 = m2 = m "�����	� u1 = V2, u2 = V1, 
.	.
��������!�	�� 
	�� �$�	�����
�� ������
���, � ��"��4� ���	�

S = m(V1 − V2). (9.30)

J��� �
���� +�� �������� �� ����� �� ������
4� V2
����
�	�� "	����� +���, 
� � �������� (9.26) — (9.30) V2 ��	��-
	
 ������
����
4 ��� "��	�
�� �� ��4, ��"����	���� � �
���-
�� ���=	��� "	����� +���, � $��
4 		 �� ������ �����.

>�� �$����
�� �	�"����� ����	 (k = 0) ������
� u1 � u2 +�-
��� "���	 ����� $���
 ����������� �, ��� ��	��	
 �� (9.26) �
(9.27), �������:

. (9.31)

V V1 2>

u V
m

m m
k V V1 1

2

1 2
1 21= −

+
+( ) −( ).

u V
m

m m
k V V2 2
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1 2
1 21= +

+
+( ) −( ).

S S S1 2= =

S k
m m

m m
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−( ) ( )1 1 2
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m m
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1 1
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1 2
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1 2
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+
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+

−

=
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= = =
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+
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'����4 �������� ��"��4�� � ?
�� �����	 �"�	�	��	
�� "�
������	

. (9.32)

9.6. &������ �� �;������� ��������!��: Q���D�� 
=�� ?$��� $"?@ ���. &�����4 �����

%���	� ���	�	��	 ���	
��	���� ?�	���� "�� "����� 
	�-

���4��� ����	 ���� 
	� (+����), ���=�!���� "��
�"�
	�4��
(���. 182):

. (9.33)

*���	�� � ������
 ����=	��� (9.26) � (9.27) ��� ������
	�
u1 � u2 
	� "���	 ����� � "���
���� "����	���	 ����=	��� �

(9.33), "���	 �����!	��� �����	���  �  "������:

(9.34)

S
m m

m m
V V=

+
−( )1 2
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⎛
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+
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>�� k = 1 T0 = T, 
.	. "�
	�� ���	
��	���� ?�	���� �	 "��-
������
.

>�� k = 0 "�
	�� ���	
��	���� ?�	���� �����

. (9.35)

>�
	�� ���	
��	���� ?�	���� ��=�� 
��=	 �"�	�	��
4 �	-
�	� "�
	�����	 ������
� "� 
	��	��� �����.

��� ?
��� "�	�$����	� ������� (9.34), ��"��4��� ����=	-
��	 (9.32), ��� �������� ��"��4�� S "�� k = 0. >�	��
����
�����	��	 (9.34) � ���	

(9.36)

� ����=	��	 (9.32) ����	�	� � ������
:

(9.37)

G�"�+	� �����	��	 (9.37), ���
����, �
� , � ���	 

(9.38)

>���
���� "����	���	 ����=	��� (9.38) � �����	��	
(9.36), "������ 

(9.39)

*������ �� �����	��� ������� (9.22) ������	 ��"��4�� 

� , "����=	���	 � "	����� � �
����� +���� ���
�	
�
�	���:

(9.40)

>���
���� ����=	��� (9.40) � �����	��	 (9.39), "������ 

(9.41)
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m m
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+
,

S
m m V V

m m

2 1
2

2
2

1 2
2

1 2
2

=
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&� ������ (9.23) ����	� ������
4 u, ������� 		 �	�	�  �

, � 
��=	 �	�	�  � , "������ ���
�	
�
�	���

(9.42)

A ��	
�� ?
��� "�	�$����	� � ������	 (9.41) ����=	���

 � :

(9.43)

>���
���� ����=	��� (9.43) � �����	��	 (9.41), "������

�� ������	��� ��
��� (
����) ��
���� <���
 "�� �"�����
����	 ���� 
	�:

,   (9.44)

��	 (V1 — u1) � (V2 — u2) — "�
	�����	 ������
� ��������!��-

�� 
	�.
&� ?
��� ����=	��� ��� �$����
�� �	�"������ �����

(k = 0), ���
����, �
� u1 = u2 = u (��. 9.31), "�����	� ������
��
���� <���
:

. (9.45)

=���%�
���
	

���	
��	���� ?�	����, "�
	������ ���
	��� ���� 
	�
"�� �$����
�� �	�"����� ����	, ����� 
�� ���	
��	����
?�	����, ��
���� ��	�� $� ���
	��, 	��� $� 		 
	�� ���-
�����4 � "�
	������� ������
���.

�	����� ��%#	
 :��� �������
>��
4 V2 = 0 (�����	��	 
	�� �	"����=��). #����

u1
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=
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+
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; .
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+
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⎪
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(9.46)

*����=�� ��� ������:
• m1 >> m2, 
���� % ≈ %0, 
.	. "�
	�� ���	
��	���� ?�	����

�	 "��������
, ��� ���	
��	���� ?�	���� "�� ����	 �������	
-
�� �� ���$!	��	 ������
� ���=	��� �����	���� 
	�� (��$����
����, �����	� � 
.".);

• m1 << m2 
���� , ��	����
	�4��, % ≈ 0, 
.	. �

?
�� �����	 "�� ����	 ���	
��	���� ?�	���� 
	��	
�� "��
�
"�����
4� � ��
������	
�� �� �	�����
�� �����	���� 
	��
(����� �	
����, ��	"�� � 
.".) � ����	� ��������!���� 
	�.

>���	����	. Q������ (9.45) ��=�� ���	�
�, ��"��4��� ���
��+	��	

%0 — % = %0 — 2% + %, 

��	 

#����

9.7. K���� ?$���

K���� ?$��� — 
���� 
�	����� 
	��, ��	�!	�� �	"����=���
��4 ���!	���, �����
	�����!���� 
	�, �
� "����=	���� � �	�
������� ��"��4� �	 ������	
 ������� �	��
�� � �"���� ���.
��� ?
��� ������� ��"��4� ���=	� $�
4 "����=	� � 
�� �
���-
�� ��� ���!	���, ��	 ������
�� 
	�
� ���� 
	��, �� ����
�����
�
 ���, �"�	�	��	��� "� ������	
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,                      (9.47)

��	 Iz — ���	�
 ��	�
�� 
	�� �
����
	�4�� ��� ���!	���; � —
����� 
	��; d — ����
����	 �
 ��� ���!	��� �� 
	�
�� ���� 
	��.

������ 63. @��������� �
	�=	�4 ������ �1 � ������ l, ���!���4 ������

�������
��4��� ���, "���	
 �� 
��	���� �"���. %� ���
	 �
	�=��  ����	"�	�
���� ������ �2, ����	���� ��
����� "� �����	��� � ������ �
	�=�� ��=��

"�	�	$�	�4. @"�	�	��
4, �� ����� ����
����� �
 ��� ���!	��� ��	��	
 ���-
"���=�
4 �"���, �
�$� �	 �������� ������	 �	��
�� � �"��	 $.

��A����. &�"��4�  ������� �	��
�� � 
���	 < (���. 183) ��"����	�
"	�"	���������� � "������
� Oy1z1, "������!	� �	�	� 
	�
� ���� � �

��4 ���!	��� z, �����!���� ������� ��4� ��	�
��.

>���=	��	 
	�
�� ����� �"�	�	��	� "� ������	 (9.47):

��	  — "���	�	���� ���	�
 ��	�
�� �
-

����
	�4�� ��� z;  — ����
����	 ��


	�
�� ���� �
 ��� ���!	���.
#���� 
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>��
4 , 
���� 

, 
.	. 	��� � 
���	 $ �
	�=	�4

(�����
�� ����
�) $��	
 ��	�=���
4��
�����, 
� "�� ����	 ����
�� "� �	"�-
���=���� 
	�� (���. 184) � ���	 �	 ���-
�����
 ������	 ����. >�� ?
�� �	��-
���� ���� ����� "� �������4�	 � ��	�4-
+	��	� l $��	
 ��	�4+�
4��, � ������	
��"��4�� � ���	 �	 $���
 �!�!�
4��.

��=��!4 � ;�$���� $�� !�����������

1. ����	 ���	��	 ������	
�� ������?
2. ������ ���$	����
� ������� ����?
3. ���
	 �"�	�	�	��	 �������� ��"��4��.
4. ����	 ��"�!	��� �����
�� � 
	���� �����?
5. ����� ?��	�
 ��		
 �	��
��	 ������� ���� �� ��
	����4��� 
����?
6. ����� ��� ��		
 �������	 �����	��	 
	���� �����?
7. A����������
	 
	��	�� �$ ���	�	��� �����	�
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