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Предисловие
Волокнистые материалы -  это особый класс материалов. Благодаря 

специфике структуры и строения их поведение под действием механиче­
ских нагрузок не может быть соотнесено, как частный случай, с другими 
видами материалов. Огромное разнообразие способов переработки, струк­
турное разнообразие, обширный диапазон натурального, искусственного и 
синтетического сырья для получения волокон, дешевизна производствен­
ных технологий - практически не оставляют областей человеческой дея­
тельности, в которых бы не находили применение те или иные волокни­
стые материалы или изделия из них. Акуальность темы только возрастает. 
С каждым годом мы узнаем о все новых применениях волокнистых мате­
риалов, которые в «чистом» виде или в виде композитов заменяют метал­
лы и пластики - привычные в быту и в производственной деятельности 
традиционные материалы.

Практически все волокнистые материалы получают, соединяя 
огромное количество коротких (штапельных) волокон или нитей. Форми­
руемый материал существует как единое целое благодаря силам так назы­
ваемого «сухого» трения и силам сцепления между волокнами. Этим во­
локнистые материалы и отличаются принципиальным образом от метал­
лов, сплавов, пластиков, эластомеров, биологических тканей и проч. Взаи­
модействие волокон происходит на надмолекулярном уровне и подчиняет­
ся законам классической механики. Но методы молекулярной статистиче­
ской механики и физики могут найти лишь весьма ограниченное примене­
ние при исследовании механических свойств волокнистых материалов. 
Огромное количество волокон, из которых состоит любой волокнистый 
материал, и значительные случайные вариации их характеристик делают 
необходимым сочетание законов классической механики с законами стати­
стической механики и физики. Протяженность и природная извитость во­
локон не позволяют рассматривать их как своего рода «атомы» с малым 
числом степеней свободы и тем самым упростить решение прикладных за­
дач. Все эти особенности привели к появлению науки о волокнистых мате­
риалах как отдельной области знаний.

Постоянно нарастающая мощность современных компьютеров, появ­
ление суперкомпьютеров и компьютерных кластеров позволяют использо­
вать совершенно новые методы анализа подобных систем. Наиболее близ­
кими к обсуждаемой области исследований можно считать относительно 
недавно появившиеся направления компьютерного моделирования: мето­
ды конечных элементов, граничных элементов, молекулярной динамики, 
мезомеханики, подвижных клеточных автоматов, теории обобщенных кон­
тинуумов, теории перколяции и других современных направлений изуче­
ния сложных механических и физических систем.

В монографии собраны материалы, отражающие работу автора в об­
ласти компьютерного и математического моделирования для решения не-
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которых задач механики волокнистых материалов. Основное внимание 
уделено роли сил т.н. «сухого» трения и вероятностных свойств волокон в 
динамике деформирования волокнистых материалов; необратимым про­
цессам при деформации и разрушении волокнистых материалов под дей­
ствием внешних нагрузок. ;

Приведены оригинальные алгоритмы создания геометрических мо- > 
делей для сечений пряжи и подобных волокнистых структур, имитации , 
растяжения и разрыва пучков волокон, нитей и пряжи, растяжения и раз­
рыва тканых полотен, взаимодействия нитей в полотнах.

Во всех разработанных и рассмотренных моделях учитывалась веро- * 
ятностная природа свойств волокон; доказано ее принципиально важное * 
значение. Это позволило выявить роль статистического разброса характе­
ристик волокон и его влияние на геометрические и механические особен- * 
ности волокнистого материала в динамике под действием нагрузки.

В монографии описано применение различных математических под­
ходов к разработке моделей для решения поставленных задач. В их числе 
статистическое моделирование, статистическая имитация, дифференци­
альные и конечно-разностные уравнения, методы и аппарат геометрии, ал- 1 
гебры, векторного и тензорного исчислений, конечных элементов.

Особое внимание уделено относительно мало изученным, но практи­
чески важным методам моделирования нестационарных процессов дефор­
мации, изменения свойств, истирания, появления и нарастания разрывов в 
волокнистых материалах: разрыву пряжи, истиранию и разрыву ткани, ги­
стерезису нитей при циклических нагрузках. Автором обращено внимание 
на принципиальные отличия механизма развития деформации и разруше­
ния при истирании и разрыве в текстильных полотнах по сравнению с дру­
гими материалами.

Автор счел нецелесообразным включать непосредственно в текст 
ссылки на использованные работы и источники информации. В приведен- , 
ной библиографии присутствуют работы всех авторов, чей труд, так или 
иначе, нашел отражение в изложенном материале, в нее также включены 
работы, представляющие наибольший интерес с позиций обсуждаемых 
тем. Ряд классических и общеизвестных фундаментальных работ в биб­
лиографии не упомянут, поскольку читатели, интересующиеся рассматри­
ваемой тематикой, безусловно, с ними знакомы.

Автор надеется, что работа, изложенная в монографии, заинтересует 
всех, кого увлекают проблемы механики волокнистых материалов, а также 
аспирантов и научных работников в этих областях исследования.

4



Глава 1. Геометрические и динамические модели волокон, 
нитей и их ансамблей

1.1. Модели распределения волокон в поперечных сечениях пряжи
Структура поперечного сечения пряжи (ПСП) оказывает большое 

влияние на свойства пряжи. Поэтому ПСП изучали многие отечественные 
и зарубежные исследователи. Для прогнозирования свойств пряжи, зави­
сящих от ПСП, необходимо располагать его компьютерной моделью.

Фотографии (рис. 1.1) и зарисовки ПСП приведены во многих учеб­
никах, статьях и монографиях.

Рис.1.1 Пример лабораторной фотографии сечения пряжи

ПСП представляет собой множество объектов (сечений волокон 
и/или нитей), заполняющих область округлой формы без четко выражен­
ной границы. В центральной части области сечения волокон расположены 
близко или даже касаются друг друга.

Заметим, что упругость волокон приводит к тому, что даже при 
большой крутке пряжи в центральной части сечения касаются друг друга 
лишь небольшое число волокон. Волокна на периферии сечения пряжи и 
вовсе могут находиться друг от друга на значительном расстоянии. По 
этой причине невозможно точно определить границы поперечного сечения 
пряжи.

Структура ПСП отличается от структуры сечения канатов, которые 
имеют высокую степень упорядоченности, регулярности в расположении 
отдельных нитей и максимально плотную упаковку этих нитей в сечении. 
Тем самым обеспечивается большая площадь касания, большое трение
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между нитями и, как следствие, большая прочность канатов. Другая важ­
ная особенность ПСП состоит в том, что сечения волокон могут иметь раз­
личную, иногда весьма причудливую форму. Она зависит от их происхож­
дения или способа изготовления.

Моделирование ПСП относится к классической задаче моделирова­
ния плотной упаковки, которая возникает во многих прикладных областях. 
Как правило, в этой задаче рассматривают упаковки элементов правильной 
формы (круги, шары, прямоугольники, выпуклые многогранники), что 
упрощает задачу. Разработано большое число алгоритмов построения гео­
метрических моделей плотной упаковки. Каждый из них приспособлен для 
конкретной области применения. Ниже описаны алгоритмы, разработан­
ные автором для получения геометрических моделей ПСП с учетом пере­
численных особенностей структуры.

Первый из них основан на применении триангуляции Делоне в соче­
тании со случайными вариациями в положении вершин треугольников и 
их числа в зависимости от расстояния от центра формирования сечения. 
При этом сечение каждого волокна моделируется кругом случайного ради­
уса К. Алгоритм состоит из следующих шагов:
Алгоритм А1.1
1. Задание числа п волокон в сечении, закона распределения К, числа т кольцевых

слоев расположения волокон в ПСП, среднего числа волокон тЗг в слое.
2. Для к= \,...,т  выполнить:

2.1. Генерация случайных значений полярных координат {Нк)', а(к)} вершин тре­
угольников в к-м слое в соответствии со значением тЗг для этого слоя.

2.2. Занесение координат {г(к)\ аЩ} в массив вершин треугольников. Формирова­
ние на базе этого массива подмножества V вершин из (А-1) -го и к-то слоев.

2.3. Триангуляция Делоне для множества точек V, т.е. построение непересекаю- 
щихся треугольников с наибольшими возможными углами при вершинах, за­
полняющих к-й слой.

2.4. Построение вписанных кругов, имитирующих сечения волокон, для каждого 
из построенных треугольников слоя.

На рис. 1.2а приведен пример работы алгоритма для пяти слоев при 
отсутствии случайных вариаций в положении волокон внутри слоя, как в 
радиальном, так и в азимутальном направлениях. В этом случае структура 
ПСП близка к идеально упорядоченной структуре. Все треугольники и 
вписанные круги (на рисунке не показаны) одинаковы.

На рис. 1.26 показана геометрическая модель ПСП, полученная с по­
мощью приведенного алгоритма для пяти слоев при наличии случайных 
вариаций в положении вершин треугольников, а соответственно, в поло­
жении и радиусах вписанных кругов.

Из рисунков видны как достоинства, так и недостатки данного алго­
ритма. Сечения волокон располагаются не предельно плотно, как при 
плотной упаковке. Между сечениями имеются точки касания. Сечения во­
локон варьируют случайным образом, как по величине площади, так и по

6



расположению внутри ПСП. ПСП имеет форму, близкую к кругу без четко 
выраженной границы, т.е. реализуется большинство отмеченных выше 
особенностей ПСП.

■0.1 -0.08 -0X6 >0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.06

б)
Рис.1.2 Модель по алгоритмуА1.1 (процедура МаЯаЬ ТгхапдХе)

Однако в алгоритме А1.1 отсутствует прямой контроль числа воло­
кон в ПСП и распределением их координат и площади. Они определяются 
координатами вершин и числом не пересекающихся треугольников в три­
ангуляции Делоне.

Видны характерные локальные кольцеобразные формирования из 
сечений волокон с незаполненными центральными областями. Появляются 
сильно вытянутые треугольники, которые дают вписанные круги очень 
маленькой площади. Из-за несвязности триангуляции отдельных кольце­
вых слоев в модели некоторые из кругов -  сечений волокон - пересекают­
ся. Такие круги могут быть удалены путем включения в алгоритм А1.1 
процедур проверки пересечений кругов после построения модели.

Ниже приведен текст процедуры МаЙаЬ Тг±апд1е, реализующей ал­
горитм'^..? 

йшсйоп Тпапд1е;
Кр=1; Ку=0.01; пз = [6 12 18 24 30 36 42 48 54 60];
\/х=0; Уу=0; з=1; Ухз(1,1)=0; Ууз(1,1)=0;
1ог з=1:5

п8г=пз(1,з); СУпз=0.05;
п=гоипс1(погтгпс1(п8г,С\/пз*пЗг)); % п=пЗг; 
г=ипйгпс1(Ку*зя11(2)*8,1,7*В7*з,п,1); % г=(^*здг1(3)'з+2*Яу*з)/2;
йг=(-р|+р|/36*(з-1 )):2*р|/(п-1 ):(р:+р|/36*(з-1)); 
сШ=0; % М=ипИгпс1(-р1/72,р'1/72,п, 1);
Л=Лг'+с!Л; [Ухз(з+1,1 :п),\?уз(5+1,1 :п)] = ро12саг!(П,г);
□\/х=[\/хз(з,:);\/хз]; 0\/у-[\/уз(з,:);\/уз]; Т=с1е1аипау(0\/х,ОУу);

% Ь=Мр1оЦТ,ОУх,ЪУу,'ЦпеШР1Р',1.5); РоШ оп, ах/'з ериа!
[пТ,с1]=812е(Т);
1ог к=1 :пТ

7



А(1,1 )=й\/х(Т(к, 1)); А(1,2)=0Уу(Т(к, 1 ));
В(1,1 )=0Ух(Т(к,2)); В(1,2)=ОУу(Т(к,2));
С(1,1)=0Ух<Т(к,3)); С(1,2)=0'/у(Т(к,3));
Ур15С1’гс1е(А,В.С);

епс1;
епс1;
Щпсбоп Ур|'зСйс1е(А,В,С);
% А,В.С- векторы вершин треугольника АВС
а=погт(В-С); Ь=погт(С-А); с=погт(А-В); 1Ь=а/с; 1_с=а/Ь;
Ха=А(1,1); ХЬ=В(1,1); Хс=С(1,1); Уа=А(1,2); УЬ=В(1,2); Ус=С(1,2);
р=(а+Ь+с)/2; 8=здг*(р*(р-а)*(р-Ь)*(р-с)); г=3/р; % радиус вписанного круга 
% Расчет координат центра вписанного в треугольник круга 
Сх=(ХЬ+1_с*Ха)/(1 +[_с); Су=(УЬ+1_с*Уа)/(1 +1_с);
Вх=(Хс+[_Ь*Ха)/(1+!_Ь); Ву=(Ус+1.Ь*Уа)/(1+1_Ь);
К1 = (Су-Ус)/(Сх-Хс); К2=(Ву-УЬ)/(Вх-ХЬ);
Х0=(К1 *Хс-К2*ХЬ+УЬ-Ус)/(К1 -К2); У0=К1 *(Х0-Хс)+Ус;
%Х=[Ха,ХЬ,Хс,Ха]; У=[Уа,УЬ,Ус,Уа]; р1о1(Х,У); % Рисование треугольника 
ах13 ериа1
гес4апд1е('РозШоп',[Х0-г,У0-г,2*г,2*г],'Сшуа1иге',[1,1], 'ИлеШсПЬ', 1.5); %Рисова- 
ние круга

Другой алгоритм А1.2 моделирования ПСП основан на следующих 
соображениях. Поперечные сечения волокон, образующих пряжу, имеют, 
как уже отмечалось выше, неправильную, иногда весьма причудливую 
форму. Поэтому не приходится надеяться построить алгоритм, позволяю­
щий получить изображение из сечений волокон, случайным образом рас­
положенных и ориентированных в плоскости ПСП. Но для прикладных за­
дач использования моделей ПСП обычно нет необходимости точно вос­
производить изображение этого ПСП. Можно, например, ограничиться 
границами области ПСП, которую «контролирует» соответствующее во­
локно.

При моделировании структур материалов, основанных на технологи­
ях плотной упаковки элементов, широко используются методы триангуля­
ции Делоне и многоугольников Вороного. Поэтому алгоритм А1.2 и на его 
основе модель имитации для построения модели ПСП были разработаны с 
использованием этих методов.

Для получения модели ПСП такого типа область ПСП разделялась 
на выпуклые многоугольники неправильной случайной формы по методу 
Вороного. Применительно к построению модели ПСП сначала генерируют 
множество п точек - геометрических центров сечений волокон, распреде­
ленных согласно некоторому закону распределения вокруг| центра ПСП. 
Затем для этого множества точек строят систему выпуклых многоугольни­
ков, стороны которых равноудалены от этих точек.

Процедура МаЙаЪ Ш адгатУогопоу, позволяющая получить модель 
поперечного сечения волокнистого продукта округлого сечения, например,
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пряжи, в виде многоугольников Вороного с использованием метода триан­
гуляции Делоне, приведена ниже
йшсйоп [\/х,\/у,ух,уу,хс,ус] = 01адгат\/огопоу;
п=160; ба=ипКгпс1(-р1/30,р1/30,1,п+1); а=0:р|/(п/2):2*р1; а=а+ба;
г=1,09*опез(1 ,п+1); [х,у]=ро12саг1(а,г);
р1о1(х,у,'д*'); ах1з едиа1, Ио1с1 оп % ореол
Ьс=ип1^гпс1(0,2*р|,1,250); гс=1 *зцг1(ишйпс1(0,1,1,250)); [хс,ус]=ро12саг1(Ьс,гс); 
хч=[х,хс]; ум=[у,ус]; [ух, чу] = уогопо1(ху,уу); р1о4(хс,ус,'к+'); Ьо1сЗ оп 
п=1епд1И(ух); [=1; к=0; 
ууНМе [<=п

1.1 =(ух(1 ,)))Л2+(уу(1 ,ШЛ2; 12=(ух(2,[))л2+(уу(2,]))л2;
К И<3&1-2<3

к=к+1; \/х(1 ,к)=ух(1,.)); \/х(2,к)=ух(2,]); \/у(1 ,к)=уу(1,]); Уу(2,к)=чу(2,]);
епй; М+1', епй;

Лдиге, р1о4(\/х,\/у,,к-,,'ипе\Л/1сИ11,,2,,Со1ог','Ыаск'); ах1з едиа1

Пример работы модели, построенной по этому алгоритму для значе­
ний: Кр = 1,п = 161, Кг = 3, Кр = 3, Ко =  1,1, приведен нарис.1.3 -  1.4. На 
рис. 1.36 показана модель сечения ПСП, а на рис. 1.4 - гистограмма распре­
деления радиусов волокон в этом сечении.

В некоторых задачах, требующих моделирования ПСП, нет необхо­
димости обрисовывать контур волокон. Достаточно указать границы ареа­
ла, занятого волокном в ПСП. В этих случаях могут быть использованы 
модели, подобные изображенным на рис. 1.36.

Для устранения незамкнутых многоугольников на границе области 
построения (рис. 1.3а) в алгоритм моделирования ПСП добавлены следую­
щие фрагменты. Во-первых, дополнительно к точкам, определяющим гео­
метрические центры волокон в ПСП, генерируются точки по границе обла­
сти ПСП на расстоянии Ко, незначительно превышающим радиус ПСП Кр. 
В программе это 1,09 от Кр. Количество этих точек должно быть достаточ­
но большим, чтобы они создавали плотный «ореол» вокруг внутренних то­
чек ПСП.

Затем строятся многоугольники Вороного для всех точек: внутрен­
них и «ореола». После этого отрезки, лежащие за границей области фор­
мирования модели ПСП и порожденные точками «ореола», исключаются 
из модели. Анализ применения триангуляции Делоне для моделирования 
поперечных сечений нитей и пряжи показал ограниченную пригодность 
этих методов, а алгоритмы оказались недостаточно удобными для получе­
ния разных видов структуры ПСП. В качестве альтернативы был разрабо­
тан алгоритм, основанный на методе статистической имитации . Этот ме­
тод нашел применение при решении аналогичных задач во многих обла­
стях науки. Сечения волокон, образующих ПСП, моделировались кругами.

Для заданного числа N  волокон радиусы г и координаты центров (хс, 
ус) этих кругов генерировались с помощью генераторов случайных чисел в 
соответствии с выбранными для исследования сечений законами распреде­

9



1

ления и структурой ПСП. Очевидно, что при этом необходимо обеспечить 
условие отсутствия пересечений сечений волокон и нитей

П? = ( х , - х у.)2+ (у ( - у ; )2>(^.+г; )2, У (г > у ; (1.1)

Рис.1.3. Модель ареалов волокон в ПСП с использованием метода 
Вороного, полученная с помощью алгоритма А1.2

Рис.1.4. Гистограмма радиусов волокон с использованием метода Вороного
и алгоритма А1.2

В простейшем варианте алгоритма использовался метод «проб и 
ошибок»: если вновь сгенерированное сечение волокна не удовлетворяло 
условию (1.1), то генерировалось новое пробное сечение.

В качестве альтернативы алгоритмам А1.1 и А1.2 рассмотрим про­
стейший алгоритм А1.3 на основе метода Монте-Карло. Сечения волокон в 
виде кругов случайного радиуса и со случайным положением центров ге­
нерируются в пределах круга, задающего границы моделируемого сечения 
пряжи. При этом контролируется условие отсутствия взаимного пересече­
ния сечений волокон. Генерация продолжается до тех пор, пока количество 
фактически сгенерированных волокон Ы/ не достигнет заданного числа
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М>о/, или будет превышено максимальное число пробных генераций 
Ыртах.

Очевидно, что такой алгоритм является наиболее простым и гибким, 
приспособленным для имитации сечений сложной структуры. Однако, с 
ростом числа волокон в сечении быстро увеличиваются затраты времени 
на моделирование. К сожалению, этот простейший алгоритм оказался не­
приемлемо медленным при числе волокон в сечении более 150. Поэтому 
была разработана его модификация, которая оказалась достаточно эффек­
тивной.

На рис. 1.5 приведен пример работы алгоритма А1.3 при следующих 
исходных данных. Условный радиус пряжи Крг = 0,1 мм, средний радиус 
волокна гЗг =  0,01 мм, коэффициент вариации радиуса волокон СУг = 20%, 
Ыртах =  10б, Муо/  = 150, М/ = 144. Хотя на рисунке наблюдается касание 
отдельных сечений волокон, фактически касаний не происходит (сказыва­
ются погрешности графического отображения).

В таблице 1.1 приведены затраты времени Тте на моделирование 
одного сечения, значения Щ и число потребовавшихся пробных генераций 
Ыроу( в зависимости от Мед/ при одинаковых исходных данных и условиях 
моделирования. Как следует из таблицы, уже для Мед/ = 150  даже миллио­
на пробных генераций недостаточно, чтобы смоделировать заданное число 
Мед/ сечений.

На рис. 1.6а,б,в приведены гистограммы -  оценки распределений ра­
диусов волокон, их радиальной и угловой координат. Гистограммы хоро­
шо согласуются с выбранными законами распределения, которые обеспе­
чивают равномерное распределение сечений волокон по площади ПСП.

Рис.1.5 Модель по алгоритму X?.5 (процедура ЦраксуукаЗ)
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Таблица 1.1.
Зависимость времени моделирования от числа волокон в сечении

Ыуо! 10 50 100 150
IV 10 50 100 144; 149

Ыроу1 12 232 47405 1000000
Тте 1.025 0.477 10.883 268.780; 273.560

а)

б)

в)
Рис.1.6. Гистограммы радиусов волокон г, радиальной тс и угловой а 

координат в модели ПСП на рис.1.5

Ниже приведена процедура МаЙаЪ О ракоукаЗ, реализующая алго­
ритм А1.3:
йтсйоп [Р,Х,г.М1,ро\Д] = ЦракоукаЗ;
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% Простая генерация круглых сечений волокон со случайным распределением
радиусов и положения с контролем и исключением пересечений
Нс % момент начала работы программы
Кр=0.1; Ыуо1=150; гЗг=0.01; С\/г=0.2; Ытос1=1000000;
р=2его5(1\1уо1,2); Х=гегоз(Ыуо1,2); г=гего8(Ыуо1,1);
г(1,1 )=аЬз(поггпгпс1(г5г,С\/г*г5г));
р(1 1)=ип№гпН(0,2*р|); Р(1,2)=ГСр*зц|Ч(гапс1);
[х,у]=ро12саП(Р(1,1 ),Р(1,2)); Х(1 ,:)=[х,у];
№=1; ро\Л=1;
«Ы1е ро\Л<Ытос1 & №<Ыуо1

ро\Л=ро\Д+1; г1=аЬз(погттН(гЗг,С\/г*гЗг));
а1=ипйгпс1(0,2*р1); гс1=Кр*здг1(гапс1);
Гх,у]=ро12саг1(а1,гс1); Х1=[х,у];
Тогк=1:№ 01з1(к,1)=погт(Х(к,:)-Х1(1,:))-(г(к,1)+г1); епр;
!Т О1з1>=0 №=№+1; Р(ЫГ,:)=[а1,гс1]; Х(№,:)=Х1; г(№,1)=Н; епй;

епс1;
г к=1;№ 

ах1з еяиа1
гес1апд1е('РозКюп',[Х(к, 1 )-г(к, 1 ),Х(к,2) - г(к,1), 2*г(к,1), 2*г(к,1)], 'Сипщ1иге',[1,1]); 

епс1;
Т=4ос % продолжительность работы программы

Более приемлемым по времени работы, по-видимому, является мо­
дифицированный алгоритм моделирования ПСП А 1.4, включающий три 
этапа. На первом этапе генерируются радиусы и полярные координаты п 
кругов - сечений волокон, образующих ПСП, без учета их возможного пе­
рекрытия (рис.1.7). Для этого выполняется генерация круговых сечений 
волокон, т.е. переменных {г,;(х„-, ус1), I = 1,.. .  ,Щ без контроля условия (1.1).

При этом распределения радиальной гс и угловой а координат цен­
тров выбраны так, чтобы центры были-распределены равномерно по пло­
щади ПСП, имеющей форму окружности радиуса Кр= 1. Радиусы сечений 
волокон К генерировались как модули нормальной случайной величины со 
средним зКз = 0,1 и коэффициентом вариации СУг = 30%.

На втором этапе выполняется разнесение сечений волокон вдоль ра­
диусов от центра ПСП до тех пор, пока для всех волокон не будет выпол­
няться условие (1.1). При этом циклически выполнялись пропорциональ­
ное увеличение радиальных координат гс и проверка отсутствия пересече­
ний кругов -  сечений волокон до исключения всех пересечений. В резуль­
тате волокна, показанные на рис. 1.7, в ПСП расположились, как показано 
на рис.1.8.

На третьем этапе производится обратное сжатие сечений волокон. 
Каждое сечение перемещалось до точки касания с волокном, расположен­
ным ближе к центру ПСП. Затем координаты перемещаемого волокна по­
лучают случайные флуктуации в радиальном и тангенциальном направле­
ниях в сочетании с дальнейшим перемещением к центру ПСП.

Этот процесс имитирует своего рода «утруску» волокон, уплотняю­
щую сечения ближе к центру. При этом у  каждого из сечений волокон ра­
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диальная координата уменьшалась на случайную величину, равномерно 
распределенную в диапазоне [0; гМах], а угловая координата варьирова­
лась на случайную величину, равномерно распределенную в диапазоне [а - 
л/6; а + 71/6]. Такие флуктуации повторяют примерно 1000 раз для каждого 
волокна. Если в новом положении круг не пересекался с другими кругами, 
это положение фиксировалось как удачное. В противном случае круг воз­
вращался в предыдущее положение.

В результате имитации «утруски» волокон к центру ПСП, повторен­
ных Ироу( раз, получаем ПСП в виде, представленном на рис.1.8. Как вид­
но из рисунка, степень уплотнения сечений волокон и их расположение в 
ПСП весьма правдоподобно напоминают фотоснимки и зарисовки реаль­
ных образцов ПСП для круглых в сечении волокон.

Ниже приведен текст процедуры МаЙаЪ 11ракочка0, реализующей 
алгоритм А 1.4
ЛшсИоп [0'1з1,Х, В,5сЬ]=1) ракочкаО;
Нс; Ычо1=200; Яр=1; гЗг=0.1; С\/г=0.3; Ыро\Д=1000; бгтах=10*г5г;
К = аЬз(погтгпб(г5г, С\/г*гЗг, Ыуо1, 1)); а = 2*р|*гапб(Ы4о1, 1); 
гс = Кр*здг4(гапб(Ы4о1, 1)); МаДРо! = [гс,а]; Ма1гРо13об = 50г1гоигз(Ма(гРо1,1); 
а = Ма1гРо15ог1(:,2); гс = Ма1гРо15оП(:,1); [х,у] = ро12саП(а, гс); X = [х,у); 
№гт31аг1 = погт(Х)
1ог к = 1 :Ыуо1

гес1апд1е('РозЖоп',[Х(к,1) - Р(к,1),Х(к,2) - Р(к,1), 2*Р(к,1), 2*Р(к,1)], ’СигуаЮге', 
[1,1], 'ипе\МбЙ1', 2); 

епб; ах18 ециа!
2=1; 01з1 = опез(Ыуо1, N«31); '
\лгЫ1е 2 > 0

1ог к = 1 :Ыуо1 1ог ] = к+1 :Мо1
0131(кЛ) = погт(Х(к,:) - Х(],:)) - (К(к,1) + КОМ)); О'зВД.к) = 0|з1(к^; 

епб; епб;
№ а11(О:з1>0) г = -1; е1зеХ=1.1*Х; епс!; 

епб;
№гтМ|'бб1е = погт(Х); Ядиге; зср = 0;
1ог к = 1 М о!

гес1апд1е(’Роз|{юп', [Х(к,1) - К(к,1 ),Х(к,2) - Я(к,1), 2*К(к,1), 2*К(к,1)], 'Сип/а- 
1иге‘, [1,1], 'СпеШИЙ, 2); 

епс!; ах1з едиа!
Хор{ = X; [а,гс] = саг12ро1(Х(:,1 ),Х(:,2));
1ог ро\Д=1:Ыро\Д 1ог к=1;Муо1

бг = 0.05*гс(к,1)*гапб; ба = р|/3*(гапб-0.5); гс(к, 1) = гс(к,1) - бг; 
а(к,1) = а(к,1) + ба; [х,у] = ро12саг1(а(к,1), гс(к,1)); Х(к,:) = [х,у]; »
1ог 1 = 1 :Ы4о1 1 *

Й ]~=к 0|з1(к,]) = погт(Х(к,:) - ХорВД,:)) - (К(к, 1) + КО',1)); епб;
епб;
Й 01з1(к,:) > 0 Хор1(к,:) = Х(к,:); зсР = зсИ + 1;
е1зе гс(к,1) = гс(к,1) + бг; а(к,1) = а(к,1) - ба;
епб; епб; епб;

X = Хор1; % ЫогтЕпд = погт(Х)
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Ядиге % ЬоМ оп\
Гог к = 1 М о!
гес1апд1е('РозКюп\ [Х(к,1)-Я(к,1), Х(к,2) - Я(к,1), 2*Я(к,1), 2*Н(к,1)], 'Сип/а- 
1иге',[1,1]. ,ипе\Мс№'1 2); 
епй; ах!5 едиа! Т -  Юс
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Рис.1.7 Модель ПСП после первого этапа работы алгоритма А1.4 
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•50

-100

Рис.1.8 Рассеяние центров сечений волокон после второго этапа работы 
алгоритма А1.4
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X
Рис.1.9 Модель ПСП после завершения работы алгоритма А1.4

В табл. 1.2 приведены данные по затратам времени на модели­
рование одного ПСП в зависимости от числа волокон в сечении при одном 
и том числе повторных проб.

Легко проверить, что Тдте находится в квадратичной зависимости от 
14уо1. Оценка плотности заполнения ПСП сечениями волокон может быть 
построена на отношении суммарной площади сечений всех волокон к 
площади ПСП.

Таблица 1.2
Зависимость длительности работы алгоритма от числа 
______  моделируемых волокон в сечении_____ ________________

N40! 20 50 100 150 200 250 300
Типе, с 1,66 7,13 28,83 55,94 96,83 152,40 220,0

На рис. 1.10 представлены результаты работы алгоритма после каж­
дого из трех шагов при моделировании поперечного сечения комбиниро­
ванной пряжи, образованной двумя типами волокон. Центральная часть 
ПСП заполнена нитями большей и одинаковой толщины. На периферии 
располагаются более тонкие волокна с большим разбросом по толщине. 
Исходные данные для первой группы волокон: И\ = 24; радиус ПСП Яр} = 
0,2; средний радиус волокна и коэффициент вариации гЗг\ =  0,06; СУг\ = 
0,1%. Те же данные для второй группы волокон, образующих ПСП: Ы2 = 
176; Кр2= 1,0; гЗг2 = 0,03; СУг2 = 20,0%.

Полученная модель позволяет получать оценки для различных пока­
зателей, описывающих распределение волокон по сечению пряжи. Так, на 
рис. 1.11а приведена гистограмма распределения расстояний между цен­
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трами Отт наиболее близко расположенных друг к другу сечений волокон. 
Проверка по критерию %2 гипотезы о соответствии гистограммы экспонен­
циальному распределению не отвергается с уровнем значимости 5%.

На рис.1.116 представлена гистограмма распределения расстояний гс 
центров волокон от центра сечения. Сердцевина ПСП, образована первой 
группой волокон, имеющих практически одинаковые сечения и располо­
женных в центре ПСП практически регулярно. Сердцевина дает левую 
часть гистограммы с одинаковым числом попаданий в интервалы. Более 
тонкие волокла имеют распределение значений гс, близкое к усеченному 
нормальному распределению.

На рис.1.11в изображена гистограмма распределения угловой коор­
динаты а (радиан) центров волокон ПСП. Эта гистограмма соответствует 
равномерному распределению, как и следовало ожидать непосредственно 
из вида ПСП (рис. 1.10).

На рис.1.11г представлена гистограмма радиусов поперечных сече­
ний волокон, образующих ПСП. Она указывает на наличие двух групп в
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1

общем количестве волокон. Одна группа имеет практически одинаковые» 
большие радиусы. У второй группы радиусы меньше и имеют распределе- > 
ние, близкое к нормальному распределению. Все это соответствует задан­
ным условиям моделирования ПСП комбинированной пряжи. *

а) б)

Рис.1.11 Гистограммы распределений характеристик сечения пряжи

Простые модификации базового алгоритма позволяют моделировать 
поперечные сечения комбинированной пряжи любого строения. На 
рис. 1.12а приведен пример такой модели сечения комбинированной пря­
жи, в котором одна группа волокон занимает одну половину ПСП, а другая 
группа волокон -  другую половину, при случайном характере распределе­
ния волокон в пределах ПСП. На рис. 1.126 приведена модель ПСП, обра­
зованная тремя группами волокон, заполняющими секторы по одной трети 
окружности.

Вследствие значительной разницы между средними радиусами сече­
ний волокон (г[ =  0.06; гг =  0.03; г\ = 0.01) при одинаковых малых коэффи­
циентах вариации (СУг{ = СУг2 = СУг3 =  0.1%) происходит некоторое пере­
распределение волокон в азимутальном направлении, отличающееся от за­
данного (т.е. по 120° на каждую группу волокон).
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На рис. 1.13а изображена модель ПСП, построенная из двух групп 
волокон, одна из которых образует крестообразный сердечник, а вторая 
играет роль заполнителя, случайным образом размещаясь в ПСП между 
волокнами первой группы.

Рис.1.12 Модели сечений двух- и трехкомпонентной пряжи

На рис. 1.136 приведена модель ПСП для комбинированной пряжи, 
центральная часть которой сформирована из семи регулярно расположен­
ных одинаковых нитей круглого сечения (сердечник пряжи). Сердечник 
покрыт тонкими волокнами, расположенными вокруг центра сечения пря­
жи. Обратим внимание на эффект вытеснения волокон с большим попе­
речным сечением на периферию ПСП в процессе «утруски» на третьем 
шаге алгоритма моделирования, который наблюдается во всех рассмотрен­
ных структурах ПСП.

Рис.1.13 Модели сечений армированной пряжи
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1.2. Оценка и критерии распределения волокон в поперечных 
сечениях одномерных волокнистых материалов

Исследование распределения волокон в поперечном сечении пряжи -* 
классическая задача текстильного материаловедения. Она находится в тес­
ной связи с задачей о миграции волокон в объеме пряжи. Практическое 
значение указанных задач велико, несомненно, поскольку от распределе­
ния волокон в поперечном сечении зависит большинство свойств и осо­
бенностей конкретной пряжи. Неравномерность распределения разнород­
ных волокон в смеси становится причиной структурной неровноты про­
дукта и отрицательно влияет на физико-механические свойства и внешний 
вид пряжи.

Основная трудность смешивания и равномерного распределения во­
локон в пряже заключается в неоднородности сырья по различным свой­
ствам. Например, волокна могут иметь большую неравномерность по фи­
зико-механическим свойствам, способности к окраске и другим важней­
шим показателям. В связи с тем, что в настоящее время производится до­
статочно большое количество видов пряжи из смесей волокон, возникает 
необходимость в исследовании методов оценки равномерности распреде­
ления и группируемости разнородных волокон с целью определения опти­
мального критерия, наиболее адекватно отражающего потребности специ­
алиста —  проектировщика пряжи. 1

Эффективность перемешивания разнородных волокон в пряже про­
является в равномерности расположения волокон в каждом сечении пряжи 
и одинаковом расположении волокон разных компонентов в различных 
поперечник сечениях пряжи.

Смешивание лентами предопределяет “ручьистое” строение ровницы 
и пряжи. Величина “ручьев”, иными словами, количество волокон в груп­
пах, имеет большое значение, поскольку именно от этого зависит визуаль­
ная оценка продольного распределения компонентов в пряже и, кроме то­
го, эффективность перемешивания их в поперечном сечении пряжи.

При разбиении крупных группировок волокон на мелкие (вплоть до 
отдельньк волокон) в процессе прядения обеспечивается достаточное пе­
ремешивание разнородных волокон. Исследования группировок волокон 
по сечениям пряжи дают возможность оценки эффективности перемеши­
вания в ней волокон разнородньк компонентов. Величина группировок 
может служить отдельным критерием при оценке перемешивания волокон 
в пряже.

В настоящее время существует целый ряд методов оценки распреде­
ления разнородных волокон в пряже. В работе И.Г. Рашкована предложено 
условно разбить такие методы на четыре группы.

Первая группа —  методы, направленные на получение количествен­
ной оценки распределения волокон в радиальном направлении поперечно­
го сечения пряжи. Вторая группа —  методы, которые дают количествен­
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ную оценку секториального распределения волокон в поперечном сечении 
пряжи. Третья группа —  методы, которые дают количественную оценку 
распределения смешиваемых волокон вдоль пряжи. Четвертая группа —  
методы оценки величины и числа групп волокон разнородных компонен­
тов.

В первой группе методов наибольший интерес представляет метод 
Гамильтона, в котором различное расположение волокон в поперечном се­
чении пряжи оценивается индексом (коэффициентом) миграции (у автора 
-  пй§гайоп тбех). Индекс миграции отражает смещение компонентов пря­
жи в процентах радиально по данному сечению. Метод Гамильтона, не­
смотря на математическую обоснованность, имеет довольно серьезный не­
достаток: одна из рассматриваемых зон поперечного сечения пряжи оказы­
вается фактически исключенной из рассмотрения. По этой причине при­
близительно пятая часть волокон в сечении пряжи не принимается в рас­
чет, что не может не сказаться на результате исследования при использо­
вании метода Гамильтона.

Метод Киршнера позволяет лишь приблизительно оценить мигра­
цию одного из компонентов пряжи (наименьшего). Этот метод нельзя счи­
тать эффективным для пряжи с малым числом волокон в поперечном сече­
нии.

Метод Рудольфа предполагает обработку большого числа срезов и, 
как следствие, весьма трудоемок, несмотря на простоту математических 
расчетов. Данный метод с достаточной точностью характеризует радиаль­
ное распределение разнородных волокон по поперечным сечениям пряжи.

Метод, 1гредложенный Н.И. Ратиани, предполагает разделение попе­
речного сечения пряжи на внутреннюю и внешнюю зоны линией, прохо­
дящей через нейтральный слой пряжи. Недостатком этого метода является 
трудоемкость расчетов.

Метод, разработанный А.Г. Севостьяновым, позволяет оценить не- 
ровноту радиального распределения разнородных волокон. Он использо­
вался для оценки равномерности распределения разнородных волокон в 
хлопчатобумажной пряже, показав при этом хорошие результаты и удобен 
при исследовании многокомпонентных смесей.

Метод Коплана и Блоха оценивает расхождение фактического секто­
риального распределения компонентов пряжи со случайным распределе­
нием.

Для того чтобы иметь возможность сравнивать различные критерии 
качества перемешивания волокон в поперечных сечениях пряжи, показате­
ли распределения волокон в поперечных сечениях в равноценных услови­
ях, необходимо создать инструментальные средства, позволяющие имити­
ровать распределение волокон в поперечном сечении пряжи с учетом раз­
личий в строении пряжи и свойствах компонентов. Такие инструменталь­
ные средства должны также позволить изучить влияние различных сопут-
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ствующих факторов на чувствительность, разрешающую способность и| 
робастность рассматриваемых критериев и показателей.

В качестве такого инструментального средства могут быть использо­
ваны компьютерные модели поперечных сечений пряжи, реализованные в' 
виде программы для ЭВМ. Для имитации поперечного сечения пряжи 
необходимо иметь возможность задавать распределение волокон в данном* 
сечении для каждого из компонентов.

Каждое волокно в сечении характеризуют следующие показатели: 1) 
координаты центра волокна в декартовой, полярной или иной системе ко­
ординат на плоскости; 2) размеры поперечного сечения волокна (напри­
мер, эффективный радиус, т.е. радиус равновеликого по площади круга);
3) параметры формы. Например, при моделировании сечения волокна эл­
липсом —  эксцентриситет этого эллипса.

Таким образом, в общем случае искомое распределение является 
многомерным. Например, если пользоваться декартовой системой коорди­
нат, а сечение волокна моделировать эллипсом, то необходимо знать плот­
ность вероятности _/{х, у, г, е), где х, у  —  декартовы координаты центра эл­
липса, г —  радиус его наибольшей полуоси, а е —  его эксцентриситет. При 
использовании полярных координат и круга в качестве модели сечения во­
локна необходимо знать плотность /[Я, <р, г), где Я —  расстояние центра 
волокна от условного центра сечения пряжи, д> —  азимутальный угол, т.е. , 
угловая координата центра волокна, г —  радиус круга, моделирующего се- , 
чение волокна. *

В дальнейшем рассматривается второй вариант распределения как , 
более удобный и простой. Для упрощения моделирования будем считать, 
что случайные величины Я,<р,г являются независимыми. Тогда трехмерное 
распределение распадается на произведение трех одномерных:

/(Я, <р, г) =МК) / ф(Ф)

При моделировании необходимо знать каждое из этих трех одномер­
ных распределений. На данном этапе предположим, что радиус всех воло- , 
кон каждого компонента одинаков, т.е. г =  г; =  сот1, г=1, где п -  число ,* 
компонентов. Тогда остается определить распределение центров волокон | 
по радиусу и по углу:/я(Я) и/ Ф(ф) соответственно. *

В случае идеального смешивания компонентов каждое из волокон в 
сечении имеет одинаковую вероятность оказаться в любой точке сечения. 
Поэтому распределение центров волокон в пределах поперечного сечения 
пряжи должно быть равномерным и не зависящим от номера компонента. 
Обозначим площадь некоторого участка поперечного сечения пряжи через - 
5, тогда ск - элементарный дифференциально малый участок этой площ а­
д и , ^ )  — плотность вероятности распределения центров волокон на пло­
щади поперечного сечения пряжи. Тогда произведение ф(.у) =/[$)•<& есть

1
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Дифференциально малая вероятность попадания центра волокна на эле­
ментарный участок <* площади поперечного сечения пряжи.

Если обозначить площадь условного поперечного сечения пряжи 
через 5 , то должно выполняться условие нормировки:

Л / ( Л > 5  = 1

С учетом сказанного выше распределение Д 5) должно быть равно­
мерным, т.е. / ( й )  = й0' ’. Переходя к полярным координатам, можно запи­
сать известные соотношения ей' =  г-с1г-<3ц>. Условие нормировки для плот­
ности будет выглядеть следующим образом

г ,2п

Л  Л  (ЯУЯ = Л  Л  0% Ф) • г ■ <1г • Лр = |  / г (г)с!г • |  / ф (ф)а'ф = 1,
«о 00

где Гп _  условный радиус пряжи. Отсюда следует, что

| / ф(фУф = 1> 1 /г(г)0- = 1.
о о

Из этих условий нормировки для равномерных распределений полу­
чаем / 9 (ф) = (2 л) '1, / Г(г) = 2 гК~2.

Таким образом, для случая идеального перемешивания компонентов 
центр волокна имеет равномерное распределение по угловой координате и 
треугольное распределение по радиусу.

При моделировании сечения необходимо учитывать, что волокна 
имеют конечную толщину, и поэтому круги, которые их имитируют, не 
должны пересекаться. С учетом сказанного выше можно построить следу­
ющий алгоритм моделирования многокомпонентной пряжи: М  - число 
компонентов; р 1 - доля /-го компонента по числу волокон в сечении, К„ - 
радиус пряжи; г, - радиус волокна /-го компонента в поперечном сечении; 
У  - число волокон в сечении пряжи.

Алгоритм моделирования сечения многокомпонентной пряжи при 
идеальном перемешивании компонентов имеет следующий вид:

Алгоритм А1.5
1. Номер моделируемого волокна К  -  1.
2. Определение номера компонента пряжи, к которому относится К-е волокно.

2.1. Генерация % — равномерно распределенной случайной величины.
2.2. Р  = 0.
2.3. Для /=1,...,Мповторить пункты 2.3.1, 2.3.2.

2.3.1 р  = р  + р ..
2.3.2 Если % < р , то гк = 1 , переход к п. 2.3.1.

2.41 = Нс, г = п.
3. Генерация угла (р, равномерно распределенного на интервале 0, ,2л:.
4. Генерация радиуса К в соответствии с треугольным законом распределения.



5. Проверка пересечения вновь сгенерированного волокна с параметрами К, <р с ранее 
сгенерированными волокнами из списка. Если вновь сгенерированное волокно пе­
ресекается хотя бы с одним из волокон из списка, то генерация повторяется (возврат 
к п. 2), иначе волокно включается в список волокон сечения;

6. К - К  +1. При К  <Ы - переход к п. 2, иначе моделирование завершено.

Поскольку целью является изучение критериев оценки равномерно­
сти распределения волокон в сечении, то необходимо моделировать сече­
ние пряжи с возможностью управления неравномерностью распределения 
волокон компонентов в сечении пряжи.

Рассмотрим сначала такие модельные распределения по радиусу 
пряжи. В качестве модельного распределения выберем класс распределе­
ний, описываемых полиномами, имея в виду, что данный класс распреде­
лений достаточно прост и удобен как для аналитических исследований, так 
и для моделирования на ЭВМ. Ограничимся случаем двухкомпонентной 
пряжи. Предположим, что плотность вероятности имеет вид:

1(г) = аг(\ + сгп~1).

Здесь а, с - постоянные коэффициенты, п > 1 - показатель степени. 
При п= 1 или с = 0 распределение соответствует случаю идеального пере­
мешивания. Из условия нормировки найдем взаимосвязь между а и с:

| / ( г  )^г + ~ ~ ~  = 1 >
о

откуда
п + 1

а - 2 - 1-
сКп+1 \

и + 1
К~

Пустьр  = р\, тогдар 2 =  1 —р\  для двухкомпонентной пряжи. Отсюда 
следует, что при неравномерном распределении первого компонента рас­
пределение второго компонента также должно быть неравномерным, т.е. 
эти два распределения взаимосвязаны. С учетом сказанного можно запи­
сать условие равномерности смешанного распределения обоих компонен­
тов, используя формулу полной вероятности: 1

_2_

К2
Получим систему уравнений:

2
ра1 + (1-р)а2=—1; рс1+ (1-р)с2=0.

р(аР + р гп) + (1-  р){а2г + с2гп) = — г,

К 1
Решение системы

1 Р
1 * *■ г 1

~ Р  1 -Р
С учетом сделанных преобразований и установленных взаимосвязей 

получаем, что
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1 -с ,
К|Л+1 \

1 л + 1
■г^ + с.г"-1); / 2(г) = 2

л+1 \
1- с . к

1 и + 1
. (1-2)

где сг =—-------с,.
1 -.Р

Учитывая, что плотность вероятности не может быть отрицательной, 
получаем ограничения для

1- с , К™  
1 и + 1

> 0;
п + 1

' К"+'
Аналогично получим

и + 1 
С2 < ^ Г '

Из приведенных выкладок следует, что для случая двухкомпонент­
ной пряжи можно построить класс распределения волокон по радиусу 
пряжи, отличающихся степенью неравномерности этого распределения 
при общем равномерном распределении их по радиусу независимо от ком­
понента. Распределения эти имеют вид (1.2), причем степень неравномер­
ности задается одним параметром - коэффициентом С\. Коэффициент с2 
однозначно вычисляется по формуле (1.2), причем коэффициенты с\ и с2 
должны удовлетворять следующему условию:

шах(с,, с2) < (п + 1)7Г{',+,). (1.3)
На основании полученных результатов можно построить следующий алго­
ритм генерации центра волокна

Алгоритм А1.6
1. Задаются фиксированные значения N  и р  (доли компонента).
2. Выбирается значение с\ с учетом выполнения условий и вычисляется значение 
с2 по формуле (1.2). Проверяется выполнение условия (1.3).
3. Генерируется номер моделируемого компонента аналогично алгоритму А 1.5. В 
зависимости от номера компонента генерируется значение г  по распределению либо 
/ О ) ,  либо / 2(т-).

Принцип действия алгоритма таков: генерируются декартовы коор­
динаты центра поперечного сечения очередного волокна в плоскости по­
перечного сечения пряжи и радиус данного волокна с учетом его принад­
лежности к определенному компоненту.

Принадлежность данного волокна к конкретному компоненту разыг­
рывается как случайное событие, вероятность появления которого зависит 
от доли этого компонента в смеси и учитывает местоположение центра се­
чения волокна в поперечном сечении пряжи (например, для имитации се­
чения пряжи ручьистой структуры).

Далее проверяется возможность помещения сгенерированного сече­
ния волокна среди уже созданных сечений волокон, т.е. отсутствие пересе­
чения с этими сечениями.
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В случае, если вновь сгенерированное поперечное сечение пересека­
ется с уже созданными, то оно исключается из дальнейшего рассмотрения, 
и алгоритм повторяет попытку генерации нового сечения волокна. В про­
тивном случае характеристики сгенерированного сечения волокна (декар­
товы координаты центра, радиус, принадлежность к определенному ком­
поненту) сохраняются в массиве сечений волокон, и данное сечение изоб­
ражается на экране монитора. Алгоритм, реализованный по этому принци­
пу, приведен ниже.

Алгоритм А1.7
1. Задание координат центра сечения пряжи х ,у  и радиуса сечения пряжи К, а так­
же числа волокон в сечении N.
Для к  — 1, ..., Довыполнить:
2. Генерация координат центра сечения волокна хц, ук и его радиуса /-*, удовлетво­
ряющих условию:

(х - хк)2 + (у- ук)2 < (г -  п)2.
Если к>  1, то для I = 1 ,..., к -  1 выполнить пп. 3 - 5 :
3. Проверка условия: (х,- - х*)2 + (у; - ук)2 > (п + г*)2. Расстояние между центрами во­
локон не меньше суммы радиусов данных волокон, т.е. окружности сечений волокон не 
накладываются друг на друга.
4. В случае выполнения условия {3}, окружность, координаты центра и радиус ко­
торой получены в пункте {2}, сечение волокна добавляется в сечение пряжи. Переход 
к пункту {3}.
5. Если условие {3} не выполнено, осуществляется переход к пункту {3} без до­
бавления сечения волокна в модель сечения пряжи.

Упомянутые выше критерии и показатели распределения волокон в 
сечении пряжи и миграции волокон в пряже были предложены в 50 - 70-х 
годах. Одним из важных требований к ним являлась простота ручной об­
работки изображений сечений пряжи и вычисления этих показателей. 
Большинство из них основано на разделении сечения пряжи на области 
(кольца, секторы и т.п.), границы которых определялись весьма условно. 
При этом не исследовались статистические ошибки, совершаемые при 
оценке показателей за счет такого произвольного назначения границ обла­
стей.

Использование компьютерной техники позволяет по-новому подойти 
к проблеме оценки распределения компонентов. Анализ методов, приме­
няемых для этих целей в задачах классификации и дискриминации объек­
тов, в экономической математике при исследовании взаимосвязей и клас­
сификации объектов по множеству показателей, а также при анализе сре­
зов геологических образцов пород позволил предложить новый показатель, 
существенным образом основанный на численных процедурах обработки 
данных.

Показатель основан на кластер- анализе данных о положении воло­
кон в поперечном сечении пряжи. Предлагаемая процедура включает сле­
дующие шаги.
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Алгоритм А1.8
1. Изображение сечения пряжи помещается в систему декартовых координат с 
произвольным положением центра и ориентацией осей.
2. Отмечают центры массы поперечных сечений волокон в сечении пряжи.
3. Определяют декартовы координаты хц иу ,г, г = центров массы каждого
из л(волокон/-го компонента в сечении пряжи, 1 = где к -число компонентов.
4. Вычисляют декартовы координаты центра массы сечений волокон каждого из 
компонентов в сечении пряжи по формулам

5. Вычисляют декартовы координаты центра массы сечения пряжи. При этом в ка­
честве массы волокна компонента используют среднюю линейную плотность волокна 
этого компонента

7. Переход к полярным координатам волокон относительно центра сечения пряжи

9. Проверка гипотезы о совпадении центров массы компонента и центра сечения 
пряжи Но: ха = хс, например, по критерию Стьюдента
10. Проверка гипотезы о совпадении распределений компонентов в радиальном и 
тангенциальном направлениях с предполагаемыми распределениями по критерию Кол­
могорова -  Смирнова. В случае если гипотезы о тождественности распределений от­
вергаются, что свидетельствует о неоднородности распределения компонентов в сече­
нии, можно продолжить анализ сечения и его структуры с точки зрения группируемо- 
сти волокон компонентов.

Наиболее перспективным для оценки неоднородности и особенно­
стей распределения волокон является метод иерархического кластер - ана­
лиза. Этот анализ позволяет разделить множество волокон в сечении пря­
жи на близкие подмножества (кластеры). Исследуя содержание в кластерах 
компонентов, можно судить об их группируемости в сечении пряжи.

В качестве показателя близости для волокон примерно одинаковых 
по размеру поперечных сечений может бьггь выбрано евклидово расстоя­
ние между центрами волокон:

стерами для их объединения в дальнейшем в один кластер используют

6. Переход к центрированным координатам волокон:

Ч = У и ~ У с

и
8. Вычисление полярных координат центров масс компонентов

X , -  хСI С
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принципы "ближайшего" или "наиболее удаленного" соседа. В обоих слу­
чаях вычисляются (в смысле принятой метрики) расстояния между всеми 
элементами одного и другого кластеров.

При использовании принципа "ближайшего" соседа в качестве рас­
стояния между кластерами принимается расстояние между ближайшими 
элементами каждого из кластеров, а при использовании принципа "наибо­
лее удаленного" соседа в качестве расстояния между кластерами принима­
ется расстояние между наиболее удаленными элементами кластеров.

К сожалению, ни тот, ни другой принцип в нашем случае не приме­
нимы. Поэтому предлагается другой способ определения расстояния меж­
ду кластерами, основанный на вычислении центра "массы" каждого из кла­
стеров и объединения в один кластер тех из них, которые на данном этапе 
классификации оказываются наиболее близкими в этой метрике.

Опишем алгоритм построения последовательности кластеров, ис­
пользуя следующие обозначения: N  - число волокон одного компонента в 
сечении волокнистого продукта; х,-, у,-, г,- - декартовы координаты центра и 
радиус поперечного сеченияу-го волокна:у = 1,...,и; - число кластеров
на к-м шаге классификации сечений волокон, к — 1,...,я; Хс„ Ус-, - декарто­
вы координаты центра "массы" г-го кластера, г =  1, . . . /Ж к; Щ - расстояние 
между центрами "массы" г'-го иу-го кластеров, г, у = 1,... ДК к.

Алгоритм 1.9
1. к = 1, АЖ* = N . Число кластеров равно числу волокон и кластеры совпадают с от­

дельными волокнами.
2. Хс, = х-„ Ус,-=у(, г = 1,..., АЖ*. Центры кластеров совпадают с центрами волокон.
3. Вычисление расстояний между центрами "массы" кластеров:

Л, =>/(Лс, - Х с ; )2 +(Ус, - 7 с / ,  /,у=1,...,М ?,
4. Определение номеров ш  и ]т  двух наиболее близких друг другу кластеров, для ко­

торых Жу,- минимально.
5. Сохранение значения найденного минимального расстояния между кластерами и 

числа кластеров АЖ*.
6. Объединение кластеров с номерами ж  и / т  в один кластер с порядковым номером 

ни, если номер гт меньше у'т, или у'т, если номер т  меньше уТя, т.е. включение в 
кластер с меньшим номером элементов кластера с большим номером.

7. Вычисление координат центра "массы" вновь сформированного кластера.
8. Исключение кластера с большим номером из множества кластеров.
9. Уменьшение номеров кластеров, начиная со следующего после объединенного на 

единицу. Уменьшение общего числа кластеров: АЖ* = АЖ* -1.
10. к  = Л -1. Если к > 1 (количество кластеров больше одного), то переход к п.З.

Результатом работы данного алгоритма является последовательность 
значений минимальных расстояний между кластерами при различном их 
количестве, образуемом последовательно из множества исходных элемен­
тов.

Очевидно, что для множества элементов, в нашем случае - множества 
сечений волокон в поперечном сечении волокнистого продукта, состоящем
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из нескольких компактных подмножеств, последовательность минималь­
ных расстояний между формируемыми кластерами должна обладать сле­
дующими свойствами. На первых этапах работы алгоритма в каждый из 
кластеров буАут входить элементы, принадлежащие одному и тому же 
компактному подмножеству. Поэтому минимальное расстояние между 
кластерами будет нарастать монотонно и достаточно медленно.

Этот будет продолжаться до тех пор, пока множество элементов не 
разделится на кластеры, равные компактным подмножествам исходного 
множества элементов. Когда это произойдет, минимальным будет уже рас­
стояние между центрами "масс" ближайших компактных множеств, кото­
рое существенно больше расстояния между элементами внутри компакт­
ных подмножеств.

Поэтому в последовательности минимальных расстояний произойдет 
скачкообразное увеличение минимальных расстояний. Тем самым по чис­
лу кластеров на данном шаге алгоритма может быть обнаружено количе­
ство компактных множеств, их состав (т.е. входящие в него элементы) и 
открывается возможность автоматизированного разделения множества 
элементов на компактные подмножества с последующей оценкой всех 
представляющих интерес характеристик.

Для проверки эффективности работы предлагаемого алгоритма была 
разработана компьютерная модель, сущность которой можно пояснить на 
рис. 1.14. Заштрихованные прямоугольники заполняются случайным обра­
зом расположенными точками (элементами) и образуют компактные под­
множества множества точек. Число точек в каждом из подмножеств оди­
наково. Общее число точек равно N. Размеры прямоугольников по осям X  
и У равны соответственно Ьх и Ьу. Расстояние от начала координат до 
ближайшего к нему угла прямоугольника по осям равно соответственно X  
и У (далее принято, что Ьх = Ьу и X  = У). При отрицательных значениях 
расстояний X  и У прямоугольные подмножества налагаются друг на друга. 
В этом случае компактные подмножества неразделимы и все множество 
элементов образует одно компактное подмножество. Для проверки работы 
алгоритма были получены последовательности расстояний между класте­
рами при различных значениях отношения а -  Ьх /  X. Результаты модели­
рования приведены в табл. 1.3 и отображены на графике (рис. 1.15).

У1
К-™:-:-:-:-:-:-:-:
ШуууУ-У-Щ

т т щ

Рис. 1.14. Схема кластеризации
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Т а б л и ц а  1.3

ЛЖк а= 4 а=2 а=1 а= 0.5 а= 0.2 а=0 а= - 0.2 а=-0.5

4 0 0,0896 0,0896 0 ,0896 0 ,0896 0 ,0896 0,0896 0,0247 0,0  НИ

39 0,0946 0 ,0946 0 ,0946 0 ,0946 0 ,0946 0,0946 0 ,0578 0,0293

38 0,1061 0,1061 0,1061 0,1061 0,1061 0,1061 0,0670 0,0307

37 0,1150 0,1150 0 ,1150 0 ,1150 0,1150 0,1150 0,0686 0,0328

36 0,1316 0,1316 0 ,1316 0 ,1 3 1 6 0,1316 0,1231 0,0883 0,0416

35 0,1543 ОД 543 0,1543 0,1543 0,1543 0 ,1316 0,0938 0,0481

34 0,1636 0 ,1636 0 ,1636 0 ,1636 0 ,1636 0,1543 0,0946 0,0524

33 0,1637 0 ,1637 0 ,1637 0 ,1637 0 ,1637 0,1637 0,1061 0,0664

32 0,1814 0 ,1814 0 ,1814 0 ,1814 0,1814 0,1782 0,1091 0,0672

31 0,1992 0,1992 0,1992 0 ,1992 0,1992 0,1814 0,1150 0,0761

30 0,2004 0,2004 0 ,2004 0 ,2004 0,2004 0,1992 0,1234 0,0832

29 0,2011 0,2011 0,2011 0,2011 0,2011 0,2004 0,1352 0,0974

28 0,2034 0 ,2034 0 ,2034 0 ,2034 0,2034 0,2011 0,1410 0,1091

27 0,2058 0,2058 0 ,2058 0 ,2058 0 ,2058 0,2034 0,1462 0,1151

26 0,2456 0 ,2456 0,2456 0 ,2456 0 ,2456 0,2058 , 0,1534 0,1164

25 0,2540 0 ,2540 0 ,2540 0 ,2540 0,2540 0,2456 0,1543 0,1229

2 4 0,2584 0 ,2584 0 ,2584 0 ,2584 0 ,2584 0,2491 0,1628 0,1272

23 0,2610 0 ,2610 0,2610 0 ,2610 0 ,2610 0,2540 0,1906 0,1275

22 0,2793 0,2793 0,2793 0,2793 0,2793 0 ,2584 0,2062 0,1316

21 0,2970 0 ,2970 0 ,2970 0 ,2970 0,2970 0,2669 0,2180 0,1357

20 0,3175 0,3175 0,3175 0,3175 0,3175 0,2853 0,2365 0,1369

19 0,3404 0,3404 0 ,3404 0 ,3404 0 ,3404 0,2858 0,2384 0,1471

18 0,3411 0,3411 0,3411 0,3411 0,3411 0,2961 0,2250 0,1557

17 0,3502 0,3502 0 ,3502 0 ,3502 0,3502 0,3087 0,2456 0,1586

16 0,3576 0,3576 0 ,3576 0 ,3576 0,3576 0,3289 0,2468 0,1806

15 0,3665 0,3665 0,3665 0,3665 0,3665 0 ,3426 0,2448 0,1824

14 0,4025 0,4025 0,4025 0 ,4025 0,4025 0,3500 0 ,2540 0,1834

13 0,4394 0,4394 0 ,4394 0 ,4394 0,4394 0,4002 0,2561 0,2400

12 0,4411 0,4411 0,4411 0,4411 0,4411 0 ,4329 0 ,2584 0,2542

11 0,4573 0,4573 0,4573 0,4573 0,4573 0 ,4389 0,3286 0,2574

10 0,5208 0 ,5208 0,5208 0 ,5208 0 ,5208 0,4741 0,3866 0,2647

9 0,5729 0 ,5729 0 ,5729 0,5729 0,5729 0 ,4947 0,4169 0,2667

8 0,6109 0,6109 0,6109 0,6109 0,6109 0 ,6222 0,4352 0,2711

7 0,6157 0,6157 0,6157 0,6157 0,6157 0,6321 0,4822 0,2722

6 0 ,6706 0,6706 0,6706 0,6706 0,6706 0 ,6654 0,5476 0,3230

5 0,7492 0,7492 0 ,7492 0 ,7492 0 ,7492 0 ,7094 0,6384 0,3514

4 8,9518 4,8789 2,8801 1,8817 1,2838 0,9229 0,7118 0,3576

3 9,0235 5,1792 3,1792 2,1793 1,5794 1,0582 0,7771 0,5666

2 9,0960 4,9775 2 ,9 7 7 6 1,9777 1,3778 1,0861 0,8472 0,5414

Из результатов моделирования видно, что пока число кластеров не 
снижается до четырех, минимальные расстояния между кластерами оста­
ются практически одинаковыми независимо от значений параметра а.

Когда же точки объединяются в четыре кластера в соответствии с 
компактными подмножествами, то расстояние между кластерами скачко­
образно увеличивается. При том величина скачка зависит от параметра а: с 
его уменьшением минимальное расстояние также уменьшается. Для пере­
секающихся подмножеств, когда параметр а принимает отрицательные 
значения, скачкообразные изменения расстояния между кластерами отсут-
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Ниже приведены алгоритм моделирования поперечных сечений мно­
гокомпонентной пряжи и критерий оценки распределения волокон в ПСП, 
предложенный в работе Ю.М. Винтера и И.С. Горячей.

В настоящее время разработано много показателей, оценивающих 
неравномерность распределения разнородных волокон в тангенциальном 
направлении сечения пряжи (ТНСП) и степень миграции. Выбор лучшего 
из них (то есть того, который, например, при заданном числе исследован­
ных сечений обеспечивает максимальное различие в оценках смешанной 
пряжи, приготовленной по двум разным технологиям) чисто эксперимен­
тальными методами весьма трудоемок. Теоретически этот вопрос решен 
только для случая, когда компоненты распределены по сечению пряжи 
случайным образом. В данной работе решается задача выбора оптимально­
го показателя'оценки неравномерности расположения волокон в ТНСП

Для решения этой задачи необходимо моделировать поперечные се­
чения пряжи, образованной, например, двумя компонентами. При этом 
должна обеспечиваться возможность получения случайного числа волокон 
по компонентам, а значит, и в целом в сечении. Кроме того, модель сече­
ния пряжи, имитируя случайное расположение центров волокон и их попе­
речные размеры, должна позволять варьировать степень неравномерности 
распределения волокон компонентов по сечению в тангенциальном 
направлении для того, чтобй иметь возможность сравнивать показатели 
неравномерности.

При моделировании положение центра волокна в сечении пряжи 
описывается полярными координатами р и ф. Неравномерность распреде­
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ления в тангенциальном направлении понимается как неравномерность по 
углу <р, который меняется в пределах от - я до л. При абсолютно случай­
ном распределении волокон значения Этого угла подчиняются равномер­
ному закону.

Для имитации неравномерности в тангенциальном направлении 
предлагается использовать для каждого из компонентов распределение по 
углу с плотностью, определяемой формулой Дф)=а + Ъ созф при - я < ф < я.

Найдем значения коэффициентов распределений для каждого из 
компонентов.

Из условия нормировки плотности распределения находим, что для 
обоих распределений коэффициент а равен а = (2л)'1. Очевидно, что ко­
эффициент Ъ не может превышать величину а, т.е. Ъ < (2л)'1.

Учитывая, что сечения волокон компонентов имеют конечные раз­
меры и радиус пряжи также конечен, приходим к выводу, что распределе­
ния волокон компонентов взаимосвязаны. Условие связи состоит в том, 
что распределение смеси этих волокон должно быть равномерным. Из это­
го условия вытекает, что коэффициенты Ъ этих двух распределений связа­
ны соотношением

где рл - доля волокон первого компонента в данном сечении, определен­
ная по соотношению площадей волокон компонентов:

где и,, п2 - числа волокон компонентов в данном сечении; 5] и 32 - средние 
площади поперечных сечений волокон компонентов.

Таким образом, получаем плотности распределений угла для центров 
волокон каждого из компонентов в виде:

Из того, что _/1(ф) и_/г(ф) неотрицательны, следует более точное огра­
ничение для Ъ\.

Предлагаемые распределения удобны для моделирования различной 
степени тангенциальной неравномерности в расположении компонентов в 
поперечном сечении пряжи. Варьируя значения амплитуды Ъ\ в допусти­
мых пределах, можно менять степень неравномерности от нуля (равномер­
ное распределение обоих компонентов, т.е. абсолютно случайное) до мак­
симальной степени, допускаемой выбранным типом распределения. Одна­
ко поскольку модельные распределения могут выбираться и другими, а ре­
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альные распределения отличаются от модельных, то для варьирования 
степени неравномерности пользоваться коэффициентом Ъ\, специфическим 
для рассматриваемого типа распределений, не совсем удобно.

По этой причине предлагается пользоваться в качестве показателя 
отклонения распределения от равномерного средним квадратом разности 
отклонения модельного распределения от равномерного:

+К 1 +Я 1
а = | Ш Ф ) - ^ ) 2<*р; а  = | ( / 2( Ф ) - ^ Ф -

Подставим в эти выражения формулы для выбранных модельных 
распределений и вычислим интегралы. Получим

й = Ч 2; 6 2 = я
У

« А
п252 ̂

Пользуясь этими формулами, можно выбрать такой закон изменения 
значений коэффициента Ъ\, при котором показатель будет изменяться с
постоянным шагом.

Это позволяет моделировать сечения пряжи, образованной двухком­
понентной смесью волокон с заданным составом смеси, при разных уров­
нях тангенциальной неравномерности и с помощью получаемых модель­
ных сечений исследовать и сравнивать различные показатели этой нерав­
номерности.

В качестве иллюстрации к описанным алгоритмам в работе упомяну­
тых авторов приведен пример сечения двухкомпонентной пряжи, образо­
ванной смесью хлопка и ацетатного волокна (рис. 1.16). Сечение пряжи по­
лучено с использованием следующих исходных данных: линейная плот­
ность пряжи 25 текс (мг/м), средняя линейная плотность хлопка 0,15 мг/м, 
ацетатного волокна 0,33 мг/м, удельный вес волокна хлопка 1,5 мг/м3, аце­
татного волокна 1,31 мг/м3. Доля хлопка в смеси по весу 0,5.

Рис.1.16. Модель поперечного сечения двухкомпонентной пряжи
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1.3. Модели динамики деформации и движения волокон 
и волоконных систем в полях сил трения

Виды волокнистых материалов
Волокнистым материалом (ВМ) -  это материал, сформированный из 

множества волокон, который может существовать как единое целое за счет 
взаимодействия этих волокон. Волокна могут быть любой природы, как 
натурального, так и искусственного происхождения. ВМ может состоять 
из волокон одной природы или из смеси волокон разной природы.

В прядильных производствах ВМ является главным объектом обра­
ботки, полуфабрикатом и конечным продуктом. Можно выделить следую­
щие основные формы, в которых находится ВМ: кипа, клочок, настил, лен­
та, ровница, пряжа. Эти формы отличаются по соотношению геометриче­
ских размеров и степени упорядоченности расположения волокон.

По соотношению геометрических размеров ВМ можно отнести к 
трехмерным, двумерным и одномерным. При этом любой продукт остается 
трехмерным, но протяженность ВМ по одной или двум координатам может 
быть существенно (на несколько порядков) больше или меньше, чем по 
остальным координатам.

По степени упорядоченности волокон можно выделить ВМ с полно­
стью хаотичным расположением волокон, ВМ с частичным упорядочени­
ем, например, частично ориентированными и распрямленными волокнами, 
и полностью упорядоченными и ориентированными волокнами. Соответ­
ствующая классификация приведена в табл. 1.4. (

Возможна и более детальная классификация ВМ по трм же призна­
кам. Например, к настилам можно отнести смесовой настил на транспор­
терной ленте после смесовых машин или дозаторов, ВМ на поверхности 
конденсоров, холстик после трепальной машины, ватку-прочес между ба­
рабанами чесального аппарата и кардочесальных машин, настил из лент на 
входе лентосоединительных машин.

Таблица 1.4.
Основные типы продуктов из ВМ в прядильном производстве_______

Тип продукта Состав Соотношение разме­
ров Упорядоченность ВМ

Кипа Однородный ВМ Трехмерный Хаотичный
Клочок Однородный ВМ Трехмерный Хаотичный

Настил Однородный ВМ 
или смесь Двумерный Хаотичный

Лента Однородный ВМ 
или смесь Одномерный

Частично ориентиро­
ванные и распрямлен­
ные волокна

Ровница Однородный ВМ 
или смесь Одномерный Ориентированные и 

распрямленные волокна

Пряжа Однородный ВМ 
или смесь Одномерный

Ориентированные, рас­
прямленные и крученые 
волокна
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К лентам можно отнести чесальную ленту после кардо- и гребнече­
сальных машин и ленту на выходе ленточных и лентосоединительных ма­
шин. Сученая ровница с чесальных аппаратов и крученая ровница с ров­
ничных машин, вообще говоря, несколько отличаются друг от друга струк­
турой ВМ.

Разнообразие структур пряжи в зависимости от природы ВМ, рас­
пределения его по поперечным сечениям, особенностям распределения 
крутки настолько велико, что требует отдельной классификации.

Свойства волокнистых материалов
Ниже рассматриваются лишь двумерные настилы с хаотичным рас­

положением волокон. При этом рассматриваются элементарные объемы 
ВМ, в которых содержится достаточно большое число волокон, чтобы этот 
объем можно было рассматривать как сплошную среду, на поведении ко­
торой не сказываются свойства каждого отдельно взятого волокна. В этом 
приближении будем говорить о т.н. макроскопической теории деформации 
ВМ.

Предполагается, что у ВМ есть следующие основные свойства:
• изотропность: все свойства ВМ одинаковы вдоль оси, проведенной 
внутри него под любым углом;
• однородность: все свойства ВМ одинаковы в любом объеме любой 
части ВМ;
• пористость: большая часть его объема занята воздухом.
• гранты и граничные условия: хотя у  ВМ нет твердых границ, но 
волокна, как правило, настолько тесно взаимосвязаны между собой, что 
существует достаточно четко выраженный пограничный переход от обла­
сти, где ВМ есть, к области, где его нет. Значительная разница в протяжен­
ности материала по разным координатам позволяет во многих случаях 
считать ВМ неограниченным по определенным направлениям и снизить 
размерность решаемой задачи исследования;
• высокая упругость и эластичность: ВМ допускает высокую (до 
300% -  500%) степень сжатия при сохранении упругости и эластических 
свойств. Этим он существенно отличается от металлов и похож на резину и 
другие эластомеры. Это свойство не позволяет ограничиться приближени­
ем малых деформаций;
• высокая степень объемного сжатия (за счет пористости): по
этому признаку ВМ сильно отличается от резины и других эластомеров, у  
которых модуль объемного сжатия на 3 -  4 порядка больше модуля одно­
осного растяжения сжатия или модуля сдвига;
• высокий модуль сдвига: по сравнению с эластомерами и металлами 
ВМ имеет модуль сдвига, который существенно больше модулей одноос­
ного растяжения - сжатия и модуля объемного сжатия. Свойства ВМ в ши­
роком диапазоне рабочих температур практически не претерпевают каче­
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ственных изменений, в отличие от эластомеров, у которых есть темпера­
турные области затвердевания (стеклования) и превращения в вязкую 
жидкость. Свойства ВМ зависят от совместного влияния температурных и 
влажностных воздействий;
• высокая пластичность: при снятии воздействий на ВМ он обладает 
большой инерционностью в восстановлении своих свойств;
• диссипативные и реологические свойства: поведение ВМ зависит 
от предыстории воздействий на него. В частности, перенос результатов 
натурных испытаний образцов и моделирования на рабочие изделия дол­
жен производиться с учетом совпадения (или несовпадения) их предысто­
рий. Действием инерционных сил при анализе деформирования ВМ прак­
тически всегда можно пренебречь. Это значит, что практически во всех за­
дачах ВМ на любой стадии и при любом виде нагружения находится в ста­
тическом или квазистатическом состоянии.

Для обозначения видов поведения ВМ под действием механических 
нагрузок используют ряд терминов: упругость, эластичность, текучесть, 
вязкость, ползучесть, пластичность, релаксация, гистерезис, утомляемость, 
усталость, прочность, долговечность, выносливость, старение, деструкция, 
разрушение.

В зависимости от условий приложения механических нагрузок, при 
которых проявляется определенный вид поведения ВМ, соответствующий 
термин сопровождается словами «статический» или «динамический».

Особенности поведения ВМ под действием механических нагрузок 
зависят от огромного числа внешних факторов, среди которых: способ ме­
ханического воздействия, время, влажность, температура, химические и 
радиационные воздействия, наполнители.

Поведение ВМ под действием механических нагрузок зависит не 
только от внешних факторов и природы волокон, используемых для полу­
чения ВМ, но и его структуры: расположения и взаимодействия волокон 
внутри ВМ, статистической природы волокон и их взаимодействия в ВМ. 
Механические нагрузки в сочетании с перечисленными внешними факто­
рами меняют как свойства самих волокон, так и их взаимодействие в ВМ, 
т.е. его структуру.

При распространении результатов исследований поведения образцов 
ВМ под действием механических нагрузок на рабочий ВМ необходимо 
учитывать масштабный эффект и различия в предыстории воздействий на 
образец и рабочий ВМ. Поясним некоторые из приведенных здесь терми­
нов.

Упругость, или упругая деформация -  полностью обратимая (т.е. 
немедленно исчезающая после снятия силовой нагрузки) составляющая 
деформации, величина которой в любой момент времени зависит от 
нагрузки, приложенной в тот же момент времени.
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Если эта зависимость линейная, то говорят о законе Гука для упру­
гой деформации. Практически у всех материалов при достаточно малых 
нагрузках деформации упругие. При упругих деформациях не нарушается 
структура материала и не выделяется тепло. Кинетическая энергия растя­
гивающего, сжимающего или сдвигающего усилия переходит в потенци­
альную энергию соответствующей упругой деформации, а при снятии уси­
лия возвращается в кинетическую энергию восстановления прежнего раз­
мера или формы материала.

Эластичность, или эластическая деформация -  полностью обрати­
мая составляющая деформации, которая остается в материале после снятия 
силовой нагрузки и которая с течением времени уменьшается до нуля за 
счет накопленной в результате деформации потенциальной энергии. Свой­
ство эластичности -  это свойство инерционности материала в процессах 
деформации. При проявлении эластичности у материала после снятия 
нагрузки говорят о процессе релаксации, восстановлении исходного со­
стояния материала.

Текучесть (ползучесть) -  свойство материала изменять величину 
деформации (как правило, увеличивать) во времени при неизменной вели­
чине нагрузки. Проявление текучести материала может быть связано с его 
эластическими свойствами, однако текучесть, как правило, ведет к необра­
тимым деформационным изменениям материала. Энергия деформации при 
текучести расходуется на необратимые изменения структуры материала.

Вязкость -  свойство материала сопротивляться изменениям нагруз­
ки, причем величина сопротивления зависит непрерывно от величины из­
менения нагрузки. Это свойство присуще большинству реальных жидко­
стей. Если материал обладает свойством вязкости, то его рассматривают 
как жидкую субстанцию.

Пластичность, или пластическая деформация -  полностью необра­
тимая часть деформации, которая остается у  материала после снятия 
нагрузки и исчезновения эластической части деформации. Практически 
весьма трудно отличить пластическую часть деформации от эластической 
с очень большим временем релаксации. Энергия деформации, которая 
приходится на ее пластическую часть, затрачивается на структурные изме­
нения материала и выделения тепла. Этот вид деформации присущ прак­
тически всем материалам при достаточно больших нагрузках.

Гистерезис -  зависимость взаимосвязи между нагрузкой и деформа­
цией материала от знака нагрузки. Гистерезис свидетельствует о способно­
сти материала запоминать предыдущие свои состояния и сопротивляться 
нагрузке с учетом своей предыстории. Наличие гистерезиса у  материала 
говорит о структурных изменениях в материале, частичных затратах энер­
гии деформации на эти структурные изменения и выделение тепла.
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Особенности поведения волокнистых материалов при деформации
Механические свойства ВМ  при его деформации под действием ме­

ханических нагрузок определяются двумя категориями факторов: свой­
ствами волокон, образующих ВМ, и взаимодействием волокон в ВМ. Ниже 
рассматриваются материалы, относящиеся к нетканым ВМ, тканям с явно 
выраженным ворсом или ВМ в кипах. К ним же можно отнести волокни­
стый холстик, волокнистый настил и ватку -  прочес.

Все эти виды ВМ следует отнести к категории деформируемых твер­
дых тел. Поскольку размеры применяемых изделий из ВМ таковы, что да­
же в их малых объемах содержатся сотни тысяч или миллионы волокон, то 
к ВМ применимы методы, разработанные в механике деформируемых 
сплошных сред.

Основными характеристиками деформированного состояния в каж­
дой точке такой среды являются два тензора: тензор напряжений {<?%} и 
тензор деформаций {е*}, г, к = 1,2,3 (см. гл.З). Компонент гг,к тензора де­
формаций равен силе, действующей параллельно оси хк на прямоугольную 
площадку единичной площади, перпендикулярную оси х,- (рис. 1.17).

Заметим, что элементарный куб, ориентированный по осям коорди­
нат и «вырезанный» из объема ВМ в окрестности некоторой точки 
(ХиХг'гХъ), изображен для наглядности: на самом деле все девять компонен­
тов тензора сосредоточены в одной точке (АцЛ^Аз).

Компоненты тензора деформаций представляют собой относитель­
ные удлинения ВМ в точке (х^ р сз), т.е. отношения изменения длины АЬ к 
ее первоначальному (до приложения нагрузки) значению Ь<>: е = АЬ /  Ьо. В 
зависимости от направления длины Ь и направления деформации АЬ в со­
ответствии с декартовыми координатами получаем девять компонентов 
тензора деформаций. Например, элемент е* равен относительной деформа­
ции отрезка, направленного вдоль оси хь по направлению оси хк.

Поскольку в каждой точке ВМ деформации и напряжения различны 
и меняются со временем, то оба тензора являются функциями координат и 
времени, а также других параметров ВМ, определяющих его свойства, 
например, температуры Т, влажности ф, плотности р:

стй = ст*(>1>х2^ ; № ф;р); е,* = гЛ{х1,х1,хъ\1\Т,<?>р) (1.4)

Тензоры напряжений и деформаций являются симметричными:
_  _  I

Д/; &кг
Тензор деформаций может быть представлен в виде комбинации 

частных производных перемещения и точки (х^ х2; х3) в результате дефор­
мации ВМ в этой точке (рис. 1.1 б).

г^ + д щ +^ д щ д и Л  
у8хк Эх,, ы ЭхА. дх1

Отметим, что в теории деформируемых сплошных сред для описания
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деформаций и построения тензоров напряжений и деформаций использу­
ют две системы координат: Эйлера и Лагранжа.

Рис.1.17 Геометрическая интерпретация тензора деформации

В первой системе координат (Эйлера), например, тензор деформаций 
в каждой точке системы координат задает значения деформации той мате­
риальной точки среды, которая в данный момент попала в эту координат­
ную точку. Таким образом, в разные моменты времени тензор в точке с 
одними и теми же координатами описывает деформацию разных матери­
альных точек сплошной среды.

В системе координат Лагранжа координаты «привязаны» к конкрет­
ной материальной точке сплошной среды. Поэтому, например, значения 
тензора напряжений в разные моменты времени в одной и той же точке ла- 
гранжевых координат описывают изменения напряженного состояния этой 
материальной точки среды. При этом вследствие деформации эта матери­
альная точка может в разные моменты находиться в разных геометриче­
ских точках пространства, т.е. иметь разные эйлеровы координаты.

Показано, что при малых деформациях (но не перемещениях и) и ли­
нейных зависимостях между напряжениями и деформациями различием 
между этими двумя системами координат можно пренебречь. Однако при 
больших деформациях или при нелинейных зависимостях этими различи­
ями между двумя способами описания пренебрегать нельзя. Хотя и суще­
ствует взаимосвязь между эйлеровыми и лагранжевыми системами коор­
динат, позволяющая переходить от одного способа описания деформации 
сплошной среды к другому, все это создает дополнительные трудности при 
решении прикладных задач.

Перечислим некоторые характерные особенности поведения рас­
сматриваемых видов ВМ при их деформации.

отсутствие выпаженной ориентации и уаспрямлеиности воло­
кон вдоль определенного направления. Извитость волокон, природная или
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искусственно созданная, во много раз увеличивает упругость ВМ. В отли­
чие от многих других материалов, ВМ обладает способностью сжиматься, 
уменьшая первоначальный объем и размеры в несколько раз и сохраняя 
при этом свойство упругости. Это свойство ВМ связано с извитостью во­
локон. Такая способность к большим деформациям сближает ВМ с клас­
сом полимеров, называемых эластомерами;

высокая разреженность волокон в ВМ. Это означает, что объем 
собственно волокон составляет малую долю от объема, занимаемого ВМ. 
Остальная часть объема заполнена воздухом. Если т - масса образца ВМ; 
V — занимаемый образцом объем; ту- объемная плотность волокон, то объ­
ем, занимаемый собственно волокнами, равен V/ = т/гу , что намного 
меньше V.

Большую часть объема ВМ занимает воздух. Это позволяет волок­
нам сохранять свою извитость, а ВМ проявить способность к большим 
сжатиям. Именно это обстоятельство определяет и теплофизические свой­
ства, в частности, низкую теплопроводность, ВМ. При сжатии отношение 
V/! V приближается к единице. Соответственно, сжатый или плотно спрес­
сованный ВМ претерпевает структурные изменения, и поэтому его меха­
нические и теплофизические свойства могут кардинально измениться;

взаимодействие волокон происходит в отдельных точках при со­
прикосновении волокон внутри ВМ. Аналогичная картина наблюдается у 
эластомеров, только на более низком, молекулярном уровне. Роль волокон 
у эластомеров играют молекулы полимеров, которые сцеплены между со­
бой в отдельных точках, расположенных редко по длине молекул.

Еще более близкой аналогией для ВМ являются вспененные эласто­
меры, у которых размеры пор, наполненных воздухом, таковы, что доля 
объема, приходящегося на воздух, близка к этой доле в ВМ.

Однако в отличие от эластомеров, у которых в точках сцепления по­
лимерные волокна соединены прочными химическими связями, в ВМ во­
локна взаимодействуют в точках контакта лишь за счет сил кулоновского 
«сухого» трения и сцепления неровностей поверхностей волокон (чешуек 
и т.п.).

Поэтому при сжатии ВМ эти силы легко преодолеваются, точки кон­
такта перемещаются вдоль волокон, а их число по мере сжатия быстро 
нарастает. Таким образом, хотя внешне структура ВМ похожа на структу­
ру эластомера, поведение волокон в ВМ при сжатии принципиально отли­
чается от поведения полимерных молекул в эластомерах.

Эти различия отражены на рис.1.18. Слева схематически показано 
поведение трех молекул эластомеров. Сами молекулы изображены сплош­
ными линиями, а область их межмолекулярного взаимодействия - штрихо­
выми.

В точках А, В, С молекулы образуют химическую связь. При малых 
деформациях (эпизод II) молекулы меняют форму по сравнению с исход­
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ным состоянием (эпизод I), на что и уходит энергия деформации. При 
больших деформациях (эпизод III) области межмолекулярного взаимодей­
ствия отдельных молекул могут пересечься и в результате возникнуть но­
вые химические связи между молекулами (точка Е).

Таким образом, в эластомере происходят структурные изменения. 
Появление новых точек взаимодействия повышает сопротивление дефор­
мации, т.е. приводит к эффекту упрочнения. Дальнейший рост деформации 
(на рисунке не показан) может привести, наоборот, к разрушению связей и, 
соответственно, к новым структурным изменениям и разрушению матери­
ала.

Механизм поведения волокон в ВМ принципиально отличается от 
поведения полимерных молекул. Справа на рис. 1.18 приведена геометри­
ческая модель поведения волокон в ВМ при нагружении. Волокна взаимо­
действуют между собой, как и молекулы эластомера, в отдельных точках 
А, В, С (эпизод I).

Однако в отличие от прочной химической связи молекул, волокна 
связаны силами трения и поверхностного сцепления за счет неровностей 
их поверхности.

Поэтому уже при малых деформациях, происходят не только изме­
нения формы волокон, их извитости, но и перемещения точек трения и 
сцепления между волокнами (эпизод II: точки А ’, В ’, С’). С ростом дефор­
мации точки сцепления между волокнами не только меняют свое положе­
ние на волокнах, но и увеличивается их число вдоль длины волокон (эпи­
зод III).

Следует также учитывать, что если молекулы эластомеров при по­
стоянной температуре являются практически абсолютно упругими объек­
тами, и их изменения формы обратимы, то волокна сами образованы из 
комплексов полимерных молекул.

Поэтому деформации растяжения, сжатия, изгиба, кручения для от­
дельных волокон -  это деформации полимерного материала и они могут 
быть необратимыми. Каждое волокно независимо от его взаимодействия с 
другими волокнами может рассматриваться как изделие из эластомерного 
материала, на которое воздействуют нагрузки со стороны других таких же 
волокон. При этом проявляются все известные свойства эластомеров: 
большие деформации, релаксационные и пластические свойства.

Таким образом, ВМ -  это уже следующий масштабный уровень из­
делия по сравнению с изделиями из эластомеров (рис.1.19). Поэтому при 
одинаковых видах испытаний поведение ВМ отличается от эластомеров.

К числу таких отличий следует отнести:
способность ВМ заметно изменять объем уже при небольших 

нагрузках. Как известно, эластомеры при небольших модулях растяжения - 
сжатия и сдвига, практически не поддаются объемному сжатию, т.е. имеют 
очень большие модули объемного сжатия. В этом смысле к ВМ ближе
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находятся вспененные эластомеры, у которых за счет воздушных пор низ­
кое сопротивление объемному сжатию и, соответственно, низкий модуль 
этого объемного сжатия;

наличие у ВМ значительной доли пластической составляющей 
деФормаиии по сравнению с эластомерами. Эта особенность ВМ связана с 
упомянутым выше взаимодействием волокон посредством сил «сухого» 
трения и сцепления (обобщенный закон Амонтона -  Кулона), которые 
полностью необратимы и проявляют себя уже при небольших деформаци­
ях ВМ;

наличие у  ВМ значительной доли эластической деФормаиии. Она
проявляется в эффектах ползучести, или текучести: при неизменной 
нагрузке деформация ВМ со временем нарастает. Та же особенность ВМ 
проявляется в эффекте релаксации: при снятии нагрузки ВМ восстанавли­
вает свое состояние лишь по прошествии времени, причем не полностью: 
сохраняется пластическая доля деформации.

Такое поведение материалов (ползучесть и релаксация) связывают с 
эластическим видом деформации, которая считается полностью обрати­
мой. Эластическую часть деформации любых материалов описывают ха­
рактерными постоянными времени релаксации, которые могут лежать в 
широком диапазоне значений. Часть эластической деформации (с неболь­
шими постоянными времени) можно легко выявить и оценить по результа­
там испытаний. Другую часть этого типа деформации (с большими посто­
янными времени релаксации) весьма сложно отделить от пластической де­
формации;

асимметрия поведения ВМ даже при одномерных механических 
нагрузках растяжения -  сжатия и зависимость этого поведения от формы 
испытуемого образца. Например, весьма сложно поставить эксперимент, в 
котором трехмерный образец ВМ (кипа) подвергается одномерному рас­
тяжению. Впрочем, этот вид деформации для таких образцов ВМ вряд ли 
можно счесть актуальным. Более важными для таких образцов являются 
разрушающие нагрузки при деформациях разрыва для отделения, напри­
мер, клочков от кипы ВМ.

В то же время поведение трехмерного образца ВМ при деформации 
одноосного сжатия актуально (уплотнение кип и ВМ в бункерах) и относи­
тельно просто для исследования.

У плоских (настилы) или одномерных (ленточки, полоски) ВМ де­
формация сжатия в отличие от растяжения приводит к искривлению об­
разца материала (потере устойчивости формы) уже при небольших нагруз­
ках. Деформации сдвига и кручения ВМ обычно не исследуются, посколь­
ку не представляют практического интереса.

Наибольший интерес представляет поведение ВМ при циклических 
деформациях, поскольку именно такой тип нагрузок на ВМ обычно встре­
чается в процессе эксплуатации. Особенности строения ВМ как системы
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взаимодействующих волокон определяет специфику поведения ВМ при 
циклических нагрузках.

Рис.1.18. Особенности и различия взаимодействия между полимерных 
молекул и волокон

ВМ обладает ярко выраженными гистерезисными свойствами, т.е. 
его реакция на механическую нагрузку в данный момент зависит как от 
предыстории нагружения, так и от релаксационных свойств ВМ. Исследо­
вание этого класса свойств ВМ представляет наибольшие трудности, как с 
точки зрения теоретических подходов, так и в постановке экспериментов, 
обработке и интерпретации их результатов.
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Рис.1.19. Уровни моделирования полимерных и волокнистых материалов

Характерное поведение ВМ при сжатии приведено на рис. 1.20. Де­
формация сжатия в линейно нарастает со временем I (участок 1). Затем в 
течение некоторого интервала времени величина дальнейшего сжатия не 
происходит (участок 2). В дальнейшем сжатие снова нарастает линейно во 
времени (участок 3). При этом сила сопротивления ВМ деформации сжа­
тия сначала нарастает почти линейно (участок О-А). |

Затем ВМ переходит (участок А-В) в состояние текучей деформации 
(участок В-С), а затем снова развивается напряжение силы сопротивления 
(участок С-Б) за счет структурных изменений ВМ.

При прекращении нарастания деформации (участок 2) происходит 
релаксация напряжения (участок Б-Е), которая протекает не мгновенно, а 
постепенно, причем остается остаточное напряжение с 0СТ, которое не успе­
вает отрелаксировать за время «отдыха» (участок 2).

При следующем нарастании деформации напряжение в ВМ изменя­
ется по той же схеме. Однако абсолютные значения напряжения силы со­
противления становятся меньше: ВМ «устает» сопротивляться деформа­
ции. Поэтому при тех же величинах и скоростях нарастания деформации 
величины напряжения меньше, чем при первом цикле нагружения. Объ­
единение двух диаграмм 8 = е(/) и а  =  а(г) приведено на верхней диаграмме 
о (е) рис. 1.20.

Отличительная особенность ВМ -  это чувствительность к измене­
нию температурно-влажностных условий эксплуатаиии его свойств и 
механических характеристик. Если изменения только температуры в рабо­
чем диапазоне ее варьирования (от -40°С до +50°С) практически не меняет 
свойств ВМ, то сочетание температурного воздействия с повышением 
влажности воздушной среды (от 55% до 98%) может кардинальным обра­
зом изменить механические свойства ВМ.

Как и любая другая физико-механическая система, ВМ в каждый 
момент времени находится в состоянии, при котором его свободная энер­
гия минимальна. Гистерезисные и релаксационные особенности ВМ при­
водят к тому, что этот минимум достигается при ненулевых значениях де­
формации как отдельных волокон, так и всего ВМ в целом.
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Рис.1.20. Динамика сжатия волокнистого материала

Температурно-влажностное воздействие на ВМ нарушает его энерге­
тический баланс. Воздействие повышенной влажности (повышение темпе­
ратуры при этом способствует усилению воздействия) приводит к пере­
распределению внутренней тепловой и механической энергии в волокнах и 
снимает упругие напряжения, возникающие в них при деформации ВМ 
под действием внешних нагрузок.

Впитывая воду, волокна теряют упругость, т.е. существовавшие в 
них механические напряжения исчезают, а накопленная в волокнах меха­
ническая энергия деформации расходуется на поглощение влаги. Таким 
образом, при исследовании поведения образцов ВМ под действием меха­
нических нагрузок необходимо учитывать не только прошлые деформиро­
ванные состояния образца, но и их температурно-влажностные условия. 
Перенос результатов исследований образцов на рабочие ВМ и прогнозиро­
вание поведения этих рабочих ВМ возможно лишь в условиях подобия ис­
тории состояний образцов ВМ и рабочих ВМ. Отсюда вытекает необходи­
мость при исследованиях образцов воспроизводить условия, в которых бу­
дут эксплуатироваться рабочие ВМ.

В отличие от других материалов, эксплуатируемых в условиях меха­
нических нагрузок (металлы, полимеры), ВМ используется в гораздо 
меньшем ассортименте форм. Это, как правило, трехмерные объемные 
изделия простых геометрических форм: прямоугольные параллелепипеды, 
круговые цилиндры, эллипсоиды и т.п. Гораздо более широкое примене­
ние имеют плоские ВМ в форме широких и длинных полотен. Воздей­
ствующие на них механические нагрузки также представляют собой, как 
правило, простые одномерные растяжения -  сжатия или всестороннее сжа­
тие. Поэтому деформации кручения или сдвига либо отсутствуют, либо не­
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значительны.
Одним из важнейших предположений, используемых в теориях де­

формации твердых тел, является условие сплошности деформируемой сре­
ды. Оно означает, что в процессе деформации независимо от способа 
нагружения отдельные слои материала деформируются таким образом, что 
между ними не возникает разрывов.

У ВМ это условие также соблюдается в пределах упругих деформа­
ций. Когда деформации достигают больших значений, возможно наруше­
ние условий сплошности без нарушения целостности ВМ. Это объясняется 
способом взаимодействия волокон внутри ВМ за счет сил трения и сцеп­
ления. Когда механические напряжения в ВМ превосходят предельные 
значения этих сил, действующие взаимосвязи между волокнами прекра­
щаются, но взамен им возникают новые аналогичные связи между другими 
парами волокон или в других точках взаимодействия.

Поэтому, хотя условие сплошности среды может и не выполняться, 
материал не теряет целостного строения. Условие сплошности приводит к 
взаимосвязи между компонентами деформации и уменьшает число незави­
симых компонентов. Нарушение этого условия увеличивает число незави­
симых компонентов деформации. В то же время, простые виды нагруже­
ния, которым, в основном, подвергаются ВМ, приводят к тому, что неко­
торые виды деформации для этих материалов просто отсутствуют.

Линейные модели деформаций сплошных сред
Из всего известного многообразия математических моделей, разра­

ботанных для различных материалов: металлов, газов, жидкостей, аморф­
ных сред, полимеров, эластомеров, композитов, - выделим эластомеры, ко­
торые, как следует из предыдущего изложения, наиболее близки по своим 
свойствам ВМ. Для этого класса сплошных сред разработан ряд теоретиче­
ских и полуэмпирических моделей, с помощью которых описывается по­
ведение этого класса материалов при механическом нагружении.

К сожалению, ни одна модель не в состоянии дать адекватное описа­
ние свойств материала для всего множества видов деформаций и нагрузок 
и во всем их диапазоне. Причины этого изложены выше: необходимо учи­
тывать упругую, эластическую, пластическую составляющие деформации, 
ползучесть и гистерезис, а также предысторию деформации и эффекты 
накопления усталости в материале. Все эти особенности должны учиты­
ваться при сложных видах деформации в тензорной форме, которая необ­
ходима, чтобы учесть взаимосвязь между разными составляющими напря­
жения и деформации, и в широком диапазоне нагрузок и деформаций. Да­
же с применением компьютерных методов моделирования создать такого 
рода модель представляет значительные трудности. Поэтому используют 
частные модели, описывающие некоторые свойства исследуемого матери­
ала при специальных видах деформации.
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Такие модели можно разделить на две категории. К первой можно 
отнести модели, которые описывают динамику деформации с учетом эла­
стических, пластических и гистерезисных особенностей при одномерных 
деформациях растяжения - сжатия. Эти модели представляют собой мате­
матические соотношения между величинами нагрузки и деформации об­
разца материала как функциями времени.

Соотношения имеют вид дифференциальных или интегральных 
уравнений. Простейшие из них имеют вид линейных уравнений и извест­
ны как модели Максвелла, Кельвина и Фойгта. Для наглядности их приня­
то изображать с помощью механических аналогий, которые строят в виде 
системы пружин (идеальных упругих элементов) и демпферов (идеальных 
пластичных элементов).

Сочетание таких элементов позволяет с помощью небольшого числа 
неизвестных параметров, значения которых и определяют свойства кон­
кретного материала, описать упругую, эластическую и пластическую со­
ставляющие деформации материала. Пример такой механической модели 
приведен на рис. 1.21.

Она составлена из четырех элементов. Параллельно соединенные 
пружина с коэффициентом упругости Ки\ и демпфер с коэффициентом 
демпфирования Ке 1 обеспечивают моделирование эластической составля­
ющей‘деформации. Последовательно «подключенные» элементы - пружи­
на с коэффициентом упругости Ки2 и демпфер с коэффициентом демпфи­
рования Ки2 моделируют упругую и пластическую составляющие дефор­
мации материала.

Материал подвергается одномерной деформации растяжения - сжа­
тия вдоль оси х  на величину Х{() при силе сопротивления деформации Р{1). 
Уравнения динамики для этой модели имеют вид

т

Ке1
Рис.1.21. Механическая аналогия линейной 4-элементной 

динамической модели деформации

Х({) = Х\(1) + Х2(1) + ХЗ(1); Х\{1) = Ри\{1)1 Ки\- =  рещ  /  Ке\

Р{() = Ри\{1) + Ре\{1)\ йХ2{'Г) =Р {1)1 Ке2\ Х3{1) = Р{1) /  Ки2
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Поскольку данная модель описывается линейными дифференциаль­
ными и алгебраическими уравнениями с постоянными коэффициентами, то 
с ней удобнее работать, перейдя к изображениям функций по Лапласу. За­
пишем взаимосвязь между входом и выходом каждого элемента в изобра­
жениях по Лапласу.

Элемент «пружина»:

Р{з) = КиХ($У,

Элемент «демпфер»:

Р(з)=ЖеХ(зУ,

Элементы «пружина || демпфер»:

РХ) = Х(з)(Ки + Же); Х{з) = ‘  Р(з)
Ки + Же

Последовательно соединенные элементы «пружина -> демпфер» в 
изображениях по Лапласу описываются соотношениями:

Х{5)=—  Р(з) 
Ки

Х{8)=— Р{3)
Ж е

Р(8)=Х(8) ЖиКе 
Же + Ки

Х{з)=Р(8)
Ки Же

Преобразуем выражения (* означает умножение)
.РО) = Ри\(а)+ РеЦз) = Ки\ * XI X) + з * Ке 1 * XIX) = XIX) * (Ки[ +■? * Ке 1) 
Х2(з) = РХ) / * Ке2); ЙГЗ(̂ ) = РХ) / Ки2

РХ) , РХ) ,Р Х )  1 1 1 )XX)- Ки1 + з*Ке{
РХ) { РХ)

з*Ке 2 Ки2 РХУ {Ки\+з*Ке1 з*Ке 2 Ки2)

Далее

РХ) * ( *  Ке2 * Ки2+ а * Ке\* Ки2 + Ки\ * Ки2+а * Ки! * Ке2 + з2 * Ке\* Ке2) =
= Ки2*Ке2* (Ки\ + з * Ке1) *з* Х(з)

Отсюда получаем взаимосвязь между изображениями функций де­
формации Х(з) и нагрузки Р(з). В форме дифференциального уравнения эта 
взаимосвязь имеет вид

Ке1Ке2 ^ ̂  + (Ке2Ки2 + Ке\Ки2 + Ки\Ке2) + Ки\Ки2Р{() =

= Ки2Ке\Ке212Ш  + Ки2Ке\Ке2 <̂ -^ -  
Л1 Л

Введем переменные состояния у  \{1) = Р(1); у2(() = <ШХ)1 Аг и получим 
систему линейных уравнений
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Ке\Ке 2 + (Ке2Ки2 + Ке\Ки2+ Ки\Ке2)у2{!)+ Ки\Ки2у\{() =й1

=  Ки2Ке\Ке2 Ч1Щ Ч + Ки2Ке\Ке2 ̂ 4 1  ■ М Ч - ^ 2(0  =  0
л 2 л  а  * ‘

Задавая начальные условия и закон изменения деформации Х(() во 
времени I , можно найти функцию Р(1), описывающую изменение силы со­
противления деформации во времени путем решения уравнений.

Как известно, решения однородных линейных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами представляют собой сумму 
экспоненциальных функций

N

Ь=1
Декременты затухания экспонент Ък зависят от коэффициентов упру­

гости пружин и коэффициентов демпфирования демпферов, включенных в 
модель, а коэффициенты Ак -  еще и от начальных условий и функций в 
правых частях уравнений, т.е. от динамики деформирования материала.

Построенное на этих функциях решение неоднородных уравнений на 
качественном уровне правильно описывает деформацию материала с уче­
том упругой, эластической, пластической составляющих и эффекта гисте­
резиса.

Модели такого типа давно известны и хорошо изучены. Их недоста­
ток заключается в том, что для удовлетворительного количественного сов­
падения с экспериментальными данными приходится строить модель из 
большого числа элементов, представленных на рис.1.21. Количество неиз­
вестных параметров -  коэффициентов упругости и демпфирования -  при 
этом возрастает, а ошибки их оценивания по экспериментальным данным -  
настолько велики, что делают модели ненадежными при применении. 
Кроме того, такие модели не учитывают эффекты текучести материала и 
изменения его параметров во времени, связанные со структурными изме­
нениями в самом материале в процессе деформации. Линейное свойство 
моделей предполагает, что при суммировании приложенных к ВМ нагру­
зок деформации также суммируются. Однако это свойство также выполня­
ется у реальных материалов лишь при малых деформациях.

Делались попытки усовершенствовать подобные модели путем вве­
дения разного рода «фиксаторов», управляющих, например, сжатием пру­
жин. При этом модель переставала быть линейной. Работать с ней стано­
вилось сложно, причем усложнение не компенсировало недостатков и не 
приводило к кардинальным улучшениям линейных моделей, а сама моди­
фикация выглядела искусственным приемом. Например, предложена мо­
дифицированная модель с фиксатором, препятствующим сокращению 
пружины после растяжения (рис. 1.22)
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т  ,
Ки1 Ки2

ЛЛКЛл гААДАл
?(*)

К

КиЗ

К Л А А Л / ~ !-

Ке1 Ке2
Рис.1.22. Модифицированная модель с фиксатором

Линейная динамическая модель сжатия волокнистой массы
В качестве примера применения линейных моделей динамики де­

формации при сжатии массы ВМ рассмотрим моделирование сжатия по­
душек из ВМ.

Сжатие ВМ под действием постоянной нагрузки можно смоделиро­
вать с помощью трех последовательно и параллельно соединенных дина­
мических звеньев, отображающих основные составляющие деформации 
ВМ: упругую, эластическую и пластическую (рис. 1.23).

На рисунке обозначены: Ки1 и Ки2 — коэффициенты упругости 
упругих элементов ("пружин"); Ке1 -  коэффициент пропорциональности 
пластического элемента; Р(1) -  действующая на ВМ внешняя силовая 
нагрузка; Х(() -  общая деформация модели под действием внешней 
нагрузки; Хр({) -  пластическая часть деформации модели.

Ки1 Н 1 )

/

гААААл
К ЛАААд

Ке1
Хр«)

Ки2

Х(1)
Рис.1.23. Трехзвенная линейная динамическая модель деформации

Динамические уравнения, описывающие поведение отдельных эле­
ментов и связывающие перечисленные выше переменные и параметры мо­
дели, имеют вид

Ки2{Х{1)-Хр(!))=Р(1)-
л

+ Ки\Хр{1) =Р(1)

Исключая переменную Хр((), получим уравнение, связывающее об­
щую деформацию Х(1) и внешнюю силу Р(1)
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Ке\ ̂ р  + Х и Щ О  = 1+ ™
Ки2 \ т +

Ке 1 АР(1) 
^м2 Л

Введем обозначения

К ^К гЛ  Т = Ш  т
Км2 Ки\ Ки\

и перепишем дифференциальное уравнение в изображениях с переменной 
Лапласа я

(Тз +  1)Х {» =  (1 + К  + КГз)Р(з)

где Х(з) и Р(з) -  изображения по Лапласу функций Х(1) и Р(1).
В результате получим передаточную функцию модели преобразова­

ния Р(1) Х{1) в виде

ЖРХ(х) = Х(з)
Р(з)

1 + К  + КТз 
\ + Тз

Рассмотрим реакцию модели на ступенчатое изменение функции 
Р(1). В этом случае изображение Р(з) равно А/з. и изображение Д.у) будет

V, , ,  1+ К  . КТХ(з) = А ----------- + А --------
5(1 + Тз) 1 + Тз

что соответствует оригиналу

Х(1) = А(1 + К - е х р ( ~ ) ) ,  1>+0

На рис Л .24 представлен график развития деформации во времени 
при постоянной нагрузке в соответствии с полученным решением. Кривая 
на графике построена при Л = 1;К=  1 \Т =  0.1.

Вертикальный участок кривой соответствует упругой деформации, 
которая возникает сразу при приложении нагрузки в момент / = 0 и  равна 
Хи = АК. Далее в материале развивается пластическая деформация, которая 
добавляется к упругой деформации и образует полную деформацию, кото­
рая со временем стабилизируется на уровне, равном X; = А(1 +  К).

Осуществим "привязку" построенной модели к имеющимся экспе­
риментальным данным. Данные эти таковы: при испытании на сжатие во­
локнистая масса помещалась в цилиндр диаметром О = 28,7 см. Площадь 
поверхности основания цилиндра 5 -  п П2/4 = 646,9 см2. Масса груза, со­
здающего нагрузку на поверхность волокнистой массы в цилиндре, равна 
2000 г = 2 кг. Масса загруженного в цилиндр волокна составляла т = 60 г.

По результатам испытаний для полиэфирного волокна (толщина 7 
денье) с длиной резки 64 мм и смеси "пух + перо" (55% пуха и 45% пера) 
определены показатели составляющих деформации, которые приведены в 
табл. 1.5.
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2.5

Рис.1.24. Динамика развития деформации

Зная вес груза и площадь основания цилиндра, определим величину 
удельной нагрузки -  давления (напряжения), прикладываемую к единице 
площади волокнистой массы

/> = О
8

2,000кГ 
646,9 см2

= 0,0031 кГ/см2

Таблица 1.5
Составляющие дефо рмации по результатам натурных экспериментов

Волокнистая масса Показатель деформации
Составляющие Абсолютная, % Относительная, %

Волокно полиэфирное

Полная 74,9 100
Упругая 58,0 67,8
Эластическая 0,5 0,7
Пластическая 23,6 31,5

Волокно 55% пух, 45% 
перо

Полная 80,1 100
Упругая 41,6 51,9
Эластическая 44,9 6,2
Пластическая 33,6 41,9

Отношение полной деформации к упругой составляющей для поли­
эфирного волокна в соответствии с результатами натурного эксперимента 
равно

А(1 + К) _ 100%
АК ~  67,8%

Отсюда найдем безразмерный коэффициент К
67,8

100-67,8
=  2,10

Аналогично для смеси "пух -  перо" получим
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АГ = 51,9
100-51,9

= 1,08

Таким образом, значение этого безразмерного показателя, равного 
отношению коэффициентов упругости для модели (рис. 1.23) К = Ки1/Ки2 
различается для этих двух видов волокнистой массы практически в два ра­
за: у смеси "пух -  перо" упругие свойства в два раза выше, чем у волокни­
стой массы из полиэфирного волокна.

Для прямой оценки параметра Т имеющихся результатов натурного 
эксперимента, к сожалению, не достаточно. Это видно хотя бы по тому, 
что параметр Т  имеет размерность времени, а среди результатов нет вели­
чин, содержащих в своей размерности время.

Наиболее прямой и надежный способ оценки Т  мог быть реализован, 
если бы в ходе натурного эксперимента величина сжатия (деформации) 
волокнистой массы регистрировалась не только в моменты приложения 
нагрузки и завершения деформации, но и в промежуточные моменты вре­
мени с фиксацией прошедшего интервала времени от начала приложения 
нагрузки до момента измерения. Это позволило бы построить кривую 
(рис. 1.24) деформации "зйезз -  з1гат" и оценить величину Т, например, по 
касательной к кривой, как показано на рисунке.

Следует отметить, что и такая оценка была бы не слишком точна, 
поскольку при небольших вариациях в положении вершин оценочного 
треугольника длины его сторон, а следовательно, и оценка Г, значительно 
меняют свою величину.

Поскольку такого рода экспериментальные данные отсутствуют, по­
пытаемся получить оценку иным путем. Ранее были выполнены компью­
терные эксперименты с имитационной моделью деформации, включавшей 
упругие элементы и элементы кулоновского трения с учетом статистиче­
ского разброса значений параметров. Эти эксперименты показали: 1) ре­
зультирующая кривая деформации "зйезз -  зТгат" благодаря этому стати­
стическому разбросу имеет вид, близкий к кривой на рис. 1.20; 2) скорость 
нарастания деформации, зависящая в модели от параметра Т, в имитаци­
онной модели зависит от сил нормального давления между волокнами.

Последний результат очевиден: чем больше силы нормального дав­
ления между волокнами, тем больше между ними силы трения. Следова­
тельно, тем сильнее волокнистая масса сопротивляется деформации и тем 
медленнее протекают процессы нарастания и релаксации ее деформации.

При прочих равных условиях силы нормального давления между во­
локнами тем выше, чем сильнее сжата волокнистая масса, т.е. чем больше 
приложенная к ней нагрузка Р. Эта нагрузка практически равномерно рас­
пределяется по всей массе волокнистого материала и приводит к уменьше­
нию его объема. Поскольку в натурном эксперименте выполнена одномер­
ная деформация (сжатие), то изменение объема волокнистого материала 
равно изменению высоты массы в цилиндре. Например, для полиэфирного
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волокна это изменение составило 58,0% вследствие упругой деформации а 
74,9% в результате полной деформации.

Введем обозначения: Но -  начальная высота заполнения цилиндра 
волокнистой массой; Ни -  высота волокнистой массы в цилиндре в ре. 
зультате упругой деформации непосредственно после приложения нагруз. 
ки; Н/ -  высота волокнистой массы в цилиндре в результате полной де­
формации после завершения релаксационных процессов.

Использование этих величин позволяет выразить через них относи­
тельные деформации волокнистого материала. Например, для полиэфирно­
го волокна получим:

Н-±- = 0,580; Я ° - Н(- = 0,749
Я0 Я 0

Для смеси "пух -  перо" аналогичные соотношения равны
Я „-Я„

Я„
= 0,416;

Я0 - Н ,  
Я„

=  0,801

Зная хотя бы одну из перечисленных величин высоты для исследуе­
мой волокнистой массы, можно найти остальные, решая приведенные 
уравнения.

Располагая величинами Но, Я„ и Д ,  а также массой испытуемого во­
локнистого материала, можно построить величину, имеющую размерность 
времени, которая пропорциональна значению Т:

Т = т н ш-нт)

Здесь М — масса волокнистого материала.
При построении этой величины, имеющей размерность времени, ис­

пользовалась разность высот Ни и Щ  поскольку именно эта разность в вы­
соте возникает в процессе пластической деформации.

Постоянная Т, входящая в модель (рис. 1.23), должна быть пропорци­
ональна величине Тт, т.е. Т = СТт, где С -  коэффициент пропорциональ­
ности, который зависит от типа волокна и не зависит или слабо зависит от 
способа приложения нагрузки и режима деформации. Оценить значение С 
можно, располагая хотя бы одной кривой (рис. 1.24).

Приведем пример расчета для гипотетических данных, которые мо­
гут быть легко воспроизведены по аналогии для других исходных данных. 
Пусть конечная высота волокнистой массы полиэфирного волокна в испы­
тательном цилиндре оказалась равной Щ  = 0,5 м. Тогда из приведенных 
уравнений найдем, что Н0 =  2 м и Ни = 0,84 м. При массе волокнистого ма­
териала М и  нагрузке Р, равных

М  =  60г; Я  = 2кГ = 1,96-105^ !
сек

значение Тт равно



т = ' 6 0 ( 8 4 - 5 0 )  

1 ,9 6 -1 0 5
= 0,1 сек

П р о ц е с с  п л а ст и ч еск о й  д е ф о р м а ц и и  за в ер ш а ется  ч ер ез  (3 =  1 0 ) Т. П о­
му есл и  п ар ам етр  Т -  в ел и ч и н а  т о го  ж е  п о р я д к а , ч т о  и  Тт, т .е . к о эф ф и -  

еНТ’с  ~  1, т о  эт о т  п р о ц е с с  зав ер ш ается  ч е р е з  0 .3  -  1 сек .
П о л у ч ен и е  о ц ен о к  п ар ам етр ов  К я Т д л я  м о д е л и  (р и с. 1 .2 3 ) п о зв о л я ет  

гнози ровать  п о в е д е н и е  в о л о к н и сто й  м а ссы  н е  т ол ь к о  п р и  п р о ст ы х  с т а ­
тических н агр узк ах , н о  и  п р и  д и н а м и ч е с к и х , в т о м  ч и сл е  ц и к л и ч еск и х  
нагрузках. Н а п р и м ер , есл и  н а гр узк а  н а  в о л о к н и ст у ю  м а с с у  и м е е т  в и д  п р я ­
м оугольны х и м п у л ь со в  (р и с . 1 .2 5 ) с  п р о д о л ж и т ел ь н о ст ь ю  2 Т  и  п е р и о д о м  
повторения 5 Г, а пар ам етр ы  м о д е л и  равны : А  =  0 ,2 5  \ К  =  2 \ Т =  0 ,3 , т о  и з ­
м ен ен и е д еф о р м а ц и и  эт о й  м а ссы  п о д  д е й с т в и е м  т ак и х  н а гр у зо к  б у д е т  
иметь вид, п р и в ед ен н ы й  н а  р и с . 1 .2 6 .

Недостаток модели (рис. 1 .2 3 ) в том, что она не учитывает необрати­
мую накапливающуюся в волокнистой массе с течением времени дефор­
мацию. Если рассматривается деформация материала на отрезках времени, 
продолжительность которых соизмерима с характерным временем накоп­
ления необратимой информации, то необходимо дополнить модель эле­
ментами, учитывающими эти необратимые эффекты. Такого рода модель 
представлена на рис. 1 .26 .

В этой модели эффект необратимости деформации обеспечивается 
пластическим элементом (демпфером) с коэффициентом демпфирования 
Ке2. Уравнения, описывающие данную модель и связывающие величины 
деформации отдельных элементов Х2(() и общую деформацию волок­
нистой массы Х(1) с прикладываемой к массе нагрузкой Р(1), имеют вид:

* « 2( * ( / ) - * 2(0 )= .Р (0 ; & 2^ М Ш ) = у (0
са

КщХ, (0  + Ке] = Р(1)
(11

Преобразование уравнений по Лапласу и исключение изображений 
переменных Х\{1) и Х2(() приводит к передаточной функции, связывающей 
деформацию и нагрузку и являющейся линейной динамической моделью 
деформации материала

И ^(*) = Р{5)
1

1 + 7>

где Р = Р/Кщ\ К = Кщ/Ки2\ Т\=Ке\1Кщ\ Т2 — Ке21Кщ.
Натурный эксперимент, в котором порцию волокнистого материала, 

загруженную в испытательный цилиндр, нагружают постоянной нагруз­
кой, для модели соответствует случаю ступенчатого воздействия Р{1) =  
А- 1(0, где 1(?) -  единичная ступенчатая функция.
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Рис.1.25. Импульсная нагрузка и реакция модели
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Рис.1.26. Модель с учетом пластической деформации

Реакция модели при таком воздействии представляет собой т.н. пе­
реходную функцию, которая будет равна

(  . (  АЛ
К  • 1 (?) н------- ь 1 — ех р

V Т2

1

Вид переходной функции зависит от значения постоянной времени 
необратимой деформации Т2. Если величина этого параметра модели много ; 
больше величины 7), то графики переходной функции для двух рассмот- ** 
ренных моделей будут близки, а в ряде случаев и неотличимы.

При небольших значениях 7) (одного порядка с Т\) переходная \ 
функция неограниченно возрастает, что не соответствует физическим реа- | 
лиям. В этом случае необходим подбор другого варианта модели. !

При циклических нагрузках наблюдается постепенное накопление | 
остаточной необратимой деформации. На рис. 1.27 приведена реакция Щ ) ‘ 
(нижний график) второй модели на периодически прикладываемую , 
нагрузку (верхний график, Р(1)). Видно, что модель имитирует цикличе- I 
скую деформацию, в том числе упругую составляющую (вертикальные [ 
участки кривой), эласто - пластическую обратимую составляющую (экспо- I

56

к



ненциальные участки), которые повторяются в каждом цикле приложения 
нагрузки. Эти деформации происходят на фоне монотонно нарастающей 
необратимой деформации, которая проявляется в виде постепенного подъ­
ема кривой в сторону больших деформаций при неизменных значениях 
амплитуды циклических нагрузок.

Заметим, что в любом случае при оценке параметров эластической, 
пластической, необратимой информации типа старения материала натур­
ный эксперимент должен обязательно включать снятие кривых динамики 
развития деформации во времени, поскольку, располагая лишь начальны­
ми и конечными состояниями волокнистой массы, невозможно оценить 
постоянные времени, определяющие указанные виды деформации.

Влияние статистической природы взаимодействия волокон 
на деформацию волокнистого материала

Продукты из ВМ представляют собой ансамбли из большого числа 
хаотически расположенных или упорядоченных волокон. Примером пер­
вых являются полотна нетканого материала, вторых -  пряжа.

_ ° .г
оГ

0.1

0 5 10 15 20 25 30
4

Рис.1.27. Реакция упруго - пластической модели на циклическую нагрузку

В большинстве случаев такие ВМ существуют как единое целое бла­
годаря механическим силам трения и сцепления между волокнами. Эти си­
лы возникают на участках контакта волокон. Они направлены по касатель­
ным к поверхности волокон. Величина сил сцепления и трения зависит как 
от состояния поверхности волокон на участках контакта и сил нормально­
го давления, прижимающих волокна друг к другу. В свою очередь, силы 
давления обусловлены ершами упругих деформаций растяжения и изгиба 
волокон, которые возникают в волокнах вследствие изменения их перво­
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начальной формы, когда они входят в ВМ. Механическое воздействие на 
ВМ изменяет форму и взаимное положение волокон, что проявляется в со­
противлении волокнистой массы внешнему воздействию. Число участков 
контакта между волокнами в ВМ огромно, а параметры взаимодействия 
волокон: силы нормального давления и сцепления между волокнами, ко­
эффициенты трения, -  могут варьировать случайным образом в широком 
диапазоне.

Исследуем, каким образом локальные силы взаимодействия между 
волокнами на участках их контакта проявляют себя в интегральных силах 
сопротивления ВМ внешнему механическому воздействию. Для решения 
этой задачи использован метод статистического компьютерного моделиро­
вания. В соответствии с изложенными выше представлениями о механизме 
взаимодействия волокон в продукте будем моделировать взаимодействие 
волокон на отдельном участке контакта двухэлементной моделью 
(рис. 1.28).

Для упругого элемента сила сжатия Р{[) и величина деформации 
Хи{1) пропорциональны с коэффициентом упругости Ки (закон Гука)

Р(1) = Ки*Хи{() (1.6)

Элемент «сухого» трения функционирует по следующему алгорит­
му: если сила сжатия или растяжения, действующая на элемент, не превос­
ходит по абсолютной величине предельной силы трения цР,, то элемент 
«работает» как абсолютно твердое тело, т.е. не деформируется (но может 
перемещаться в направлении действующей силы как целое).

Если же сила сжатия или растяжения, действующая на элемент, рав­
на или превосходит по абсолютной величине предельную силу трения ур,, 
то элемент сжимается или растягивается на величину приложенной де­
формации, причем величина этой деформации не ограничена: по существу, 
происходит скольжение с трением.

Заметим, что часто используемый в подобных моделях элемент с 
вязким трением -  демпфер -  в данной модели отсутствует.

Поскольку свойства волокон и их взаимодействие в ВМ имеют явно 
выраженную статистическую природу, то эта особенность ВМ учтена в 
модели благодаря использованию статистического подхода к моделирова­
нию ВМ.

Будем считать, что модель ВМ состоит из большого числа элемен­
тов, изображенных на рис.1.28. Их число достаточно велико, чтобы обес­
печить статистически устойчивые результаты моделирования. Для каждого 
из элементов их параметры: коэффициенты упругости К, трения /и, силы 
нормального давления Ы, - являются случайными величинами, которые 
распределены по некоторому закону распределения.
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В описываемой модели для них принят усеченный нормальный закон 
распределения с отсечением теоретически возможных при моделировании 
отрицательных значений

К - Ш г т ^ С У К ) ,  р ~  Ыогт(^5г,СУр),

N  ~ Я о г т ^ С т ) ;  К, р,ЛГ>0 '

Здесь К5г, р5г, И3г -  средние значения, а СУК, СУц, С Ш -  коэффици­
енты вариации параметров.

Модель имитирует деформацию ВМ в виде одномерного растяжения 
- сжатия образца как функцию времени х(1) и имитирует динамику разви­
тия деформации в ВП при изменении прикладываемой нагрузки. Модели­
рование выполняется с постоянным шагом по переменной времени I. Для 
получения результатов, описывающих поведение образца ВМ, произво­
дится их статистическое усреднение по всем элементам.

Особенность ВМ как совокупности взаимодействующих волокон со­
стоит в том, что с увеличением деформации в нем начинают развиваться 
структурные изменения (меняются число и положение участков взаимо­
действия отдельных волокон). Эти изменения проявляются в изменениях 
сил нормального давления и коэффициентов трения в точках взаимодей­
ствия волокон из-за изменения числа и площади участков контакта между 
волокнами.

Для учета этих эффектов в алгоритм модели введены два адаптивных 
сегмента. Первый из них осуществляет изменение (коррекцию) начальной 
величины среднего коэффициента трения р5г0 в зависимости от величины 
и знака деформации образца. В качестве корректирующей формулы приня­
то следующее соотношение

1ь$>(?) = р5г0 1 - *(0
\Л

чт а х |х (0 |,
(1.8)

Здесь х(() -  величина деформации образца на шаге I; шах |х(/)| -  наиболь­
шая по абсолютной величине деформация образца в моделируемом экспе­
рименте.
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Второй адаптивный сегмент алгоритма осуществляет коррекцию 
средней силы нормального давления Р,8г0 в зависимости от величины 
суммарной силы сопротивления деформации. Корректирующая формула 
имеет вид

Р18 г (1)= Р ,8г О
Г /  , Л У л

1 - ^ — ( 0
п Р

V шах у У

(1.9)

Здесь Р,шт(1) -  суммарная сила сопротивления п элементов образца в 
момент I; Рта̂  -  наибольшая средняя сила сопротивления элемента

( 1.10)

При выборе корректирующих формул предполагалось, что с увели­
чением сжатия (х([) < 0) коэффициент трения и сила нормального давления 
возрастают пропорционально изменению объема ВМ, т.е. кубу его линей­
ного размера. При растяжении (х(() > 0) сила нормального давления убыва­
ет. Это соответствует ситуации, когда ВМ становится менее плотным и 
прочным. Таким образом, вводимая согласно формулам (1.9) и (1.10) адап­
тация коэффициента трения и силы нормального давления не только от ве­
личины деформации и силы сопротивления, но и их знака позволяет учесть 
различное поведение ВМ при растяжении и сжатии.

Эта особенность ВМ приводит к необходимости исследовать отдель­
но эти два вида деформации. Очевидно, что при исключении корректиру­
ющей формулы (1.9) модель при растяжении и сжатии ведет себя симмет­
рично. Модель построена с использованием теории подобия и размерно­
стей таким образом, чтобы входящие в нее величины можно было задавать 
в безразмерном виде, что позволяет получать результаты в обобщенном 
виде.

На рис. 1.29 представлена динамика деформации в ВМ, полученная с 
использованием построенной модели. Величина сжатия образца сначала 
линейно нарастала, а затем была постоянной (кривая 1). Кривая 2 показы­
вает среднюю силу сопротивления деформации РУ1) ВМ. На участке 0-А 
она нарастает практически линейно и пропорционально величине сжатия. 
На участке А-В начинаются указанные выше структурные изменения в 
ВМ, поэтому нарастание Р_„(() замедляется. На участке В-С сжатие сильно 
уплотненного ВМ затрудняется, и Р„(1) начинает быстро нарастать. На 
участке С-Э величина сжатия остается постоянной, и в ВМ наступает ре­
лаксация в виде постепенного снижения силы сопротивления Рхг(1).

Результаты усреднены по п =  200 элементам. Кривые 3 и 4 представ­
ляют 95%-ные доверительные пределы для Р!г(с). С увеличением п эти кри­
вые практически сливаются с Рлг(1). Кривая 5 показывает изменение Раг(1) в 
случае отсутствия статистического разброса параметров (коэффициенты 
вариации в (2) равны нулю).

На рисунке видна роль статистического разброса параметров взаи-
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содействия волокон. Во-первых, нивелируется нелинейный закон «сухого» 
трения Кулона - Амонтона. Образец ВМ ведет себя так, как вел бы себя 
демпфер, у  которого сила сопротивления деформации пропорциональна 
скорости ее изменения. Во-вторых, в несколько раз снижается абсолютная 
величина силы сопротивления деформации. В третьих, появляется эффект 
релаксации, отсутствующий при коэффициентах вариации, равных нулю.

На рис. 1.3 0 приведены кривые, отображающие динамику изменения 
силы сопротивления деформации в образце ВМ при циклической дефор­
мации растяжения -  сжатия. Деформация образца ВМ представляет собой 
линейно нарастающие и убывающие сжатия и растяжения, которые чере­
дуются с периодами, когда деформация остается неизменной (кривая 1).

График силы Р!г{() (кривая 2) заметно отличается на участках сжатия 
и растяжения ВМ. Статистический разброс параметров элементов модели 
заметно сказывается как на амплитуде кривой Р!Г(С), так и на ее форме. Для 
сравнения приведен график р г(() (кривая 3) при нулевых коэффициентах 
вариации.

Рис.1.29. Динамика деформации с учетом "сухого" трения

По результатам моделирования можно сделать следующие выводы:
1. Разработанная компьютерная модель деформации растяжения -  сжа­
тия ВМ основана на реально действующих в ВМ силах упругости волокон 
и силах «сухого» трения между волокнами согласно обобщенному закону 
Кулона -  Амонтона с учетом статистического разброса параметров этих 
сил. В модели учтены структурные изменения в ВМ при его сжатии и рас­
тяжении.
2. Построенный алгоритм моделирования позволил получить на модели 
эффекты ползучести и упрочнения по мере сжатия ВМ, а также несиммет­
ричное поведение ВМ при сжатии и растяжении.
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Рис.1.30. Динамика деформации модели с "сухим" трением при циклической
деформации

3. Установлено, что статистический разброс параметров «сухого» тре­
ния нивелирует особенности динамики с этим видом сил. Интегральный 
эффект их действия в этом случае не отличим от динамики при наличии 
вязкого трения, что дает возможность моделировать ВМ с использованием 
более простых алгоритмов и моделей.

Приведем результаты моделирования при различных исходных дан­
ных и видах деформации, полученные в компьютерных экспериментах с 
моделью. В эксперименте 1 имитировалась линейно нарастающие дефор- ' 
мации образца (растяжение х(1) >  0 и сжатие х(() < 0) с последующей фик- ; 
сацией величины деформации (кривые 1.1 -  растяжение и 1.2 -  сжатие, на > 
рис. 1.31). Число шагов имитации динамики развития деформации МК = 
800. На рисунке для наглядности приведены первые 250 шагов. Число мо­
делируемых элементов равно п =  100.

В 1-м опыте эксперимента заданы значения параметров, приведен­
ные в табл. 1.6. Нулевая величина для коэффициентов вариации упругости, ; 
трения и силы нормального давления СV^и, СУти, СУМ означает, что у * 
моделируемых элементов, из которых составлен образец ВМ, нет стати­
стического разброса характеристик, т.е. они все одинаковы.

Таблица 1.6
Параметр Среднее Коэф.вариации

Коэффициент упругости ци 0.05 0%
Коэффициент трения ти 0.3 0%

Начальное значение силы нормального давления N 1 0%
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В этом опыте были также исключены операторы коррекции коэффи­
циента трения и силы нормального давления.

На рис.1.31а приведена динамика изменения средней величины сме­
щения элементов трения хеЗг (кривые 2.1 и 2.2) и средней величины упру­
гой деформации упругих элементов моделируемого образца хиЗг (кривая 
3.1 и 3.2), а на рис.1.316 кривая динамики развития средней силы сопро­
тивления деформации Раг(() (кривые 2.1 и 2.2). Для наглядности приведе­
ны также х(1) (кривые 1.1 и 1.2).

Кривые на рисунках показывают, что в отсутствие статистического 
разброса между элементами и коррекции параметров трения образец ВМ 
ведет себя как один элемент. Поведение образца симметрично как при де­
формации растяжения, так и при деформации сжатия.

Во 2-м опыте эксперимента в отличие от 1-го опыта коэффициент 
трения зависел от величины деформации, а сила нормального давления 
между волокнами -  от общей силы сопротивления деформации. Опыт про­
водился по-прежнему при отсутствии статистического разброса между 
элементами. На рис. 1.32а приведены полученные в этом опыте при моде­
лировании деформаций сжатия и растяжения кривые х(() (кривые 1.1 и 1.2), 
хеЗг{{) (кривые 2.1 и 2.2) и хиЗг{1) (кривые 3.1 и 3.2).

На рис. 1.326 приведена полученная в опыте зависимость Р бг{{) о т  I 
(кривые 2.1 и 2.2), а также для удобства анализа - х(() (кривые 1.1 и 1.2). 
Число моделируемых шагов развития деформации показано до Ш  =  250.

Сравнение полученных кривых показывает, что включение в модель 
корректирующих соотношений (1.8) и (1.9) изменяет характер деформа­
ции. Нарушается симметрия растягивающей и сжимающей деформаций. 
При неизменной величине деформации растяжения упругая часть дефор­
мации постепенно исчезает, а вместе с ней — и сила сопротивления дефор­
мации.

а) б)
Рис.1.31. Динамика деформации (условия опыта 1)

63



Рис.1.32. Динамика деформации (условия опыта 2)

Наоборот, при деформации сжатия после участка упругой деформа­
ции появляется участок «плато» с медленно нарастающей по абсолютной 
величине силой сопротивления, которая затем начинает нарастать все с 
большей скоростью.

После участка «плато», которое возникает из-за достижения силой 
сопротивления значения максимальной силы трения покоя, появляется 
участок нарастания силы сопротивления, который моделирует эффект 
«упрочнения» ВМ из-за его уплотнения при больших деформациях. На 
этапе, когда деформация перестает нарастать, все составляющие деформа­
ции также стабилизируются на определенных достигнутых уровнях, опре­
деляемых величиной упругих сил при новых значениях наибольшей силы ! 
трения покоя

В 3-м опыте в условиях 2-го опыта был «включен» статистический 
разброс параметров отдельных элементов, для чего были заданы ненуле­
вые значения коэффициентов вариации: СУди = 0,25, СУти =  0,25, СуИ = 
0,25. Значительные выбранные величины коэффициентов вариации позво­
ляют, с одной стороны, более четко выявить влияние статистического раз­
броса значений параметров, а, с другой стороны, оставляют маловероятной 
возможность искажения нормальных законов распределения параметров. 
Как в 1-м и 2-м опытах, рассмотрены деформации растяжения и сжатия.

Полученные в 3-м опыте кривые, отображающие динамику развития 
составляющих деформации, приведены на рис.1.33а: х{1), кривые 1.1 и 1.2, 1 
хи8г(1), кривые 2.1 и 2.2, и хе8г{{), кривые 3.1 и 3.2.

На рис. 1.336 приведены кривые, показывающие динамику изменения 
силы сопротивления деформации Р$г(1) при растяжении (кривая 2.1) и при 
сжатии (кривая 2.2). Показана абсолютная величина силы без различия в 
знаке при растяжении и сжатии. На этом же рисунке приведены верхняя и 
нижняя 95% - ные доверительные границы для Рзг(1), отображающие точ­
ность оценки, а также ля наглядности отображена динамика нарастания 
деформации растяжения или сжатия (кривая 1).
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образца ВМ приводит к сглаживанию зависимости силы сопротивления от 
деформации. Кривая напоминает зависимость, которая наблюдается при 
вязко - упругой деформации и при включении вязкого демпфера в модели.
2. Снижается абсолютное значение силы сопротивления образца де­
формации по сравнению с результатами 2-го опыта при отсутствии стати­
стического разброса параметров.
3. На этапе «отдыха», когда деформация перестает нарастать, наблюда­
ется эффект релаксации, т.е. уменьшения силы сопротивления деформа­
ции, который не наблюдался в результатах 2-го опыта.

В эксперименте 2 с помощью построенной модели имитировалась 
деформация образца ВМ под действием циклической нагрузки. Длитель­
ность деформации составила 3200 шагов. Кривая изменения деформации 
образца относительно исходного ненагруженного состояния показана на 
рис. 1.34, кривая 1. Кривая представляет собой чередование участков с ли­
нейно нарастающей деформацией, участков постоянного значения дефор­
мации («отдыха» образца) и участков с линейно убывающей и меняющей 
знак (с растяжения на сжатие образца) деформацией. На рисунке приведе­
ны два периода циклической деформации.

В 1-м опыте эксперимента 2 исключены статистический разброс па­
раметров и коррекция трения с учетом деформации аналогично тому, как 
это делалось в эксперименте 1. На рис. 1.34 приведены кривые, отобража­
ющие в этих условиях динамику деформации моделируемого образца. 
Кривая 2 (рис. 1.34а) показывает изменение составляющей смещения 
хе5г{1), а кривая 3 — зависимость упругой составляющей деформации 
хи8г({). На риЬ. 1.346 кривая 2 отображает изменение силы сопротивления 
деформации Рзг{(). Для наглядности и удобства синхронизации на этом же 
рисунке приведен график х{1), кривая 1.
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Рис.1.34. Динамика деформации при циклических нагрузках 
(условия эксперимента 2, опыт 1)

Из приведенных графиков видно, что все элементы образца дефор­
мируются синхронно, как один элемент. При этом, пока сила сопротивле­
ния деформации по абсолютной величине не превосходит максимальной 
силы трения покоя, происходит упругая деформация относительно того 
положения, в которое элемент сместился на предыдущем этапе деформа­
ции. Когда же сила сопротивления деформации достигает значения макси­
мальной силы трения покоя, то она перестает нарастать, и начинается 
смещение элемента относительно того положения, в котором он подвер­
гался упругой деформации. Возникает эффект гистерезиса, который 
наглядно представлен на рис. 1.35а. На нем изображена взаимосвязь де­
формации х(() и силы сопротивления Р$г(().

Во 2-м опыте эксперимента 2 в модели «включена» коррекция сил 
трения в зависимости от величины деформации. Результаты представлены 
на рис. 1.3 6а (кривая 3 показывает изменение упругой составляющей де­
формации хи5г(1), а кривая 2 -  зависимость хе5г(1)) и на рис. 1.366 (кривая 
1- х(1), кривая 2 -  Р$г(()). Из приведенных кривых видно, что при цикличе­
ской нагрузке не только проявляются уже отмеченные выше особенности 
поведения образца, связанные с коррекцией трения. Меняется также и ха­
рактер циклических изменений упругой и пластической составляющих де­
формации, а также силы сопротивления деформации, что особенно 
наглядно видно на графике кривой гистерезиса, рис. 1.356. Несколько «эк­
зотический» вид петли гистерезиса связан с «экзотичностью» моделируе­
мой ситуации: наличие адаптации параметров к величине деформации при 
отсутствии статистического разброса параметров.

В 3-м опыте эксперимента 2 добавлен статистический разброс пара­
метров элементов образца аналогично 3-му опыту эксперимента 1. Резуль­
таты моделирования представлены в виде кривой гистерезиса на рис. 1.37. 
Как видно из графика, включение статистического разброса в свойства 
элементов приводит к «размытию» четкой точки «переключения» дефор-
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мании с лине'йного упругого этапа на пластический. Уменьшается абсо­
лютное значение силы сопротивления на всех этапах циклической нагруз­
ки. Характер кривой Рзг{1) также несколько изменяется по сравнению со 
случаем отсутствия статистического разброса.

Рис.1.35. Эффект гистерезиса деформации

Рис.1.36. Различия в деформации при растяжении и сжатии

Из сравнения результатов экспериментов с моделью можно сделать 
вывод, что плавный переход кривой «деформация -  напряжение силы со­
противления» от участка упругой деформации к участку текучести может 
происходить и быть объяснен не обязательно за счет сил вязкого трения, 
как это делается в моделях Максвелла -  Кельвина -  Фойгга и других ана­
логичных моделях.

Такой же характер кривой возникает при наличии сухого кулонов­
ского трения в сочетании со случайным разбросом свойств отдельных эле­
ментов деформируемой среды.

Эта интерпретация и подход к моделированию ВМ можно считать 
более приемлемым, поскольку в ВМ отсутствуют физические основы вяз­
кого трения, а статистическая модель с кулоновским трением более точно
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отвечает существующим физическим представлениям о поведении ВМ 
при деформации.

Рис.1.37. Гистерезисные явления в деформации при случайных вариациях 
параметров модели

Рассмотрим теперь, как сказываются на динамике деформации сред­
ние значения параметров модели диЗг, р5У, № г и их коэффициенты вариа­
ции. Из описания модели видно, что значимую роль на динамику дефор­
мации должны оказывать не отдельно средние значения, а их безразмерная 
комбинация в сочетании с максимальной величиной прикладываемой де­
формации, т.е.

в  <рДг-Хт  
ш$У• № г

Поэтому достаточно одну из величин, входящих в безразмерный 
комплекс В, оставляя остальные величины неизменными. В качестве такой 
варьируемой величины выберем диЗг. В предыдущих экспериментах вели­
чина В оставалась неизменной и равной

В =0,05-20
0,3-1

= 3,3333

Диапазон варьирования диЗг выберем в пределах от 0,01 до 0,5 со 
значениями: 0,005; 0,01; 0,02; 0,05; 0,1; 0,2; 0,4 (эксперимент 2, опыт 4). 
Соответствующие значения безразмерного параметра В  при этом будут 
равны:0,3333; 0,6666; 1,3333; 3,3333; 6,6666; 13,3333; 26,6666.

Деформация образца в этом эксперименте совпадала с условиями 
эксперимента 2, т.е. представляла собой циклическую кривую с чередую­
щимися линейно нарастающими (растяжение) и линейно убывающими
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(сжатие) участками, разделенными участками выстоя (отдыха). Все участ­
ки имели одинаковую длину по 200 отсчетов (шагов). Значения других па­
раметров были оставлены неизменными: ф  = 0,1; цбУ = 0,3; № г =  1; С Уд =  
25%; СУу. = 25%; СУМ = 25%. Длительность моделируемой деформации Т 
= 3200 отсчетов, т.е. два периода циклической нагрузки. Для отображения 
результатов были использованы те же характеристики, что и в предыду­
щих экспериментах: х(1), хеБг((), хиБгЦ), Р$г({), Кпп({), Ршах{(), Р$г{х).

Для наглядности на рис. 1.38 приведены семейство гистерезисных 
кривых и временные диаграммы, которые описывают квазициклические 
деформации ВМ при разных значениях параметра диБг.

Ниже приведена процедура МайаЬ Е1азЪ Ргз.сЪ 1, реализующая 
рассмотренную модель 
Алгоритм А1.10
(гтсИоп [х,Р,Рзг,Рр1из,Ргшпиз,хе5г,хиЗг] = Е1аз1Рпс41;
% п -  число рассматриваемых элементов ВМ 
% МЙ - число шагов нарастания деформации
1. п=100; М=100; г=16; МР?=г*М; бу=0.1;
% г Гзнерация случайных значений ци, ти и N
% Коэффициент упругости ци: средний циЗг, коэф.вар. Суци
2. риЗгО = 0.1; Сури = 0.3; Зри = Сури*риЗЮ;
3. рй = аЬз(погттс1(риЗг0, Зри, п, 1));
% Коэффициент трения ти: средний тиЗг, коэф.вар. Сити
4. тиЗгО = 0.3; Сути = 0.3; Зти = Сути*ти3г0;
5. ти  = аЬз(погтгп<4(тиЗгО, Зти, п, 1));
% Сила нормального давления в точках трения волокон N 
% в начальный момент времени: средняя N3/0, коэф.вар. Су/\/
6. N51-0 = 1; СуЫ = 0.3; ЗМ = СуЫ*ЫЗг0;
7. N = аЬз(погтгпс1(М5гО, ЗЫ, п, 1));
% Циклическая деформация (с выстоями)
8. б = с1у*опез(1, М); х1 = ситзит(б); х2 = х1(1, М)*опез(1, М);
9. хЗ = х1(1, М)-х1; х4 = 2егоз(1, М);
10. хр = [х1, |х2, хЗ, х4]; х = [хр, -хр, хр, -хр]’;
%% Монотонно нарастающая деформация с выстоем

% д=ду*опез(1,М); х1=ситзит(д); х2=х1(1,М)*опез(1,3*М);
% х=[х1,х2]'; МЙ=4*М;

% Объявление массивов для результатов
11. хе = гегоз(МК, п); хи = гегоз(МК, п); бх = 2егоз(МК, 1);

Р = гегоз(МК, п); ЗитР = 2егоз(МВ, 1); <3р = опез(МВ, 1);
ЗитР = 2егоз(МК, 1); тахР = тиЗгО*ЫЗгО;

% Основной цикл имитации динамики деформации во времени
12. 4ог I = 2:МВ
% Вычисление вектора - массива для всех элементов ВМ максимальной силы 
трения покоя
13. И 0 2  Ср(4,1) = 1 - (5итР(4-1, 1 ) /тахР)Л(1 ./3.); епс1;
14. 3 = 0; Ртах = ти.*Ы;
% Цикл перебора всех элементов ВМ на шаге I деформации
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вариации параметров "сухого" трения (эксперимент 2, опыт 4)
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15. Тог к = 1 :п
% Исключение смещения элемента как целого на предыдущем шаге
16. дг = х(1, 1) - х е (И , к);
% Проверка условия превышения максимальной силы трения покоя
17. К аЬз(с!2) <= Ртах(к ,1)/ди(к ,1)
% Деформация упругого элемента. Элемент трения не деформируется и не 
перемещается
18. хи(1, к) = Ог; хе(1, к) = хе(М , к);
19. Р(1,к) = чи(к, 1)*хи(1,к);
20. е 1зе
% Расчет приращений смещения де элемента трения и деформации ди упру­
гого элемента
21. йе = (аЬз(с12) - Ртах(к, 1) / ди(к, 1)) * 31дп(с(г);
22. с)и = Ртах(к, 1) / ди(к, 1) * з 1дп(<12);
% Деформация упругого элемента и элемента трения
23. хи(1,к) = йи; хе(1, к) = хе(1-1, к) + с!е;
24. Р({, к) = Ртах(к, 1) *31дп(с12);
25. епй;
% Завершение цикла перебора элементов
26. епй;
% Изменение текущего среднего значения коэффициента трения на шаге I с 
учетом деформации
27. № = (х(1, 1) / аЬз(х(М, 1 )))л3;
28. ,т и 5 г  = тиЗгО * (1 -
% Коррекция среднеквадратического отклонения коэффициента трения
29. З т и  = С ути  * тиЗг;
% Генерация новых случайных значений коэффициента трения 
% для элементов ВМ
30. т и  = аЬз(погтгпс1(тиЗг, З т и , п, 1));
% Изменение текущего среднего значения силы нормального давления на 
шаге ( с учетом деформации
31. ЗитР(1, 1) = 3  / п;
32. ЫЗг = ЫЗгО * Ср(1,1);
% Коррекция среднеквадратического отклонения силы нормального давления 
на шаге ( с учетом деформации
33. ЗЫ = СуЫ * ЫЗг;
% Генерация новых случайных значений силы нормального давления 
% для элементов ВМ
34. N = аЬз(погтгпс!(ЫЗг, ЗЫ, п, 1));
% Завершение основного цикла имитации деформации
35. епй;
% Расчет статистических оценок средней силы сопротивления
36. Р’ = 100 * Р; Рзг = теап(Р);
% Расчет среднеквадратического отклонения
37. Рад = зМ(Р);
% Расчет 95-процентных доверительных пределов 
% для средней силы сопротивления
38. Рр!из = Рзг + 1.96 * Рзгд / здг1(п); Рпшпиз = Р з г - 1.96 * Рз1д / здг1(п);

Ж .
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% Расчет статистических оценок среднего смещения элементов трения 
хеЗг и деформации упругих элементов хиЗг 
хеЗг = теап(хе'); хиЗг = теап(хи');

1.4. Модели пучка нитей
Одинаковые нити с разбросом по разрывной нагрузке

Плотность волокон в единице объема пряжи весьма велика: она вы­
ше, чем плотность волокон в единице объема спрессованной кипы. Можно 
было бы считать, что тело пряжи ведет себя как сплошная деформируемая 
среда с подходящим образом заданными прочностными свойствами. Одна­
ко такой подход не позволяет связать прочностные свойства волокон и 
этой эквивалентной сплошной среды. Кроме того, затруднен учет влияния 
вероятностных факторов. А  существенная роль этих факторов давно обна­
ружена исследователями и хорошо демонстрируется примером разрыва 
пучка параллельных волокон (рис.1.39).

Предположим, что пучок образован десятью одинаковыми парал­
лельными волокнами, отличающимися только величиной разрывной 
нагрузки. Растяжение 5, приложенное к пучку, нарастает во времени и 
одинаково для всех волокон. Сила сопротивления этому растяжению у 
каждого волокна одна и та же и пропорциональна величине растяжения р  = 
к-5. Внешняя нагрузка, вызываемая растяжением, равномерно распределя­
ется между волокнами пучка. Когда приходящаяся на волокно внешняя : 
нагрузка превышает его разрывную нагрузку, волокно разрывается, и с ; 
этого момента внешняя нагрузка распределяется между оставшимися не- 
разорванными волокнами.

/ / / / / / / / { / / / / / у / / /

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

I
Рис.1.39. Модель удлинения пучка нитей

Значения разрывной нагрузки отдельных волокон пучка для двух 
сравниваемых вариантов приведены в табл. 1.7. Видно, что в обоих вариан­
тах средняя прочность волокон в пучке одинакова и равна 5,5, а коэффици­
ент вариации отличается более чем в пять раз.

Для рассматриваемого примера динамика деформации пучка имити­
руется алгоритмом, реализованным в виде процедуры МаЙаЪ РисЬок. 
Алгоритм А1.11 
Гипсбоп [з,пЬ,Рз] = РисЬок; %
% Рг=[5 5 5 5 5 6 6 6 6  6]; %Разрывная нагрузка волокон, вариант 1
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рр=[1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 ] ;  УоРазрывная нагрузка волокон, вариант 2 
к=1. %Коэффициент упругости волокон 
п=1епд*Ь(Рг); %Длина массива
МитВ=2егоз(п,1); %Массив номеров разорвавшихся волокон 
пЬ=2егоз(п,1); %Число разорвавшихся волокон при удлинении пучка на 3
рд=2егоз(101,1); %Суммарная сила сопротивления пучка удлинению 8 
(ог 5=0:100 %Цикл нарастания удлинения 3 пучка 
р=д*к;, УоСила сопротивления каждого волокна удлинению 3
йэг т=1 :п %Цикл просмотра пучка и обнаружения неразорвавшихся волокон 
М ЫитВ(т,1)==0 %Проверка, что т-е волокно ранее не разорвалось 
ГС р<Рг(1 ,т) %Проверка, что т-е волокно еще не разрывается 
Рз(5+1,1)=Рз(8+1,1)+р; УоНакапливание суммарн. сопротивления 

е1зе
ЫитВ(т, 1 )=1; % т-е волокно разрывается при удлинении 3 пучка

епй; епс); епй;
пЬ(с!+1,1 )=зит(ЫитВ); %Число разорвавшихся волокон при удлинении 3 

еп<1;
5=0:3; УоМассив удлинений

Таблица1.7
Примеры разброса в величине разрывной нагрузки волокон пучка_____

• Разрывная нагрузка Среди. Коэф. вар.,%.№ волокна 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Вар. 1. 5 5 5 5 5 6 б 6 6 б 5,5 9,58
Вар. 2. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 5,5 55,05

Графики зависимостей суммарной силы сопротивления Рз пучка рас­
тяжению 5  и числа разорвавшихся волокон пЪ для 1-го и 2-го вариантов 
распределения разрывной нагрузки приведены на рис. 1.40.

Во втором варианте наибольшая суммарная сила сопротивления рас­
тяжению значительно меньше, чем в первом, а удлинение пучка до разры­
ва всех волокон - больше. Следовательно, больший разброс по прочности 
волокон приводит к снижению суммарной прочности пучка волокон, не­
смотря на одинаковую среднюю прочность волокон в пучке (средняя раз­
рывная нагрузка равна 5,5).

Этот результат подтверждает тезис о важности учета в моделях де­
формации пряжи и, в общем виде, волокнистого продукта вероятностных 
свойств образующих его волокон и вероятностной природы и особенно­
стей структуры продукта.

Рассмотренная модель может быть описана аналитически. Пусть Ы — 
число волокон в пучке, к — коэффициент упругости и_/[р) -  распределение 
разрывной нагрузки этих волокон. При удлинении пучка >5 нагрузка на 
каждое неразорвавшееся волокно составит кЗ. Число разорвавшихся воло­
кон пучка равно

к
пь = Ы '1 /(р )ф = Ш р(кЗ) (1.11)

о
где Рр(х) -  функция распределения разрывной нагрузки волокон.
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Рис.1.40. Сопротивление пучка нитей удлинению

Тогда зависимость силы сопротивления пучка волокон от его растя­
жения имеет вид

РХЗ) = № -п ь(3))к5 = Ш > (1 -Р р(к8)) ( 1.12)

Например, при равномерном распределении разрывной нагрузки во­
локон в пучке отр т1п до р тах функция (1.12) равна

Ж 8, Ж р п ь /к

/ ,  О - 1 3 )Р.(5) = Ш 8- Рть/к < 8 <РШх /к
Ртах Р т\п

Применим эту формулу к рассмотренному выше в примере второму 
варианту. В этом случае р тт = 0 ,р тах = 10 и к = 1. Формула (1.13) приводит 
к зависимости

Р,(Я) =  М 5 - 5 2 (1.14)
Ее график совпадает с графиком, изображенным на рис. 1.40 для это­

го варианта.
Величину растяжения 8тах, при котором сила сопротивления пучка 

растяжению наибольшая, найдем из уравнения
« а д

45
= Ж (1 -Р р(к8аш) ) ~ Ж 2/(к З т11Х) = 0 (1.15)

Решив это уравнение и подставив найденное значение Бтах в (1.12), 
ползшим максимальную силу сопротивления Ртах = Р ,(5тах), развиваемую 
пучком волокон при его растяжении. Например, для (1.14) 8тах = 5, а Ртах = 
25. Заметим, что результаты компьютерной имитации динамики растяже­
ния пучка волокон в соответствии с приведенным алгоритмом А1.11 и ана­
литического расчета совпадают.

Найденное значение Ртах позволяет оценить широко используемую 
на практике величину коэффициента использования прочности волокон
Цтах =  Рт ах  /  ( Л ^ г ) ,  ГДв р !г  -  СреДНЯЯ ПРОЧНОСТЬ ВОЛОКОН.
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Модель пучка волокон или нитей (поскольку конечная длина воло­
кон в модели не учитывается) является простейшей для волокнистого про­
дукта. В ней не учитываются конечная длина волокон, их протяженность и 
расположение вдоль оси продукта и в его поперечных сечениях, кручение 
волокон вокруг этой оси, взаимодействие между волокнами вследствие сил 
сцепления и трения, динамика изменения волокнистой структуры продукта 
в процессе приложения нагрузки, вероятностный разброс свойств волокон 
и структурных характеристик продукта. Список может быть продолжен.

упругие негуковские нити. Зависимости между удлинением 
и натяжением нити и включение их в модель пучка

Обобщим рассмотренную выше модель пучка нитей. У большинства 
натуральных и химических нитей зависимость между натяжением и удли­
нением р  = <р(8) отличается от линейной зависимости, соответствующей 
закону Гука (рис.1.41). Это т.н. 3-8 -  кривые зависимости «Збгезз -  81гат». 
Удлинение нити указано в относительных величинах, %, а сила сопротив­
ления -  в Г/денье. Зависимость р  = <р(3) можно аппроксимировать поли­
номом

В этой формуле первое слагаемое соответствует закону Гука, а вто­
рое учитывает нелинейный характер зависимости р  =  ср{8). Подбирая поря­
док полинома т и коэффициенты <2у, можно достаточно точно аппроксими­
ровать законы упругой деформации для большинства натуральных и хи­
мических волокон и нитей.

На рис. 1.42 приведены примеры такой аппроксимации для 8-3 -  
кривой волокна орлон полиномами 3-го, 4-го и 6-го порядков. Значение К2 
показывает долю дисперсии зависимой переменной, «объясненной» по­
строенной аппроксимирующей функцией.

Поскольку далее рассматривается компьютерная модель пучка ни­
тей, реализуемая в виде алгоритма для ЭВМ, то зависимость р  = <р{5) мож­
но аппроксимировать и с помощью сплайнов. Такую аппроксимацию легко 
выполнить на компьютере и затем использовать при моделировании.

На рис. 1.43 представлен пример такой аппроксимации для волокна 
орлон: -точки р  показывают аппроксимируемые значения, рх -  кривая ап­
проксимации сплайном, рЗ,р4  и рб -  соответственно, кривые аппроксима­
ции полиномами 3-го, 4-го и 6-го порядков.

Видно, что сплайны дают в целом лучшее приближение к исходным 
данным, чем полиномиальная аппроксимация, хотя на участке быстрого 
изменения кривизны графика аппроксимация сплайном 3-го порядка при­
водит к искажениям. Форма 8-8 -  кривой одинакова для всех волокон од­
ного типа, но предельные значения разрывного удлинения 5шах и разрыв­
ной нагрузки у шах у  множества нитей варьируют случайным образом.

т

(1.16)
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Казеиновое волокно Виньон
Рис.1.41. Зависимость между натяжением и удлинением для некоторых 

распространенных видов волокон

Поэтому 8-5 -  кривые индивидуальны для каждой нити пучка. Для 
описания 8-8 -  кривой нитей, обладающих указанными свойствами, целе­
сообразно представить зависимость (1.16) в кодированных переменных рс 
и 5с так, чтобы она соответствовала конкретному типу нитей, но кодиро-
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анные переменные принимали значения в стандартном диапазоне, напри­

мер; №
Обозначим такую зависимость как р с = <рс(5с)- Тогда с учетом реаль­

ного диапазона изменения р  и 5  от нуля до р тях и зависимость для кон­
кретно1"0 волокна можно выразить через функцию <р(5с)

=  =  О - 1 7 )
\^шах )

В простейшем случае значения р та и 5шах для конкретной нити неза­
висимы. Они могут быть смоделированы как значения случайных величин 
с известными законами распределения. Например, это могут быть нор­
мальные распределения со средними Мрш  и М8тт и коэффициентами ва­
риации СУр та х  И  СК5тах.

■■■«  Типовая кривая-------5-й порядок--------4-й порядок--------3-й порядок

Рис.1.42. Регрессионная МНК -  аппроксимация зависимостей 
"натяжение -  удлинение" для волокна Орлон

Если есть экспериментальные данные об испытаниях на прочность 
нитей, кз которых можно найти корреляцию или даже совместное распре­
деление Ртах и 5тах, то моделирование их значений можно выполнить в со­
ответствии с этим распределением, оценку которого можно получить, об­
работав экспериментальные данные.

Представляет интерес выяснить влияние отмеченных выше случай­
ных вариаций 5 ^  и р т̂ , а также отклонений зависимости (1.16) от линей­
ного закона Гука на 8-8 -  кривые пучка нитей. Для этого достаточно отре­
дактировать алгоритм А1.11 моделирования, представив его следующим 
образом.
Алгоритм А1.12
йлкйоп [3,пЬ,Е1а,Ргтах,Зтах] = РисЬок2; 
п = 200; %Число нитей в пучке
Т = 100; бз = 0.1; 3 = 0:бз:с1з*(Т-1); %Массив удлинений
Ргзг = 5; О/Рг = 0.2; %Средняя разрывная нагрузка нитей и коэфф.вариации
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1

Рис.1.43. Полиномиальная и сплайн -  аппроксимация зависимостей 
"натяжение -  удлинение" для волокна Орлон

ЗтахЗг = 4; СуЗтах=0.25; % Среди.разрыв.удлинение нитей и коэфф.вар.,(%) 
Ргтах = погтгпс1(Рг5г, СуРг * Ргзг, п, 1); %Разрывная нагрузка нитей 
Зтах =погтгпс1(5тахЗг, Су3тах*3тах3г,п,1); %Разрывное удлинение нитей 
ЫитВ = 2егоз(п, 1); %Массив номеров разорвавшихся нитей 
пЬ = 2егоз(Т, 1); %Число разорвавшихся нитей при удлинении пучка на 5 
Рз=гегоз(Т,1); %Суммарная сила сопротивления пучка удлинению 3 
1ог 1= 1 :Т %Цикл нарастания удлинения 8 пучка
<чэг т=1 :п %>Цикл просмотра пучка и обнаружения неразорвавшихся волокон 

К ЫитВ(т,1)==0 %Проверка, что т-е волокно ранее не разорвалось 
К3(1,1)<3тах(т,1) УоПроверка, что т-е волокно еще не разрывается 

%Сила сопротивления т-го волокна удлинению 3 
р=51оР(5(1 ,{),3тах(т, 1 ),Ргтах(т, 1));
Рз(1,1)=Рз(1,1)+р; УоНакапливание суммарного сопротивления 

е1зе
ЫитВ(т, 1 )=1; %т-е волокно разрывается при удлинении д пучка 

епс1; епс1; епй;
пЬ(1,1)=зит(ЫитВ); УоЧисло разорвавшихся волокон при удлинении д 

епд;
Е1а = Рз / (п'Ргзг); %Коэффициент использования прочности одной нити 
аЬ = пЬ / п;

Функция величины натяжения нити от ее удлинения 
Типсйоп р = 51оР(3, ЗтазМах, рМазМах);
Зтаз = [0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22]; %Удлинения тип. нити,(%)
рМаз = [0 1 2 3 4 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8]; УоНатяжения нити, Г
ЗтазСос! = Зтаз / 22; рМазСой = рМаз / 4.8; %Переход к кодиров. значениям
Зсоб = 3 / ЗтазМах; %Кодирование текущего значения удлинения
рСоР = зрйпе(ЗтазСос1,рМазСос1,Зсос1); %Сплайн-аппроксимация натяжения

78



рСос1*рМа8Мах; %Возврат к не кодированным значениям натяжения
Ц В алгоритме А1.12 моделирования пучка нитей сохраняются все ос- 
' яовные логические пункты алгоритма А1.11. Добавлены генераторы мас- 
* сивов случайных значений разрывного натяжения и удлинения нитей 

(стр.4 -  7). Для вычисления натяжения каждой нити при удлинении 51 ис­
пользовано обращение к функции 51оР.

Эта функция аппроксимирует сплайнами типовую для данного вида 
: нитей зависимость между натяжением и удлинением р с = <рс(Зс). Затем она 

вычисляет натяжение конкретной нити для заданного удлинения с исполь- 
; зованием процедуры кодирования (1.17). Для сравнения результатов моде- 
' лирования вместо абсолютных значений натяжения Рз пучка удобно ис- 

. пользовать показатель

7/(5) =
МР,г

(1.18)

т.е. относительное удельное натяжение ц нити Е(:а при относительном 
удлинении 3. Максимальное значение этого показателя равно коэффициен­
ту использования прочности нитей в прочности пучка.

Вместо абсолютной величины числа разорвавшихся нитей удобно 
рассматривать относительную величину - долю разорвавшихся нитей от их 
первоначального числа (стр.26 алгоритма А1.12)

<>ъ= \ т  а - 19)

На рис. 1.44 кривые 1 показывают результаты работы модели при ис­
ходных данных, указанных в тексте алгоритма А1.12. Кривые 2 отобража­
ют результаты работы алгоритма А1.12 при СуЗшох, равном нулю. В этом 
случае кривая зависимости ц {3) в точности повторяет 8-8 -  кривую нитей 
(рис. 1.42 и рис. 1.43, переменная р). Нити разрываются одновременно, до­
стигнув разрывного удлинения ЗтахЗг, равной 4%.

Разброс значений разрывного натяжения нитей с коэффициентом ва­
риации СуРг, равным 20%, практически не влияет на вид кривой. Послед­
нее обстоятельство является проявлением закона больших чисел для 
большого числа (п -  200) нитей в пучке. Действительно, если число воло­
кон и в пучке уменьшить до 10, то каждый новый прогон модели будет да­
вать кривую зависимости ц (5), отличающуюся от остальных. Однако все 
эти кривые совпадают с точностью до масштабного множителя. На 
рис. 1.45 приведены кривая 2 для п = 200 и кривые 3 -  7 по пяти независи­
мым прогонам модели при п = 10, которые подтверждают сделанный вы­
вод.

Разброс значений разрывного удлинения нитей, наоборот, суще­
ственно влияет на вид зависимости щ (3). На рис. 1.46а показана зависи­
мость г/ (3) при разных значениях коэффициента вариации СуЗтах: 0%, 
5%, 10% и 25%. Увеличение разброса в значениях разрывного удлинения у
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нитей пучка растягивает кривую ц (3) по оси абсцисс, одновременно сни­
жая коэффициент использования прочности нитей г\тах.

Разрыв нитей происходит не одновременно, а при разных значениях 
удлинения пучка, превращая из одиночного события в процесс постепен­
ного разрушения, растянутый во времени. Подобная картина наблюдается 
для всех однородных видов нитей независимо от особенностей их 3-8 -  
кривых (рис. 1.41).

Представленные результаты получены на модели пучка, состоящего 
из большого (п = 200) числа нитей. Если число нитей в пучке мало, напри­
мер, п = 10, то в результатах моделирования будет проявляться случайный 
разброс значений р тах и Зтах. На рис. 1.47а представлено семейство зависи­
мостей г) (3), полученных при СуРг =  0% и СуЗтах = 25% на разных реа­
лизациях случайных значений р тах и Зшах. На рис. 1.476 представлены ре­
зультаты, моделирования, отличающиеся лишь тем, что они получены при 
СуРг = 20%.

Рис.1.44. Сопротивление удлинению при полуцикловом испытании

Увеличение разброса разрывной нагрузки нитей отразилось на 
большем различии в зависимостях при сохранении общего их вида. Срав­
нивая зависимости на рис. 1.46а и рис. 1.47, можно видеть, что уменьшение 
числа нитей в пучке приводит к появлению характерных скачкообразных 
участков, которые связаны с обрывом конкретных нитей. При большом 
числе нитей в пучке эти участки сглаживаются, т.к. количество «ступенек» 
возрастает, а их относительная высота уменьшается, и они становятся 
практически незаметными на графике. Чтобы подтвердить сказанное, на 
рис.1.47в приведены графики зависимости г\ (3), полученные при фиксиро­
ванных значениях СуРг = 20% и СуЗтах = 25% и разных значениях п =  10;
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0; 50’ Ю0; 200. Кривые получены на разных реализациях значений
НЫХ ВеЛИЧИН р тах И 8 тах-

слу-

Рис.1.45. Влияние числа нитей в пучке на кривую деформации

Рис.1.46. Влияние числа нитей в пучке на сопротивление растяжению

Вероятностный разброс значений р тах и 5тах приводит к разбросу 
значений коэффициента использования прочности нитей в пучке г)тах и со­
ответствующего удлинения пучка, которое обозначим через 8т. Эти вели­
чины определяются по формулам

т / ^ т а х у ^ ) ;  8т =аг§тахт7(5') (1.20)
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На рис.1.47г приведены диаграммы рассеяния значений (Зт', г]так), 
полученные по 50 повторным прогонам модели при п =  10 и п = 200. С 
увеличением числа нитей в пучке разброс значений цтах существенно 
уменьшается. Разброс значений удлинения, при котором наблюдается 
наибольшее значение г1тах, практически не зависит от числа нитей в пучке. 
Доля выборочных значений г)тах, приходящихся на определенное значение 
5т, остается практически одинаковым независимо от п.

В рассмотренных моделях предполагалось, что деформация нитей в 
пучке -  только упругая. Зависимость между натяжением и удлинением ни­
тей описывается линейным законом Гука или нелинейной 8-8 -  кривой. 
При этом масса деформируемого пучка настолько мала, что силами инер­
ции можно пренебречь.

Отсутствие эластической и пластической частей деформации у нитей 
позволяет считать, что в пучках из таких нитей деформация носит статиче­
ский характер: при растяжении пучка в нем мгновенно развивается соот­
ветствующее натяжение (с учетом возможного разрыва части нитей). При 
приложении к пучку растягивающей нагрузки пучок мгновенно приобре­
тает соответствующее этой нагрузке удлинение. Поэтому в моделирующих 
алгоритмах постепенное нарастание удлинения, например, строки 11 -  24 в 
А1.12, введено лишь для удобства моделирования. Получаемая при этих 
условиях зависимость ц (3) не зависит от способа приложения реальной 
нагрузки.

Если известна величина удлинения пучка 3, то по этой зависимости 
можно найти значение г/, и из формулы (1.18) вычислить соответствующее 
натяжение Рз. Наоборот, если известна приложенная к пучку нагрузка Рз, 
то после пересчета ее по формуле (1.18) в эквивалентное значение ц мож­
но найти соответствующие значения удлинения. Таких значений может 
быть:
-  два 5] и ($2 (см. рис. 1.46а), если прикладываемая нагрузка не превы­
шает прочности пучка;
-  одно, если нагрузка в точности равна прочности пучка;
-  ни одного, если нагрузка превосходит прочность пучка, и все его ни­
ти разрываются под действием этой нагрузки.

Рассмотрим методику вычисления значений 8, если известна вели­
чина нагрузки Рз или соответствующая ей величина ц. Для нитей, подчи­
няющихся закону Гука

р  = к5 (1.21)
получим линейное уравнение

Рз= р(п — пь)= к8(п—пь)
Тогда

Рз3 = -
к (п -п ь)

(1.22)

(1.23)
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Если нити подчиняются закону Гука, но имеют разные коэффициен­
ты упругости къ...,кп, уравнение (1.22) и его решение (1.23) имеют вид

$ = ~  (1.24)
2-*К]№ы>

Здесь ^пъ -  множество номеров нитей, которые еще не разорвались, 
когда растягивающая нагрузка достигла величины Рз. Поскольку число 

^разорвавшихся нитей может быть разным при одном и том же значении г\ 
'(рис.8а), то и решений (1.23) или (1.24) может не одно, а больше.

в) г)
Рис.1.47. Динамика и статистика удлинения пучка с малым числом нитей

Если нити не подчиняются закону Гука, необходимо использовать 
зависимость (1.16). В этом случае уравнение (1.22) приобретает вид

А = 2 > у($ )  = ф ($) (1-25)

Его решения

5  = Ф'1( Л ) (1.26)

можно наити лишь численно.
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После определения величины деформации растяжения 5  можно вы­
числить нагрузку, растягивающую каждую нить, для каждого из трех рас­
смотренных выше законов деформации нитей по одной из формул

р ~ к 8 ,  или р] =к]8, или р^ =р^(8)  (1-27)

Если натяжение нити, рассчитанное по одной из формул (1.27), пре­
вышает разрывную нагрузку нити р тих, то эта нить разрывается и исключа­
ется из дальнейшего рассмотрения при расчете суммарного натяжения 
пучка. При этом число нитей, оставшихся в пучке и сопротивляющихся 
нагрузке, уменьшается. Поэтому приложенная к пучку нагрузка распреде­
ляется между оставшимися нитями. Изменяется функция (1.25), а значит, и 
удлинение этих нитей (1.26).

Вследствие этого задачу вычисления значений 8  приходится решать 
итерациями:
1) увеличение значения 8  на с!8, начиная с нулевого;
2) вычисление для каждого значения 8  соответствующей суммарной 
силы натяжения пучка с учетом нитей, которые разрываются до или при 
удлинении 8;
3) если натяжение пучка меньше приложенной нагрузки, вернуться к 
пп.1 и 2.

Замечание. Рассматриваемые модели динамики процесса растяже­
ния пучка нитей являются дискретными. Квантованию с постоянным ша­
гом в моделирующих алгоритмах подвергается величина растяжения 5” или 
растягивающей нагрузки Рх. Известно, что такой подход к моделированию 
систем, у  которых состояния меняются не только непрерывно (постепен­
ное нарастание деформации), но и дискретно (обрывы нитей), может при­
вести к заметным погрешностям в оценках моментов таких дискретных 
событий и скачков в значениях параметров системы при этих событиях.

Для рассматриваемой системы -  пучка нитей -  эти ошибки, очевид­
но, не столь существенны, когда шаг приращения квантованной величины 
-  8  или Рх -  достаточно мал, а распределение любого параметра нити, 
например, модуля упругости, является плавным и не допускает значитель­
ных выбросов.

Другой подход при построении алгоритма моделирования заключа­
ется в следующем. Располагая значениями 5тет для каждой конкретной ни­
ти пучка, можно построить из них последовательность 5'шах(1) < 8т-лх(2) 
<...< 8тю:(п). Затем в пределах от некоторого 5шах(/) до следующего 5шах(/' 
+1) наращивать значения 5  равномерно с постоянным шагом

<&(_/) = У  +  ̂  ~  ̂  ̂ , у =1,...,и —1 (1.28)
7/

где 7} -  число шагов равномерного квантования в указанных пределах.
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Приведем фрагмент процедуры МаЙаЬ Ш ИпепТе, реализующей 
, этот алгоритм формирования дискретных значений удлинения 5  пучка.
' Алгоритм А1.13

Гипсйоп [3,Зтах,ЗтахО,Ргтах] = 11сШпегме; 
п=Ю; %Число нитей в пучке

■ р=з; %Число значений удлинения на каждом интервале (Зтахф; Зтах(]+1))
% Среднее разрывное удлинение нитей, (%) и коэффициент вариации 
5тахЗг=4; СуЗтах=0.25;
%Генерация значений разрывного удлинения для п нитей 
8тахО=погттй(ЗтахЗг,СуЗтах*ЗтахЗг,п,1);
%Сортировка ЗтахО по возрастанию и добавление стартового значения 3=0 

4- Зтах = [0; зог1(3тах0)];
. %Средняя разрывная нагрузка нитей, (Г) и коэффициент вариации 
Ё  Ргзг=5; СуРг=0.2;
•- % Генерация значений разрывной нагрузки п нитей

Ргтах=погтгпс1(Ргзг,СуРг*Ргзг.п,1);
Й; с!з= (З тах (2 ,1 ))/Т ; %Шаг квантования 3 на интервале (0; Зтах(1))
- з=ситзит(с1з*опе5(Т,1)); % Значения удлинения 3 на этом интервале 

%Цикл накопления дискретных значений 3 по участкам (Зтахф ; Зтах(]+1)) 
Гог ] = 2:п

%Шаг квантования 3 на интервале (Зтахф; 5тах(}+1)) 
с!з = (5тахО+1,1)-ЗтахД,1))Л";

} Т] = 1епд111(3); %Число накопленных значений массива 3 
%3начения удлинения 3 на интервале (Зтахф ; ЗтахЦ+1))
3] = 5("П,1) + ситзит(с1з*опез{Т,1));

. 3 = [3; ЗД; %Накопление массива значений удлинения пучка нитей
Г  епа;

3 = [0; 5];

%

Работу этого фрагмента иллюстрируют табл. 1.8 со значениями мас­
сивов и рис. 1.48.

Таблица 1,8
.7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ' 10

Зт ахО 2,7827 3,9588 2,8717 2,6507 3,7389 4,9535 4,1286 4,6565 2,8322 3,5394
З т а х 2,6507 2,7827 2,8322 2,8717 3,5394 3,7389 3,9588 4,1286 4,6565 4,9535

Ргт ах 4,7376 3,7868 3,6806 5,9312 5,0112 4,3549 5,8057 5,2316 4,0102 6,3396

Из рис. 1.48а видно, что весь диапазон нарастания удлинения 5  раз­
делен на интервалы неодинаковой величины в соответствии с разрывными 
удлинениями нитей. Каждый из интервалов, в свою очередь, разделен на Т 
= 3 отрезка сЬ одинаковой длины, как это требуется для совмещения в мо­
дели непрерывных и дискретных этапов развития деформации в пучке.

На рис. 1.486 приведена для наглядности диаграмма рассеяния значе­
ний Зтах и Ргтах, показывающая, что в моделируемом пучке у нитей нет 
взаимосвязи между этими величинами.

У реальных нитей и волокон есть корреляция между разрывным 
удлинением Зтах и разрывной нагрузкой Ргтах, хотя и с не очень боль­
шим коэффициентом корреляции, порядка г = 0 ,6 -  0,8, а одномерные рас­
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пределения этих характеристик отличаются от нормального распределе­
ния. При моделировании это свойство нитей легко учесть различными спо­
собами.

Простейший способ состоит в использовании метода обратной 
функции для генерации коррелированных значений Зтах и Ргтах. Сначала 
генерируется значение двумерного нормально распределенного случайно­
го вектора Ъ с коэффициентом корреляции г между компонентами. Затем, 
используя интегральную (т.н. кумулятивную) функцию двумерного нор­
мального распределения, преобразуют значения Ъ в двумерный вектор И, 
имеющий равномерное распределение с коэффициентом корреляции г. На 
третьем этапе, используя обратную интегральную функцию выбранного 
одномерного распределения величин Зтах и Ргтах, находят их значения в 
виде двумерного вектора X.

6.5 г

5.5

4.5
О

4 е
о 
о

3'$ .5  3 3.5 4 4.5 5
Зтах]

а б
Рис.1.48. Пример работы алгоритма А.1.13

Приведем пример процедуры МаЙаЪ С еп Р гтах З тах , реализующей 
описанную процедуру. В ней в качестве распределений Т>\5\х(Ргтах) и 
В181г(5>йах) выбраны гамма -  распределения со средними значениями 
ЗтахЗг и РгтахЗг и коэффициентами вариации СУЗтах и СУРгтах. Учи­
тывая связь между параметрами а и Ъ гамма -  распределения и его сред­
ним М и дисперсией Б

Мг = аЪ\ Б г = аЪ2 (1.29)
выразим эти параметры через среднее значение Мг и коэффициент вариа­
ции СУ2

Ъ = СУггМх\ а = —  (1.30)
Ь

Алгоритм А.1.14
йтсйоп [Зтах,Ргтах]= СепРгтахЗтах;
ЗтахЗг=5; %(Гс) РгтахЗг=5.5; %(%)
СУЗтах=0.30; СУРгтах=0.20; %(%) г=0.7;
Ьз=(СуЗтахЛ2)*ЗтахЗг; аз=5тахЗг/Ьз;
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Ьр=(0/Ргтахл2)*Ргтах8г; ар=Ргтах8г/Ьр;
п=200; Зтах=2его5(п,1); Ргтах=2егоз(п,1);
2=туптс1([0 0],[1 г; г 1],п); 1!=погтссЩ2);
Х=[датту(и(:,1),аз,Ьз) датту(11(:,2) ар Ьр)];

: Зтах=Х(:,1); Ргтах=Х(:,2);

В этой функции строки 1 - 5  задают конкретные значения средних, 
коэффициентов вариации и корреляции для Зтах и Ргтах. Строки 6 - 7  
преобразуют их в параметры гамма - распределений. В строке 9 происхо- 

: дит генерация п значений двумерного нормального вектора Ъ с нулевым 
средним и нормированной корреляционной матрицей

' 1 ;  (1.31)г 1
Этот вектор преобразуется в равномерно распределенный вектор II 

как результат; обращения к кумулятивной функции распределения нор­
мального закона погтссИ'. Затем этот вектор преобразуется в вектор X с 
компонентами, имеющими гамма -  распределение. Компоненты этого век­
тора задаются как величины Зтах и Ргтах.

На рис. 1.49 приведены диаграмма рассеяния и гистограммы распре­
деления 200 значений Зтах и Ргтах, полученных с помощью этой функ­
ции. Оценка коэффициента корреляции для этих значений равна г* = 0,78, 
что для смоделированного объема выборки может считаться вполне при­
емлемой точностью для моделирования со значением г =  0,7.

Представляет интерес оценить, в какой степени наличие корреляции 
между Зтах и Ргтах у  нитей пучка отразится на виде ее 8-8 -  кривой. С 
этой целью с помощью алгоритма А 1.12 были получены три 8-8 -  кривые, 
отличающиеся только отсутствием (г = 0) или наличием положительной (г 
= 0,7) или отрицательной (г = - 0,7) корреляции. В строках 6, 7 алгоритма 

; вместо1 исходного текста было включено обращение к функции 
: С епР ппахЗтах. Параметры моделирования равны: ЗтахЗг = 4%, СчЗтах 
= 25%, РгтахЗг = 5 гс, СчРгтах = 20%.

Результаты изображены на рис. 1.50. Из рисунка следует, что отсут­
ствие или наличие корреляции обоих знаков между разрывным удлинени­
ем и разрывной нагрузкой приводит к различиям в пределах статистиче­
ского разброса результатов, т.е. практически не отражается на 8-8 -  кри­
вых.

Выясним теперь, влияет ли отличие закона упругой деформации ни­
тей от линейного закона Гука на форму 8-8 -  кривой, или статистический 
разброс свойств нитей нивелирует эти отличия. В последнем случае име­
лась бы возможность игнорировать особенности деформации отдельных 
нитей и ограничиться более простой линейной моделью на основе закона 
Гука.

Для проверки такой возможности можно использовать алгоритм 
А1.12, в котором вместо функции 8(оР использовать линейную аппрокси­
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мацию с той же разрывной нагрузкой и удлинением, что и у нити с нели­
нейным законом упругой деформации. Для этого величину силы сопротив­
ления нити р  будем вычислять по формуле

р  = 8  Ргтах/Бтах, (1-32)
которая в виде р  = Ргтах(т, 1) *8( 1 ,()/8тах(т, 1) заменяет в алгоритме стро­
ку 16.

Рис.1.49. Рассеяние и распределение характеристик пучка при разрыве

Рис.1.50. Влияние корреляции между характеристиками нитей 
на удлинение и разрыв пучка
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На рис. 1.51 приведены графики 8-3 -  кривых, полученных для этих 
двух вариантов алгоритма: с нелинейной функцией деформации 51оР и ли­
нейной аппроксимацией (1.32).

Из рисунка видно, что закон деформации (рис.З -  5) нитей суще­
ственно сказывается на 8-8 -  кривой деформации пучка. Наблюдается раз­
личие не только в экстремальных значениях (Ргтах и 8тах), но и в форме 
кривой. Таким образом, при моделировании удлинения пучка нитей чрез­
вычайно важно правильно задать закон деформации отдельных нитей как 
по форме кривой деформации, так и по значениям статистического разбро­
са значений.

Модели неупругих нитей
Выше рассмотрена деформация удлинения (растяжения) пучка, обра­

зованного параллельными независимыми друг от друга нитями. Предпола­
галось, что эти нити являются абсолютно упругими. Это означает, что их 
удлинение и натяжение связаны между собой взаимно однозначной и, сле­
довательно, монотонной зависимостью. Удлинение нити возникает прак­
тически мгновенно в соответствии с действующим натяжением. При уве­
личении или уменьшении натяжения удлинение нити изменяется в соот­
ветствии с присущей этой нити зависимостью. Деформация нити не имеет 
свойства инерции, когда изменение длины продолжается, хотя действую­
щее натяжение не меняется во времени. Деформация нити считается пол­
ностью обратимой, т.е. при снятии нагрузки нить немедленно возвращает­
ся к исходному нерастянутому состоянию.
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Реальные нити, из какого бы материала они не были изготовлены, не 
отвечают таким условиям. Поэтому реакцию реальных нитей на растяже­
ние принято разделять на упругую, эластическую и пластическую состав­
ляющие. Упругая составляющая была только что описана и может быть 
формально представлена зависимостью

р(1) = <р(8у({)) (1.33)

'С'IIоэ4 (1.34)
Зависимость (1.33) должна быть монотонной (обычно монотонно не­

убывающей), причем в ней значения удлинения Зу({) и натяжения р(() соот­
ветствуют одному и тому же моменту времени. Именно такие свойства 
функции (1.33) обеспечивают выполнение свойств нити, которые были 
описаны выше.

Эластическая составляющая растяжения нити, как и упругая, также 
считается полностью обратимой. В отличие от последней, которая являет­
ся безынерционной, эластическая деформация развивается во времени. Это 
означает, что при удлинении нити ее натяжение меняется во времени с не­
которым запаздыванием. Иными словами, натяжение нити в момент I зави­
сит не только от ее удлинения в тот же момент, но и от предыстории, т.е. 
от удлинения в предыдущие, начиная с момента начала деформации, мо­
менты времени.

Поэтому в общем виде взаимосвязь между эластической частью 
натяжения и удлинения можно представить в виде интегрального соотно­
шения

8 .(0 = \ 'Р ( р ( « ) , (1-35)
—со

Здесь Ч!(р,{,и) -  т.н. весовая функция интегрального преобразования 
(1.35). Эта функция определяет вклад в момент I в результирующее эла­
стическое удлинение нити 8е(1) натяжения р{и), которое было у  нити в не­
который предыдущий момент и.

Пластическая составляющая деформации -  это остаточная деформа­
ция, которую имеет нить, когда приложенная нагрузка и обратимые д е­
формации полностью сняты. Формально остаточную деформацию можно 
определить предельным условием

8р =^ 8 ( Р ^ 1) (1-36)
р-*0

Отметим, что практически невозможно отличить необратимую пла­
стическую составляющую деформации от обратимой эластической состав­
ляющей, но с большим временем релаксации. Поэтому формула (1.36) не 
конструктивна.
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При разработке моделей деформации нити задача упрощается, если в 
выражении (1.35) использовать такую весовую функцию, которая бы дела­
ла преобразование р{1) -> 5>е(1) линейным

^ ( 0 = 1  Ч(1,и)р(и)с1и (1.37)

Дальнейшее упрощение обычно заключается в предположении ста­
ционарности свойств нити. Это значит, что ядро Т(г,и) зависит только дли­
ны интервала времени (I -  и), а не от каждой из переменных I и и в отдель­
ности

5 ,( 0 =  }  Щ -и)р{и)с1и (1.38)

Приведем размерности величин. Удлинение Зе(/) имеет размерность 
длины [Ь]. Натяжение р{1) имеет размерность силы [МЬТ2]. Переменные I 
и и имеют размерность времени [Т]. Весовая функция Ч'(Т) имеет размер­
ность [М"'Т].

Зависимость (1.38) позволяет использовать для описания деформа­
ции нити аппарат линейных дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами и передаточных функций. Данный подход настолько 
привлекателен, что его часто используют для моделирования деформации 
реальной нити, синтезируя более сложную динамическую модель методом 
композиции некоторых базовых элементов. Для наглядности такой подход 
сопровождают т.н. механическими аналогиями в виде параллельно и/или 
последовательно соединяемых механических элементов -  пружин и демп­
феров. Путь механической аналогии полезен тем, что позволяет включать 
в рассмотрение и некоторые нелинейные элементы и учитывать тем самым 
некоторые специфические особенности деформации нити.

Однако линейные модели не позволяют учесть весьма важные осо­
бенности. Во-первых, это т.н. масштабный фактор. Линейная зависимость 
(1.37) предполагает, что относительная деформация нити не зависит от ее 
длины: образцы нити длиной 1 см и длиной 100 м  имеют одинаковые раз­
рывные нагрузки и удлинения. На самом деле, действует масштабный фак­
тор: поскольку разрыв происходит по наиболее слабому участку нити, у 
более длинных образцов нити вероятность таких слабых участков выше, 
чем у коротких. Поэтому средняя разрывная нагрузка более длинных об­
разцов ниже. Линейные модели это обстоятельство не учитывают.

Во-вторых, это усталостные эффекты. Зависимость (1.38) не учиты­
вает изменения свойств нити со временем в результате деформации. Со­
гласно этой зависимости нить, только подвергнутая нагрузке, и нить, кото­
рую до данного испытания уже подвергали деформации и тем самым из­
менили ее механические характеристики, должны вести себя одинаково. В 
реальных нитях каждое новое приложение нагрузки приводит к изменени­

91



ям механических свойств. При новой нагрузке нить ведет себя уже иначе, 
чем первоначально.

Попытки уйти от линейных моделей (1.37) или (1.38) приводят к 
необходимости подбирать вид нелинейного ядра к(р(и), и). Этот подход 
имеет определенные достоинства. Достаточно найти из натурного экспе­
римента минимальное число оцениваемых параметров ядра и в то же время 
получить более реалистичную модель деформации нити. Однако выбор 
подходящего ядра зачастую приводит к полному эмпиризму в моделиро­
вании.

Линейные модели неупругих нитей
Рассмотрим пучок, образованный неупругими нитями. При натяже­

нии пучка нити удлиняются независимо друг от друга. Считаем, что эла­
стическое и пластическое удлинение нити описывается соотношением 
(1.38), и весовая функция нитей *Р(м) известна. Представим (1.38) через от­
носительное удлинение гер{1) и натяжение а(1)

I
ьер(1) = К,\ч>(1-и)а(и)с1и (1.39)

О
где

е- ( 0  =
я „ (0 .

А р.

Ргг _  Л) (1.40)

Здесь Ьа и Го -  первоначальная (до деформации) длина и площадь 
поперечного сечения нити. Заметим, что здесь, как и ранее, деформация 
нити считается одномерной, т.е. уменьшением площади ее поперечного 
сечения при удлинении пренебрегаем. Коэффициент К] имеет размерность 
длины.

Относительное удлинение гер(() включает в себя как эластическую, 
так и пластическую составляющие деформации, что отражено в индексе. 
Общее удлинение в линейной модели складывается из еер(1) и упругой со­
ставляющей. Если упругая составляющая удлинения подчиняется закону 
Гука с модулем Е, то общее относительное удлинение г(1) можно предста­
вить в виде

в (/) = — ст(/) + К х | 'Р(/ — и)о{и)йи (1.41)
Е о

Величина е(() безразмерна. Размерность модуля упругости Е  совпа­
дает с размерностью относительного натяжения с(1). Весовую функцию 
удобно выбирать так, чтобы она имело размерность, обратную размерно­
сти времени. Тогда ее произведение на дифференциал с/м будет безразмер­
ной величиной. Представим (1.41), как

е(0  = тт ст(0 + ~  [к (1 ~ и)ъ(и)с1и (1.42)
Е К {
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Здесь коэффициент К  имеет ту же размерность, что и модуль упруго- 
, сти Е, а весовая функция Ър!{1) -  размерность [Т 1]. Зная относительные 
■ удлинение и натяжение нити, можно вычислить абсолютные удлинение и 

натяжение по формулам (1.40).
* В зависимости (1.42) удобно перейти к изображениям по Лапласу:

в'(5) = Е{е(/)} = | е(1)ехр(-з()Ж; сг'(̂ ) = Е{ст(/)} = | а(1) ехр(-5/)^ (1-43)

Нр! (*) = С{к(()} = {  крХ 0  ехр(-50  ск 
0

(1.44)

Согласно теореме о свертке получим

Ф )  =  СТ'(^  + ̂ Я ^ )  = (1.45)

Простое алгебраическое преобразование позволяет 
жение через удлинение

выразить натя-

РК
ст'(» = =

'  К  + Е Н ^а )
(1.46)

Простейшей аналитической моделью, описывающей эластическую дефор­
мацию, является соотношение

(1.47)

Ей соответствует передаточная функция Л),5(.?)

цг -  8 ^  = * * 
а'(5) К 1 + Тз

(1.48)

и изображениё весовой функции

я - м = . +‘й
(1.49)

с оригиналом

^ ( 0  = ̂ ехр [ - ^ )  =  яехр(-Щ ) (1.50)

Параметр а = Т 1 определяет скорость нарастания удлинения нити 
при приложении нагрузки и скорость релаксации (уменьшения удлинения) 
при снятии нагрузки.

Как уже отмечалось, к сожалению, эта модель не является адекват­
ной наблюдаемым свойствам нитей: упругая составляющая существенно
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отличается от линейного закона Гука, а эластические свойства не уклады­
ваются в простую зависимость (1.39). Поэтому, хотя на качественном 
уровне она правдоподобно описывает поведение отдельной нити, но для 
количественных оценок она в большинстве случаев не пригодна.

Более популярными являются линейные модели, построенные в виде 
цепочки моделей (1.49). В качестве экспериментальных данных чаще всего 
получают кривые, отображающие нарастание удлинения нити во времени 
под действием постоянной нагрузки. Эти кривые чаще всего имеют вид, 
представленный на рис. 1.52. В течение часа волокна находились под дей­
ствием постоянной растягивающей нагрузки, которая затем была снята, и 
начался процесс релаксации растяжения.

Аналогичная кривая для первого этапа получена на модели из двух 
моделей (1.49) с передаточной функцией

»%(*) =
е'О)
<Ф )

_1___ 1__  1 1
~ Е  + К, 1 + 2> + К2 \ + Т2$

(1.51)

при значениях Е  =  1/8; К\ =  1/6; 7) =  1; К2= Т, Т2 = 100.
Согласно (1.51), суммарная деформация нити складывается из упру­

гой составляющей с коэффициентом упругости Е, и эластической состав­
ляющей, моделируемой двумя последовательно соединенными блоками 
(1.49) с коэффициентами Ку, 7); К2\ Ту. Функция, описывающая измене­
ние удлинения под действием постоянной нагрузки а = 1, легко определя­
ется аналитически методами операционного исчисления, и имеет вид

'  г_ ± _ V
Ю0 Л

е(1) = 8 + б (1 -  ехр ( - / ) ) - 1 -ех р *> 0 (1.52)

График этой функции приведен на рис.1.53. Рассматривая эти дан­
ные как результат натурного эксперимента, найдем оценки параметров Ку\ 
Ту, К2; Ту. Для этого воспользуемся нелинейным методом наименьших 
квадратов и функцией Х здсш гче^И : системы МаЙаЬ. Для этого построим 
соответствующие М-функции

ТипсНоп Р = туЛт(хД)
Р=х(1 )+х(2)*(1 -ехр(-х(3)*1))+х(4)*(1 -ехр(-х(5)П));
(ттсбоп [1,у,х,у1 ,гп] = орйггмя;
1=0:100;
у=8+6*(1 -ехр(-1))+(1 -ехр(-0.01 *{)); 
х0=[1,1,1,1,1];
[х,гп]=1зцсип/ей1(,ту1ип',х0,1,у)
у1=х(1)+х(2)*(1-ехр(-х(3)*1))+х(4)*(1-ехр(-х(5)*());

В э ти х  функциях х  -  массив оцениваемых параметров; I -  массив 
значений аргумента (времени): I = 0,1,.. .,100; у  -  массив значений функции 
(1.52); хО -  начальная точка поиска для вектора оцениваемых параметров.
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Найденные оценки равны: лг(1) =  8,0623; х(2) = 4,2247; х(3) = 1,4491;
х(4) = 2,1217; х(5) =  0,3004.

Рис.1.52. 1 -  тонкая шерсть, 64к; 2 -  вискозные волокна, 435 мтекс (№2300); 
3 -  капроновое волокно 344 мтекс (№2900); 4 -  лавсановое волокно 357 мтекс 

(№2800); 5 -  нитроновое волокно 333 мтекс (№3000)

Как видно, все оценки, кроме первой, довольно далеки от истинных 
значений. Однако график оценочной кривой у!(1) (см. рис. 1.53) удовлетво­
рительно аппроксимирует функцию у(1). Остаточная сумма квадратов гп 
равна 2,198.

Заметим, что непосредственно из экспериментальных данных 
(рис.1.52) довольно точно можно найти оценку параметра х(1). В нашем 
модельном случае х(1) равно 8. Это сокращает длительность поиска. Кро­
ме того, важно удачно задать начальные условия поиска, т.е. вектор хО. 
Если принять, что хО = [1 ,1 , 1, 0], то при этих новых начальных значениях 
получим новые оценки параметров с остаточной суммой квадратов гп, 
равной 2,3054 и значениями параметров х =  [3,8165, 1,6999, 2,5874,
0,3561].

Соответствующая им функция имеет вид 

у2 =  8 +  3 ,8165 (1 -ехр (-1 ,70 ) + 2 ,5874(1-ехр (-0 ,356Й )) (1.53)

Ее график приведен на рис. 1.53 и показывает согласие с эксперимен­
тальными данными у({), как и первоначальная кривая у1(().

Таким образом, хотя формально кривую деформации нити можно 
аппроксимировать достаточно удовлетворительно, точность оценки пара­
метров аппроксимирующей функции, даже если ее структура совпадает с 
модельной кривой, может оказаться низкой, а оценки -  далеки от истин­
ных значений.
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Рис.1.53. Аппроксимация кривой удлинения

Роль правильного выбора начальной точки поиска в нелинейном ме­
тоде наименьших квадратов весьма велика. Например, если вернуться к 
пяти неизвестным параметрам х =  [х(1),.. .,х(5)] и задать в качестве началь­
ной точки хО = [10, 5, 1, 1, 0], то оценки параметров равны х = [8,0332; 
5,9592; 0,9990; 0,9418; 0,0112] при т, равном 0,0018 и весьма близки к 
точным модельным значениям: [8; 6; 1; 1; 0,01]. Соответствующая ап­
проксимирующая кривая _уЗ приведена на рис. 1.53. Она практически сов­
падает с точками модельных экспериментальных данных. Результаты оце­
нивания приведены в табл. 1.9 и обозначены как уаг. 1.

Экспериментальные данные часто имеют вид кривых, представлен­
ных на рис. 1.52. В них присутствуют как этап удлинения под действием 
приложенной постоянной нагрузки, так и этап релаксации после снятия 
нагрузки. Предполагая, что на обоих этапах нить описывается одной и той 
же моделью (1.51), можно воспользоваться этими данными, надеясь полу­
чить более точные оценки за счет большего объема данных.

Для выбранных модельных данных в соответствии с моделью (1.51) 
первый этап удлинения нити описывается функцией (1.52). Для второго 
этапа удлинения нити с помощью операционного исчисления также можно 
найти функцию, описывающую уменьшение удлинения нити (релаксацию) 
после снятия нагрузки в момент 1а =  50. Объединяя эти две функции, полу­
чим модельную зависимость удлинения нити на обоих этапах: при нагруз­
ке и после ее снятия:
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е(?) = 8 + б (1 -е х р ( - /) )  + 1 -ех р
4 * 1

0<(< (

8 (?) = 6 ехр ( - ( /  -  О )  + ехр
(~1а

’Тоо У

(1.54)
1>(

Заметим, что при I = (а функция имеет разрыв на величину упругой 
деформации = 8. На рис.1.54 график функции (1.54) обозначен точками 
как у  (уаг.2) в отличие от функции (1.52), которая обозначена на этом же 
графике крестиками как у  (уаг.1).

Г
1 |̂У«У'«л*1П " ‘ 1ТГМГ* Г |Г И |1 М О » Ж П  Н П И И  УИЛЛМИЛ*

•  у  (уаг.2)
*  у  (уаг.1)

--------у1 (уаг.1 х0=[10 5 1 1 0 ] )
■■—-•у1 (уаг.1 х0=[1 1 1 1 1 ] )  
~ - у 1 (уаг.2 х0=[1 1 1 1 1 ] )  

~ у 1  (уаг.2 х0=[10 5 1 1 0 ] )

V.
8 0 100

Рис.1.54. Кривая «нагрузка -  отдых» и ее аппроксимация

Оценка параметров модельной функции (1.54) нелинейным методом 
[ наименьших квадратов выполнена с использованием М-функций в системе 
МаЙаЬ:
! (ЕипсЫоп Г = шуДип2 (х , 1:)
&а=50; -Ы=0: Ьа; Ъ2=1:а:100;
^1=х(1) ; Г2=х(2) * (1-ехр (-х (З ) *1:а) ) ; Е3=х (4) * (1-ехр (-х  (5) *Са) ) ; 
Р1=Е1+х(2) * (1-ехр (-х (З ) +1:1) )+ х (4 ) * (1-ехр (-х (5 )  *Т;1) ) ;
Г2=^2*ехр (-х  (3) * (ьг-'Ьа) ) +К3*ехр (-х  (5) * (1:2-1:а) ) ;
Р=[Р1,Р2];
РипсЫоп [Ь, у , х , у1, гп ] = ор'Ыт1я2;
Ьа=50; Ъ1=0:1:а; Ъ2=1:а:100; Ъ= [1:1,1:2] ;
^1=6* (1-ехр (—1:а) ) ; 12= (1-ехр ( - 0 .01*1:а) ) ;
Су1=8+б* (1 -е х р  (-1:1) ) + (1 -ех р  (-0 .01*1 :1 ) ) ;
^у2=Г1*ехр ( -  (1:2-Ьа) ) +^2*ехр (-0 .0 1 *  (Ъ2-1:а) ) ;
У = [Гу1 ,1 у2 ]; х0= [10, 5 ,1 ,1 ,0 ] ;

97



[х , т а ] =1зчсигуе^л.1: ( 'шу^ип2 1 , хО, X., у) 
у1=ту^ип2( х ,В ) ;

Оценки параметров аппроксимирующих функций (уапаШ 1) 

е(^) =  х(1) +  х (2 )(1 -ехр (-х (3 )г)) +  х (4 )(1 -ехр (-х{5 )? )), О <1 (1.55)

и (уапап! 2)

е ( 0  = л:(1)+ л(2) (1-  ехр (-х (3 )/)) + х(4) (1 -  ехр (-х(5)?)), 0<(< (а
(1.56)

8 (/) =  х (2 )ехр (-х (3 )(!-?я)) + х (4 )е х р (-х (5 )(!-!а)), 1а<(

приведены в табл. 1.9. Оценки вычислялись для двух векторов хО началь­
ных значений оцениваемых параметров.

____________________________________________________________Таблица 1.9
е СО хО х(1) х(2) х(3) х(4) х(5) гп

Модель — 8 6 1 1 0.01 0

уаг.1 11,1,1,1,11 8,0623 4,2247 1,4491 2,1217 0,3004 2,1984
ГЮ,5,1,1,01 8,0332 5,9592 0,9990 0,9418 0,0112 0,0018

уаг.2 Г1ЛЛЛЛ1 8,0508 4,8085 1,4237 1,4511 0,1896 3,6283
ГЮ,5,1,1,01 8,0235 5,9722 1,0006 0,9626 0,0107 0,0016

Сравнение полученных оценок еще раз подтверждает вывод, что 
точность оценивания зависит столько от объема данных, сколько от удач­
ного подбора вектора хО начальных значений. Это связано, по-видимому, с 
тем, что критерий оптимальности метода наименьших квадратов не явля­
ется выпуклой функцией. В результате поиск оптимальных значений па­
раметров «застревает» в одном из локальных минимумов критерия, уда­
ленном от точного решения. Отметим, что при правильном выборе струк­
туры моделируемой функции нелинейный метод наименьших квадратов 
даже для разрывных функций привел к высокому качеству аппроксимации.

На рис. 1.54 приведены результаты аппроксимации, которые обозна­
чены через у1 для двух вариантов аппроксимации (уаг.1 и уаг.2) и двух 
векторов хО начальных значений. Графики модельных функций (1.52), 
(1.54) и их аппроксимаций (1.55) и (1.56) иллюстрируют и подтверждают 
сделанные выводы.

Другой пример применения процедуры орЫт±г2 для аппроксима­
ции экспериментальных данных моделью (1.54) приведена на рис.1.55, из 
которого непосредственно видно хорошее согласие между эксперимен­
тальными и модельными данными по всему отрезку времени наблюдения.

Необратимая пластическая составляющая деформации нити практи­
чески неотличима от эластической составляющей с очень большими вре­
менами релаксации. В рассмотренном модельном примере специально бы­
ли выбраны два слагаемых с сильно отличающимися временами релакса­
ции. Первое слагаемое характеризовалось временем релаксации 7) = 1, а 
второе - Т2= 100. Такая особенность эластической деформации с большим
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временем релаксации позволяет исключить из модели элементы, имити­
рующие только пластическую составляющую и тем самым упростить мо­
дель, построив ее из математически более однородных элементов.

Рис.1.55. Аппроксимация кривой "нагрузка - отдых"

Таким образом, хотя линейные динамические модели удлинения ни­
тей не учитывают эффектов старения и разрушения под действием растя­
гивающих нагрузок, но для определенного класса деформаций вполне 
адекватно описывают наблюдаемые данные и могут быть использованы в 
том же диапазоне деформаций при моделировании пучков нитей.

1.5. Модель растяжения и разрыва пряжи 
при полуцикловой деформации

Задача исследования взаимосвязи прочностных свойств пряжи и об­
разующих ее волокон является классической задачей текстильной техноло­
гии и материаловедения и нашла частичное решение в работах Е. Брашле- 
ра, А.Н. Соловьева, В.А. Усенко, А.Н. Ванникова, П.П. Трыкова, А.Г. Се- 
востьянова. Эти результаты достаточны для практических оценок в произ­
водственных условиях фабричных лабораторий. Однако они не раскрыва­
ют механизма взаимодействия волокон в пряже и динамики изменения 
этого взаимодействия при деформации, например, при растяжении пряжи. 
Делались попытки связать прочностные характеристики волокон с прочно­
стью пряжи через геометрию расположения волокон в теле пряжи и их 
взаимодействие между собой. Был получен набор математических соот­
ношений, позволивших описать отдельные составляющие такого взаимо­
действия.
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Дальнейшее развитие этого направления исследования столкнулось с 
проблемой учета вероятностной природы свойств волокон и изменения 
взаимодействия волокон в процессе механического нагружения, деформа­
ции и разрыва пряжи, т.е. статистической динамики этого процесса. Эта 
проблема была решена в работах автора. Была создана оригинальная ди­
намическая имитационная модель процесса развития деформации в образ­
це пряжи вплоть до ее разрыва. По существу, имитировалось т.н. полуцик- 
ловое испытание образца пряжи, растягиваемого с постоянной скоростью в 
разрывной машине.

Алгоритм моделирования и некоторые эксперименты с моделью де­
тально описаны ниже. С его помощью можно имитировать полуцикловые 
испытания пряжи любой структуры и состава смеси из хлопка и химиче­
ских волокон длиной до 60 - 70 мм. Свойства волокон компонентов, из ко­
торых состоит пряжа, задаются законами распределения длины Ь, тонины 
5, разрывной нагрузки Ртах, разрывного удлинения йтах, кручения вокруг 
оси пряжи К, расстояния от оси пряжи г, продольной координаты х  волок­
на. Для распределения каждого из перечисленных показателей задаются 
минимальные и максимальные значения Мт, Мах этих показателей, сред­
нее М  и коэффициент вариации Су . Кроме того, задаются коэффициенты 
трения волокна по волокну и, сцепления волокон д, поперечного сжатия V, 
упругости Е.

Задаются также основные параметры моделируемой пряжи: линей­
ная плотность Тщ, и коэффициент вариации неровноты по линейной плот­
ности Су„р, средняя крутка Кпр и коэффициент вариации по крутке Су„р, а 
также указываются особенности распределения компонентов в поперечном 
сечении пряжи, зависящие от способа ее выработки. Возможно моделиро­
вание пряжи с поперечными сечениями сложной структуры, в том числе 
армированной пряжи и пряжи из нескольких стренг с ручьистой структу­
рой. Это проявляется в группировке компонентов по разным секторам по­
перечного сечения.

Модель растяжения и разрыва пряжи имитирует процесс однократно­
го быстрого удлинения пряжи с постоянной скоростью удлинения вплоть 
до разрыва и описывает поведение волокон в некотором сечении в этом 
процессе. Моделируемый способ удлинения позволяет пренебречь реоло­
гическими эффектами, т.е. учитывать только упругую составляющую де­
формации волокон, которую будем описывать зависимостью:

е = У,(ст) (1.57)

Здесь е - относительная деформация удлинения волокна Дго типа в рас­
прямленном состоянии при относительной нагрузке ст, сН на 1 мм2 попе­
речного сечения волокна.

Без увеличения сложности модели зависимость (1.57) может быть за­
дана специфичной для каждого волокна в сечении пряжи. Однако, как пра­
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вило, исследователь не располагает таким объемом информации. Поэтому 
в дальнейшем ограничимся заданием прочности Рв и разрывного удлине­
ния е, для каждого волокна, а функцию (1.57) будем считать одинаковой 
для всех волокон одного типа. При таких условиях вычисление фактиче­
ского удлинения волокна с поперечным сечением 5  при силе растяжения Р, 
и меньшей Ре, определится по формуле:

Е =
V ЛР— )

г Р'•
' У уК а*)

(1.58)

Здесь отах -  максимальная средняя относительная разрывная нагрузка для у 
-го типа волокон; -  максимальное среднее относительное удлине­
ние для у -го  типа волокон.

Формула (1.58) представляет масштабное преобразование усреднен­
ной зависимости (1.58) в зависимость для конкретного волокна у -го  типа с 
заданными Рв и е„.

В моделях Е. Брашлера, П.П. Трыкова и др. принимается, что волокна 
в пряже расположены по винтовым линиям с постоянной круткой К  (кру- 
чений/м), а оси винтовых линий совпадают между собой и с осью пряжи. 
Мы примем это же упрощающее предположение, но в отличие от указан­
ных моделей будем считать, что значение К  для каждого волокна есть слу­
чайная величина. Последнее позволяет в известной мере учесть эффект 
«миграции» волокон и специфику структуры пряжи новых способов пря­
дения, а также возможные различия в степени кручения (кручение волокна 
для краткости будем называть винтообразное расположение волокна во­
круг оси пряжи вследствие ее кручения) отдельных волокон в сечении 
пряжи.

Трение между волокнами будем рассчитывать по обобщенному зако­
ну Ньютона:

+ 0-59)
Здесь Ро! -  сила сцепления, вызванная взаимодействием неровностей 

поверхности волокон при их плотном прилегании, ц,- -  коэффициент тре­
ния, Ршг -  сила нормального давления. Все эти силы отнесены к единице 
длины г'-го волокна.

Усилие, действующее на волокно в пряже, складывается из силы 
сцепления и силы трения, обусловленной давлением соседних волокон, 
причем обе эти силы вычисляются с учетом кривизны волокна в пряже, 
что приводит к повышению суммарной силы взаимодействия волокна с со­
седними волокнами. Это усилие можно определить по формуле:
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(1.60)^ = ( ^ 0, + цЛ ) % цА -1 )
И;

где р,- -радиус кручения волокна, 0, -  угол охвата внутри лежащих волокон 
пряжи рассматриваемым волокном. Они могут быть определены по фор­
мулам I

Р # = * ,(! +
1

(2кК1К1)2
(1.61)

где // -  длина г-го волокна, й,- -  расстояние от оси пряжи до волокна. 
Величина нормального давления оценивается по формуле

Ры = 2-103Е1̂ ( 2 к К 1.К1)2(1 ~ ^ -У  1 ^  (1.62)
Г,- К Р  V 71

Здесь Е, -  модуль упругого растяжения волокна, у„р и у,- -  объемные плот­
ности пряжи и волокна, 3,- -  поперечное сечение волокна. Значение упр 
можно найти по формуле:

Упр
1

тМ„рК
(1.63)

где К„р -  радиус пряжи, а -  номер пряжи. Ипр = 1000/Г, Т -  текс пряжи.
Полное относительное удлинение волокна при растяжении пряжи с 

учетом деформации из-за кручения можно представить в виде:

е,= (1  + ел)(1 +  е/2) - 1  (1.64)

где 8:;■ -  относительное удлинение волокна без учета кручения. Оно связано 
с относительным удлинением пряжи 8И формулой [51]:

б«1=4 (е*+1) + (1 - ^ е й)
(2 Щ К,)г

1 + (2кЯХ1)2
■ -1 (1.65)

в которой V - коэффициент поперечного сжатия пряжи при ее удлинении 
(аналог коэффициента Пуассона в теории упругости).

Относительное удлинение волокна из-за кручения бд может быть 
найдено по величине укрутки. При формировании пряжи вследствие за­
кручивания волокон вокруг оси пряжи последняя получает укрутку, т.е. 
сокращает свою длину. Волокна в зависимости от их удаленности от оси 
пряжи либо растягиваются, либо проскальзывают. Поэтому в уже сформи­
рованной пряже часть волокон имеет некоторое предварительное растяже­
ние. Относительную величину этого растяжения еа, обусловленного кру­
чением пряжи, и условие его существования у волокна можно записать в 
виде условия:
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8,2 = <//, При 4 > 0 И  ЕП = 0, При <7,- < О ( 1 .6 6 )

</,=— =— 1
СОЗР;

(1.67)

Е ипр -  коэффициент усадки пряжи при ее формировании, а угол кручения 
я. определяется из равенства:

Щ  = 2Щ К, (1.68)

Различные известные формулы для усадки пряжи и„р в большинстве 
своем содержат неизвестные или полученные эмпирически и верные лишь 

[ определенных типов волокон параметры. При построении модели была 
|использована простая приближенная формула

2созр„„ 
1 + со$р

(1.69)

■' где угол Р„р определяется из равенства:

= ; т К = 2^К рК  (1-70)
Ь I
■ В приведенных вьппе формулах используется величина радиуса пря­

жи К„р, которая является условной величиной, особенно для пряжи с рых­
лой структурой. К тому же пряжа не всегда имеет круглое сечение [130]. 
Радиус пряжи необходим в дальнейшем рассмотрении как характеристика, 
удалённости волокон от оси пряжи, Воспользуемся простой формулой, 
дающей приемлемую оценку

V
0,5С

710007т; =(■
4685

1055 + а; ,7 1 0 0 0 /7 ; • +  1) (1.71)

где а м ~ метрический коэффициент крутки, С -  безразмерный коэффици-

Приведенная совокупность формул, полученных в теории кручения и 
растяжения пряжи, использована в ИСМ для оценки деформации и сил, 
действующих на любое рассматриваемое волокно со стороны других воло­
кон.

Объектом имитации является некоторое поперечное сечение пряжи со 
всеми волокнами, пересекающими это сечение перед началом растяжения. 
Пряжи. Выполняя программу имитации, ЭВМ воспроизводит те физико­
механические процессы и геометрические изменения, которые происходят 
с волокнами при растяжении пряжи, в виде преобразования различных фи­
зико-механических и геометрических характеристик волокон и пряжи. 
Процесс имитации продолжается до тех пор, пока в сечении останется хотя
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бы одно волокно (в процессе растяжения число волокон убывает). Пред­
полагается, что рассматриваемое сечение и есть то, по которому происхо­
дит разрыв пряжи.

Динамика деформации пряжи в некотором сечении вплоть до разрыва 
пряжи по этому сечению может быть представлена следующим образом.

При небольших абсолютных удлинениях образца пряжи деформация 
более или менее равномерно распределяется по всем сечениям пряжи. В 
некотором рассматриваемом сечении все или почти все волокна растяги­
ваются, не смещаясь друг относительно друга. Так продолжается, пока си­
ла трения покоя, действующая на волокно, не достигнет максимального 
значения (разного для разных волокон, в зависимости от их расположения 
в сечении пряжи и физико - механических характеристик волокна). Начи­
ная с этого момента, волокно начинает скользить относительно соседних 
волокон и рассматриваемого сечения, причем может в конце концов поки­
нуть сечение. При этом число волокон в сечении будет меняться, что ведет 
к изменению сил трения между волокнами в этом сечении.

Возможен и другой вариант эволюции волокна: если сила, действую­
щая на волокно, меньше максимальной силы трения покоя и скольжение 
волокна еще не началось, но больше прочности волокна, то оно рвется и в 
дальнейшем перестает влиять на прочность пряжи в рассматриваемом се­
чении.

Сила сопротивления растяжению возникающая в пряже, представляет 
собой сумму сил сопротивления всех волокон в сечении, не разорвавшихся 
и не покинувших сечение к рассматриваемому моменту времени. Эта сила 
с увеличением растяжения сначала растет, а затем начинает падать, когда 
число разорвавшихся и покинувших сечение волокон, а также число сколь­
зящих волокон становится достаточно большим.

Момент, когда сила сопротивления начинает убывать, определяет 
предел прочности пряжи и начало ее разрыва. Начиная с этого момента, 
картина деформации качественно меняется: если раньше деформация пря­
жи распределялась по всем сечениям пряжи, то теперь она локализуется в 
окрестности данного «слабого» сечения. Это, в свою очередь, вызывает 
значительное увеличение смещения скользящих волокон и деформацию 
растягивающихся и еще не скользящих и не разорвавшихся волокон. В ре­
зультате число разрывающихся волокон и покинувших сечение волокон 
резко возрастает, пряжа утоняется в данном сечении, силы трения и сопро­
тивления уменьшаются, что способствует скольжению волокон и умень­
шению силы сопротивления. Таким образом, возникает лавинообразный 
процесс разрушения образца пряжи в данном сечении, что, по существу, и 
означает разрыв пряжи в рассматриваемом сечении.

В соответствии с этими представлениями имитация растяжения и раз­
рыва пряжи состоит из последовательности этапов с нарастающей величи­
ной растяжения пряжи (на I -  этапе абсолютное удлинение пряжи составит
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Д = (8, где 5 - приращение удлинения). На каждом этапе для каждого во­
локна, пересекающего рассматриваемое сечение пряжи, выполняются сле­
дующие операции: определяется деформация волокна; оцениваются вели­
чины упругой силы Ру, развивающейся в волокне, и силы трения Рт волок­
на о соседние волокна; эти силы сравниваются между собой и с прочно­
стью волокна Р на основании сравнения определяется судьба волокна на 
данном этапе растяжения пряжи: оно может растягиваться без смещения 
всего волокна в целом относительно сечения («растяжение волокна»); 
скользить, т.е. смещаться относительно сечения (с частичным растяжени­
ем); и, наконец, разорваться. Условие растяжения: Ру< Рт и Ру < Рв. Усло­
вие скольжения: Рт < Руи Рт < Рв. Условие разрыва: Рв < Руи Р„ < Рт.

После определения судьбы рассматриваемого волокна вычисляется 
его вклад в силу сопротивления пряжи растяжению для данного сечения: 
ДР = 1шп(Рв, Ру, Рт) и производится преобразование значений параметров 
волокна: длины /, удлинения е, смещения х относительно сечения, расстоя­
ния от оси К, крутки К.

Если обнаруживается, что волокно скользит, то необходимо прове­
рить, не вышло ли оно из рассматриваемого сечения. При |х| > 1/2 волокно 
покинуло сечение и исключается из дальнейшего рассмотрения как не 
участвующее в создании прочности пряжи в данном сечении (х -  коорди­
ната середины волокна относительно сечения, измеренная вдоль оси пря­
жи).

Разорвавшееся волокно также исключается из дальнейшего рассмот­
рения.

После выполнения указанных операций со всеми волокнами вычисля­
ется сила сопротивления пряжи растяжению по формуле:

Р = 'Е™ <Ре1’Ру„Рл)
ы

где п -  число оставшихся к началу данного этапа волокон в сечении.
Затем выполняется коррекция значений коэффициентов трения ц, 

поперечного сжатия у и силы сцепления Рц. Поскольку часть волокон мог­
ла покинуть сечение или разорваться, то число оставшихся волокон в се­
чении уменьшается, площадь контактов между ними уменьшается, что и 
ведет к уменьшению эффективных значений указанных величин.

Значение силы Р  сравнивается с ее значением на предыдущем этапе. 
Если обнаруживается ее убывание, то согласно развитым ранее представ­
лениям это свидетельствует о начале разрыва пряжи в данном сечении. 
При этом вся деформация локализуется в окрестности данного сечения 
длиной 1тах, и в дальнейшем величина относительного удлинения равна для 
рассматриваемого сечения на каждом этапе не 5/Н, а М тах, где Н  -  длина 
исследуемого образца пряжи. Тем самым скорость деформации суще­
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ственно нарастает, и происходит имитация разрыва пряжи.
Приведем используемые в алгоритме обозначения:

N  -  число волокон в рассматриваемом поперечном сечении пряжи.
1, -  начальная м текущая длина г'-го волокна, мм.

К,0, К; — начальная и текущая величина кручения г'-го волокна, кр/м.
Л,-0, )?,■ -  начальное и текущее значения расстояния г'-го волокна от оси пря­
жи, мм.
5'/0, 5,- -  начальная и текущая площади поперечного сечения г'-го волокна, 
мм2.
Х,°, XI -  начальное и текущее расстояния от середины г'-го волокна до рас­
сматриваемого сечения, измеренное вдоль оси пряжи.
Рв, -  прочность г'-го волокна, гс.
Рй, Ро ~ начальное и текущее значения силы сцепления волокна на едини­
цу длины волокна, сН/мм.
и0, р - начальное и текущее значения коэффициента трения волокон.
V0, V - начальное и текущее значения коэффициента поперечного сжатия 
пряжи при ее растяжении.
Н — длина испытываемого образца пряжи, мм.
Д - абсолютная величина удлинения пряжи, мм.
Т -  номер этапа растяжения, ( = 0 ,1 ,2 , . . .
Р  -  сила сопротивления пряжи растяжению на ( -м  этапе, сН.
Рг -  сила сопротивления пряжи растяжению на 1-1 -м этапе, сН.
Р+ -  сила сопротивления пряжи растяжению на 1-2 -м  этапе, сН.
8 - приращение абсолютной величины удлинения пряжи на (-м этапе, мм. 
п6 -  число разорвавшихся волокон из числа волокон, пересекающих рас­
сматриваемое сечение, к концу (-го этапа. 
пу- число растягивающихся волокон на /-м этапе. 
щ -  число скользящих на 1-м этапе.
пе -  число волокон, ушедших из рассматриваемого сечения к концу (-го 
этапа.
Рр Рп -  сила упругости и сила трения, действующие на г'-е волокно, сН. 
г* -  относительное удлинение пряжи вдоль оси пряжи к концу (-то этапа.
8; -  относительное удлинение 1-го волокна к концу г-го этапа растяжения. 
1тах -  протяженность участка пряжи в окрестности рассматриваемого сече­
ния, на котором локализуется разрыв пряжи, мм.

число скользящих и не покидающих рассматриваемое сечение волокон 
на 1-м этапе.
Алгоритм имитации растяжения и разрыва пряжи 
Алгоритм А1.15
1. Вычисление основных параметров пряжи: радиуса Я„р 

К  = а Т / -̂ Тпр ; среднего числа волокон в сечении п = 

локна; усадки пряжи (формула (1.69)).

(формула (1.71)); крутки 

тщ> /  где Тв -  текс во-
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2. Генерациям.
3. Для / = 1 генерация /;°, Р„и 5/0, Д/°, 25°, А)0 -  начальных значений параметров /-го 

волокна.
4. Для / = 1.... «: /,• = /,°, 5,- = 5/°, Л? = Д,°, 2) = 25, К, = К? -  присвоение текущим значени­

ям параметров волокон их начальных значений.
5. До = До0; ц = ц°; V = V0 -  присвоение текущим значениям удельной силы сцепления, 

коэффициента трения и коэффициента поперечного сжатия их начальных значений.
6. Для / = 1 ,...,п вычисляется Ец для каждого /-го волокна по правилу (1.66).
7. Р~ = 0;Р  = 0; пв = 0; пе = 0; Д = 0 -  присвоение начальных значений силе сопротив­

ления пряжи растяжению, счетчикам числа разорвавшихся м ушедших из сечения 
волокон, величине абсолютного удлинения пряжи; ( — 0.

8. Начало имитации этапа растяжения пряжи на величину 8.
8.1. Р=  0; и/= 0; Д = Д + 8; в* = Д/Н; I - 1+ 1; с = (л- пе- п е)/п.
8.2. Контроль момента начала разрыва: при Рг <Р* выполнить ц = ср°; Д0 = сДо°; V = 

су0; вн = Л(л</ + л/)/(Ялд- + 1тахп}) -  коррекция коэффициентов трения, поперечно­
го сжатия, силы сцепления и относительной деформации пряжи в окрестности 
рассматриваемого сечения (длиной /тш)  при условии начала разрыва.

8.3. Для /=  1,...,л выполнить пп.8.4 -  8.16.
8.4. Проверка отсутствия номера / в списке номеров волокон, ушедших из рассмат­

риваемого сечения или разорвавшихся на предыдущих этапах растяжения. При 
обнаружении номера / в списке -  переход к п.8.16.

8.5. У = /,/2 - [х/| - вычисление возможной длины скольжения /-го волокна.
8.6. Проверка выхода /-го волокна из сечения: при У < 0 -  номер / включается в спи­

сок номеров волокон, покинувших сечение. Переход к п.8.14.3
8.7. При Рг < Р+: У = сУ -  коррекция длины скольжения (длины участка действия 

сил сопротивления скольжению) при начале разрыва.
8.8. Вычисление р,-, е,/, е, по формулам(1.61), (1.65) и (1.64).
8.9. Вычисление Д/= Зф^е!), где ф''(ё,) -  функция, обратная функции (1.57).
8.10. Д /=  Д) - Д^ф'^б;) при Е/2 > 0  — коррекция силы Р/ с учетом начального 

удлинения /-го волокна при кручении пряжи.
8.11. Вычисление ДУ; по формулам (1.60) и (1.62) с учетом формулы (1.61).
8.12. Определение характера деформации /-го волокна. При Д)< Рп и Р/<  Д«,- -  

“растяжение". Переход к п.8.13. При Рг, < Туи Рп < Р„- -  “скольжение". Переход 
к п.8.14. При : Рв! < Р /и Рв, < Рп -  “разрыв". Переход к п.8.15.

8.13. “Растяжение" /-го волокна: /,• = /,°(1+8,); 25 = 25°(1+ё(); Д,- = Д°(1-уей); К) = 
25°/( 1+е,); н/= и/+ 1 ;Р  = Р + Р/. Переход к п.8.16.

8.14. “Скольжение" /-го волокна:
8.14.1. При РГ<Р+:Х,=Х, + 6-з1еп(25)); при Рг > Р+: X, =25°(1+е(); К, = К ;°(1-уе/,)
8.14.2. Проверка выхода /-го волокна из сечения: е = р( ДУ,/5/) -  растяжение во­

локна под действием силы сопротивления скольжению Рп; /,■ = /,°(1+е ) -  
удлинение волокна до начала скольжения. При |25|> 2)/2 волокно можно 
считать вышедшим из рассматриваемого сечения (расстояние от середины 
волокна до сечения превысило половину длины волокна) и его номер / 
включается в список волокон, покинувших сечение. В противном случае /-е 
волокно остается в сечении. Тогда: л</= па+ 1; Д5 = ДГ,°/(1+Е;).

8.14.3. «̂  = «^+1; пе = пе+щ-щ; Р = Р+Рл- Переход к п.8.16.
8.15. “Разрыв" /-го волокна: п„ = пв+1; Р = Р+Рф Номер волокна включается в 

список номеров разорвавшихся волокон.
8.16. При /<и переход к п.8.4.
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8.17. «Запоминание» силы сопротивления пряжи растяжению на 1-м этапе: Р+ = 
Рг ; Рг = Р. «Запоминание» представляющих интерес значений показателей на I- 
м этапе.

8.18. При пе+пе< п -  переход к п.8, иначе -  останов.

В п.8.2 выполнение условия Р  <Р+ означает, что сила сопротивления 
растяжению пряжи на предыдущем этапе была больше, чем на данном эта­
пе, т.е. сопротивление пряжи растяжению в данном сечении начинает 
уменьшаться, что свидетельствует о начале разрыва пряжи в этом сечении. 
При этом, как уже отмечалось, происходит локализация всей абсолютной 
деформации пряжи 8 в окрестности данного сечения. В качестве длины 
этой окрестности 1тах принята удвоенная средняя длина волокна: 1тах = 2 1 .  
Указанная локализация деформации учитывается формулой коррекции гЛ в 
п.8.2.

Начало разрыва сопровождается также существенным уменьшением 
площади контакта между волокнами, что ведет к уменьшению эффектив­
ных значений коэффициентов трения, силы сцепления и коэффициента по­
перечного сжатия пряжи. Точная величина уменьшения этих параметров 
неизвестна, но можно предположить, что она тем больше, чем меньше во­
локон осталось в сечении. В соответствии с этим предположением и по­
строен корректировочный множитель с.

В п.8.14.2 при проверке выхода волокна из сечения вычисляется дли­
на волокна до которой оно удлиняется под действием силы сопротивле­
ния скольжению, действующей на рассматриваемое волокно со стороны 
окружающих волокон вследствие трения и сцепления между ними.

При имитации растяжения и разрыва пряжи из смеси двух типов раз­
нородных волокон (например, хлопка и вискозных волокон) алгоритм 
имитационной модели модифицируется.

В п. 1 определяется среднее число волокон в сечении для каждого из 
компонентов смеси пропорционально их долям и $2 (по числу волокон):

л ,= Р ,й  (1-72)
й2 = Р 2й ' (1.73)

Здесь $1 +  р2 =  1, л - среднее число волокон в сечении. Значение п 
определяется по формуле п =  Тпр/Тсм, где Та, = а 1 7) + а 2 Т% — среднее зна­
чение толщины волокон смеси, в текс, составленной из волокон 1-го ком­
понента с толщиной 7) и из волокон 2-го компонента с толщиной Гг, а Тпр — 
толщина пряжи, а.ь а 2 -  доли компонентов (по массе).

В п.2 производится генерация значений щ и п2 -  числа волокон в се­
чении для каждого из компонентов. В п.З начальные значения параметров 
г-го волокна генерируются в соответствии с законом распределения и его 
числовыми характеристиками, соответствующими тому компоненту, кото­
рому принадлежит г'-е волокно. Предполагается, что, например, все волок­
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на с номерами от г = 1 до г = щ принадлежат 1-му компоненту, а с номера­
ми от г = 1 + щ до г =  щ + п2 = п принадлежат 2-му компоненту.

В п.5 значения Ро° и ц° определяются в соответствии с их значениями 
р °  -, Р2 и Ц1° , цг0 для каждого из компонентов. Поскольку волокна разных 
компонентов при условии их хорошего перемешивания распределены в се­
чении равномерно, то любое из волокон в сечении будет взаимодейство­
вать с другими волокнами, среди которых число волокон 1-го компонента 
в среднем пропорционально числу щ в сечении, а число волокон 2-го ком­
понента в среднем пропорционально числу п2. Поэтому в качестве Р0° и и° 
выбираются их средневзвешенные значения:

Р%={п1Р? + гЧР*)1п  (1.74)
ц“ = ( ^ + й2ц“) / л (1.75)

При исследовании влияния эффективности перемешивания на проч­
ностные свойства пряжи правило определения Ро и ц° будет отличаться от 
(1.74) и (1.75).

В п.8.1 при вычислении корректирующего коэффициента с и в  п.8.2 
при коррекции значений р. и Ро необходимо учитывать отдельно изменение 
числа волокон различных групп (растягивающихся, скользящих, разо­
рвавшихся, ушедших) для каждого из компонентов. Поэтому в пп.7 и 8.1 
вводятся счетчики пд, пд, пЬ\, пЬ2, пл , пе\, пе2 по каждой группе волокон 
и по каждому компоненту.

В пп.8.9, 8.10 и 8.14.2 используются функции ср(ст) и ф''(е), специфич­
ные для того компонента, к которому принадлежит /-е волокно.

Кроме того, во всех пунктах алгоритма, где происходит изменение 
значений счетчиков и накопление различных представляющих интерес по­
казателей -  результатов моделирования, эти операции выполняются от­
дельно по каждому из компонентов. Тем самым оказывается возможным 
накапливать информацию о поведении каждого из компонентов и его роли 
при растяжении и разрыве пряжи.

В зависимости от особенностей генерации параметров волокон в п.З, 
оказывается возможным исследовать пряжу различной структуры. Рас­
смотрим два наиболее распространенных вида пряжи: кольцевого и пнев­
момеханического способов прядения.
1. Пряжа кольцевого способа прядения (КСП). Учитывая однородность 
строения этого вида пряжи, можно считать, что параметры любого волокна 
в сечении имеют распределения, не зависящие от его расположения в этом 
сечении. Для такой пряжи значения /Д Р,ь 5Д, К°  генерируются независи­
мыми от К® иХ -, и законы распределения этих параметров одинаковы для 
всех волокон сечения. Для пряжи КСП сказанное выполняется с учетом 
различий по компонентам, описанным выше.
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2. Пряжа пневмомеханического способа прядения. Пряжа этого типа, как 
известно, обладает рядом структурных особенностей: повышенная неод­
нородность волокон по крутке; зависимость средней крутки волокон и ее 
вариации от удаленности волокон от оси пряжи; высокая степень миграции 
волокон; отличие формы поперечного сечения от круга; наличие обвивоч- 
ных волокон, практически не участвующих в создании прочности пряжи.

В определенной степени указанные особенности могут быть учтены в 
модели: при генерации К? среднее значение к  и коэффициент вариации 
Ск для закона распределения К° задаются в зависимости от уже сгенери­
рованного значения Л,° -  расстояния /-го волокна от оси пряжи. При В,0 > 
Ко6В„р (зона обвивочных волокон) значения к  близки к нулю, а Ск суще­
ственно больше, чем у волокон «стержня» пряжи. Роль обвивочных воло­
кон в прочностных свойствах пряжи учитывается путем существенного 
снижения значений Ро° и ц° для обвивочных волокон, т.е. при В,0 > КобВпр.

Для ускорения исследований и автоматизации работы с моделью был 
разработан автоматизированный моделирующий комплекс (АМК), струк­
тура которого представлена на рис. 1.56. Назначение его блоков понятно из 
их названия.

Исходные данные для 
моделируемого варианта пряжи

План и исходные данные 
для эксперимента

Параметры пряяалТп,Кп ,С у , 
способ получения и структура 

сечения

Кольцевая |—

Пневмомеханическая {-

"Армированная" [-

" Ручьистая "

Задача исследования
Список

контролируемых
показателей

1
Динамика растяжения 

и разрыва
Шаг квантования, 
число прогонов

1
Чувствительность 

к вариациям
Способ накопления 

результатов
параметров 1

Метод обработки и
Оценка точности! 

результатов |
представления
результатов

Однофакторные
зависимости Режим эксперимента

Многофакторные
зависимости

Выбор оптимального 
варианта

Прогнозирование 
и экстраполяция

Последовательный 
интерактивный

Автоматизиро
ванный

Автоматический

Эксперимент Обработка отображениеанапиз 
интепретация и архивация результатов

Рис.1.56. Структура автоматизированного моделирующего комплекса 
для моделирования испытаний пряжи различной структуры

Пример работы модели иллюстрирует рис. 1.57. Приведена диаграм­
ма развития процесса растяжения пряжи вплоть до разрыва. Показано из­
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менение силы сопротивления пряжи растяжению Р, ее составляющие Ре, 
Рз, РЬ, зависящие соответственно от растягивающихся, скользящих и раз­
рывающихся волокон, числа волокон: Ке -  растягивающихся, Кз — сколь­
зящих, КЬ -  разорвавшихся, Ко -  оставшихся в сечении. Очевидно, что 
только компьютерное имитационное моделирование, воспроизводящее 
процесс растяжения и разрыва, позволяет получать подобную информа­
цию.

АМК позволяет проводить различные компьютерные эксперименты 
с моделью и тем самым исследовать влияние различных факторов на ди­
намику растяжения и разрыва пряжи. В качестве примера приведем ре­
зультаты сравнительных испытаний на модели пряжи кольцевого способа 
прядения из хлопковых и вискозных волокон и их смеси. Основные пока­
затели для волокон и пряжи, использованные при моделировании, указаны 
в табл. 1.10.

Как видно из таблицы, основное различие между волокнами, учтен­
ное при моделировании, заключается в коэффициентах вариации по длине, 
тонине, разрывной нагрузке, средней разрывной нагрузке, модуле упруго­
сти. Моделировались растяжение и разрыв пряжи из 100% хлопка (вар.1), 
из 100% вискозного волокна (вар.З) и смеси 50% хлопка и 50% вискозных 
волокон (вар.2). Для каждого варианта выполнено по 50 повторных прого­
нов модели, что позволило оценить относительную среднеквадратическую 
ошибку результатов Су. Динамика растяжения для вариантов 1,2 и 3 пред­
ставлена на рис.2а,б,в. В табл. 1.11 приведены усредненные по повторным 
прогонам оценки величин относительной разрывной нагрузки и относи­
тельного удлинения и коэффициенты вариации этих оценок.

I

Таблица 1.10
Показатель Хлопок Вискозное

волокно
Средняя штапельная длина, мм 28,5 38,5
Коэффициент вариации длины, % 20,0 1,0
Средняя тонина волокна, мм"1 0,00011 0,00011
Коэффициент вариации тонины, % 30,0 5,0
Средняя абсолютная разрывная нагрузка волокна, сН 5,7 3,8
Коэффициент вариации средней разрывной нагрузки, % 26,0 12,0
Среднее разрывное удлинение волокна, % 5,5 8,5
Коэффициент вариации разрывного удлинения волокна, % 25,0 15,0
Модуль упругости, 500 200
Коэффициент трения 0,28 0,24
Коэффициент цепкости волокон 0,01 0,002
Линейная плотность пряжи, текс 15.4
Коэффициент вариации линейной плотности пряжи, % 18%
Зажимная длина отрезка, мм 500

Как видно из таблицы, основное различие между волокнами, учтен­
ное при моделировании, заключается в коэффициентах вариации по длине, 
тонине, разрывной нагрузке, средней разрывной нагрузке, модуле упруго-
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сти. Моделировались растяжение и разрыв пряжи из 100% хлопка (вар.1), 
из 100% вискозного волокна (вар.З) и смеси 50% хлопка и 50% вискозных 
волокон (вар.2). Для каждого варианта выполнено по 50 повторных прого­
нов модели, что позволило оценить относительную среднеквадратическую 
ошибку результатов Су. Динамика растяжения для вариантов 1,2 и 3 пред­
ставлена на рис. 1.57а,б,в. В табл. 1.11 приведены усредненные по повтор­
ным прогонам оценки величин относительной разрывной нагрузки и отно­
сительного удлинения и коэффициенты вариации этих оценок.

Таблица 1.11
Показатель 100%

хлопка
50% хлопка + 
+ 50% виск.

100% виск. 
вол-на

(Ртах) Ср.разр.нагр., сН 181,2 128,3 79,2
Су Ртах, % 17,5 20,1 26,0
(Етах) Ср.отн.разр. удл., % 4,36 4,54 4,87
Су Етах, % 16,3 18,2 22,7

Результаты моделирования показывают, что заложенные в модель 
различия свойств волокон незначительно сказываются на динамике растя­
жения и разрыва, но заметно проявляют себя в значениях средних разрыв­
ных нагрузках и удлинениях.

1.6. Одномерное движение волокна в поле сил трения 
при циклических деформациях

Рассматривается распрямленное волокно, находящееся в окружении 
других волокон в одномерном волокнистом продукте типа ленты, ровни­
цы, нити, пряжи. Волокно взаимодействует с окружающими его аналогич­
ными волокнами посредством сил трения.

Один конец отрезка продукта (образца) зафиксирован в неподвиж­
ном зажиме. Другой конец находится в подвижном зажиме и перемещается 
по заданному закону.

Для описания движения волокна разделим его на отдельные участки. 
Число участков обозначим через Ш. Протяженность участка будет равна еЯ 
= Ь /  Их, где Ь - протяженность волокна вдоль оси образца продукта.

Рассмотрим движение волокна в течение времени Тт. Для численно­
го моделирования разделим этот интервал времени на N1 дискрет продол­
жительностью Л  =  Тт /N1, и введем дискретную переменную I =  0 ,1 ,2 ,..., 
N1 для задания моментов времени 0 < 1-Л < Тт.

Положение волокна на оси образца будем определять Их точками с 
координатами 1(рс) = х-сИ, х = 1,2,...,Л0с. Смещения этих точек относительно 
их начального положения в момент времени I обозначим через и(х, (). Для 
участка волокна х  запишем уравнение движения в виде

пЯ = Ре(х,{) + РДх,1) (1.76)
Л
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а)

6)

в)
Рис.1.57, а),б),в) Пример работы модели имитации растяжения и разрыва пряжи
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Здесь г -  линейная плотность волокна на участке х, у(х, () -  скорость 
участка вдоль оси образца в момент I, Ре и Р / -  соответственно силы упру­
гого взаимодействия рассматриваемого участка волокна с соседними 
участками того же волокна и взаимодействия участка с окружающими его 
волокнами. Сила Ре равна

Ре(х, г) =  —к(х — 1, х){и(х,1)—и(х — 1, ()) — к(х, х  +  Т)(и(х, 1)—и(х +1,1)) (1.77)

В этом выражении предполагается, что сила упругости пропорцио­
нальна смещению и(х,1) участков волокна относительно друг друга, 
направлена в сторону, противоположную смещению рассматриваемого 
участка х, а коэффициент пропорциональности к  - разный для разных пар 
взаимодействующих участков. В простейшем случае его можно считать 
одинаковым для всех участков волокна. Он связан с модулем упругости Е 
материала волокна (модулем Юнга) формулой

к  =  Е8/ей (1.78)

где 8  -  площадь поперечного сечения волокна.
Сила трения участка волокна о соседние волокна Р /  является нели­

нейной функцией ряда факторов. К ним относятся: сила нормального дав­
ления №, действующая между боковыми поверхностями волокон; коэф­
фициент трения, зависящий от скорости смещения участка волокна у(х,1) 
относительно окружающих его волокон; направление суммарной упругой 
силы, действующей на участок волокна. Одна из распространенных фор­
мул, выражающих эту зависимость, имеет вид

-Ре(х,{), если \Ре(х,1)\ < ц№'(х,?)

Р /(х ,0  — -ц -№(х,1) 51§п (Ре(х,1)) 
у(х,() ’ если

1 +
\ре{х,1)\ > и.-№(х,() (1.79)

Р(х,1)
Здесь р - коэффициент трения скольжения поверхностей волокон, V 

-  скорость движения волокон в образце в окрестности сечения х  рассмат­
риваемого волокна в момент (.

Переход к конечным разностям с использованием метода Эйлера дд 
решения системы дифференциальных уравнений (1.76), включая соотно­
шения (1.77) и (1.79), приводит к системе рекуррентных соотношений

а(х, {+1) = а(х, I) + — (Ре(х,1) + Р/(х,1)) (1.80)
гсИ

у(х,( + 1) = у(х,1) + а(х,1)Ж (1-81)
и(х + М) =  и(х,() + у(х,Г)Л + а(х,1)(Ж)2 /2  (1.82)

Ре(х, I) = - к  (и(х, () — и(х — 1, ?)) — к (и(х, I) — и(х +1, () ) (1.83)

Уравнения (1.79) - (1.83) решались совместно для х  = 1 ,..., ЛОс и / =  
1 N1. В качестве начальник условий было принято, что в момент вре­
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мени I = 0 смещения всех участков волокна равны нулю: и(х,0) = 0.
В качестве граничного условия было принято, что первый участок 

волокна х  =  1 под действием подвижного зажима принудительно переме­
щается, причем эти перемещения складываются из монотонного поступа­
тельного движения с постоянной скоростью и гармонических колебаний 
малой амплитуды

л &Й . .= А„---- + А, 51П
р Тт *

(= о,...,т (1.84)

Поскольку граничное условие задавалось для х  = 1, а остальные х  по­
ложительные, то растяжения волокна и образца амплитуды Ар и Аз имели 
отрицательные знаки.

При решении системы (1.79) - (1.83) использованы следующие зна­
чения параметров:Их =  50; №  = 20000; Л =  0.002; Ь = 50; к=  100; ц =  
0.27; г -  1; №  = 5; Т з -  Тт/30; Ар =  -10; Аз = -1. Абсолютные смеще­
ния участков волокна вычислялись по формуле

1(х,1) = 1{х, 0) +  и(х, I) (1-85)

На рис. 1.58 показаны траектории движения (координаты вдоль оси 
продукта 1{х,1)) некоторых участков волокна (номера показанных участков: 
1,2, 3 ,4 , 5, 6, И , 1 6 ,2 1 ,2 6 ,3 1 ,3 6 ,4 1 ,4 6 ).

Очевидно, что на характер решения существенное влияние оказыва­
ет величина наибольшей силы трения покоя Из. При увеличении ее значе­
ния до Из =  100 характер смещения участков волокна существенно меняет­
ся (рис. 1.59).
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Рис.1.59. №  = 50

На рис. 1.58 -1.65 наглядно видно, как с возрастанием силы трения 
покоя №  возрастает хаотичность и неоднородность движения отдельных 
участков волокна в среде с «сухим» трением. Интересно отметить, что 
аналогичными уравнениями пользуются в теории геологических пластов 
для моделирования и прогнозирования землетрясений и цунами.
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Л Л Л л Л /' ' \ Л / & $'Л Д Л Л
_1_____ I_____ I_____ 1_ _|_____ I_____ 1_

ае 1 и  и  1.6 и  г
Х10*

Рис.1.64. Ж? = 200

1.7. Трибомеханическая статистическая модель волокна 
в одномерном волокнистом продукте

Поведение волокна в одномерном продукте (ленте, ровнице, пряже) 
при механических деформациях продукта существенно для многих науч­
ных и прикладных задач. Принципиально важная особенность, выделяю­
щая эту задачу в особый класс среди многих задач механики, состоит в 
том, что волокно в продукте взаимодействует с окружающей его массой 
других волокон только посредством сил "сухого" трения, причем это взаи­
модействие носит статистический характер ввиду значительного случайно­
го разброса всех параметров волокна и взаимодействия. Описываемая 
здесь модель является результатом и продолжением цикла работ в области
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трибомеханики волокон. Здесь предложена модель поведения волокна в 
одномерном продукте под действием продольных деформаций.

Приведем основные допущения, принятые в модели. Все перемеще­
ния и деформации происходят вдоль оси X  продукта. Рассматриваемое во­
локно извито. Поэтому его протяженность Ьр по оси X меньше его длины Ь. 
Волокно взаимодействует с окружающими его волокнами не по всей своей 
длине, а на случайном числе К  участков, которые имеют случайное поло­
жение и протяженность Г*, к=\ относительно концов волокна. Напря­
женность поля сил нормального давления, действующих на участках взаи­
модействия, и коэффициент трения являются случайными величинами с 
заданными средними р,г и коэффициентами вариации Су№ СРц. Силы 
трения описываются законом Амонтона - Кулона. Сила трения направлена 
в сторону, противоположную смещению участка волокна относительно 
окружающей его на данном участке массы волокон. Считаем, что волокно 
находится в образце продукта длиной А0, зажатого в неподвижный (А) и 
подвижный (В) зажимы, с помощью которых образцу придается продоль­
ная растягивающая деформация (рис. 1.66). Часть окружающей массы дви­
жется в сторону подвижного зажима, другая часть -  в сторону неподвиж­
ного зажима относительно рассматриваемого волокна. Волокно реагирует 
на действие приложенных к нему сил трения либо перемещением, либо 
деформацией растяжения -  сжатия вдоль оси X, величина которой опреде­
ляется на участках волокна небольшой протяженности законом Гука с мо­
дулем упругости Е  при случайном поперечном сечении волокна 5.

X I  х м  х а  | А4(/) X I

Рис.1.66. Модель движения и удлинения волокна в поле сил "сухого" трения

Алгоритм, моделирующий движение и растяжение волокна, включа­
ет следующие этапы.
Алгоритм А.1.15
1. Генерация значений случайных величин Ь> К, X*, Д*, р*, 5*, координат концов х\ и 
хг проекции волокна т Х ,  координат концов участков трения хц и хи, к=1,...,К-
2. Генерация поля сил нормального давления на участки волокна, расчет максималь­
ной силы трения на участке взаимодействия волокна с окружающими волокнами.
3. Задание перемещения подвижного зажима Д, растягивающего образец, и пересчет 
его величины на начальные координаты волокна х\ и хг-
4. Вычисление величины и направления продольной деформации участков по всей 
протяженности волокна или их перемещения вдоль оси X  с учетом возможного про­
скальзывания, если силы упругости на участке достигают значения максимальной силы 
трения.
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5. Расчет и накопление в массивах основных характеристик поведения волокна по его 
протяженности: относительной деформации е(х), смещения м(х), участков скольжения и 
растяжения.

Работа алгоритма проверена для одиночного волокна при следую­
щих значениях параметров: Ьр!г = 30 мм, Ктах = 10, = 8-10'2 Н-мм'1, ц1Г =
0,27, А = 3 мм, Е0 =500 мм, Е  = 80000 Н-мм'2. Законы распределения ис­
пользуемых случайных величин неизвестны. Поэтому они были выбраны 
из общих вероятностных представлений и законом (центральной предель­
ной теоремы, закона больших чисел, схемы независимых испытаний и 
т.п.): для К  -  биномиальное распределение, для Ьр, N  и р -  нормальное 
распределение. Значения коэффициентов вариации принимались в диапа­
зоне от 0,05 до 0,25.

На рис. 1.67 приведены графики силы нормального давления Щх), 
деформации е(х) и смещения и(х) по участкам трения волокна с окружаю­
щей волокнистой массой, полученные при условии, что все случайные ве­
личины, кроме участков трения, заменены их средними значениями.

При "включении" случайных величин (коэффициенты вариации слу­
чайных величин приняты равными 20%), те же характеристики, сохраняя 
найденную тенденцию  изменения, включают в себя случайные вариации 
(рис. 1.68).

Для получения статистически устойчивых результатов было выпол­
нено М = 1000 -кратное повторение прогонов модели. Значения характери­
стик накапливались в массивах, которые затем были подвергнуты стати­
стической обработке. Разброс величин смещения и(х) отдельных точек во­
локна относительно своего исходного положения оказался настолько не­
значительным, что 95%-й доверительный интервал для этих смещений на 
графике практически совпал со средними значениями и(х).

Построенная модель позволила разработать алгоритм моделирования 
реакции волокна во взаимодействии с окружающей его волокнистой мас­
сой одномерного продукта на циклические повторяющиеся удлинения. 
Тем самым была реализована модель поведения образца в испытательном 
приборе при циклических испытаниях.

Эта модель имитирует нагрузку, прикладываемую к образцу в ре­
зультате перемещений подвижного зажима. Нагрузка заключается в цик­
лическом повторении линейно нарастающих удлинений на величину А с 
последующим выстоем в течение фиксированного интервала времени. 
Циклические нагрузки повторяются, пока не произойдет разрушение об­
разца вследствие прекращения взаимодействия образующих его волокон.

На рис. 1.69 приведен график нарастания удлинения А({) образца во 
времени, моделируемый в разработанном алгоритме. Это удлинение скла­
дывается из обратимой упруго - эластической составляющей Д„(Г) и необ­
ратимой пластической составляющей Ае(1). Первая из этих составляющих с 
ростом продолжительности циклических нагрузок убывает, а вторая нарас­
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тает. На нижнем графике приведен в увеличенном масштабе фрагмент этих 
кривых для первых 10% всего времени испытаний. По оси абсцисс на гра­
фиках выводится время в долях от общего времени испытания до разруше­
ния образца. По оси ординат -  абсолютное удлинение образца в болях от 
максимального удлинения, достигаемого при разрушении образца. На 
рис.1.70 показана динамика изменения силы сопротивления образца цик­
лическим удлинениям.

Сила сопротивления Р„(!) оценивалась как средняя по М =  1000 про­
гонам модели'и была отнесена к одному волокну. Повторные прогоны мо­
дели позволили вычислить также 95%-е верхний Ртах(1) и нижний Рт!„{1) 
пределы оценки среднего. На нижнем графике приведен в увеличенном 
масштабе фрагмент этих кривых для первых 10% всего времени испыта­
ний. По оси абсцисс, как и на рис. 1.69, отложено время в относительных 
единицах.

Предложенные компьютерные модели имитации поведения волокна 
в одномерном продукте при его удлинении учитывают нелинейный харак­
тер сил сухого трения и статистическую природу свойств волокна. Полу­
ченные статистически устойчивые оценки показателей описывают дефор­
мацию волокна и его взаимодействие с окружающей волокнистой массой. 
Модели позволили осуществить имитацию динамики удлинения образца 
продукта при циклически нарастающих удлинениях вплоть до разрушения 
образца, т.е. эффект усталостной прочности волокнистого продукта.

Рис.1.67. Распределение полей сил трения по длине волокна
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Рис.1.68. Натяжение, деформация и перемещение элементов волокна
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Рис.1.70. Динамика поведения волокна в поле сил трения

Ниже приведена процедура МаЙаЬ \Аэ1окпоТгете15, реализующая 
рассмотренную в данном разделе модель.

Алгоритм А1.16
1ипс(юп [Р, ЕрзПоп, Рс, 31дта, Ытаз, 11зг, 11з1д, 11с, х] = \Д>1окпоТгегне;
% модель продольных деформаций волокон в "теле" образца,
% под действием сил трения от перемещения подвижного зажима 
1_р=30; ти5г=0.27; М1сзг=0.08;
Езг=80000; 3зг=0.0003; %основные параметры волокна 
Ктах=10; К=Ктах; К=Ыпогпс1(Ктах,0.5); % Число участков 
с1х=1.р/1000; 0=5*1.р/500; N0=1000; итаз=гегоз(1001,Ыс);
1ог сус1=1:Ыс

2=ипДгпс1(0,1-р,2*К,1); 2=зоП(2); % координаты границ
х1 =2(1:2:епс1); х2=г(2:2:епс1); % участков контактов
х=0:с!х:1-р; Нх=1епд*Н(х); Рс=2егоз(1-х,1); 1)=2егоз(1_х,1); 
Е=ип№гпс1(0.8*Езг,1.2*Е5Г,1-х,1); % модуль упругости по сечениям 
% Е=Езг*опез(йх, 1);
3=ип11тй(0.8*3зг,1.2*3зг,1.х,1); % площадь поперечных сечений 
% 3=Ззг'опез(йх,1);

гпи=ипНгп<1(0.8*гпиЗг,1.2*тиЗг,1_х,1); % коэффициент трения по сечениям 
% ти=ти8г*опез(йх, 1);

№с=ипГСтс1(0.8*М1сзг,1.2*Ы1сзг,К,1); % плотность сил трения по участкам 
контакта
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% Шс=Мсзг*опев(К,1);
сШс=опе5(1_х,1); 11сз=сит5ит(с111с); 11с=0/11сз(епс1,1)*11сз; %поле смещений
Ер5Ноп=2его5(1_х,1);
Тог к=1 :К % расчет знаков сил взаимодействия с полем сил тре­

ния
5№с=0;
Гог г1=х1(к,1):с)х:х2(к,1); % Шсг=2 1 *(г1-йр/2); %параболическое поле сил 

трения
ЫГсх=21 ; %линейно нарастающее поле сил трения 
3№с=3№с+№с2; 

епй;
2п(к, 1 )=51'дп(8№с); % знаки поля сил трения 

епс1;
Гог к=1 :К % построение распределения сил трения 

Гог 1=1:1_х % волокна с полем сил трения других волокон 
|Г (х1 (К-к+1,1 )<=х(1 ,|)) && (х2(К-к+1,1)>=х(1,0)

Рс(1.х-1+1,1 )=ти(|, 1 )*1МГс(к, 1 )*2п(к, 1 )*с1х; %сила трения на элементе дх 
епф % на участках контакта 

епд\ 
епс);
31дта=2егоз(1-х, 1); Р=2егоз(1-Х, 1);
сИ-=2егоз(1_х-1,1); с!1_0=с1х*опез(1-х-1,1); % (-=зит(дЮ);
Гог 1=1 ±х-1 % максимальная и виртуальная сила и деформация в сечении х 

Ртах=Р(1.х-1+1,1 )+Рс(1_х-1,1); <4ЕрзПопМах=Ртах/(Е(1-хч,1)*3(1-х-1,1));
с1ЕрзПоп\/1г1=(11с(1_х-1+1,1 )-11с(1_х-1,1 ))/с!х; 
Ру|'г{=Р(1х-1+1,1)+с1ЕрзПоп\/|г1*Е(1х-1,1)*3(1х-|',1);
№ аЬз(Ру'иТ)<аЬз(Ртах) % условие растяжения элемента волокна (сече­

ния) х
Ерз1кзп(1-Х-1,1 )=Ру:г1/(Е(1-х-1,1 )*3(1-Х-1,1)); 
сЛ(Ех-1,1)=сИ0(Ех-1,1)+Ерз11оп(1х-|',1)*с1х;
3|дта([-Х-1,1 )=ЕрзНоп(1_х-1,1 )*Е(1_х-|‘, 1); Р(1_хч,1 )=РуШ;

е1зе % условие максимального растяжения элемента волокна (сечения) 
х

ЕрзПоп(1_хч,1 )=Ртах/(Е(1.х-1,1 )*3(1_х-1,1));
6Ц1-Х-1, 1 )=с!1_0(1-Х-|', 1 )+ЕрзПоп(1_х-1,1 )*с!х;
31дта(1_х-1,1 )=ЕрзПоп(1.х-1,1 )*Е(1.х-1,1); Р(1_х-'|,1 )=Ртах;

епс1; 
епс);
и=ситзит([0;сЛ-с1Щ); итаз(:,сус1)=1Г;

епс!; % завершение цикла
изг=теап(11таз'); ^з^д=з4с^(^та5,);

1.8. Статистическое усреднение линейных динамических моделей 
одномерной деформации

В обсуждаемой теме есть и другой аспект. Даже если для конкретно­
го вида нити или волокна построена достаточно адекватная модель дина­
мики деформации, не ясно, как параметры этой модели можно перенести 
на модель пучка таких нитей или пряжу, построенную из них или из воло­
кон конечной длины, т.е. штапельных волокон. В силу заметного статисти-
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ческого разброса показателей физико-механических свойств у отдельных 
нитей или волокон в пучке или пряже можно ожидать, что ряд особенно­
стей деформации нитей (волокон), образующих волокнистую структуру, 
нивелируется. В то же время могут проявить себя новые факторы, связан­
ные с взаимодействием между волокнами или нитями структуры.

В качестве объекта исследования выбрана линейная модель в виде 
отношения двух полиномов

Н{з,т,п) Ъд 4- Ъ\3 + .. .  + Ътзт 
аа + а̂ з +...+ апз"

В(з,т) 
А(з,п)

(1.86)

Считаем, что случайным вариациям подвержены коэффициенты по­
линомов. Поскольку эти вариации связаны с различиями между отдельны­
ми нитями или волокнами, то допустимо считать вариации независимыми 
случайными величинами.

Рассмотрим вариации коэффициентов Ьк полинома В(з,т) при отсут­
ствии вариаций коэффициентов полинома А(з,п). В этом случае вариация 
функции Н(з,т,п) прямо пропорциональна вариациям отдельных коэффи­
циентов полинома В(з,т)

т

Ш (з,т,п) = А~1(з,п)^8Ъ кзк (1-87)

Отсюда следует, что среднее значение функции Н{з,т,п) определяет­
ся только средними значениями Ьзгк коэффициентов Ък =  Ьзгк + 5Ък

т

Нзг{з,т,п) =  А~\з,п)'УЬзгкзк (1.88)

Дисперсия функции Н{з,т,п) прямо пропорциональна дисперсиям 
коэффициентов

т
ВН(з,т,п) = \А{з,п)\ ^ з кВЬк (1.89)

4=0

Для случайных вариаций коэффициентов а] полинома А(з,п) в знаме­
нателе функции Н(з,т,п) аналитические выражения более громоздки. Они 

•могут быть получены с использованием известных формул дифференциро­
вания дробно-линейных выражений, но в силу своей громоздкости даже 
для полиномов невысокого порядка вряд ли пригодны для практического 
использования.

Более практичным и наглядным способом оценки роли случайных 
вариаций коэффициентов на характеристики линейной динамической мо­
дели может быть статистическое моделирование методом Монте-Карло. 
Для этих целей была построена соответствующая функция -  процедура.

В качестве основных характеристик динамики выбраны амплитудно- 
частотная характеристика А(/) и реакция модели на практически важный
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вид воздействия в виде т.н. проинтегрированного потока прямоугольных 
импульсов и(1,х,Т)

Ниже приведен текст функции -  процедуры, в которой использован 
метод статистических испытаний для оценки влияния статистических ва­
риаций коэффициентов полином в линейной динамической модели (в —► а) 
на амплитудно-частотную характеристику модели и реакцию модели на 
проинтегрированный импульсный поток.
АдпсИоп [Т, Атрзиш, I, у] = АтрРгецНагаШепзН'сз;
%Статистический разброс АЧХ и переходной функции на импульсный поток 
%для линейной системы с случайным разбросом коэффициентов полиномов 
ПФ. Параметры потока прямоугольных импульсов 
1аи = 5; Ттос1 = 50; (Й = 0.05;
% Параметры и массивы для частотной характеристики 
N = 1000; 4тах = 20; сй=0.01; 4 = 0:с14:1тах; \л/ = 2*р|*4;
А тр = гегоз(1, 1епд4Р(4)); А трзит = гегоз(Ы, 1епд4Р(4));
% Средние значения и коэффиценты вариации коэффициентов полиномов 
Взг = [1 20 4]; Азг = [1 0.1 1]; аСу = 0.1; ЬСу = 0.1;
% Гзнерация линейно нарастающей (импульсно)деформации и({)
[хО, 4] = депз1д('зриаге', 1аи ,Ттос1, сИ); и = 1 - хО; и = ситзит(и);
% Массив для реакции модели на деформацию 
Узит = гегоз(Ы, 1епд*1э(4));
% Начало главного цикла N статистических испытаний 
4ог ро\4 = 1 :Ы

В = погтгпс1(Взг, ЬОЛВзг); А = погтггк4(Азг, аО ’Азг);
Н = И(В, А);
АрН = 4гедгезр(Н, 4); АРН = аЬз(АрН); % частотная характеристика 
Атр(1,:) = АРН(1,1 ,:); Атрзит(ро\/4,:) = Атр(1,:); 
у = 1з1т(Н, и, 4); Узит(ро\Л,:) = у(:, 1)'; % имитация реакции 

епд
% Расчет характеристик для средних значений коэффициентов 
АтрЗг = теап(Атрзит); АтрЗ|д = з1й(Атрзит); 
%рЫ(1,Атр5г,1Атр8г.*(1+3*АтрЗ'1д),{,АтрЗг*(1-3*Атр81д)),ЪоШ оп;
1од1од(4, АтрЗг, 4, АтрЗг + 3*Атр31д / здг4(Ы), 1, АтрЗг - 3*Атр31д / здг4(Ы)),
Ро1й оп;
Н = 44(Взг, Азг); АрР = 4гечгезр(Н, 4); АРН = аЬз(АрР); Атр(1, :)=АРН(1, 1, :); 
1од1од(4, Атр); Узг = теап(Узит); У3|д = з4с!(Узит);
Ядиге, р1о4(4, Узг, 1, Узг + 3*У31д / зцг1(Ы), I, Узг - 3*У31д / здг4(Ы)), Ро1й оп 
у = 1з1т(Н, и, 1); р1о4(4, и, I, у)

В процедуре осуществляется вывод на графики следующих резуль­
татов:
1. Амплитудно-частотная характеристика, полученная для средних значе­
ний коэффициентов полиномов модели Атр.

А (/)= \Н (з,т,п )1 2ж1/> 0 < / < / „ (1.90)

(1.91)
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2. Амплитудно-частотная характеристика АтрЗг, усредненная по таким 
1 же характеристикам, вычисленным для повторных статистических испы­

таний.
3. 95% доверительные интервалы Атр(+) и Ашр(-) для этой усредненной 
оценки АтрЗг амплитудно-частотной характеристики.
4. Реакция модели на проинтегрированный поток прямоугольных им­
пульсов, полученная для средних значений коэффициентов полиномов мо­
дели Узг.
5. Реакция модели на проинтегрированный поток прямоугольных им­
пульсов, усредненная по таким же характеристикам, вычисленным для по­
вторных статистических испытаний.
6. 95% доверительные интервалы 7(+) и У(-) для этой усредненной оцен­
ки Уаг реакции модели на проинтегрированный поток прямоугольных им­
пульсов.
7. Входное воздействие на модель (проинтегрированный поток прямо­
угольных импульсов) и(() в течение времени моделирования Ттос1 (рис. 
1.73).

Соответствующие графики приведены на рис. 1.71. На рис. 1.72 пока­
заны те же характеристики, но найденные при коэффициентах вариации 
коэффициентов полиномов, увеличенных с 10% до 30%.

Рис.1.71. Влияние статистических вариаций на частотные свойства динамиче­
ской системы
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Рис.1.73. Динамика воздействия нагрузки на систему

С процедурой были проведены исследования, позволившие устано­
вить влияние не только величины вариаций коэффициентов полиномов, но 
и соотношения средних значений этих коэффициентов. По результатам 
этих исследований можно достаточно надежно сделать вывод, что стати­
стический разброс параметров динамических моделей заметно искажает 
частотные характеристики. Происходит расширение «пиков» и уменьше­
ние их максимальных значений. Кроме того, происходит накопление фазо­
вого запаздывания в реакции на периодические и квазипериодические воз­
действия. Таким образом, замена статист чески варьируемых параметров 
модели на их усредненные значения может привести к искажению резуль­
татов и скрыть особенности динамического поведения моделируемых ВМ.
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Гпава 2. Модели двумерных волокнистых материалов

2.1. Моделирование волокнистого материала методами 
молекулярной динамики, механики деформируемых 

сплошных сред и статистической динамики
Сущность метода молекулярной динамики состоит в следующем. 

Модель представляет собой алгоритм и реализующую его компьютерную 
программу. Алгоритм рассчитывает движение ансамбля элементов -  «мо­
лекул» - в соответствии с законами механики и с учетом их взаимодей­
ствия. Для этого записывают дифференциальные уравнения динамики ан­
самбля.

Уравнения получают из выражения для полной энергии ансамбля. 
Эта энергия складывается из трех составляющих. Первая -  кинетическая 
энергия движения элемента для всех его степеней свободы. Вторая -  по­
тенциальная энергия элемента как эффект краевых условий и взаимодей­
ствия элемента с внешними полями. Третья -  потенциальная энергия взаи­
модействия элементов.

Для упрощения задачи обычно ограничиваются попарными взаимо­
действиями элементов. Не возбраняется использовать эмпирические или 
полуэмпирические представления этого взаимодействия. В уравнения мо­
гут быть включены также элементы, учитывающие любые составляющие и 
эффекты, специфичные для конкретной задачи.

Уравнения записывают в форме, наиболее удобной для их решения и 
интерпретации результатов. Решение выполняется с использованием под­
ходящих численных математических методов. Они должны быть, с одной 
стороны, достаточно быстрыми, с другой -  устойчивыми и точными. Зада­
ча сводится к численному решению системы обыкновенных нелинейных 
дифференциальных уравнений. В случае успешного решения характери­
стики ансамбля находят как интегральные показатели, усредняя результа­
ты решения по элементам ансамбля. Результаты, полученные по относи­
тельно малому числу элементов, в случае из статистической устойчивости 
распространяются на всю изучаемую среду.

Например, нетканый материал образован хаотическим ансамблем 
волокон. Поэтому применение к нему метода молекулярной динамики 
представляется оправданным и перспективным. Элементами в этом случае 
являются волокна. Однако возникает ряд специфических проблем. Волок­
на обладают несравнимо большим числом степеней свободы, чем молеку­
лы. Их взаимодействие явно не сводится к попарным взаимодействиям. 
Относительно малый импульс, т.е. произведение массы волокна на ско­
рость его движения, делает задачу квазистатической. Поэтому прямое 
применение метода молекулярной динамики вряд ли возможно. Требуется 
адаптация идеи метода молекулярной динамики к указанной специфике.
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При моделировании поведения ансамблей волокон явно или неявно 
сталкиваются с теми же проблемами. Их преодолевают двумя путями. 
Первый состоит в моделировании реального волокна элементом с малым 
числом степеней свободы. Это могут быть одна или несколько: от двух до 
пяти, - характерных точек волокна, объединенных связями, или, например, 
винтообразные отрезки. В последнем случае изменения сводятся к изме­
нению параметров винтовой линии.

Другой путь состоит в отказе от рассмотрения отдельных волокон 
как элементов ВМ и использовании методов механики деформируемых 
сплошных сред. Важное преимущество такого подхода в том, что для опи­
сания ВМ достаточно получить из экспериментов несколько параметров: 
модули упругости и вязкости, долю остаточной деформации и т.п., - чтобы 
получить прогноз поведения ВМ. Однако, к сожалению, во многих зада­
чах, волокнистая природа материала не может быть исключена из рассмот­
рения. Именно дискретное строение ВМ, образованного отдельными во­
локнами, определяет, например, его взаимодействие с рабочими органами 
технологического оборудования, или разрыв образов материала под дей­
ствием нагрузки. Наконец, в большинстве таких взаимодействий суще­
ственно проявляется вероятностная природа многих свойств волокон, ко­
торую сложно учесть в методе механики деформируемых сплошных сред.

Достоинства обоих методов: молекулярной динамики и механики 
деформируемых сплошных сред, - могут быть использованы, если их объ­
единить на основе идеи т.н. «самосогласованного поля», предложенного 
для квантовых задач Хартри и Фоком. Суть метода самосогласованного 
поля в том, чтобы вместо ансамбля сильно взаимодействующих элементов 
рассматривать только один элемент, заменив влияние остальных усред­
ненным полевым воздействием. Это воздействие вводится в задачу так, 
чтобы решение для отдельного элемента не противоречило, «согласовыва­
лось» с заданным полем.

Назовем такое сочетание методов молекулярной динамики, механи­
ки деформируемых сплошных сред и самосогласованного (поля методом 
статистической динамики волокнистых систем. Методика дарного подхода 
состоит в следующем.

На первом этапе в каждой конкретной задаче по моделированию ВМ 
необходимо подобрать подходящую модель отдельного волокна. Фазовые 
переменные волокна выбирают так, чтобы его модель содержала мини­
мальное необходимое число степеней свободы.

На втором этапе выбирается модель среды, т.е. ВМ, - в которой 
находится моделируемый ансамбль волокон.

На третьем этапе строятся уравнения, описывающие через фазовые 
переменные волокна его поведение в ВМ для решаемой задачи. Решение 
уравнений с привлечением численных методов повторяется для всех воло­

130



кон ансамбля. Вероятностная природа свойств волокон учитывается в ре­
шении методами статистического моделирования.

На четвертом этапе результаты усредняются по ансамблю и сравни­
ваются на «согласованность» с выбранной моделью ВМ. При существен­
ных расхождениях производят коррекцию свойств ВМ, и решение повто­
ряют до согласования.

Важным достоинством описанного подхода является исключение 
необходимости учета взаимодействия между волокнами с заменой его 
усредненным влиянием ВМ. Недостатком -  необходимость «согласова­
ния» свойств ВМ и получаемого решения, и как следствие, итерационный 
характер процедуры.

Отметим еще одну особенность статистической динамики волокни­
стых систем. ^Поведение волокон в моделируемом взаимодействии ВМ и 
рабочих органов во многих задачах не отражается на свойствах ВМ. Эти 
свойства лишь определяют среду и условия такого взаимодействия. По­
этому результат взаимодействия не имеет существенного обратного влия­
ния на свойства ВМ. В этом случае вопрос «самосогласованности» реше­
ния перестает быть актуальным.

В соответствии со сказанным уравнение движения волокна в фазо­
вых переменных можно представить как

Здесь обозначены:
-  р*(4>0 -  вектор импульса фазовых координат хА(4,0  к-го волокна в 
момент I;
-  4  -  параметры волокна, возможно, имеющие случайные значения;
-  14(4,0  -  сила, возникающая в волокне вследствие его деформации и 
перемещения;
-  14(7) -  внешняя сила, действующая на волокно, как суммарный ре­
зультат его взаимодействия с окружающими его ВМ.

2.2. Статистическое моделирование критериев формы волокон 
в волокнистых материалах

Форма волокон в волокнистом материале является важнейшим фак­
тором, определяющим его свойства. Все процессы прядильного производ­
ства и производства нетканых материалов можно рассматривать как по­
следовательность изменений формы волокон, числа межволоконных кон­
тактов, взаимного расположения волокон в материале. Форма волокон в 
любом волокнистом материале, даже таком высокоорганизованном, как 
пряжа, варьирует в широких пределах и случайным образом. Для ее оцен­
ки используют либо отдельные характерные особенности: наличие и длину 
крючков, извитость, величину миграции по сечениям продукта, показатели
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крутки, - либо искусственные характеристики, например, параметры эл­
липса с фокусами в концах волокна.

Очевидно, что получение оценки формы волокна по (реальным об­
разцам волокон или их изображениям является весьма трудоемкой работой 
даже при ее автоматизации. Компьютерное моделирование волокнистых 
материалов в ряде задач требует имитации формы волокна и оценки изме­
нений этой формы при определенных воздействиях на материал. Поэтому 
проблема выбора критериев формы волокна в таких задачах также акту­
альна. В отличие от реальных волокон, при моделировании форма волокна 
имитируется компьютером по выбранному алгоритму и координаты точек 
волокна известны. Остается лишь выбрать подходящий критерий, доста­
точно наглядный, физически осмысленный и не требующий больших за­
трат времени на вычисление. Ниже обсуждаются предлагаемые критерии и 
дается оценка их чувствительности к изменениям формы волокна и стати­
стической устойчивости, а также критерии взаимного расположения двух 
волокон.

Распрямленность и извитость волокон
Волокна в теле волокнистых продуктов имеют в большинстве случа­

ев форму, отличную от прямолинейных отрезков или других строго детер­
минированных отрезков кривых. Это наблюдается даже для таких хорошо 
организованных продуктов, какими являются лента или пряжа из химиче­
ских волокон. Форма практически всех натуральных волокон содержит 
случайные вариации, а зачастую бывает весьма причудливой.

В некоторых материалах, таких, как НМ, случайную форму волокон 
не только стараются сохранить, но усилить. Такая форма волокон придает 
материалу свойства теплозащиты, воздухо- и влагопроницаемости, меха­
нические свойства, которые и требуются от этого материала. Во многих 
случаях изначально практически распрямленные химические волокна, по­
лучаемые из расплава в виде непрерывных нитей последующим штапели- 
рованием, подвергают специальной дополнительной обработке -  тексту­
рированию -  для придания формы, схожей с натуральными волокнами.

С другой стороны, производство пряжи из натуральных волокон 
можно рассматривать как последовательность технологических процессов, 
в которых первоначально хаотично ориентированные и извитые волокна 
распрямляются и ориентируются вдоль оси продукта. Поэтому показатели 
распрямяенности и ориентированности волокон служат показателями эф­
фективности процесса.

Показатели должны отвечать ряду противоречивых требований: 1) 
число показателей должно быть небольшим; 2) оценка показателей долж­
на быть не слишком трудоемкой; 3) показатели должны учитывать основ­
ные особенности формы волокна. Рассмотрим некоторые подходы к оцен­
ке ориентированности и извитости волокон.
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Геометрический подход
Волокно в трехмерных декартовых координатах -  пространственная 

кривая, которая в параметрической форме задается вектором

г = г(0 , 0 <(<Ь  (2.92)

или его проекциями

х = х (0 . У = У(*\ 2 = 2 (0  (2.93)

где Ь -  длина волокна. Функции (2.93) -  непрерывные и гладкие, т.е. диф­
ференцируемые. Практически это означает, что у кривой (2.92) нет разры­
вов и точек излома. Функции (2.93) задают замкнутое связное множество 
точек {г} в трехмерном пространстве.

Длина любого участка от 1\ до (2 волокна вычисляется интегрирова­
нием функций (2.93)

Л  (2.94)

В случае волокна на плоскости

(2.95)

В частности,

Ь = Ц0,Г) (2.96)

Поместим множество {/} в выпуклую оболочку V. Как известно, вы­
пуклым называется множество, которое включает в себя все точки прямо­
линейных отрезков, соединяющих любые две точки этого множества. Вы­
пуклой' оболочкой V  некоторого множества {г} называется выпуклое мно­
жество минимального объема (минимальное множество), содержащее это 
множество.

Протяженность волокна 1тах в пространстве можно определить как 
расстояние между наиболее удаленными точками оболочки V:

(2'97>
Пара точек г*(1) и г*(2), определяющих протяженность волокна, за­

дают вектор Г/, характеризующий направление ориентации (ориентирован­
ность) волокна в пространстве

г, =  г * (1 )-г * (2 ) ,  где [г*(1);г*(2)] = аг§тах|г(1)-г(2)] (2.98)
г(1),г(2)еГ
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Использование понятия выпуклой оболочки с позиций теоретиче­
ской оценки различных интегральных особенностей формы волокна пред­
ставляется достаточно продуктивным. Действительно, кроме величины 
наибольшей протяженности волокна, можно найти его протяженность в 
направлениях, ортогональных по отношению к вектору Г /. Для этого по­
строим плоскость 5((о), ортогональную вектору Гу. Ее точки определяются 
вектором а, который удовлетворяет равенству нулю скалярного произве­
дения:

( а - г ( /0),г/ ) =  0 (2.99)

где (0 -координата точки по длине волокна, через которую проходит орто­
гональная плоскость 5(/0).

Множество точек Е,(/о), являющихся пересечением плоскости 5((0) и 
выпуклой оболочки V, также является выпуклым. Аналогично формуле 
(2.97) найдем в нем расстояние 1\тах и координаты наиболее удаленных то­
чек а /( 1 )  и а /(2 )

Вектор Гу

^ > = ^ и ж . ы |я(1)" а (2 )|

[а! (1); а.; (2); ?*] = аг§ шах Г ^  т а х  (̂ |а(1) -  а(2)|

г1/ = а' ( 1 ) - < ( 2).

(2.100)

(2.101)

лежащий в плоскости $((*), ортогонален вектору 5(1 *), основной ориента­
ции волокна в пространстве, и определяет его основную ориентацию в 
плоскости, ортогональной вектору основной ориентации.

Дополняя пару ортогональных векторов г/и г у  третьим ортогональ­
ным вектором Гг/, также лежащим в плоскости 5(1*), получим систему ор­
тогональных координат в пространстве, которые ориентированы вдоль 
главных направлений протяженности волокна.

Иными словами, протяженность волокна в трех взаимно перпенди­
кулярных направлениях определяется размерами габаритами выпуклой 
оболочки, «натянутой» на волокно. При этом сначала выделяется направ­
ление наибольшей протяженности этой оболочки, затем наибольшей про­
тяженности в перпендикулярной плоскости, а затем -  в третьем ортого­
нальном направлении.

Если волокно располагается на плоскости, то описанные построения 
ограничиваются двумя измерениями и проиллюстрированы рис.2.1а. На 
нем кривая, проходящая через точки а, Ъ, ... ,  к -  волокно на плоскости 
(х\у). Замкнутая линия, составленная из участков волокна и прямых отрез­
ков (а, Ь, с, <1, г, /, <?, к, г, ]) — граница выпуклой оболочки, «натянутой» на 
волокно. ^
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В волокнистом материале каждое отдельное волокно ориентировано 
относительно [основных координат материала, вообще говоря, произволь­
ным образом. Так, в пряже волокно имеет преимущественно винтообраз­
ную форму, хотя отличия от некоторой идеальной формы могут быть 
весьма значительными.

В ленте волокна сильно вытянуты преимущественно вдоль оси про­
дукта, но могут иметь т.н. передние и/или задние «крючки» - сильно изо­
гнутые концы. В НМ волокна имеют изогнутую форму без специально вы­
деленных направлений ориентации. Если описывать волокно тройкой ор­
тогональных векторов [г/; гу; г2/], определяющих «собственную» систему 
координат волокна, то эта системы будет повернута относительно «есте­
ственных» координат материала на некоторые произвольные случайные 
углы.

При обработке ВМ изменяется положение волокна, т.е. ориентация и 
положение начала его собственной системы координат относительно коор­
динат ВМ, и протяженность волокна.

Критерии формы должны учитывать как степень отклонения разных 
участков волокна от его геометрического центра, так и направление этих 
отклонений. Поэтому естественной, на наш взгляд, характеристикой может 
быть тензор I , который в механике называется тензором моментов инер­
ции, а в многомерной статистике -  ковариационной матрицей. Если г (к), к 
= 1,...,и -  радиусы - векторы п реперных точек волокна, то элементы I  вы­
числяются по формулам

Здесь индексы г, с нумеруют декартовы координаты, а вектор гс =  
(гсг) является геометрическим центром волокна. Тензор Т = ||Уге|| - симмет­
ричная, положительно определенная матрица.

Квадратичная форма на его основе соответствует эллипсоиду. Соб­
ственные числа Хь Х2, Х3 этой матрицы - действительные неотрицательные 
числа, определяющие величины главных полуосей эллипсоида, т.е. его 
протяженность вдоль его этих осей. Поэтому в качестве показателей фор­
мы волокна предлагается использовать эти числа, а также инварианты на 
их основе. Разумеется, такие показатели не учитывают различные детали 
формы волокна, но некоторые основные характеристики, такие, как про­
тяженность вдоль осей координат, округлость формы, наличие крючков, и 
др. -  влияют на их величину. По существу, это характеристики соответ­
ствуют числовым показателям рассеяния и корреляции для трехмерных 
распределений в математической статистике.

В табл.2.1 приведены некоторые регулярные формы волокна (пря­
мая, окружность, полуокружность, «крючки», синусоида, винтовая линия) 
и значения Х1; Х2, Х3 при длине волокна Ь= 1 и п = 101.Как следует из таб­

где
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лицы, собственные числа тензора I  меняются в широких пределах и чув­
ствительны к различиям в форме волокна, причем не зависят от начала от­
счета и угла поворота системы координат.

Таблица 2,1
№№ Форма Вид X; А-2 Я-з

1 Отрезок, Ь 0,085 0 0

2 Один «крючок», 
Ш 0,050 0 0

3 Два «крючка», 
поХ/8

= -------------------- = 0,060 0 0

4,
5

Окружность 
и полуокруж­

ность О Г Л 0,0125
0,0512

0,0125
0,001

0
0

6
Синусоида, 

ампл.= Х/10, пе­
риод = 0.4 ЧЛ/ 0,042 0,004 0

7

Винтовая ли­
ния, К=Ь/30,

н= т
0,0725 0,0005 0,0005

В качестве дополнительной характеристики степени закрученности 
(спиральной формы) волокна предлагается использовать распределение 
угла изгиба линии волокна относительно соседнего его участка.

В качестве оценки этого угла можно взять угол между приращения­
ми (к{к) радиусов - векторов г (к) реперных точек волокна. Эти углы можно 
вычислить, используя их векторное произведение

а  (к) = агсзш ’ ^г(к)= г(к )-г(к -1 ); к = 2,...,п (2.103)

Однако знака направления с1г(к) относительно с!г(к-Х) формула 
(2.103) не показывает. Например, угол а = л/4 может получиться по этой 
формуле при повороте с1г(к) относительно с!г(к-1) как по часовой, так и 
против часовой стрелки.

Для определения знака угла задаем некоторый постоянно направлен­
ный вектор г, например, ориентированный вдоль оси 2: г = (0 0 1), и вы­
числим смешанное произведение трех векторов ( г ; с1г(к) ; с!г(к-1) ). Как 
известно, его численное значение равно объему параллелепипеда, постро­
енного на этих векторах, а знак зависит от того, какую тройку векторов: 
правую или левую, - они образуют. Поскольку г = сопз!, то этот знак опре­
деляется направлением поворота с!г(к) относительно с!г(к-\). В итоге полу­
чаем формулу для угла поворота

<2Л04)
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Заметим, что мерой извитости волокна может служить такая извест­
ная из дифференциальной геометрии характеристика, как кривизна. Одна­
ко она требует для своей оценки вычисления вторых производных радиуса 
-  вектора линии волокна и так же не учитывает знака направления изгиба. 
На рис.2.16 приведены графики, показывающие изменение угла а для «ре­
гулярных» волокон из табл.2.1 (№№ 3 -  7).

Видно, что у  окружности, полуокружности и винтовой линии угол 
искривления волокна, как и следовало ожидать, постоянен. У волокна с 
крючками угол искривления волокна равен нулю, причем изменение 
направления волокна в крючках на противоположное (на 180°) не проявля­
ется в показателе. При синусоидальной форме угол искривления волокна 
меняется как по величине, так и по знаку периодически вдоль длины во­
локна.

При моделировании случайного расположения и формы волокна 
собственные значения тензора I  различны для разных волокон. Оценив их 
распределения, можно дать оценку всего множества волокон в целом.

При оценке взаимного расположения пары волокон, заданных векто­
рами- радиусами своих реперных точек г ^ ),/ = 1,...,и, и г2(&), к = 1 ,...,п2, 
очевидно, наиболее полная информация содержится в прямоугольной мат­
рице Б  расстояний между любыми двумя реперными точками обоих воло­
кон

Для получения интегральной информации о расстояниях между точ­
ками волокон предлагается использовать распределение значений и его 
числовые характеристики.

Значения тш (4*)и тахЦ *) дают информацию о величинах наиболь­
шего сближения и удаления точек волокон. Среднее и медианное значения 
говорят о средней удаленности волокон, а среднеквадратическое или сред­
нее абсолютное отклонения дают обобщенную оценку расхождения между 
точками волокон. Число нулевых расстояний или расстояний, меньших не­
которого заданного положительного минимума е>0 говорит о числе точек 
соприкосновения между волокнами.

В некоторых простых случаях, например, двух параллельных или 
пересекающихся полностью распрямленных волокон, распределения могут 
быть найдены аналитически, но в любом случае они могут быть достаточ­
но просто оценены численно.

На рис.2.2а приведен пример двух хаотично ориентированных воло­
кон ИЪег 1 и РГЬег 2. Их форма смоделирована 51 реперной точкой у каж­
дого волокна. На рис.2.2б приведена гистограмма распределения расстоя­
ний для этих двух волокон, оцененные по реперным точкам у каждого во­
локна, т.е. матрица Б  содержала 2500 значений, по которым и строилась

(2.105)
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оценка распределения. По этому распределению легко найти числовые 
оценки, например, медианное значение Ме(сГ) =  2,89, которая может слу­
жить числовой оценкой среднего расстояния между волокнами.

к

б)
Рис.2.1. Извитость и искривление волокна
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</, мм

а) б)
Рис.2.2. Расстояние между волокнами

Ниже приведена процедура МаЙаЪ Сг1-Ьег±шгД^з.1:о5*:1, с помо­
щью которой были смоделированы волокна и вычислена матрица рассто­
яний для этих волокон.
Типсйоп [ае,Мг,хг,уг,ае21Мг2,хг2,уг2,0,ОаКа] = Сп1епит12УЙо5Й;
пг = 50; 1.5Г = 30; %Число реперных точек и длина волокна
АНаЗг = 2*р|/пг; %Средний угол поворота элемента волокна
31дАИа = р:/3; %СКО угла изгиба волокна
01 г = Ьзг/пг; %Длина волокна между реперными точками
ОаГСа = погтгпс1(МаЗг,31дА№а,пг+1,1); %Генерация углов между элементами
АНа = ситзит(ОаГСа);
Охг = сЛг*соз(АКа); с1уг=с11г*5!п{А1Та); %Проекции элементов на оси 
хг = ситзит(с1хг); уг = ситзит(с!уг); % координаты реперных точек 
%Гоаничные координаты волокна
Хггтяп = тт(хг); хгтах = тах(хг); у гтт  = тт(уг); угтах = тах(уг);
хг = хг-0.5*(хгт1п+хгтах); уг = уг-угт1п+5; %Смещение осей координат
гг = [хг, уг]; гП = гг'; %Радиусы-векторы реперных точек
01 = 2егоз(пг, 1); %Массив длин эдементов между реперными точками; его
расчет
1ог к = 2:пг+1

с11(к-1,1) = зяг1((гг(к,:)-гг(к-1,:))*(гг1(:,к)-гг1(:,к-1))); 
епс);
|_ = зит(сЛ); % Длина волокна как сумма длин элементов 
Мг = Мотеп11пегс1у(гг, 2); 
ае = б1д(Мг);
% хггп1П = тт(хг); хгтах = тах(хг); %Координаты границ волокна по оси X  
% Ох = (хгтах-хгтт)/(10*пг); %Шаг по оси X  для сплайна 
% х = хгт1п:0х:хгтах; у=т1егр1(хг,уг,х,'сиЫс'); %Координаты точек сплайна 
пг2 = 50; 1_зг2 = 35; %Число реперных точек и длина волокна 
АКаЗг2 = 2*р|/пг2; %Средний угол поворота элемента волокна 
3|дАКа2 = р|/3; %СКО угла изгиба волокна 
0!г2 = 1_зг2/пг2; %Длина волокна между реперными точками 
Оа1?а2 = погтгпО(А1^аЗг2, 31дАИга2, пг2+1,1); %Генерация углов между элемен­
тами
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Ма2 = ситзит(0аГСа2);
с1хг2 = сИг2*соз(А11в2); с1уг2=с11г2*зт(АИ:а2); %Проекции элементов на оси 
хг2 = ситзит(с1хг2); уг2 = ситзит(с1уг2); % Координаты реперных точек 
%Граничные координаты волокна
хгпшп2 = тт(хг2); хгтах2 = тах(хг2); угтт2  = т:п(уг2); угтах2 = тах(уг2);
хг2 = хг2-0.5*(хгт1п2+хгтах2); уг2 = уг2-угтю2+5; %Смещение осей координат
гг2 = [хг2,уг2]; гг42 = гг2'; %Радиусы-векторы реперных точек
д\2 = 2егоз(пг2, 1); %Массив длин элементов между реперными точками; его
расчет
!ог к = 2:пг2+1

сП2(к-1,1) = зцг!((гг2(к,:)-гг2(к-1,:))*(гг12(:,к)-гг12(:,к-1))); 
епс1;
12 = зшп(сЛ2); %,Дпина волокна как сумма длин элементов 
Мг2 = Мотеп11пегс1у(гг21 2); 
ае2 = е1д(Мг2);
% Матрица расстояний между реперными точками волокон 1 и 2 
К = гегоз(пг, пг2);
Тог к=1:пг 

Тог ] = 1:пг2
О Д ) здг4((хг(к, 1 )-хг2(|, 1 ))л2+(уг(к, 1 )-уг2(|, 1 ))л2); 

епсТ; 
епсТ;
О = *(:);

ТипсИоп Л = Мотеп11пегау(г, Ы);
хг = г(:,1); п = 1епдТЬ(хг);
% геом. центр волокна 
т  = гегоз(Ы,1);
Тог | = 1:Ы Тог к=1:п т(|,1)=т(|,1)+г(к,0; епс);

т(|,1)=т(|,1)/п;
епс);
%Моменты инерции (3-мерные)
Л = 2егоз(Ы,1\1);
Тог 1 = 1:Ы Тог ] = 1:Ы Тог к=1:п 

епй; «](М)=>ДУ)/п; епс); еп<Т;

2.3. Модель иглопрокалывания нетканого материала
Под действием иглы участки волокон, попадающие в зону ее дей­

ствия, перемещаются в направлении движения иглы. Происходит уплотне­
ние НМ в этой зоне. В крайнем положении иглы локальное уплотнение до­
стигает наибольшего значения. При обратном ходе иглы волокна переме­
щаются в направлении своего исходного положения. Однако вследствие 
взаимодействия с окружающими волокнами и собственных необратимых 
деформаций полного восстановления положения волокон не происходит. 
Целью моделирования и является оценка этого остаточного эффекта, кото­
рый, собственно, и является результатом процесса иглопрокалывания НМ.
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Рассмотрим простейшую модель. Толщина иглы в сотни раз меньше 
длины волокна. Поэтому считаем, что взаимодействие волокна с иглой 
происходит в точке. Обозначим: х0 и х(() - координаты этой точки до и по­
сле взаимодействия, Н  -  толщина НМ. Тогда уравнение движения захва­
ченного иглой участка волокна имеет вид

= - К  (х({) - х 0) - К т(х ({ )-х с) + (д + ̂ Мт)15 щп (у (/)),

, , <&(/) 
где у(Л = — *-*- 

4 '  А
Здесь: т и / -  масса и длина движущегося участка волокна; у(г) -  

скорость движения; К  -  коэффициент жесткости упругой деформации во­
локна; Кт -  коэффициент жесткости упругого воздействия НМ на волок­
но; хс -  координата стационарного положения участка волокна после за- 
верщения движения; д -  удельный коэффициент сцепления волокна с 
НМ; ц -  коэффициент трения Кулона -  Амонтона; Ыт -  удельное нор­
мальное давление НМ на волокно.

Функция знака зщп введена для учета направления силы трения от­
носительно направления скорости перемещения участка волокна. Произ­
водная в левой части дифференциального уравнения равна сумме двух сла­
гаемых

4 ОТУ( 0 ) д 1 х (0
А

+ у (0
А

Первое слагаемое представляет собой силу инерции, связанную с 
наличием массы у рассматриваемого участка волокна и ускорением этой 
массы. Поскольку оба входящих в это слагаемое сомножителя малы, им 
можно пренебречь. Величина т связана с длиной I движущегося участка 
волокна

и , ( 0  =  Р / ( 0

где р - линейная плотность материала волокна. Длина / пропорциональна 
координате х(().

Допустим, что 1(/)=х(0  -хо- Тогда уравнение преобразуется к виду

Дс(г')>| 
А -(-к  + ̂ т)х (0  + (9 + ̂ Л х (() - хо)81ёп

Ас{()
А

\
+ Кхп + К х

/
В такой форме в уравнение входят параметры, зависящие от свойств 

волокна: р, К, д и ц, - и параметры, зависящие от свойств НМ: Кт, Ыт и хс.
Сила нормального давления Ыт зависит от положения от координаты 

х(1). В конце прямого хода иглы в области ее воздействия локальная плот­
ность НМ наивысшая. Поэтому сила давления также наибольшая. После
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ухода иглы из области ее действия волокна пытаются восстановить свое 
исходное положение. При этом уменьшается и локальная плотность НМ. 
Как следует из наблюдений, движение волокон является монотонным, без 
изменения знака скорости.

С учетом сказанного из дифференциального уравнения функцию 81§п 
можно исключить

сЬс({)

V  л  ^

=  ~ { К  +  К п ) Х ( ( )  +  { ч  +  ^ т { Х ( 1) ) ) { Х { 1) ~ Х о )  +  К х О +  К тХ с

Найдем стационарное решение уравнения при х(/) =  х, = сопз! и про­
изводной, равной нулю

(К —Р.)х„ + К х  т , .
*,= ' к + к  _ р — • гда ^ = < 7 + ^ 0 0

Из формулы следует, что при постоянных значениях прочих пара­
метров между начальным х0 и конечным х,. положениями участка захва­
ченного иглой волокна существует линейная зависимость. Для волокон, 
расположенных в верхних слоях НМ, х0 равно нулю и

х =-
К

К + К - Р .
Для волокон, расположенных в нижних слоях НМ, хо = Н. Если хс = 

аН, то

х,
К  + Кта -Р ч 1 
К  + Кт-Р ,  ’

0< а < 1

т.е. х, < Н. Если принять, что хс = Н, т.е. а =  1, то при х0 = Н  величина х* = 
Я.

Таким образом, полученная формула на качественном уровне пра­
вильно описывает изменения в положении участков волокон после взаи­
модействия с иглой: волокна из верхнего слоя опускаются ниже исходного 
положения, волокна нижних слоев остаются в этих слоях.

Коэффициент локального уплотнения 2  как отношение конечной 
толщины НМ в месте воздействия иглы к исходной толщине равен

2  =  -
к_

н  к + к - р ;

2.4. Уравнения одномерного движения волокна
При захвате волокна иглой возможны два варианта их взаимодей­

ствия. При первом варианте игла действует в точке захвата на волокно с 
силой Р, которую приближенно можно считать неизменной в течение вре­
мени взаимодействия. Тогда длительность взаимодействия и его динамика
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определяются балансом сил, действующих на волокно. Согласно второму 
закону Ньютона

а  ^
где импульс р  равен

/»=  = р/
сП_
Ж

'%Р = Р - Ю - &  з1§п

и / -  протяженность движущегося участка волокна вдоль направления 
движения, р - линейная плотность волокна вдоль направления движения.

Сумма сил

Здесь Р  — внешняя сила, изменяющая форму и движущая волокно; К  
-  коэффициент упругости волокна; О -  удельная (на единицу протяженно­
сти волокна) обобщенная сила трения Кулона -  Амонтона; / -  протяжен­
ность движущегося или меняющего форму участка волокна.

Подстановка приведенных выражений в формулу закона Ньютона 
приводит к уравнению

/- = Р -К 1-01&  1§п
ск2 \  л  )\ У

Ускорением как малой величиной пренебрегаем:

Л( о  
л

с!1(() = Р т
Л  )  ~  л

Преобразуем полученное выражение к виду

р - 1 \ к + д * ф \  ^
т )  

л
Интеграл уравнения можно легко найти методом разделения пере­

менных. Предположим, что удлинение волокна одного знака: 1(1) > 0. Тогда 
после разделения переменных получим

а
Гр - г =

^ Р -1 ( К  + 0 )
Интегрируя при условиях 1(0) = 0 и 1(1) =Ь, получим 

Г гтг гг;— „  . ^  ~ Л

к + а
к + й , = /
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Отсюда после преобразований найдем, как нарастает протяженное._ 
волокна со временем I, если оно удлиняется под действием постоянной си­
лы Р  и в поле сил трения в НМ

1 гЛ -
\ 2у1рк+о. к+<2\

Найденная зависимость является параболической. При 1 = 0 удлине­
ние Ь равно нулю. Значение Ь достигает наибольшего значения при

г  =
_ 2 ^ Р

к + о
В соответствии с решением это наибольшее значение равно

Ь *  =
Р

к + а
На рис.2.3а приведена зависимость удлинения Ь от времени ? 

значениях Р = \ \ К  = \ ^ = 1 ш,р = \  для значений I от нуля до I* = 1.
при

Рис.2.3. Зависимость удлинения волокна от времени взаимодействия с иглой

В момент /* приращение удлинения с11(1*), как это следует из уравне­
ния, равно нулю. Функция 81§п становится равной нулю. Физически это 
означает, что сила трения в момент (* не имеет определенного направле­
ния. Если внешняя сила Р  продолжает действовать на волокно, то она 
уравновешивается силой упругости и силой трения, которые действуют в 
противоположном направлении. При I = I* внешняя сила Р  становится рав­
ной сумме упругой силы и силы трения, и дальнейший рост удлинения во­
локна прекращается.

Ниже приведена функция МаНаЪ, в которой производится численное 
интегрирование рассмотренного дифференциального уравнения методом 
Эйлера
ГипсНоп [(,1] = Рд11сШп\/о1окпа;
К = 1; 0  = 1; Р = 1; го = 1; сй = 0.001; N = 3001; I = гегоз(Ы, 1); Р1 = 0;
1ог п = 2:Ы
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Р1=-<2*31дп(Р - К*1(п -1,1));
с!1(п, 1) = с11*здг1(аЬз(Р - 1(п - 1, 1)*(К - Р1))) / здП(го);
1(п, 1 ) = 1(п - 1 1 1) + с11(п, 1); 

епс1;
1 = 0 :сП :(Ы -1)*с11;

В ней для задания переключения знака силы трения Р1 используется 
момент достижения равенства сил. На рис.2.3 б приведен график нараста­
ния во времени удлинения волокна при действии на него внешней силы Р.

Результат интегрирования на участке ( от нуля до I* совпадает с ре­
зультатом, полученным аналитически, а также с результатами структурно­
го математического моделирования дифференциального уравнения в си­
стеме ЗшшНпк (рис.2.4а). Структурная схема приведена на рис.2.4б. В от­
личие от функции Од11сШп\/о1окпа в структурной модели интегрирование 
выполнялось с переменным шагом интегрирования методом Вошапс!- 
Рппсе. Видно, что после достижения наибольшего удлинения дальнейшее 
увеличение протяженности волокна прекращается.

Если приложенная к волокну сила недостаточна, чтобы полностью 
распрямить волокно, то максимальное удлинение будет меньше длины во­
локна, й оно останется частично распрямленным. В противном случае про­
изойдет полное распрямление волокна, которое допускает его форма, а за­
тем под действием силы волокно будет перемещаться, пока будет действо­
вать сила.

Рис.2.4. Структурная модель удлинения волокна при взаимодействии с иглой

При втором варианте взаимодействия иглы с волокном оно изменя­
ет свои форму и положение принудительно в результате захвата иглой. 
Сила сопротивления этим изменениям складывается из упругой составля­
ющей, равной К1({), и силы трения, равной <2/(0

^ Р  = ~ {К  + 0)1{1)

Наибольшее значение этой суммы достигается, когда протяженность 
волокна вдоль направления движения иглы становится максимально воз­
можной, равной, например, длине распрямленного волокна Ь. Если пере­
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мещение иглы с волокном у0 превышает эту величину, то волокно переме­
щается как целое без увеличения своей длины, на величину А=уо~Ь. 
Дифференциальное уравнение может быть записано и решено в конечных разностях

1(1 + ДО = /(0  + —  ̂ - / ( 0 ( я :  + е а § п (Д /(0 ) ) ,  Д /(0  = 1(1 + ДО -  /(О

Здесь /(/) -  величина удлинения протяженности волокна.

2.5. Модель уплотнения нетканого материала 
при иглопрокалывании

При погружении в нетканый материал (НМ) игла захватывает волок­
на, находящиеся в области ее движения, и протягивает их сквозь НМ в 
направлении своего движения, как при прямом, так и при возвратном дви­
жении. Из-за трения и сцепления волокна с соседними волокнами величи­
на его перемещения тем меньше, чем дальше участок волокна от иглы, а 
направление перемещения также различно для разных участков волокна.

В объеме НМ волокна расположены хаотично. Они не распрямлены 
и у них нет преимущественной ориентации. При погружении в НМ игла 
своими зубцами захватывает волокна, расположенные непосредственно 
под ней и перемещает в нижние слои НМ. Концы этих волокон за счет 
цепкости и сил трения могут удерживаться другими волокнами, с которы­
ми они взаимодействуют. Если эти удерживающие силы недостаточны, то 
концы волокна могут переместиться в новое положение.

На рис.2.5 изображена схема, положенная в основу модели. Кривая 
ВАС изображает волокно в толще НМ. Точка А -  точка захвата волокна 
иглой, которая перемещается вверх -  вниз и охватывает заштрихованную 
область. На рис.2.5а изображен случай, когда концы волокна удерживают­
ся силами взаимодействия с другими волокнами, и их положение не изме­
няется. На рис.2.56 изображен случай, когда силы взаимодействия недо­
статочно велики, и концы волокна перемещаются в новое положение.

Рис.2.5 Модель взаимодействия иглы с волокнами НМ
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Описываемая ниже модель представляет собой компьютерный алго­
ритм. Она основана на методе построения моделей молекулярной динами­
ки. Алгоритм строится на многократном воспроизведении процесса захва­
та произвольно расположенного в объеме НМ волокна и перемещения его 
по объему в новое положение. Накопление статистических данных об из­
менении массы волокон в результате этого процесса позволяет оценить ха­
рактеристики процесса.

Предлагается следующая геометрическая модель изменения формы 
волокна в результате его взаимодействия с иглой. Обозначим через г (к), к 
= 0 , . . .Д  радиусы -  векторы реперных точек волокна, имеющего внутри 
НМ произвольную форму и положение, Ы— число точек, причем г(0) и г(Ы) 
-  векторы концов волокна. В промежутках между реперными точками 
элемент волокна аппроксимируется отрезком, вектор которого равен ск(к) 
= г(к)-г(к-1),к=  1 ,...Д .

При достаточно больших значениях А/ ~  100 аппроксимация является 
вполне удовлетворительной. При известной длине волокна I  длина эле­
ментов принимается одинаковой с!г = ЫЫ.

Поскольку форма и положение волокна в ЕМ  имеют случайную 
форму, векторы с1г(к) и г (к) являются случайными. Для их моделирования 
использован следующий алгоритм: углы 0 и ср локальной полярной систе­
мы координат для каждого элемента к генерируются как равномерно рас­
пределенные случайные величины в  ~  Ш {-л/2; л/2); (р ~  Ш (0; 2л). Декар­
товы координаты векторов с!г(к) вычисляются по формулам

ск{к) =  Дг соз 0 соз (р; ф(Лг) =  й?гсо80зшср; <к{к) = ск 8Ш0 (2.106)

Задавая координаты одного конца г(0) волокна случайным образом в 
пределах моделируемого объема НМ, получаем все векторы г (к) = г(к-1) +  
с1г(к). Сплайн по реперным точкам г (к) дает гладкую форму волокна, но 
длина волокна при сплайновой аппроксимации отличается от начальной 
длины Ь. Такая аппроксимация дает лишь наглядное представление о ре­
зультатах моделирования волокна.

Предположим, что игла перемещается вдоль оси я при х  = 0 и у  = 0. 
При радиусе К захвата волокон иглой область ее непосредственного дей­
ствия является круговым цилиндром С в начале координат (х;у) вдоль оси я 
радиуса К и высотой Н, равной величине перемещения иглы. Найдем но­
мер у реперной точки, ближайшей к игле

 ̂ у =  аг§гшп|г(/с)|, Уг(/с) е  С (2.107)

Вектору г(/) найденной реперной точки присваивается новое значе­
ние, соответствующее перемещению иглы и конечному положению точки 
захвата: г"(/') = (0; 0; 0). Далее производится вычисление новых координат 
векторов остальных реперных точек по рекуррентным формулам
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к = ]  + 1,...,Н
(2.108)

Г =  г (* )-г * (* -1 ) ;  г*(*) = г" (* -1 ) + л 1  

Г = г (* -1 )-г " (* );  г* (* -1 ) = г*(*) + л | | ,  к = Ы -  1 ,...д

Здесь вектор Г задает направление, в котором перемещается реперная 
точка. Это направление определяется исходным положением этой точки 
г(А) и новым положением уже сместившейся соседней точки г"{к-1) при к > 
} или г”(к) для точки г(Ы ) при к < у. На рис.2.6 приведен пример результа­
тов такого моделирования.

Как известно, цель иглопрокалывания -  упрочнение НМ за счет уве­
личения его плотности и взаимодействия между волокон. Это достигается 
за счет изменения положения, размеров и формы той области, которую за­
нимает волокно до и после иглопрокалывания, увеличения плотности во­
локнистой массы в пределах этой области и увеличения числа точек каса­
ния между волокнами, имеющими общую область расположения.

Оценка таких изменений в точной постановке -  сложная задача гео­
метрии и топологии. Очевидно, что искомая характеристика должна быть 
комплексной, включая характеристики положения и размеров области во­
локна и степени ее заполнения волокном. Кроме того, характеристика 
должна быть достаточно наглядной и простой для вычислений.

Развивая подход, предложенный В.И. Будниковым, используем сле­
дующие характеристики. Положение волокна оценим с помощью геомет­
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рического центра гс его реперных точек, а форму -  распределением эле­
ментов симметричной матрицы расстояний между реперными точками во­
локна К  = ||г(/) - г(/с)|] и его числовыми показателями: средним, медианой, 
среднеквадратическим отклонением и т.п.

Обозначим через г(к, 1) и г (к,2), к = 0 , . . .Д  - координаты реперных 
точек 1-го и 2- волокна и Б(1;2) = | | б д  = [г(/,1) - г(к,2)\ Ц - матрицу евклидо­
вых расстояний между реперными точками двух волокон. Поскольку при 
иглопрокалывании изменяются координаты всех точек волокон, для оцен­
ки взаимодействия между волокнами имеет смысл использовать детерми­
нант Х)(1;2), включающий все элементы матрицы. Однако, при большом 
числе реперных точек N  расчет такого детерминанта -  длительная опера­
ция, сопровождающаяся накоплением погрешностей вычислений даже на 
компьютере.

Поэтому предлагается построить оценку распределения элементов 
П(1;2) в виде гистограммы. В этом случае в качестве мер геометрической 
близости двух волокон можно использовать простые числовые показатели 
распределений, и отслеживать их изменения в процессе иглопрокалыва- 
ния.

Оценивание характеристик выполнялось методом статистического 
моделирования: моделировались описанным выше методом два волокна, 
затем имитировалось движение иглы и вызванное им изменение формы 
волокон, после чего оценивались перечисленные характеристики положе­
ния, формы каждого волокна и их близости до и после действия иглы.

Эти этапы повторялись М  раз для получения статистически надеж­
ных оценок. Пример получаемых результатов приведен на рис.2.7.

■5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

X X
Рис.2.7 Геометрическая модель участка НМ до и после действия иглы.

По осям координат расстояния в миллиметрах, средняя длина волокон 30 мм.

. •Ш -
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Ниже приведена процедура МаЙаЪ Уо1окпо, с помощью которой 
получены рис.2.7 и статистические оценки для медианы -  усредненной по 
Мпрогонам модели плотности моделируемого НМ  
ГипсНоп [хг, уг, гг, хгпеш, угпе\/у] = \/о1окпо;
% Модель захвата и продвижения волокна иглой в НМ с сохранением длины
г=1.52; %линейная плотность волокна, г\см
М=100; %число повторных прогонов
пг=101; 1_8Г=30; %Число реперных точек и длина волокна
А1ГаЗг=0; %Средний угол поворота элемента волокна
3|дАИа=р|/5; %СКО угла изгиба волокна
хсс=0; усс=-[_зг/3; УоКоординаты нижнего положения конца иглы 
гс=[хсс, усс]; %Вектор конца иглы в нижнем положении 
с)1г=[_5г/пг; УоДлина волокна между реперными точками 
Гог ро\Л = 1 :М

РаКа = погтгпс1(А1ГаЗг,31дА1Га,пг,1); %Генерация углов между элементами
А1Га = ситзит(0а1Га); йхг = сЛг*соз(А1̂ а);
с!уг = сПг*зт(А1Га); %Проекции элементов на оси
хгсГ = ип|Гтс1(-[_5г/8,1-8г/8); угсГ = итГтЬ(0,5);
хг = хг с! + ситзит(с1хг);
уг = угсГ + ситзит(с)уг); % координаты реперных точек ,
УоГраничные координаты волокна ]
упгнп=тт(уг); угтах=тах(уг); 
уг=уг-угггпп-10; УоСмещение осей координат 
гг=[хг,уг]; гг1=гг'; УоРадиусы-векторы реперных точек 
зиЬр1оГ(2,1,1); р1оГ(хг,уг); РоШ оп;
сН=гегоз(пг,1); % расчет массива длин эл-тов между реперными точками 
Гог к = 2:пг

с11(к,1) = здг!((гг(к,:)-гг(к-1 ,:))*(гг1(:,к)-п1(:,к-1))); 
епс1;
1_=зит(сЛ); % Длина волокна как сумма длин элементов 
хгтт=тт(хг); хгтах=тах(хг); %Координаты границ волокна по осиХ 
с1х = (хгтах-хгггнп)/(10*пг); %Шаг по оси X  для сплайна 
Гог к = 1 :пг-1

хс(к, 1 )=(хг(к, 1 )+хг(к+1,1 ))/2; т(к, 1 )=г*с11г/аЬз(с1хг(к, 1));
епсГ;
[хсз,1пс1]=зог4(хс); тз=т(1пс1,1); д(ро\Д,:,:)=[хсз,тз]; ха=аЬз(хг-хсс); 
[хгт'тт,кт1п]=тт(ха); %Номер репера, ближайшего поХк  игле 
ггпе\л/=гг; %3адание конечных радиусов-векторов реперных точек 
И хгтю < 0 & хгтах > 0

гте\л/(кт'т,:) = гс; %3ахват ближайшей реперной точки иглой 
УоРасчет перемещений реперных точек с сохранением длин элементов 
Гог к=кггпп+1:пг

Г=гг(к,:)-ггпеи/(к-1т(=здгГ(ГГ); ггпе^(к,:)=гтем/(к-1,:)+сЛ(к,1)/тГ(:; 
епс1;
Гог к=кгшп:(-1):2

Г=гг(к-1 ,:)-ггпе\л/(к,:); тГ=здгГ(ГГ); ггпеЦк-1 ,:)=ггпе»(к,:)+с11(к,1)/тГ'Г; 
епсГ; 

епс);
хте\л/ = ггпе\л/(:, 1); утей/ = ггпе\л/(:,2); % Реперы в конечном положении
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зиЬр1о1(2,1,2); р1о1(хтеад,угпеш); НоШ оп;
п1пе\^ = ггпеда'; й!пе\л/ = 2егоз(пг,1); %Длины эл-тов в конечном положении 
Тог к=2:пг

сНпеЦк,1 )=5дг1((гте\м(к,:)-ггпе\л/(к-1 ,:))*(гг1пе\л/(:,к)-гг1педа(:,к-1))); 
епй;
Тогк=1:пг-1

хспе\л/(к,1) = (хгпеу/(к, 1 )+хте\л/(к+1,1 ))/2;
с1хгпе\л/(к,1) = хгпе\А/(к+1,1)-хгпеда(к,1); тпе\л/(к,1) = г*с11г/аЬ5(с1хгпеу/(к,1));

епс1;
[хсзпе\А/,тс1]=50г1(хспеш); тзпе\л/=тпе\л/(1пс1,1); пе\д/(ро\Л,:,:)=[хсзпе\«,тзпе\л/]; 
1_пе№=3ит(с11пе\лг); %Длина волокна как сумма длин элементов между репе­

рами
р1о1(хгпе\л/,угп ем);

%Построение сплайна по конечному положению реперных точек 
хгт1ппеу/=тт(хгпе\л/); хгтахпе\^=тах(хтеда); 
с!хпеш=(хгтахпе\л^хггшппе\л/)/(5*пг); 

епс);
Тог к=1:пг-1

хзгес1(к) = теап(д(:,к,1)); дзгес1(к) = теап(д(:,к,2)); 
хзгейпеад(к) = теап(дпе\л/(:,к,1)); дзгес!пе\/у(к) = теап(дпевд(:,к,2)); 

епс);
Тогк=1:пг-1 № дзгес1(1,к) <=100 дсзгес!(к) = дзгес1(1,к); епй; епс1;
Тю1с1 оТТ; Ядиге; р1оТ(хзгес1,дзгес1); Пдиге; Ыз1(дсзгес1,17); Ьо1с1 оп 
Тог к=1 :пг-1

|Тдзгес1пеЦ1,к)<=100 дсзгес!пе\/у(к)=дзгес1пе\/у(1,к); епс); 
епс!;
М1з1(дсзгес1пе»,17); Мес! = тесйап(дсзге(1), Мес1№\л/ = тесПап(дсзгес1пеи/)

Таблица 2.2
Зависимость медианы плотности волокон от глубины погружения иглы

Ь, мм 0 -3 -6 -10 -15 -30
МеО до 5,57 6,59 7,16 5,97 6,15 5,99

МеО после 7,38 7,53 7,39 7,02 11,93 26,14

Из данных табл.2.2 видно, как с увеличением глубины проникнове­
ния иглы в НМ нарастает в среднем (по медиане) плотность волокон.

2.6. Динамика иглопрокалывания. Авторегрессионная модель
Рассмотрим другую модель взаимодействия иглы с НМ. В этой мо­

дели будем основываться на следующих рассуждениях и предположениях. 
Плотность НМ §  на некотором локальном участке после воздействия иглы 
зависит от начальной плотности материала, упругости волокон и сил взаи­
модействия между волокнами.

Эти силы, с одной стороны, обеспечивают сцепление волокон между 
собой и, тем самым, прочность и плотность НМ. С другой стороны, силы 
упругости отталкивают элементы волокон друг от друга, обеспечивая по­
ристость НМ, и не позволяют плотности НМ достичь предельной плотно­
сти, равной плотности материала волокон. Действие этих сил взаимодей­
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ствия между волокнами можно уподобить действию большого числа эле­
ментарных пружин с произвольным направлением силы.

В связи с изложенным, плотность ВМ после к-то воздействия иглы 
на локальный участок можно представить в виде

§{к + \) = § { к ) - А т  + В { ё ^ - 8 ( т т  (2.109)

Здесь: §{к) и §(к+1) -  объемная плотность НМ до и после к-то воз­
действия иглы на рассматриваемый участок; Лк) — силы упругого взаимо­
действия между волокнами НМ; -  максимальная плотность НМ, рав­
ная плотности материала волокон; 0(к) -  сила воздействия иглы при к-м 
прокалывании участка; А и В  -  коэффициенты пропорциональности. Счи­
таем, что функция (){к) - это последовательность импульсов постоянной 
амплитуды.

Если в качестве Лк) рассматривать удельную силу, приходящуюся на 
единицу объема НМ, то размерность коэффициента А равна

[А] = г -с м 3 _ с2 
г-см- с~гсм~ъ

(2.110)
[ / ]  г-см-с 'см ' см 

т.е. имеет размерность, обратную размерности ускорения. Коэффициент В 
безразмерен.

От воздействия иглы зависит не только плотность НМ, но и силы 
взаимодействия между волокнами, поскольку действие иглы изменяет 
структуру НМ. Силы взаимодействия будут тем больше, чем плотнее НМ. 
Однако приращение этих сил для сильно уплотненного материала значи­
тельно меньше, чем для неплотного НМ.

Предположим, что величина этих сил пропорциональна плотности и 
силе воздействия иглы. Тогда приближенно изменение удельной силы вза­
имодействия между волокнами до и после к-то воздействия иглы можно 
записать в виде

/(А  + ̂ О Г Ю + Д й »  ~§(к))(2(к) (2.111)
Здесь С и О -  коэффициенты пропорциональности. Коэффициент С 

не имеет размерности, положительный и меньше единицы. Он отражает 
важное свойство НМ его способность терять упругие свойства волокон 
во времени, т.е. это коэффициент демпфирования упругости НМ. Коэффи­
циент И имеет размерность, обратную размерности коэффициента В в 
уравнении (2.109), т.е. размерность ускорения.

Покажем, что построенные уравнения на качественной уровне пра­
вильно отражают известные особенности динамики повторных воздей­
ствий иглы на участок НМ. Текст процедуры МаОаЬ А иЪ огедг1 приве­
ден ниже.
Шпсйоп [д,1,0,1] = Аи1огедг1;
А = 0.1; В = 0.7; дМах=1; С = 0.95; 0 = 0.3;
Ытос! = 50; д = 0.5*опез(Ытос1, 1); Т = 0*опез(Ытой, 1); 
Ор = [0; 1; 0; 0; 0;]; т  = 1епд(й(Ор); тО  = Ор;
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4 = 1 :Ытос1/т-т; О = [<2р; О]; 
= Ю; гего5(2*Мтос1/т, 1)];

к = 2 :МтосМ

епс1;

' пс+1 , 1) = д(к.1)- А*Г(к,1) + В*(дМах-д(к,1))‘0(к,1); 
Ж - 7^+1,1) = С*г(к,1) + 0*(дМах-д(к, 1 ))*0(к, 1);

Щ ик^тосИ ;
Графики изменений плотности и  сил взаимодействия волокон в за- 

висимости от номера иглопрокалывания приведены на рис.2.8. Они пока- 
'4: зывают, что по мере увеличения числа прокалываний НМ иглой его плот- 
• &вость нарастает, хотя и с релаксацией, т.е. некоторым восстановлением. То 

“ же самое происходит и с силами взаимодействия.

Воздействие иглы на НМ проявляется в изменении его структуры и 
! плотности. Изменение структуры заключается в том, что «перепутанность» 
волокон, т.е. количество точек взаимодействия, и сила взаимосвязи между 
волокнами возрастают. Однако эта сила взаимосвязи не может превысить 
предела / тах, зависящего от упругости волокон. С другой стороны, иглы 
пробивают уже сформировавшиеся уплотненные участки материала и 
ослабляют их, т.е. снижают степень взаимосвязи волокон.

Плотность материала под действием иглы возрастает за счет притя­
жения в точку воздействия элементов волокон из соседних участков и сжа­
тия этих волокон. Однако плотность не может превысить наибольшую 
плотность §тах, зависящую от упругих свойств волокон. Обозначим через 
^(к) и ДА) соответственно плотность материала и силу взаимосвязи между 
волокнами после А-го воздействия иглы на рассматриваемый участок.

Исходя из приведенных соображений связи для приведенных значе­
ний, вместо авторегрессионных уравнений (2.110), (2.111), можно записать 
в виде двух рекуррентных уравнений 1-го порядка



§{к + 1 )  =  §(к) +  а{ётаа -  %(к)) -  Ь/(к)
л к + г ^ т + с ц - ^ - т ) ~ Ш )

(2.112)

(2.113)

Здесь а, Ъ, с, с! -  некоторые постоянные коэффициенты, зависящие от 
остальных свойств материала: коэффициентов трения и цепкости волокон, 
их упругости и извитости и т.п.

Уравнения (2.112) и(2.113) одинаковы по форме и отличаются лишь 
коэффициентами. Поясним физическую сущность этих уравнений. Первое 
уравнение означает, что плотность НМ после очередного воздействия иглы 
возрастает по сравнению с плотностью до воздействия на величину, зави­
сящую от степени приближения плотности к наибольшему возможному 
значению.

Если плотность НМ уже близка к %тах, то это приращение будет ма­
лым при одном и том же коэффициенте а. Наоборот, если плотность НМ 
далека от предельной, она может возрасти на значительную величину. По­
следний элемент правой части уравнения отражает влияние силы взаимо­
связи между волокнами на рост плотности. Знак минус в этом члене озна­
чает, что сила взаимосвязи, как обычно сила упругости, препятствует из­
менениям плотности. Аналогично трактуются элементы второго уравне­
ния.

Приведем результаты совместного решения при коэффициентах а = 
0.5, Ъ =  0.4, с = 1, (1 =  0.8 и §тах = 1 и/ тах =  1 для разных стартовых значе­
ний ^(0) и7(0). Процедура МаОаЪ АиСогедг2 приведена ниже 
Шпсбоп [1,д] = Аи(огедг2;
а = 0.5; Ь = 0.4; с = 1; й = 0.8; дМах = 1; Шах = 1 ; 
д = опез(21,1); 1= опез(21,1);
% д=0.5*опе8(21,1); Т=опез(21,1); Другие начальные условия 
% д=0*опез(21,1); (=0*опез(21,1);
1ог к =1:20 д(к+1,1) = д(к, 1) + а*(дМах - д(к, 1)) - Ь*Т(к, 1);

1(к+1, 1) = 1(к, 1) + с*(Шах - Г(к)) - сГд(к, 1); !
епй; I

Графики, показывающие изменения §(к) а/{к), приведены на рис.2.9. 
Из графиков видно, что с увеличением числа воздействий иглы устанавли­
вается некоторое одинаковое стационарное состояние, не зависящее от 
стартового состояния участка НМ. Это следует из линейности уравнений и 
устойчивости решений при выбранных коэффициентах.

Однако при конечном числе воздействий ( в рассматриваемом при­
мере при к <  5) может получиться как увеличение, так и снижение прочно­
сти в зависимости от соотношения числа воздействий иглы к и значений 
коэффициентов и параметров а, Ъ, с, с1, %тах и / тах, отражающих свойства 
волокнистого материала.

Отметим, что соотношения, аналогичные (2.112) и(2.113), но запи­
санные в форме дифференциальных уравнений, имеют вид
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(2.114)
- / ( 0 + 6 ( 0 ;  * & . Щ + т = Ж

М О  о ^ (0
+ «я3 (0  = 6 (0 ;

л
Ф (0

<11

+ Ъё \1)=с0{1)
<11 Л  “ 1(

Они моделируют уплотнение НМ при большом числе воздействий 
иглы на один и тот же участок НМ, причем каждое воздействие лишь в ма­
лой степени меняет свойства и структуру НМ.

Рис.2.9. Динамика воздействия иглопрокалывания на НМ

Ниже приведена процедура и команды МаЙаЬ, решающие приведен­
ные дифференциальные уравнения, приведенные к одному уравнению, ме­
тодом Рунге - Кутты. Решения при разных частотах внешней синусоидаль­
ной силы приведены на рис.2.10. 
йтсйоп у = 0(1, х)
В = 0.9; дМах=1; а = 0.1; дО = 0.1; 
у = -В*хл3 + а*(дМах - х) + д0*(0.5 + 0.5*зт(0.2*1));
»ос!е113(@0, [0 30], 0)
»  Рю!с1 оп
0 7  г ~

а) 2(0  = 8ш({); 81п(41); &ш(0.2() б) 2 (0  = мп(0.02ф
Рис.2.10. Уплотнение НМ при разных значениях частот внешней силы 2(0
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2.7. Модель разрыва образца ткани
Описываемая модель имитирует процесс одноосного растяжения 

прямоугольного образца ткани, возникновение в нем областей разрыва от­
дельных волокон и распространение этих областей на весь образец.

Рассматриваемый образец ткани имеет прямоугольную форму. Сто­
роны прямоугольника ориентированы по системам основных и уточных 
нитей. Растяжение образца производится в направлении основных нитей. 
Предполагается, что в областях перекрытия нитей основы и утка структура 
ткани имеет значительно большую прочность, чем в областях между пере­
крытиями.

Поэтому деформация в виде удлинения материала приходится в ос­
новном на участки нитей основы, приходящиеся на интервалы между 
уточными нитями, т.е. между перекрытиями. Однако, сама величина удли­
нения на каждом таком участке содержит значительную случайную со­
ставляющую. Она обусловлена вариациями в строении нитей основы на 
каждом участке, вариациями в свойствах волокон, особенностями пере­
крытия нитей основы и утка и др. Ограничимся рассмотрением только 
быстрых деформаций, при которых эластическая часть деформации не 
успевает развиться, и линейно-упругим (гуковским) приближением упру­
гой деформации.

Пронумеруем уточные и основные нити индексами / = \,...,пу  и у = 
1 ,...,по, где пу и по -  соответственно число уточных и основных нитей в 
образце. Значения пары индексов (/, у) задают конкретное перекрытие в 
образце. Для каждой нити основы между г-й и (гЫ)-й уточинами значения 
модуля упругости, длину основной нити и ее абсолютное удлинение в 
плоскости образца обозначим через Дуу), Щ,]) и Д(у). Абсолютное удли­
нение образца основы О равно сумме удлинений отдельных участков для 
каждой из основных нитей

Обозначим через Е  -  модуль упругости нитей основы. Из условия 
равновесия можно написать равенство

Формулы (2.115) и (2.116) дают соотношения нормировки, которым 
отвечают абсолютные удлинения отдельных участков каждой основной 
нити.

Для имитации разрыва необходимо задать значения предельной раз­
рывной нагрузки и относительного разрывного удлинения для каждого 
участка основных нитей РЪ(ц) и е(/,у). Превышение этих значений теку­
щими значениями удлинения или нагрузки означает разрыв нити основы. 
Однако, в отличие от пучка нитей, разрыв основной нити на одном из 
участков не означает ее исключение из дальнейшего участия в сопротив­

пу

(2.115)

Ео/ьо=Е(ищи)/ь(и), V /,/ (2.116)
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лении образца удлинению. В то же время, возникновение разрыва нити 
приводит к эффекту локализации напряжений в окрестностях участка раз­
рыва.

Этот эффект можно учесть в модели путем коррекции значений 
удлинения близлежащих нитей основы: чем ближе к области разрыва рас­
положены нити, тем в большей степени передаются им приложенные к 
участку напряжения, причем напряжения передаются как основным нитям, 
так и уточным.

С учетом того, что напряжения и деформации распространяются в 
ткани от точки их приложения с экспоненциальным законом ослабления, 
модельную зависимость характеристик нитей в окрестностях участка раз­
рыва опишем формулой

</(*, 7 ,1 + 1) = ^<А Л 0  + ̂ шах (к) ехР
\1 ~ 1„ м

\  Г
ехр -

/
(2.117)

V

В этой формуле 6 - приращение деформации сверх рассчитанной в 
соответствии с ее распределением по участкам согласно формулам (2.115) 
и (2.116) вследствие разрыва нити основы на участке с координатами (7тах; 

Ушах)*
Индекс к нумерует все эти участки, где нагрузка на элементы нити 

основы превзошла разрывную нагрузку этой нити на данном участке. Пе- 
ременнкя I определяет время от начала испытания образца. Ее присутствие 
в знаменателях показателей экспонент учитывает эффект ослабления мате­
риала и распространения деформации вокруг участков разрыва на тем 
большее расстояние, чем больше продолжается удлинение образца.

Алгоритм состоит из генерации начальных условий моделирования и 
циклического повторения имитации растяжения образца:
1. Генерация значений модулей упругости и разрывной нагрузки нитей основы.
2. Задание начальных длин участков между уточинами для каждой нити основы с уче­
том случайной составляющей. Их нормирование на общую длину образца.
3. Циклическая часть:
3.1. Генерация приращения длин каждой основной нити на каждом участке. Нормиро­
вание приращений на величину приращения всего образца на этапе удлинения в мо­
мент I с учетом приложенной к образцу нагрузки
3.2. Вычисление упругих сил, возникающих на участках нитей основы вследствие их 
удлинения.
3.3. Сравнение разрывных нагрузок с действующими силами упругости. Выделение 
участков образца, на которых эти силы превосходят разрывные нагрузки и происходит 
разрыв нитей основы (в приведенной ниже программной процедуре эту операцию вы­
полняет отдельная подпрограмма - функция т а х т а з з .
3.4. Пересчет удлинений на участках нитей основы в окрестностях участков разрыва 
по формуле (2.117).
3.5. Сохранение результатов и значений параметров по всем участкам образца на дан­
ном этапе удлинения и переход на следующий этап с возвратом к п.3.1 алгоритма. Цик­
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лическое повторение продолжается, пока не будет достигнуто заданное число итераций 
или не возникнет разрыв по всей ширине образца.

Алгоритм имитации реализован в программной процедуре МаЙаЬ 
КагпуТкаш, приведенной ниже.
йгпсйоп [с1,Е,РЬг] = КагпуТкаш;
Ыроу1=60; %число шагов нарастания удлинения 
по=100; %число нитей основы в образце 
пу=200; %число нитей утка в образце 
0=1; %удпинение основы на первом шаге 
с! 0=1; Уоприращение удлинения по шагам
с1таз=2его5(пу,по,Мроу1); %массив для сохранения результатов моделиро­
вания удлинения основы
СУбо = 0.1; %Коэффициент вариации удлинения основы 
с1=аЬз(погтгпс1(0/пу,С\/с1о*0/пу,пу,по)); %генерация приращений интервалов 
между нитями утка при удлинении 
с1ор=2егоз(пу1по);
%нормирование удлинений интервалов д между уточинами на О по всем ос­
новам
йзит = зит(<1); с!п = с1зит; 
йэгк=1:пу-1 Йп = [с!п; йзит]; епй;
б = 0*й./с1п; Уонормирование интервалов между нитями утка 
Езг = 50; С\/Е = 0.1;
Е = погтгпс)(Езг, С\/Е*Езг, пу, по); %генерация модуля упругости 
РЬгЗг = 6; СУРЬг = 0.1;
РЬг = аЬз(погтгпс)(РЬгЗг, С\/РЬг*РЬгЗг, пу, по)); %генерация абсолютной раз­
рывной нагрузки нитей основы
йЬ = аЬз(погтгпс1(Ыро\/1*с10/пу, 0.05*Ыроу(*сГО/пу, пу, по)); %генерация абсо­
лютного разрывного удлинения нитей основы 
РЬгтаз = Е.*ОЬ; РЬО = 1.2*тт(тт(РЬгтаз)); 
тРюа1ог = 1; сус1е = 0;
\лгЫ1е 1ПсИса1ог = =  1 & сус1е < Ыро\Л 

сус1е = сус1е + 1;
Уоначало циклов нарастания удлинений 

с!таз(:,:,сус1е) = с); %сохранение удлинений в массиве 
р = Е.*с1; % расчет силы упругости по элементам образца 
РЬ = РЬ0*опез(пу, по);
[Ртах,|Мах,)Мах,Ю,)0]=тахта55(р,пу,по,РЬ); %поиск элементов с нагрузкой 

более РЬг 
пО = 1епдЙ1(Ю);
Й>г к=1:п0

с!(Ю(1 ,к), ]0(1 ,к)) = 0; %разрыв нитей 
епй;

% контроль разрыва по всей ширине (всех основных нитей) 
тсПса1ог = 1;
Йэг 1 = 1 :пу I

зитО = 0; I
Л)г ) = 1 ;по

К с!(|,))==0 зит0 = зит0 + 1; епй; 
епб;
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№ зитО >= по тсПсаТог = 0; епс1; 
епс1;
пМах = 1епдТН(Ртах);

%пересчет удлинений в напряженных элементах с распространением его на 
соседние участки 

1 = 1:пу; ] = 1:по;
Тог к=1:пМах

с!ор = йор + Ртах(1,к) /1000 * ехр(-аЬз(| - :Мах(1,к)) / 
сус1е)' * ехр(-аЬз() - ]Мах(1 ,к)) / сус1е); 

епс1;
Тог I = 1 :пу Тог [ = 1:по

|Т Щ у ) > 0  %проверка на отсутствие разрыва 
сф л) = сТО,]) + с !ор (|]); %коррекция удлинения на дополнительное

удлинение
епсТ; епсТ; епс1;

% пересчет удлинений и перенормировка по элементам с учетом разрывов 
с1зит = зит(с1); сТп = с1зит;
Тог к=1:пу-1 с!п = [<Тп; с1зит]; еп<Т;
Р = Р + <ТР; с! = Р * с!./ сТп;

епсТ;
К = [1 20 (сус1е - 5):сус1е]; %номера циклов, выводимых на печать 
Лдиге, зигТ(<Ттаз(:,:,1)); со1огтар(дгау(2));
Тог |к = 1:1епд1Н(К)

Ядиге, рсо1ог(с1таз(:,:,К(1,1к))); со1огтар(дгау(2)); 
еп(Т;
рдиге, зигТ(с1таз(:,:,сус1е)); со1огтар(дгау(2)); 
епс!
ТипсНоп [Ртах, |Мах, ]Мах, Ю, ДО] = тахтазз(р, п1, п2, РЬ); 
рМах=р(1,1); 1Мах=1; ]Мах=1;
Тог 1=1 :п1 Тог ]=1 :п2 

№ р(д) > рМах
рМах=р(!,]); |Мах=|; [Мах=[; 

епс1; епсТ; епсТ;
рМах=РЬ; Ррге<Т=0.9*рМах; РЬг=0.95*рМах; Ртах=П; Ю=0; ]0=П;
Тог 1=1 :п1 Тог[=1:п2

!Т р(Ц) > РЬг 
Ю=[Ю!]; [0=00 Л; 

е1зе
|Т р(у) > Рргес!
||Мах=[|Мах 0; [Мах=0Мах[]; Ртах=[Ртах р(Ц)]; 

епс); етТ; епс1; епс);

П оясним некоторые элементы алгоритма и программы. При имита­
ции удлинения образца предполагается, что удлинение образца осуществ­
ляется циклически, с добавлением на каждом шаге абсолютного удлинения 
величиной сЮ. Начальное удлинение образца равно В. Поэтому в среднем 
на каждое расстояние между соседними нитями утка приходится удлине­
ние, равное В  /  пу. Среднеквадратическое отклонение этого удлинения 
равно СУ<1о В  /  пу, где СУйо - коэффициент вариации удлинения основных
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нитей на разных участках их длины. Выбор нормального закона распреде­
ления для случайных вариаций можно обосновать относительно малой ве­
личиной вариаций и действием центральной предельной теоремы теории 
вероятностей. На основании значений массивов данных для этих характе­
ристик нитей основы вычисляется нижняя граница разрывной нагрузки 
РЬо, по которой и определяется момент разрыва нити основы.

В модели рассматривался образец, состоявший из 100 основных и 
200 уточных нитей. Моделировалось 60 повторных циклов удлинения об­
разца. На рис.2.11 и 2.12 видно, как с нарастанием числа циклов на средне­
статистически однородном фоне расположения нитей постепенно появля­
ются нарушения, которые затем развиваются, перераспределяются по 
площади образца, пока не достигают конечного состояния, зависящего от 
либо от заданного числа циклов, либо от достижения разрыва по всей ши­
рине образца. К сожалению, вывод изображений в черно-белой палитре и в 
штриховых рисунках не позволяет отобразить получаемое многообразие 
распределения дислокаций - локальных зон концентрации деформации в 
образце. Трехмерные изображения величины деформации показывают по­
степенно нарастающую деструкцию образца.

Один из вариантов реализации алгоритма позволил получить серию 
изображений, показывающую распространение разрывов нитей основы в 
образце по мере его удлинения, которые показаны на рис.2.11. Образец об­
разован 80 нитями основы и 80 нитями утка. Следует отметить нелиней­
ный характер нарастания дислокаций. Если на первых 2/3 циклов однород­
ность образца практически не нарушалась (происходило накопление д е­
формации в пределах существовавшей структуры ткани), то начиная с не­
которого уровня деформации нарастание дислокаций происходит лавино­
образно.

Другой вариант образца приведен на рис.2.12. Здесь 200 нитей утка и 
100 нитей основы при 60 циклах нарастания удлинения. На рис.2.13 при­
ведены трехмерные диаграммы распределения удлинения участков нитей 
основы в начале моделирования и после 60-го цикла. Они подтверждают 
начальное статистическое однородное распределение удлинений, которое 
вследствие статистического разброса приводит к постепенному усилению 
различия в деформации разных участков и образованию дислокаций.

Оценка динамики развития деформации и разрыва в образце с ис­
пользованием построенной модели связана с выбором информативных по­
казателей статистической неоднородности двумерного поля деформаций 
с!(},]), г =  1 = 1,...,яо. На рис.2.14 приведены гистограммы распреде­
ления значений удлинения <з?(г, у) участков основных нитей на разных цик­
лах С удлинения - начального С = 0 последних шести до завершения ими­
тации. Для большей наглядности на рис.2.15 приведены те же гистограммы 
с логарифмической шкалой по оси абсцисс.
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Рис.2.12. Начальное состояние образца, после 55-го цикла, после 60-го цикла. 
Белый цвет соответствует участкам с наибольшей деформацией, черный - с 

наименьшей деформацией, либо разорвавшимся нитям.
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Рис.2.13 Распределение удлинения нитей основы 
в начальном состоянии и после 60-го цикла

Рис.2.14. Гистограммы удлинения нитей основы для разных циклов

На рисунках видно существенное изменение не только абсолютных 
значений удлинения, но и формы распределения. Последнее обстоятель­
ство является доказательством хаотизации деформации и лавинообразного 
развития процесса разрыва.

На рис.2.16 приведена динамика изменения среднего значения с13г, 
медианы <1Мес1, максимального сШах, минимального с1Мт и среднеквадра­
тического отклонения (ШКО в зависимости от номера цикла удлинения С.
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Рис.2.16. Динамика нарастания деформации и разрывов с ростом числа циклов
удлинения

Оценки получены с помощью гистограмм (рис.2.14) и также отобра­
жают нарастание деформации и процесс разрыва образца.

2.8. Моделирование испытаний образцов тканей на истирание
В настоящее время существует большой ассортимент текстильных 

полотен специального назначения. Особое место среди них занимают тка­
ни для рабочей одежды работников нефтегазовой и других отраслей, обла­
дающие анти-электростатическими свойствами со встроенными токопро­
водящими волокнами и/или нитями. Эти ткани должны обладать комплек­
сом защитных, гигиенических, технологических и эксплуатационных 
свойств, обеспечивающих безопасность труда, защиту от воздействия 
вредных производственных факторов. При этом одежда из этих тканей
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должна быть гигиеничной, удобной, нетоксичной, износостойкой, а так же 
удовлетворять эстетическим требованиям и корпоративному стилю.

Одним из наиболее важных эксплуатационных показателей для спец­
одежды является износостойкость. Изнашивание одежды под воздействием 
сложного комплекса механических, физико-химических и биологических 
факторов, протекающее во времени, вызывает изменения в микро- и макро­
структуре тканей. Эти изменения ухудшают свойства тканей и приводят к их 
разрушению, что совершенно недопустимо для спецодежды, эксплуатируе­
мой на предприятиях с повышенным уровнем вредных производственных 
факторов. Основной причиной изнашивания тканей для спецодежды явля­
ется воздействие механических факторов износа, в первую очередь, тре­
ния, которое влечет за собой разрушение ткани от истирания. Прогнозиро­
вание истираемости тканей возможно лишь при наличии математических и 
компьютерных моделей, связывающих параметры строения и сырья ткани 
и показатели истираемости.

Эти же модели открывают путь к автоматизации задач прогнозиро­
вания, оптимизации структуры, обработки данных. Однако построение та­
кого рода моделей невозможно без анализа существующих методов иссле­
дования и накопления информации о свойствах уже существующих тка­
ней. Поэтому актуальной является задача сравнения и оценки существую­
щих методик испытаний тканей на истираемость.

В настоящее время существует несколько государственных стандар­
тов на методы определения стойкости к истиранию текстильных материа­
лов. Для рассматриваемой группы тканей на практике используется метод 
истирания по ГОСТ 18976 на приборе ДИТ или ИТ-ЗМ.

Чтобы проводить истирание тканей специального назначения с токо­
проводящей нитью по ГОСТ 18976, необходимо либо извлекать из струк­
туры ткани токопроводящую нить, либо не использовать контактный дат­
чик из нихромового провода, предназначенный в приборе для автоматиче­
ского останова испытаний. Извлечение токопроводящей нити из ткани яв­
ляется трудоемкой и длительной процедурой с использованием дополни­
тельных приспособлений -  специальной иголки, лупы, микроскопа и проч. 
Кроме того, извлечение токопроводящей нити приводит к нарушению пер­
воначальной структуры ткани и, как следствие, к недостоверным результа­
там испытания.

При проведении испытания без контактной нихромовой проволоки 
не происходит автоматического останова прибора при контакте нихромо­
вой проволоки с грибком прибора, т.е. происходит ручной останов прибора 
в момент, определяемый испытателем.

С целью анализа и сравнения результатов истирания в зависимости 
от различных условий и стадий завершения испытания, было проведено 
экспериментальное истирание нескольких тканей специального назначе­
ния.
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Сначала испытания проводились на образцах с предварительно из­
влеченными токопроводящими нитями, с использованием контактной ни- 
хромовой проволоки, до автоматического останова прибора. Затем удаляли 
контактный датчик и продолжали испытания до разрушения одной систе­
мы нитей.

Далее испытания проводили на образцах тех же тканей с токопрово­
дящей нитью, не используя контактный датчик, до имитации состояния ав­
томатического останова, до разрушения одной системы нитей и до образо­
вания сквозного отверстия. Результаты испытаний представлены в виде ги­
стограмм на рис.2.17.

а)

Т~
Норма БезТНдо БезТНдо СТНдо СТНдо СТНдо

автоматического разрушения имитации разрушения образования 
останова одной системы автоматического одной системы сквозного 

останова отверстия

б)
Рис.2.17, а) Ткань «К ]§сЫ еП 1ш уег8а1»  арт. 103383 

б) Ткань «Премьер КК-350» арт. 10202а-М

Из данных рис.2.17 видно, что результаты, полученные при истира­
нии тканей без токопроводящей нити, намного ниже нормы. Число циклов 
истирания образцов на приборе без нихромовой проволоки может варьи­
роваться в широких пределах и зависит от субъективной оценки заверше­
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ния испытаний.
Для практического подтверждения порученных данных в четырех 

аккредитованных лабораториях проведены межлабораторные сравнитель­
ные испытания по показателю "стойкость к истиранию" антиэлектроста- 
тических тканей для специальной одежды по ГОСТ 18976. Характеристики 
антиэлектростатических тканей представлены в табл.2.3. Полученные ре­
зультаты испытаний представлены в табл.2.4.

Таблица 2.3

Наименование
ткани

Сырьевой состав 
ткани, %

Поверхностная 
плотность ткани, 

г/м2

«Лидер-Комфорт 250», 
арт. 18422 а/х-М

Основа, уток: 
см. пр. Х/Б-80, ПЭ-20; 

токопроводящая нить -  
ПЭ к.н.+ Ме-сод.

255±10

«ТК1ТСЖ-Т»

Основа, уток: 
см. пр. Х/Б-80, ПЭ-20 

токопроводящая нить -  
ПЭ + Ме-сод.

250±12,5

«ГРЕТА-М», 
арт. 8С60-КВК

Основа: к.н. ПЭ-49 
токопроводящая нить -  

ПЭ + Ме-сод. 
Уток: Х/Б-51

212-15

«ДИОРИТ-М», 
арт. 03С8-КВК

Основа: к.н. ПЭ-37, 
токопроводящая нить -  

ПЭ + Ме-сод. 
Уток: Х/Б-63

235-16

Таблица 2.4

Наименование
ткани

Испытательные лаборатории -
Норма

А В С И
«Лидер-Комфорт

250»,
арт. 18422 а/х-М

4318 4520 8016 5253 3500

«ТКГГОК-Т» 4707 4734 5029 5557 4000

«ГРЕТА-М», 
арт. 8С60-КВК 5638 5793 6312 5237 4500

«ДИОРИТ-М», 
арт. 03С8-КВК 8994 9017 9554 6191 5000

Из табл.2.3 следует, что результаты испытания одних и тех же тканей, 
полученные от разных испытательных лабораторий, значительно отличаются 
друг от друга, что объясняется существенным влиянием субъективного фак­
тора момента окончания испытания. Из рис.2.18 видно, что образцы из лабо­
ратории А  истерты до дыры, соизмеримой с диаметром контактного датчика.

Образцы, полученные из лаборатории Б, истерты до частичного раз­
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рушения нитей одной системы. Образцы из лаборатории В истерты до полно­
го разрушения одной системы нитей. Образцы, полученные из лаборатории 
С, истерты до сквозного отверстия диаметром, приблизительно равным 1 см.

Сравнение данных межлабораторных сравнительных испытаний 
приводит к выводу, что методика по ГОСТ 18976 не может применяться 
для группы тканей с токопроводящими нитями, поскольку отсутствует 
единый критерий завершения истирания тканей специального назначения с 
токопроводящей нитью.

_ ^  .г * д д |  1 ............................... ._____> .....^    .   С ' . ~ . . .  . _ ■

а) лаб. А б) лаб. Р  в) лаб. В г) лаб. С
Рис.2.18

В связи с этим была предложена и опробована методика определения 
стойкости к истиранию по плоскости тканей для спецодежды, содержащих 
токопроводящие волокна и/или нити, основанная на оценке потери массы 
образца ткани при истирании до заданного числа циклов. Данная методика 
не имеет отмеченных выше недостатков, оказалась эффективной при прак­
тическом применении и может быть успешно использована для получения 
данных о динамике истирания тканей.

Эта методика позволяет целенаправленно спланировать и провести 
серии экспериментов, которые дают информацию достаточного объема и 
точности для построения математических и компьютерных моделей, опи­
сывающих закономерности и зависимости между особенностями строения 
и структуры электропроводящих тканых полотен для спецодежды и их ис­
тираемостью. Такие модели необходимы как в автоматизированных изме­
рительных комплексах по испытанию свойств специальных тканей, так и с 
целью прогнозирования свойств тканей новых структур.

Таким образом, отсутствие единого стандартного критерия оконча­
ния испытания по показателю "стойкость к истиранию по плоскости" тка­
ней для спецодежды, содержащих токопроводящие волокна и/или нити, 
приводит к результатов с большим значением размаха варьирования опре­
деляемого показателя качества для одних и тех же тканей, испытанных в 
различных лабораториях.

Предложенная методика проведения испытаний тканей с токопрово­
дящими волокнами и/или нитями позволяет получить достаточно инфор­
мации для построения адекватных математических и компьютерных моде­
лей динамики истирания тканей специального назначения.
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2.9. Исследование динамики истирания и сравнение методик 
приборов ИТ-ЗМ и Маг1тба1е

В настоящее время известны две методики, позволяющие определять 
показатель "стойкость к истиранию" тканей специального назначения, со­
держащих токопроводящую нить -  ГОСТ 18976 и ГОСТ Р 51552 . В Рос­
сии для определения стойкости к истиранию антиэлектростатических тка­
ней специального назначения широко используется методика ГОСТ 18976. 
Сущность методики заключается в определении количества циклов исти­
рания, выдерживаемых тканью до разрушения. Однако, данная методика 
не распространяется на ткани с применением металлических и металлизи­
рованных нитей. Для того, чтобы проводить истирание тканей специально­
го назначения с токопроводящей нитью по ГОСТ 18976, необходимо либо 
извлекать из структуры ткани токопроводящую нить, либо не использовать 
контактный датчик из нихромового провода, предназначенный в приборах 
ДИТ-М и ИТ-ЗМ для автоматического останова испытаний. В первом слу­
чае результаты испытаний будут недостоверными, т.к. нарушается перво­
начальная структура ткани. Во втором случае -  отсутствует единый стан­
дартный критерий окончания испытаний, что приводит к результатам с 
большим значением размаха варьирования определяемого показателя ка­
чества для одних и тех же тканей, испытанных в различных лабораториях.

В результате анализа существующих проблем была разработана и 
опробована новая методика определения стойкости к истиранию тканей 
для спецодежды, содержащих токопроводящие нити. Методика разработа­
на путем дополнения и внесения изменений в ранее существующие мето­
дики [1,2]. Она не имеет вышеперечисленных недостатков, оказалась эф­
фективной при практическом применении и может быть использована для 
получения данных о динамике истирания тканей.

Сущность методики заключается в оценке потери массы образца 
ткани при истирании до заданного числа циклов. Испытания по определе­
нию стойкости к истиранию исследуемой группы тканей по предложенной 
методике проводились на приборе ИТ-ЗМ и приборе для определения 
устойчивости к истиранию тканей по методу Мартиндаля (ГЮТ-7012-М8), 
с целью выявления наличия или отсутствия корреляционной зависимости 
между полученными данными. Зависимость между величиной коэффици­
ента корреляции и числом испытаний, необходимых для получения его до­
стоверности, известна.

Исследования проводились на нескольких типовых образцах анти­
электростатических тканей для специальной одежды. В качестве примера 
представлены результаты испытания двух образцов тканей, краткая харак­
теристика которых представлена в табл.2.5.

Исследования проводились путем постадийного истирания тканей на 
приборах ИТ-ЗМ и Мартиндаля. В качестве критерия степени истирания 
принята потеря массы образцов, которая определяется отношением разно-
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1
Iсти показателей до и после испытания к первоначальному значению пока­

зателя. Она полностью отвечает требованиям, предъявляемым к парамет­
рам оптимизации, т.е. является количественной, однозначной и статисти­
чески эффективной.

Таблица 2.5
Наименование

ткани
Сырьевой состав 

ткани, %
Поверхностная 

плотность ткани, г/м2

Я1§сЫеГ 11шуег8а1, 
арт. 103383

Основа, уток: Х/Б-100; 
Токопроводящая нить -  

ПЭ + Ме-сод.
320 ±16

«Лидер-Комфорт 
250», | 

арт. 18422 а/х'-М

Основа, уток: см. пр. Х/Б-80, ПЭ-20; 
токопроводящая нить -  

ПЭ к.н.+ Ме-сод.
255±10

Для получения зависимости изменения потери массы ткани в резуль­
тате истирания на приборе ИТ-ЗМ производили измерение потери массы 
образцов после 2000, 2500, 3000, 3500, 4000 циклов для всех исследуемых 
тканей. В качестве абразива использовалось серопшнельное сукно арт. 
6405. Смена абразива производилась после каждой заправки. Полученные 
результаты представлены в табл.2.6.

__________________________________________________________ Таблица 2.6

Количество циклов 
истирания

Потеря массы, %
Ед§сЫе11Ыуегза1, 

арт. 103383
«Лидер-Комфорт 250», 

арт. 18422 а/х-М
2000 2,58 1,45
2500 3,11 1,84
3000 5,05 2,63
3500 9,92 3,52
4000 14,38 4,87

На основании этих данных построены регрессионные зависимости 
изменения потери массы т(() тканей от количества тысяч циклов I истира­
ния на приборе ИТ-ЗМ. Эти зависимости имеют вид

арт. 103383: ти1(/) =  0,555/3- 2 ,0 6 7 /2+3,057/; К2 =0 ,990
арт. 18422: т2 (/) = 0,27812 + 0,070/; К2 =0 ,988
Графики зависимостей представлены на рис.2.19. Значения К2 равны 

квадратам коэффициентов детерминации, характеризующим степень до­
стоверности полученных регрессий.

Для получения зависимости изменения потери массы ткани от коли­
чества циклов истирания на приборе МагйпсЫе образцы истирались до 
15000, 20000, 25000, 30000, 35000 циклов. Потерю массы образцов опреде­
ляли после каждой стадии истирания. В качестве абразива на приборе 
МагйпсЫе использовалась шерстяная абразивная ткань. Смену абразива 
осуществляли после 50000 циклов истирания. Результаты испытаний пред­
ставлены в табл.2.7. На основании полученных данных построены регрес­
сионные зависимости изменения потери массы тканей тщД/) от количества
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II
тысяч циклов I истирания на приборе МагйпсЫе. Этц зависимости имеют 
вид

арт. 103383: ш1(0  =  -0,0063г2 +0,568^; Я2 =0,981  
арт. 18422: / ^ (?) = 0 ,0 0 7 ^ + 0Д42С; Я2 =0,992

Графики зависимостей представлены на рис.2.20. Отметим, что ( 
близкие по величине потери массы у  тканей обоих артикулов достигаются 
на приборе МагйпсЫе при числе циклов на порядок большем, чем на при- • 
боре ИТ-ЗМ. Следовательно, прибор МагйпсЫе осуществляет процесс ис­
тирания более «деликатно», позволяя исследовать его динамику более де- ■ 
тально, чем на приборе ИТ-ЗМ. *

Рис.2.19. Экспериментальные данные и линии регрессионных зависимостей 
потери массы при истирании на приборе ИТ-ЗМ

Для наглядности на рис.2.21 приведены фотографии образцов ткани 
арт. 103383, снятых с приборов ИТ-ЗМ и МагйпсЫе при приблизительно 
одинаковых потерях массы после указанного на рисунке числа циклов ис­
тирания (числитель -  прибор ИТ-ЗМ, знаменатель -  прибор МагйпсЫе ). 
На рис.2.22 показаны аналогичные результаты для ткани арт. 16422.

__________________________________________________________ Таблица 2.7

Количество циклов 
истирания

Потеря массы, %
ИдсЫе! Цтуегза1, 

арт. 103383
«Лидер-Комфорт 250», 

арт. 18422 а/х-М
15000 7,36 3,8
20000 8,88 5,11
25000 10,02 7,59
30000 11,03 10,64
35000 12,37 12,81

Фотографии подтверждают сделанные выводы о существенном раз­
личии в динамике процесса истирания на сравниваемых приборах. Если на
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приборе ИТ-ЗМ после определенного числа циклов начинается интенсив­
ное и все возрастающее разрушение нитей ткани на локальном участке об- 

' ласти истирания, то на приборе МагйпсЫе истирание происходит по всей 
рабочей поверхности образца более равномерно в течение гораздо больше­
го числа циклов, и картина разрушения нитей отличается от аналогичного 
явления на приборе ИТ-ЗМ.

Рис.2.20. Экспериментальные данные и линии регрессионных зависимостей 
потери массы при истирании на приборе МагйпсЫе

2.10. Экспериментальные исследования истирания тканей 
специального назначения на основе метода Магйпда1е

Истирание локальных участков тканей на изделиях в ходе их эксплу- 
V атации является одной из главных причин потери этими изделиями своего 
, потребительского назначения и основным видом физического износа этих 

изделий. Истирание тканей происходит в результате их механического 
трения о другие предметы, к которым прикасается ткань, или о другие 
участки той же ткани.

В отличие от других видов износа характерным признаком истира- 
. ния является потеря тканью части волокнистой массы элементами истира- 
: емого участка. При этом, как правило, происходит изменение структуры 

истираемого участка ткани, которое, в свою очередь, отражается на интен­
сивности дальнейшего истирания. Таким образом, истирание ткани пред- 

у  ставляет собой динамически развивающийся процесс с изменяющимися в 
ходе этого процесса параметрами локального участка ткани.

%■
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Рис.2.22
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Важнейшим фактором, оказывающим влияние на динамику истира­
ния, является вероятностная природа важнейших геометрических и физи­
ко-механических характеристик ткани. Структура ткани, связанная с рап­
портом переплетения основных и уточных нитей, является периодической. 
Однако в масштабах одного или малого числа раппортов характеристики 
нитей: диаметр, плотность волокон, скрученность, ворсистость, показатели 
трения и сцепления, - подвержены заметным случайным вариациям. 
Вследствие переплетения нити в ткани деформированы. Случайные вариа­
ции наблюдаются и в этих деформациях: в степени изогнутости, смятия, 
смещении положения, пористости структуры ткани и других показателях. 
По перечисленным причинам процесс истирания ткани с точки зрения мо­
делирования систем следует отнести к классу нестационарных динамиче­
ских стохастических процессов с переменными параметрами.

Простейшая математическая модель, описывающая процесс истира­
ния локального участка ткани, может быть представлена дифференциаль­
ным уравнением < 1

I
(2.118)

где т(1) -  масса истираемого участка в момент времени I, А( . ..) - функцио­
нал, определяющий скорость уменьшения плотности массы в единицу 
времени.

В линейном приближении этот функционал равен

А(т((),() = а0+ атт(1) + а /  (2.119)

где а0, ат, а, -  некоторые коэффициенты, зависящие от перечисленных 
выше характеристик нитей и образованного ими участка ткани.

Уравнение (2.118) с функционалом (2.119) является уравнением Бер­
нулли, которое преобразуется в линейное уравнение

—‘■ р --{ао+ат*)и({) = а„ и{1) = т~\I) (2.120)
си

Задача Коши для этого уравнения при начальном условии т{1 =  0) = 
т0 и может быть решено аналитически. Решение имеет вид

г
(  1 М

и ( ( )  =  ехр - ( а 01 + а,12) Ч 1 + « т |е х р ( - ц 0т - п ,т 2)й?т
 ̂ 0

На рис.2.23 представлена динамика уменьшения массы т(1) согласно 
формуле (2.121) при двух вариантах исходных данных, отличающихся зна­
ком коэффициента ат\ 1) т0 = 1 г; а0 = 0,1 с'1; ат =  0,1 г 1 с'1; а, = 0,1 с'2, и 
2) то =  1 г; а0 = 0,1 с'1; ат = — 0,1 г'1 с"1; а, = 0,1 с'2.
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Рис.2.23. Динамика уменьшения массы образца ткани при истирании

В модели (2.118) - (2.119) не учитываются статистический характер 
истирания ткани и ее специфическая периодическая структура. Несомнен­
ным преимуществом модели является существование конечного выраже­
ния (2.121), которое в явном виде описывает изменение массы истираемого 
участка. Подбирая оптимальные значения параметров модели (коэффици­
енты по, ат, а,) по данным натурных экспериментов, можно получить адек­
ватную модель для прогнозирования степени истираемости конкретной 
ткани за определенный интервал времени истирания.

Для получения экспериментальных данных разработаны методики и 
созданы соответствующие приборы, осуществляющие процесс истирания 
образцов испытываемых тканей. Однако некоторые типы специальной за­
щитной одежды для газовщиков, нефтяников и работников других отрас­
лей изготавливают из тканей, к которым стандартные методики не пригод­
ны. Так, износ тканей с токопроводящими нитями нельзя проверять по 
стандартной методике, поскольку на приборах ДИТ-М и ИТ-ЗМ, использу­
емых по такой методике, фиксация момента окончания испытаний проис­
ходит по электрическому замыканию контакта при появлении сквозного 
отверстия в образце. В токопроводящих тканях такие замыкания могут 
происходить на любом этапе испытаний и не отражают истинной картины 
истирания. Кроме того, в указанных приборах в качестве абразива исполь­
зуются суконные ткани, которые могут сильно отличаться по свойствам в 
разных сериях, что ведет к разбросу в оценках, далеко выходящему за пре­
делы статистической погрешности.

Поэтому для оценки истираемости тканей специального назначения, 
содержащих токопроводящие нйти, в настоящее время используется мето­
дика, предложенная Магйп<1а1е и реализованная в приборе 1ГОТ-7012-М8. 
В качестве примера в табл.2.8 представлены результаты испытаний на
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этом приборе ткани арт. «Цшуегза! ГК» 240. Здесь п — число циклов исти­
рания, р  -  процент потери массы образцом.

Из приведенных фотографий образца ткани видно, что наибольшему 
разрушению подвергаются участки, подвергшиеся наибольшему воздей­
ствию со стороны эталонной абразивной ткани. Следует отметить, что при 
аналогичных испытаниях на приборах ДИТ-М и ИТ-ЗМ истирание образца 
сопровождается эффектами раздирания ослабленных участков, что иска­
жает процесс разрушения образца в результате его истирания.

В табл.2.9 приведены данные натурных экспериментов для несколь­
ких артикулов тканей, в которых отражены зависимости потери массы об­
разцами в зависимости от числа циклов истирания.

Из таблицы видно, что, несмотря на примерно одинаковый характер 
нарастания потери массы образцов с увеличением числа циклов, наблюда­
ется значительные отличия между ними, зависящие от артикула ткани.

2.11. Компьютерная модель истирания ткани
Истирание материала является одним из видов его разрушения. Оно 

заключается в отделении от поверхности материала малых фрагментов под 
действием касательных сил.

Механизм истирания твердого материала выглядит примерно следу­
ющим образом. Поверхность материала всегда имеет микронеровности. Их 
профиль, как правило, случаен, а высота от среднего уровня колеблется от 
долей миллиметра до тысячных или десятитысячных долей миллиметра. 
Истирающее воздействие осуществляется поверхностью другого материа­
ла (истирающей поверхностью), которая прижимается к истираемой по­
верхности силами нормального давления. При этом происходит не только 
касание истираемой и истирающей поверхностей в отдельных точках, но и 
деформация сжатия или смятия отдельных участков обеих поверхностей.

При относительном перемещении поверхностей вдоль плоскости на 
участках их соприкосновения действуют касательные нагрузки. Их дей­
ствие приводит к смещению участков материала - деформациям сдвига 
и/или среза. Когда смещение превосходит предельную величину деформа­
ции, происходит отделение участка поверхности или ее фрагмента. Отде­
ленная часть поверхности либо соединяется с поверхностью материала на 
соседних участках, либо полностью отрывается от материала.

Первый случай - соединение - характерен для материалов с идеальной 
молекулярной и надмолекулярной структурой твердого материала с по­
верхностью, близкой к идеально отполированной, т.е. с минимальными не­
ровностями. Этот случай и означает полирование поверхности материала 
как результат взаимодействия его поверхности с поверхностью другого 
материала. Второй случай - отрыв - и представляет собой процесс истира­
ния. Важно, что все эти процессы взаимодействия поверхностей двух ма­
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териалов происходят лишь в поверхностной зоне материала и не распро­
страняются на его глубину.

Таблица 2.8
Результаты истирания ткани арт. «Цпгуегеа! ГК» 240_____________

п, 0 1,0-104 1,5-10“
р 0% 8,11% 12,73%

В
ид

 о
бр

аз
ца

 
|

ш
71, 2,0-104 2,5-10“ 3,0-10“
р 14,65% 20,22% 22,98%

В
ид

 о
бр

аз
ца

ф

Истирание всегда взаимно, т.е. ему подвергаются обе взаимодейству­
ющие поверхности. Поэтому при исследовании истирания важно, чтобы 
истирающая поверхность была "эталонной", одинаковой для всех сравни­
ваемых материалов и истиралась значительно медленнее, чем исследуемый 
материал.

Иную картину представляет процесс истирания волокнистого матери­
ала. При соприкосновении поверхностей двух волокнистых материалов - 
истирающего и истираемого - происходит касание и зацепление между во­
локнами этих поверхностей. При относительном перемещении поверхно­
стей вдоль касательной плоскости фрагменты наиболее слабых волокон 
могут отрываться. Другие волокна частично извлекаются из материала и 
меняют свою форму, расположение в материале и взаимодействие с 
остальной массой волокнистого материала.

Если волокно благодаря своей длине заходит глубоко в объем мате­
риала, то для его извлечения требуются значительные и длительные воз­
действия. То же происходит, если волокно находится на поверхности ис­
тираемого материала, но сильно связано во многих точках своей длины с 
другими волокнами.
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Таблица 2.9
Результаты испытаний по истиранию тканей на приборе ЦОТ-7012-М8_____

Артикул Сырьевой состав РР, г/м* п Р

Арт. "СТ-21А"
Основа, уток: х/б-100; 

токопровод. нить -  см. пр. ПЭ, 
х/б + Ме-сод.

275±14

10000
15000
20000
25000
30000

2,64
3,21
4,37
5,19
6,35

арт. "ТКГГОЫ-
'ри

Основа, уток: см. пряжа 
х/б -80 
ПЭ - 20

включая токопровод. нить -  
ПЭ + Ме-сод.

250±12,5

10000
15000
20000
25000
30000

2,04
2,53
3,08
4,24
4,81

"Премьер РК,- 
350" арт. 
10202а-М

Основа, уток: х/б-100; 
включая токопровод. нить -  

к.н. ПЭ + Ме-сод.
340±17

10000
15000
20000
25000
30000

2,72
5,45
5.91
8.91 
10,49

Арт. "Ишуетза! 
РЕ." 240

Основа, уток: х/б-100; 
включая токопровод. нить -  

х/б + Ме-сод.
240±12

10000
15000
20000
25000
30000

8,11
12,73
14,65
20,22
22,98

Арт. СТ-20А

Основа, уток - см. пряжа: 
х/б - 60,
ПЭ - 40;

включая токопровод. нить -  
см. пряжа ПЭ, х/б + Ме-сод.

215±10

10000
15000
20000
25000
30000

3,12
3,81
4,66
6,88
9,33

На первом этапе процесса истирания уменьшается объемная или по­
верхностная плотность волокнистого материала. Это приводит к значи­
тельному сокращению количества контактов межу волокнами в единице 
объема и тем самым увеличивает вероятность излечения отдельных воло­
кон из поверхности.

Второй процесс при истирании - отрыв фрагмента волокна от осталь­
ной его части. Он возможен, если сила, приложенная в некоторый момент 
времени к конкретному волокну, оказалась больше его предела прочности. 
Как извлеченные волокна, так и оторванные фрагменты волокон в даль­
нейшем не участвуют в сопротивлении материала истиранию. Они вместе 
образуют ту убыль массы, которая и проявляется как процесс истирания.

Очевидно, что все эти процессы сугубо стохастические. В них участ­
вует большое число разных факторов геометрической, механической и фи­
зической природы. Поэтому для моделирования истирания возможны два 
подхода. При первом подходе стохастический характер процесса игнори­
руется. Рассматривается динамика усредненных показателей. Весь описан­
ный выше механизм процесса прячется в нескольких коэффициентах, от­
ражающих интегральные свойства материала по отношению к истираю­
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щим воздействиям. В этом случае невозможно обнаружить роль отдельных 
факторов иначе, как натурными экспериментами, результаты которых 
обычно отображают эмпирическими регрессионными зависимостями.

При втором подходе приходится разрабатывать набор моделей, опи­
сывающих разные стороны механизма истирания, связывать их между со­
бой для получения общей модели. Этот путь теоретически и алгоритмиче- 

■ ски сложен и не гарантирует успеха в конце пути.
Оценим среднее число волокон на 1 кв.мм поверхности волокнистого 

материала. В качестве исходного значения примем, что плотность матери- 
' ала равна 1 г/мм3, а линейная плотность волокна равна 1/6 000 г/м = 1/6 000 

000 г/мм. Тогда в 1 мм3 материала находится 6.000 000 мм длины волокон. 
Считая, что их средняя длина в 1 мм3 равна 1 мм, получаем, что среднее 

' число отрезков волокон в 1 мм3 равно 6 000 000. Если объемная плотность 
материала волокна равна 1,5 г/мм3, то волокна заполняют часть 1 мм3 объ­
ема, равную 1/1,5 =  0,66, т.е. примерно 2/3 объема материала. При истира­
нии воздействию подвергается только тонкий поверхностный слой волок­
нистого материала. При толщине этого слоя 0,01 мм получаем, что на 
площади в 1 мм2 будет находиться примерно 60 000 отрезков волокон дли­
ной около 1 мм.

Модель истирания
Для моделирования процесса истирания ткани была разработана 

компьютерная имитационная статистическая модель. Она дала возмож­
ность учесть специфику структуры образцов истираемых тканых полотен, 
статистический разброс характеристик различных локальных участков об­
разца, изменение свойств волокнистой массы в процессе истирания, в 
частности, плотности, коэффициентов трения и упругости по отдельных 
истираемым участкам, а также эффекты пластической необратимой де­
формации участков.

В модели приняты следующие допущения и следующие физическое 
представление о процессе истирания. Образец размещен в плоскости 
(Х;У). Истирание означает постепенную убыль массы по оси 2 . Считаем, 
что в разных точках (х;у) убыль происходит независимо друг от друга. По­
этому отдельные участки нумеруются порядковыми номерами у = 1 ,...,М.

Первоначальное распределение плотности волокнистого материала 
по толщине в точке (х;у) при начальной толщине участка в этой точке 
Н0(х;у) описывает функция г0(/г). Если толщина участка больше толщины 
Н„ устанавливаемой внешней нагрузкой, которая прижимает к поверхно­
сти истираемого образца истирающую поверхность, то есть Н0(х;у) > Н„ то 
происходит перед началом истирания сжатие этого участка до толщины Н5. 
При этом плотность материала возрастает и описывается функцией г^к) = 
г0(к)Н0(х;у)/Н ',0< к< Н 5.

Разделим общую площадь образца 5  на М  участков площадью (15 = 8 
/ М. Перед началом истирания образец нагружается силой Р. Ее действие
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приводит к сжатию части участков. Обозначим через Е(]) модуль упругой 
деформации сжатия для участка у, а через ^  - подмножество участков об­
разца, подвергшихся первоначальному сжатию. Толщина сжатого матери­
ала и число сжатых участков должны удовлетворять условию равновесия

При известном начальном профиле участков Н0(х;у) = Н0(/),; =  1 
и модулях упругости Е(]) уравнение (2.122) может быть решено методом 
итераций. Особенность его решения в том, что подмножество ./, для кото­
рого должно выполняться (2.122), зависит от значения Н, и изменяется при 
его итеративном поиске.

Обозначим: т( ( ) , г - масса участка материала; Н(1) , мм - толщина 
материала; с15 = дХ<И - площадь рассматриваемого участка. Здесь г - по­
рядковый номер цикла истирания: / =  0, 1 ,...,Ттос1; йт(],1) , г - убыль мате­
риала на цикле /.

Считаем, что убыль массы материала тем больше, чем меньше плот­
ность (или масса - при постоянной площади с18 участка) со случайными ва­
риациями а. Тогда убыль материала на участке у в цикле I можно описать 
уравнением

Здесь коэффициент А равен средней убыли массы при постоянной по 
толщине плотности участка у истираемого материала. В результате цикла I 
масса участка уменьшится на с1т(],1): - с1т(],[). Такое
уменьшение массы должно привести к уменьшению толщины участка у на 
величину = с1т{], () / г///(/У)у). Толщина участка должна быть равна

Однако новый "виртуальный" профиль поверхности Д у(/',/) после цик­
ла I истирания может вновь измениться вследствие постоянно действую­
щей нагрузки Р  точно так же, как он изменился перед началом всего про­
цесса. Поэтому в соответствии с уравнением (2.122) осуществляется кор­
рекция профиля участков и тем самым -  переход от “виртуального” про­
филя -  к реальному профилю ЬЩЛ) Щ,1).

Как отмечено выше, процесс истирания является вероятностным. Его 
ход зависит от многих факторов и случайных вариаций. Поэтому величина 
истирания разных участков образца различна. С нарастанием числа циклов 
область истирания локализуется на локальных подмножествах участков. 
Чтобы учесть в модели этот эффект «положительной обратной связи», сле­
дует корректировать величину коэффициента А в формуле (2.123). Предла­

(2.122)

(2.123)
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гается следующая корректировочная формула, учитывающая в относи­
тельных величинах суммарную величину удаленной массы

А(() = ЛР, где р  = - (2.124)

Следовательно, перед началом истирания, когда число выполненных 
циклов I равно нулю, параметр р  равен единице, и коэффициент равен сво­
ему начальному значению А. Когда же суммарная удаленная масса равна 
исходной массе данного участка, то остаточная масса и параметр р  равны 
нулю, а коэффициент А равен единице.

Ниже приведен алгоритм моделирования динамики истирания 
Алгоритм А2.1

. 1. Ввод параметров моделируемого образца
2. Задание условий моделирования варианта истираемого образца материала
3. Задание начальных условий и начального состояния модели образца

! 4. Генерация значений случайных функций и полей для начального состояния об- 
разца в
5. Моделирование начального сжатия образца под действием нагрузки со стороны 
истирающей поверхности. Расчет изменения формы поверхности и плотности истирае­
мого образца под действием нагрузки.
6. Имитация удаления части массы с истираемой поверхности. Расчет изменения 
толщины образца на каждом участке и нового "виртуального" профиля толщины.
7. Пересчет вновь сформированного "виртуального" профиля с учетом сжимающе­
го давления на истираемую поверхность по алгоритму, использованному в п.5.
8. Проверка отсутствия нулевой массы или нулевой толщины по всем участкам об­
разца. Если условие выполнено, то возврат к п.б для имитации нового цикла истирания. 
Если условие нарушено (что означает истирание одного из участка до "дыры), то пре­
кращение имитации и вывод накопленной в процессе моделирования информации для 
статистической обработки результатов моделирования рассматриваемого варианта об-

: разца.

Моделирующий алгоритм А2.1 с такими возможностями позволил 
объединить разные аспекты и факторы процесса истирания и построить 
достаточно полный и гибкий инструмент в виде компьютерной программы 
для исследования и прогнозирования характеристик истирания.

В модели предполагался следующий механизм истирания образца 
текстильного полотна. Образец прямоугольной формы размещается в рас­
правленном и натянутом виде на твердой плоской поверхности. Его внеш- 

; няя поверхность неравномерна по толщине (высоте) и плотности материа­
ла из-за неравномерности распределения волокнистой массы в материале и 
его структурных особенностей, например, переплетения нитей основы и 
утка в ткани. Поэтому неравномерность содержит как детерминированную 
периодическую, так и случайную составляющую, причем по обоим показа­
телям: толщине к и объемной плотности р. На рис.2.24 приведен пример 
геометрической модели толщины образца.

Отдельные участки образца подвергаются истиранию независимо
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друг от друга. Это позволило перейти от двумерной модели к одномерной 
геометрической модели образца. Значения к и р моделировались по сле­
дующим формулам

К  (О = ВЫгн К  > ̂  >«) + Регн (2га 1Тк),
Р, (0 = О р Ар,и) + ?егр (2 т !Тр), 1 = 1,...,п

Здесь индекс / нумерует участки прямоугольного образца; ОЫгк и 
ОЫгр -  законы распределения случайных составляющих (например, нор­
мальный закон распределения); тк, тр, ^  и «р -  соответственно средние 
значения и среднеквадратические отклонения; Рег являются периодиче­
скими функциями индекса г с периодами 7) и Гр; л -  общее число участ­
ков, на которые разделен образец.

Перед началом истирания к свободной поверхности образца с посто­
янной величиной силы давления Р  прижимается плоская истирающая по­
верхность. Под давлением толщина материала в местах наибольших зна­
чений величина к уменьшается до тех пор, пока упругая сила реакции ма­
териала на сжатие не компенсирует силу внешнего давления Р. Одновре­
менно увеличивается плотность материала на участках сжатия. В результа­
те неравномерность по толщине и плотности изменяются и перед началом 
истирания уже отличаются от исходных значений. Для имитации этого 
этапа был разработан следующий итерационный алгоритм:
Алгоритм А2.2
^  = ^ = ш а х ( А ,) ;  &  = квш- к ^ \  к0 =ЬЛ>+0,5Ог, /  = 0

Пока |Р - _/[ > ер, выполнять:
1 .  /  = 0. Для1=1,...,и: если А,-> ко, то / = / +  Щ1[ - ко);
2. Если / >  Р, то Л  = 0,5<й; ко = ко + сЗк\ иначе д.к = 0,5Л; ко = ко~ скк

Алгоритм А2.2 позволяет найти максимальное значение к0, до кото­
рого уменьшится толщина образца. Это значение алгоритм находит из 
условия, что сжатие образца происходит на тех его участках и до тех пор, 
пока возникающее на этих участках суммарная сила реакции упругого 
сжатия/ не достигнет значения внешней силы Р, действующей на образец.

На следующем этапе моделирования производится коррекция значе­
ний толщины и плотности материала для учета рассчитанной величины 
сжатия по следующему алгоритму:
Алгоритм А2.3

I
Для г =1,..., и: если /г(г) > ко, то: { р(0 = рДО А̂ (г) / /г0; к(г) = ко}

Имитация циклического истирания поверхности материала заключа­
ется в моделировании толщины слоя с1к(1). отделяемого от г-го участка об­
разца, и соответствующем изменении толщины, плотности и степени сжа­
тия этого участка. Величина Ак{г) зависит от сил сцепления и трения меж-
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ду волокнами материала и стирающей поверхностью. Она является слу­
чайной величиной, причем закон ее распределения неизвестны.

Параметры этого распределения зависят от плотности и коэффици­
ентов трения и сцепления между волокнами и между материалом и исти­
рающей поверхностью на данном участке. Эти зависимости играют роль 
положительной обратной связи в процессе истирания. В результате по ме­
ре развития процесса область наибольшего истирания концентрируется на 
некотором наиболее слабом участке. Примем степенной закон распределе­
ния величины <Щг)

V
/ Л(*) —  

к  о
1 —

А(0,
О < х й й(0; я > 1 (2.126)

Его параметр а является функцией от относительного изменения 
плотности материала: а = а(р„(г) /  р/0)> где р„(г) -  плотность материала г'-го 
участка после отделения массы Ит(1). Такое распределение является част­
ным случаем бета-распределения и соответствует асимметрично распреде­
ленной случайной величине, значения которого ограничены диапазоном
[0; 401-

Графики распределения /м(х) для различных значений параметра а 
приведены на рис.2.25. Из графиков видно, что при достаточно больших 
значениях параметра а распределение сосредоточено в окрестности моды 
(Иг = 0, т.е. толщина отделяемого слоя будет минимальной. Истиранию 
подвергаются только те участки, которые непосредственно касаются исти­
рающей поверхности. Пересчет значений плотности после отделения оче­
виден. В результате получаем алгоритм:
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Алгоритм А2.4
Дня /= 1 .....п : если Щ) = ко, то выполнить:
1. Генерация случайного значения ой(7) согласно распределению/тДх)
2. к (Г) = й(т) - 4к{Г)\ р (г) = р(г) к (г) /  й0 коррекция толщины и плотности
3. сЫ$) = р(/*) тй(7') <& 4у; т(г) = т (;') - тйя(/) коррекция массы участка
4. 5т(1) = 5ти(1) + с!т{!) накопление истираемой массы; I -  номер цикла истирания.

Модель в целом состоит из реализации алгоритмов А2.2, А2.3 и цик­
лического выполнения алгоритмов А2.4 и А2.2 (пересчета толщины мате­
риала с учетом равновесия внешней силы и силы упругости).

В качестве примера работы алгоритма рассмотрим имитацию про­
цесса истирания для материала, толщина и плотность которого состоят из 
случайной и периодической составляющей. На рис.2.26 изображены 
начальный профиль образца по плотности массы и профили постепенно 
истираемых слоев материала после каждых 5000 циклов (нижние кривые 
соответствуют каждому сотому циклу). Аналогичные распределения для 
толщины элементов показаны на рис.2.27. Из-за наложения кривые пока­
зывают толщину элементов лишь на завершающей стадии истирания. 
Наблюдается постепенная концентрация разрушения на элементах, имею­
щих наименьшую массу. В рассматриваемой системе действует своего ро­
да положительная обратная связь; чем больше истирается элемент на 
предыдущих циклах, тем в большей будет величина его истирания на сле­
дующем цикле. Вместе с тем, на начальной стадии истирания наблюдается 
эффект выравнивания неравномерности элементов по толщине как под 
действием нагрузки, так и вследствие потери массы.

На рис.2.28 показано изменение профиля толщины образца в процес­
се истирания при начальном профиле, содержащем только периодическую 
(гармоническую) составляющую без случайных компонентов. На нижних
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линиях профиля видно, как с увеличением числа циклов истирания оно ло­
кализуется на нескольких участках, пока не происходит полного истонче­
ния материала на одном из них. Во избежание слияния на графиках полу­
чаемых профилей для их более ясного отображения на рис.2.27 и 2.28 про­
фили приведены с пропуском ряда циклов.

На рис.2.29а приведена динамика нарастания суммарной истираемой 
массы материала в зависимости от числа циклов, из которой видно посте­
пенное нарастание истираемой массы с ростом числа циклов (числа по оси 
абсцисс означают сотни циклов). На рис.2.29б показано нарастание сред­
неквадратического отклонения вариации толщины материала между от­
дельными локальными участками с увеличением числа циклов истирания. 
Кривая наглядно показывает нарастание «хаоса» в процессе истирания об­
разца.

Предложенные математическая и компьютерная модели статистиче­
ской имитации процесса истирания образца полотна описывают динамику 
этого процесса. Приведенные результаты натурных экспериментов по ис­
следования истирания по методу МагбпсЫе для тканей специального 
назначения различных артикулов на качественном уровне близки к резуль­
татам компьютерного моделирования. Приведенный пример работы моде­
лирующего алгоритма позволяет детально отслеживать динамику истира­
ния образца ткани с учетом таких факторов, как периодичность плотности 
и толщины локальных участков образца, наличие случайных вариаций в 
свойствах волокнистой массы образца, изменения плотности, упругости, 
характеристик трения и пластичности в зависимости от числа циклов ис­
тирания.

Рис.2.26. Изменение массы элементов образца ткани за циклы истирания
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Рис.2.27. Изменение толщины элементов образца ткани за циклы истирания

Рис.2.28 Динамика истирания (периодический начальный профиль по толщине)
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Рис.2.29. Истираемая масса (а) и СКО толщины образца (б)
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Гпава 3. МКЭ - модели волокнистых материалов
3.1. Метод конечных элементов и уравнения 

деформируемых сплошных сред
Метод конечных элементов (МКЭ) - один из наиболее распростра­

ненных и мощных современных методов компьютерного моделирования 
материалов различной природы, изделий из них и физических процессов. 
В этом методе материал рассматривается как деформируемая сплошная 
среда. Механические и физические свойства среды описываются заранее 
выбранными известными законами и задаются значениями соответствую­
щих параметров. Изделие из материала представляется геометрической 
моделью. Взаимодействие изделия с окружением описывается краевыми 
условиями задачи. При рассмотрении нескольких взаимодействующих из­
делий в модель включают условия контакта, т.е. решается контактная за­
дача. Исследуемая система описывается уравнениями в частных производ­
ных и МКЭ - один из методов их решения при сложных краевых условиях 
и при сложной форме области, в которой ищут решение.

В МКЭ геометрическую модель изучаемой системы представляют 
набором плоских (в двумерной задаче) или трехмерных (в трехмерной за­
даче) выпуклых фигур из некоторого стандартного набора, например, тре­
угольников, четырехугольников, тетраэдров, параллелепипедов произ­
вольных размеров и формы. Тем самым систему аппроксимируют нерав­
номерной сеткой из соединенных между собой стержней. В процессе ре­
шения может возникнуть необходимость перестройки части сетки конеч­
ных элементов, например, для детализации отдельных областей, в которых 
градиенты полей характеристик материала особенно велики.

Далее решается задача об эволюции состояний системы и сплошной 
среды в соответствии с уравнениями, которые описывают эту эволюцию. 
Решаемые уравнения на каждом цикле линеаризованы, а решение аппрок­
симируют известными простыми (линейными или квадратическими) 
функциями. При оценке качества аппроксимации используют вариацион­
ные принципы.

Исследование системы методом МКЭ-моделирования включает сле­
дующие этапы:
1. Построение твердотельной геометрической модели системы.
2. Генерация сетки конечных элементов, заполняющих без перекрытий и 
по возможности максимально близко к поверхности геометрическую твер­
дотельную модель, упорядочение элементов и их узлов.
3. Задание физико-механических свойств материала и выбор законов, опи­
сывающих поведение этого материала под влиянием внешних воздействий 
и его взаимодействия с соседними участками.
5. Задание граничных и начальных условий моделирования, включая усло­
вия контакта и связей между компонентами системы.
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6. Задание условий имитации для моделируемого режима (статика, дина­
мика, колебания, переходные режимы, собственные колебания и т.п.) и 
моделируемых показателей системы.
7. Линеаризация и решение системы уравнений на каждом этапе эволюции 
системы в моделируемом режиме.
8. Обработка результатов моделирования.

Таким образом, само моделирование состоит из построения системы 
аппроксимирующих линейных алгебраических уравнений, проверки ее не­
противоречивости и циклического решения системы с учетом результатов 
предыдущих циклов и контроля совместности уравнений на каждом цикле.

Очевидно, что практическая реализация такой программы действий 
возможна только на компьютере (причем, чем более мощном, тем лучше) и 
при наличии автоматизированного инструментария на каждом этапе раз­
работки. В настоящее время существуют такие автоматизированные про­
граммные системы с разными уровнями возможностей, доступности и 
удобства использования: АМ8У8, АВАСНЛЗ, М8С.МАЗТКА1Ч,
МЗС.МАКС, СОМЗОЬ (РЕМЬАВ), АТТЪА, ЗОЬЮ Ж Ж К З  и др.

При использовании МКЭ для решения задач о деформации сплош­
ных сред в неявном виде решают уравнения, описывающие эти деформа­
ции. Они полно описаны в литературе. Поэтому ограничимся краткой 
справкой. Представленные ниже уравнения относятся к упругой среде и 
записаны в линейном приближении, которое чаще всего используется в 
МКЭ. Они адаптированы для двумерного пространства (плоскости). При 
этом отсутствует не только зависимость перемещений, деформаций и 
напряжений <!>т третьей координаты 2, но также и ограничения в этом 
направлении. Такая адаптация объясняется следующими причинами. Во- 
первых, многие волокнистые материалы являются двумерными. Во- 
вторых, для трехмерных изделий из волокнистых материалов во многих 
случаях оказывается достаточным рассматривать двумерную модель. Все 
входящие в эти уравнения величины могут быть или являются функциями 
двух координат х  и у.

Для сплошной среды в качестве основной переменной используют 
вектор перемещений каждой точки среды относительно ее исходного по­
ложения - поле перемещений и =  [и{х,у)\ т(х,у)]. Компоненты тензора де­
формаций для малых деформаций выражают через этот вектор

В линейном приближении в результате деформации площадь эле­
мента изменяется до величины ■

<В' = <й(1 + е „ + е „ )
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т.е. относительное изменение площади элемента равно сумме диагональ­
ных компонент тензора

аВ'-с18

В векторном поле сил, действующих на элементы среды Р(х,у), в со­
ответствии с третьим законом Ньютона силы должны уравновешивать друг 
друга в целом по всей рассматриваемой области среды. Неуравновешен­
ными остаются только силы на границе области. В этом случае, согласно 
векторному анализу вектор силы, действующей в элементе объема среды, 
должен быть дивергенцией тензора второго ранга, называемого тензором 
напряжений о

р  =^  + ̂ -  р  -  ! 9аУУ
1 дх ду у дх ду

Здесь Р = (РХ',РУ) -  вектор объемной плотности силы, компоненты ко­
торого имеют размерность Н м'3, а тензор напряжений имеет размерность 
давления [о] =  Н м"2 = Ра.

Из условия уравновешивания внутренних моментов следует симмет­
ричность тензора напряжений = аух.

Условие равновесия среды задается уравнениями

до- , 8а*у
дх ду +Р2*=°;

да*у
дх

+  РЯу =  0

Здесь р - плотность среды (масса на единицу объема); вектор §(х,у) - 
поле ускорений, возникающих под действием внешних сил, действующих 
в единице объема элемента среды. Размерности этих величин: [р] = кГ м’3; 
[§] = м с 2.

При адаптации уравнений к двумерному пространству размерности 
величин меняются: [Р] = Н м'2; [о] = Н м"1; [р] = кГ м'2; [§] =  м с'2.
Плотности сил и массы относятся не к единице объема, а к единице пло­
щади, а напряжение -  не к единице площади, а к единице длины.

Энергия деформации среды идет на изменение термодинамического 
баланса и работу сил деформации, что отражает термодинамическое ра­
венство

т  =  Т Ш  +  + 2 0 ^/8 ,̂ + ЪууЗЬуу

Здесь Ж - внутренняя энергия , Т - температура, Н  - энтропия эле­
мента среды. Из этого выражения следует, что при постоянной температу­
ре и энтропии тензор напряжения может быть выражен через производные 
от свободной энергии Ф
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Г  а ж ' )

Г 9 0 ]
( д ж ^ Г  д Ф  ^ Г  д ж ' ' (  д Ф= у = ;  с т .„  = =

В р . В р, В р . В р
» у у

В р
\  хх У Н \  X X / х V  * у  ; н \  * у  ; т \  У У  У н

В общем виде свободная энергия как скалярная функция может быть 
выражена через инварианты тензора деформации

ф  = ф о + ! К + б » )  + Ч ^  +  2 <  + < )

Коэффициенты Х ит  называют коэффициентами Ламэ.
Закон Гука о линейной зависимости между напряжениями и дефор­

мациями среды в общем случае записывается в виде

= ^  ■̂;Нте/т> г'з к = 1,2
1,т=1,2

Здесь индексы 1 и 2 нумеруют координаты х  и у; ХШт -  коэффици­
енты пропорциональности. В МКЭ они задаются для фрагментов среды, 

: которые можно считать однородными по свойствам.
< Для изотропных сред зависимость между напряжениями и деформа­
циями в соответствии с законом Гука может быть представлена в виде

я - ° а ^ ) а - а д (С1~ ,1)е- ^ ^

Е

еда, = | ( а и - ц а ^ ) ;  гху= ^ - а ху

8: В этих формулах Е  -  модуль упругости (модуль Юнга), ц -  коэффи­
циент Пуассона для поперечного сжатия. Размерность Е  совпадает с раз­
мерностью о.
 ̂ Условие равновесия элемента однородной изотропной среды запи- 

> сывается в виде

2(1+ ц)

Е
2(1+ Ц)

/  о2о иг 

(  д2и„

д2ых
" д /

д2и„
дх2 ду2

2(1 + ц )(1 -2ц )  

Е

д \  о1 и
— —л----- -
дх2 дхду

+ -
( д2и.

2(1,+ ц )(1 -2ц )
— + “ 7 

дхду ду

+ РЯх= 0

+ р г , = о

■ или в векторной форме

191



* 1 2(1+ ц)Айн---------§гаашуи = - р § —-— —
1 - 2 ц  Е

Уравнения движения упругой среды получают, добавляя силы инер­
ции в уравнения равновесия согласно принципу Даламбера

Л2и{х,у,Х) до„(*,,у, г) д а ^ х ^ Х )
Л 2 дх ду

<32у(х,у,{) да1у(х,у,Х) дауу(х,у,Х)
9 Л 2 дх ду 9^ у

Уравнения движения для вектора перемещения и(х,у,Х) имеют вид

сГи
- А  и  +  -

9 Л 2 2(1 + р.) " 2(1 + р )(1 -2 р )

Ж1 2(1+ р) 2(1 + р )(1 -2 р )
-Ау + -

^габсйуи + р,^ 

©габёхуу + р ^

Эти уравнения описывают упругие волны в однородной изотропной 
среде при малых деформациях. В векторной форме уравнения имеют вид

32и(г,0 Е  д . .
р— —2— = — -----Аи(г,о+:

дх2 2(1 + ц)
-УУи(г,0 + р§ (1.127)

2(1 + р)(1 -  2р)

Здесь р - плотность среды; и(г,/) = («(г,/); у(г,/)) -  вектор смещения 
точки г = (х, у) среды вследствие деформации в момент X в декартовых ко­
ординатах.

Операторы Лапласа А и набла V обозначают операции

Д =
' д2 д2 \ '  д д"
кдх2’ ду2 у

V =
дх’ дуу

(1.128)

Применение оператора Лапласа к векторной функции р(г,Х) означает 
применение его к каждому компоненту этого вектора. В итоге получается 
векторная функция, составленная из сумм вторых производных

Ди(г,0:
'  В̂
Удх2’ду2;

и(г,0 =

д и(х,у, X) | д и(х,у,Х)
дх2 ду2

д2У (х,у,Х) + д2у(х,у,Х)
дх2 ду2

(1.129)

Применение оператора V V к векторной функции также дает вектор­
ную функцию, составленную из вторых производных
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§гас! сИу и(г, I) = V V и(г, /)

'  д2и(х, у,I) | д\{х,у,1) 
дх2 дхду

д2и(х,у, I) [ д2у{х,у,1) 
ч дхду ду2

= У

N

Г

\

ди(х,у, О 
дх

+
ду(х,у,{)'

ОУ у

(1.130)

Следовательно, уравнение (1.127) состоит только из вторых произ­
водных по времени и координатам от вектора перемещений. Обобщения 
уравнения возможны в нескольких направлениях:

-  нелинейные упругие деформации;
-  эластические деформации;
-  пластические деформации;
-  анизотропные деформации.

В рамках линейной аппроксимации эти обобщения приводят к появ­
лению в уравнении самой векторной функции перемещения и ее производ­
ных 1-го порядка по времени и координатам.

Для упрощения численного решения переходят от уравнения с про­
изводной 2-го порядка по времени к системе уравнений, которые содержат 
только производные 1-го порядка по времени и которые разрешены отно­
сительно этих производных. В результате получается система из четырех 
уравнений в частных производных, в которой неизвестными являются 
компоненты векторной функции перемещений и(г, /) и их производные по 
времени, т.е. скорости этих перемещений <Эи(г,?) /  д(.С учетом сказанного 
уравнение деформации удобно представить в обобщенной форме (при от­
сутствии объемных сил)

Эи(-- - -̂ = \УТ)и(г, 1) + В Уи(г, 1) + Би(г, {) (1.131)
д(

Здесь вектор и(г, /) -  четырехмерный, состоящий из компонент

и(г,0

Г«( г ,о 1
V(Г,0

(г.О
, где н,(г,0 =

ди(г,1) 
д( ’

и  (г, о ;

Ч(г,г)
Эу(г ,р  

д( ’

Первые два компонента и(г,1) и у(гД) -  проекции на оси координат вектора 
перемещения точки г среды к моменту I . Соответственно, третья и четвер­
тая компоненты и(г, I )  -  скорости изменения этих проекций.

Структуру матриц коэффициентов уравнения удобнее представить, 
если преобразовать уравнение (1.131) к матричному виду
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г п

V

и

V V д2
и, и, дхду

д_
д(

+ В ,—
Хдх

V _  д V V

и , и, +  Б

и ,

V,,

(1-132)

Все матрицы \У, В и Б  -  квадратные, 4x4. Их структура зависит от 
свойств моделируемой среды. Например, для однородной изотропной аб­
солютно упругой среды при сохранении ее объема в процессе деформации 
структура матриц должна удовлетворять следующим условиям.

Первые два скалярных уравнения в (1.132) должны выражать связь 
между компонентами вектора и(г, /). Учтем также физический смысл опе­
ратора Лапласа. Поэтому структура матриц \У и Б  такова

'0 0 0 0 ' д 0 о о

0 0 0 0 0 0 0 0
\ у  = ; \У  =X 0 0 0 ’ У

"V 0 0 0

0 и 0 0 0

оо

\ х у У УУ У

"0 0 0 ол '0 0 1 0 ^

0 0 0 0 0 0 0 1
\У  = Б  =ху 0 0 0 0 1 Уи йъъ

1о 0 0 0, ^41 У*2 ^43 У(4у

Элементы матриц, обозначенные буквами, могут иметь различные, в 
том числе и нулевые, значения. То же можно сказать и об элементах мат­
риц В. Эти матрицы задают эффекты конвекции, которые в данном случае 
представляют собой перенос деформации и массы среды.

Для анизотропной среды число отличных от нуля компонентов тен­
зора упругости Х/и„, зависит от размерности пространства и симметрии 
анизотропного материала. При изучении многих механических свойств 
тканей им придают плоскую форму. В-этом случае пространство -  двумер­
ное, а симметрия -  кубическая (в двумерном пространстве -  квадратная). У 
тензора упругости остается всего три отличных от нуля компонента Хгт 
=к\, Двд, = Х2 и Ххуху =  а3. Свободная энергия элемента ткани определяется 
выражением
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Р -  {е1с + Ь2уу ) + К Еххеуу + 2 ^ :

Компоненты тензора деформации равны

дР
дег

дР дР
° х х ~  - ~ К \г х х + 'к 7ВУУ’  ® У У ~ д а  ~ ^ 1 е ху +  '^ г е хх> ° * у ~ д 8  ~ ^ З е ^

Обращение этих формул позволяет выразить деформации через 
напряжения

е = ; ( V » - * - * ® * ) ;  е^ = ^ т ( - ^ + ^ ) ;  г*у=г ° *

В отличие от изотропной упругой двумерной среды, для описания

I которой достаточно двух независимых параметров, например, Е  и р, для 
такой же анизотропной среды с квадратной симметрией необходимо задать 
три независимых параметра Х2 и Х3. Первые два определяют удлинение 
|>элемента среды вдоль осей Х и У .В  качестве значений для этих параметров 

I могут быть использованы модули упругости нитей основы и утка. Третий 
г параметр определяет деформацию сдвига, вызывающую отклонение фор­
умы элемента от прямоугольника. Поскольку сопротивление нити изгибу, 
|  по меньшей мере, на порядок меньше сопротивления растяжению, то этот 
^параметр в большой степени зависит от трения между нитями и расплю- 
 ̂ щивания нитей при их взаимном сжатии в переплетении ткани.

.Не всегда можно ограничиться двумерными моделями волокнистых 
; материалов и изделий из них. На рис.3.1 приведены примеры разработан­

ных трехмерных геометрических моделей с сеткой конечных элементов 
для взаимодействующих элементов нитей основы и утка и нитей. Они об- 

!. разуют систему, напоминающую по строению элемент каната и стренги 
крученой пряжи. На некоторых из них формой и цветом показаны дефор­
мации и поля напряжений, возникающие в системе под действием внеш­
них воздействий.

Ниже приведены примеры постановок и решения некоторых задач 
для волокнистых материалов и изделий из них, в которых использовались 
модели деформируемой сплошной среды с упругими, вязко-упругими 
и/или упруго-пластическими свойствами.

3.2. Компьютерное МКЭ-моделирование взаимодействия 
нетканого материала с иглами при иглопрокалывании

Одним из распространенных механических способов производства 
НМ является способ иглопрокалывания, при котором волокнистый холст 
скрепляется образующими его волокнами в результате прокалывания его 
специальными иглами. Управление этим процессом требует знания зави­
симостей между физико-механическими характеристиками НМ и управля-
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емыми параметрами процесса. Натурные эксперименты для решения тако­
го рода задач оказываются трудоемкими и дорогостоящими, поэтому ком­
пьютерное моделирование процесса иглопрокалывания является в этом 
случае одним из наиболее эффективных методов исследования.
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Рис.3.1 Геометрические модели и сетки конечных элементов для крученых 
и взаимодействующих нитей. Стрелками показаны внешние силы и граничные

условия
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Моделирование этой среды осуществлялось МКЭ в соответствии с 
уравнениями механики деформируемых сплошных сред. Было построено 
несколько двумерных геометрических моделей взаимодействия игл с НМ. 
Некоторые из моделей показаны на рис.3.2 в виде игл и деформируемого 
материала с сеткой и узлами конечных элементов.

Иглы моделировались треугольными клиньями абсолютно твердого 
материала. НМ моделировался как изотропная деформируемая сплошная 
среда с упруго-пластическими свойствами. Значение модуля упругости 
НМ в модели принято за единицу Е = 1. Это позволило измерять напряже­
ния в единицах модуля. Коэффициент Пуассона принят равным V = 0,33. 
Порог пластической деформации принят равным Ур = 0,2 в единицах мо­
дуля упругости. Геометрические размеры: толщина слоя ЕМ, расстояние 
между иглами, глубина перемещения и угол наклона игл и др., - выбира­
лись пропорциональными реальным геометрически размерам иглопрока­
лывающего оборудования. Время моделирования равно Т  = 1 ед. времени и 
квантовалось на 100 шагов с продолжительностью 0,01 ед.

Поскольку имитировалось взаимодействие нескольких тел (НМ и иг­
лы), то в модели решалась контактная задача. Взаимодействие между иг­
лами и НМ происходило по линиям касания игл с НМ. Оно проявлялось в 
виде сил нормального давления в соответствии с деформацией НМ и каса­
тельных сил трения с коэффициентом трения р= 0,25 между металлом и 
волокном. В одной из моделей на рис.3.2 для имитации входа иглы в НМ и 
раздвигания его среды без нарушения сетки конечных элементов в соот­
ветствующей зоне НМ была использована сетка элементов меньших раз­
меров.

Модель позволила менять различные параметры и характеристики 
деформируемого НМ и игл, такие как толщина и плотность НМ, геометри­
ческая форма игл. Рассматривались механические свойства НМ как в виде 
абсолютно-упругого, так и в виде упруго -  пластичного материала. Задава­
лись условия контакта игл с материалом, в частности, отсутствие или 
наличие трения между НМ и иглами, а также глубина и скорость переме­
щения игл в НМ. Таким образом, данная модель позволила производить 
анализ процесса взаимодействия НМ и игл по многим параметрам. Приме­
нение относительных единиц длины, времени и нагрузки дает возможность 
обобщить результаты и распространить их на группы однотипных матери­
алов.

Работа с вариантами модели показала, что для получения картины 
распространения деформаций и напряжений в НМ достаточно более про­
стой модели (рис.3.3), в которой рабочие поверхности игл моделируются 
плоскостями (в двумерной модели -  линиями а и Ъ).

При моделировании динамики иглопрокалывания эти линии пере­
мещаются вдоль оси X. Циклический закон перемещения приведен на
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рис.3.4а. Форма НМ и поле напряжений по фон Мизесу в момент первого 
наибольшего вхождения иглы приведены на рис.3.46.

Т7

Рис.3.2 Варианты расположения систем игл для прокалывания НМ

На рис.3.5а показана динамика изменения во времени полной отно­
сительной деформации (То1а1 8(хат)и ее пластической составляющей в 
двух наиболее важных узлах №х1е 117 и Мойе 332. Пластическая деформа­
ция (Р1азйс 8(хат) у них одинакова. На рис.3.5б показаны деформация НМ 
и поле смещений точек ЕМ в момент наибольшего углубления игл. На ри­
сунках видна значительная неравномерность в деформации как во време­
ни, так и в разных точках НМ.

Конечное состояние НМ и игл по завершении моделирования пред­
ставлено на рис.3.4б и рис.3.5б для упруго - пластического материала. Из 
рисунков видно, что пластичность материала приводит к отрыву материала 
от игл, причем величина отрыва возрастает при увеличении пластичности
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материала. Там же приведены поля напряжения и перемещений, описыва­
ющие их распределение по объему НМ.
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Рис.3.5

а) эпюры относительных полной и пластической деформаций в узлах 117 и 332 
б) распределение перемещений на 28 шаге моделирования 

(из ста шагов для двух циклов входа игл)

Распределения различных характеристик и компонентов деформации 
позволяют наглядно судить о наиболее напряженных областях образца, в 
которых материал подвергается наибольшим напряжениям и деформации. 
У большинства характеристик НМ эти области сосредоточены в окрестно­
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сти участка приложения нагрузки (т.е. в области вхождения игл в матери­
ал) и не распространяются на весь объем материала.

Свойства НМ в разных вариантах моделирования задавались по- 
разному, что позволило сравнить между собой эти варианты. Значения па­
раметров для каждого варианта приведены в табл.3.1. Одной из проблем 
моделирования является компактное и наглядное представление обилия 
информации, получаемой в результате имитации процесса или системы. 
Нами были выбраны распределение полной и пластической составляющей 
деформации в точках, расположенных на линиях 1 и 2, и диаграммы пере­
мещений узлов №>с1е 117 и Иос1е 332 во времени (рис.3.3). Время модели­
рования принято равным единице и разделено на 100 шагов имитации.

Таблица 3.1
Значения параметров

Вариан- Модуль Коэффици- Предел пла- Коэффици- Коэффициент
ты моде- упруго- ент Пуассона стичности, ент трения, демпфирова-
лей сти Е V Ур д ния у

1 1 0,33 0,2 0,25 0
2 1 0,33 1е20 0 0
3 1 0,01 1е20 0,25 5
4 1 0,33 0,2 0,25 5

На рис.З.ба показаны перемещения точек, образующих линии 1 и 2, в 
момент наибольших напряжений (21-й шаг имитации) и в конце имитации 
(100-й шаг). Соответствующие кривые обозначены 1-21, 2-100, 2-21 и 2- 
100.

Смещения концентрируются вблизи области воздействия игл, умень­
шаясь по экспоненте с увеличением расстояния до иглы. В динамическом 
режиме при больших напряжениях могут быть значительные кратковре­
менные смещения точек, расположенных удаленно от места воздействия 
игл. Такой же экспоненциальный характер убывания наблюдается для 
полной деформации и упругой составляющей деформации в точках тех же 
кривых и в те же циклы даже при максимально больших напряжениях в 
НМ.

Второй вариант модели соответствует абсолютно упругому НМ. По­
сле воздействия игл он полностью восстанавливает форму. Несмотря на 
кратковременные напряжения, деформации и перемещения точек НМ, воз­
никающие при взаимодействии с иглами, все их значения восстанавлива­
ются до исходных величин, т.е. до нулей. Это может служить косвенным 
подтверждением качества вычислительных схем используемой системы 
моделирования.

Третий вариант модели характерен отсутствием пластической дефор­
мации у НМ, но включением в рассмотрение эластической составляющей 
деформации. При этом модель физико-механических свойств НМ является
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линейной в отличие от первого варианта с нелинейной пластической со­
ставляющей деформации.

а)

Рис.3.6 а) перемещения точек, образующих линии 1 и 2, в момент наибольших 
напряжений и в конце имитации; б) перемещения точки № йе 117 во времени 

для двух значений коэффициента демпфирования у = 50 и у = 5
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В экспериментах с третьим вариантом модели коэффициент демпфи­
рования варьировался в широком диапазоне. На рис.3.66 приведены вели­
чины смещения узла Кобе 117 за время моделирования для у = 50 и у = 5 
Увеличение демпфирования сглаживает частые и небольшие по амплитуде 
пульсации смещения, но практически не меняет общего характера смеще­
ний узла.

Четвертый вариант соответствует НМ с упруго-эласто-пластическими 
свойствами. На рис.3.7 показана динамика различных характеристик де­
формации в узле Кобе 117: Полная (То1а1), упругая (Е1азйс) и пластическая 
(Р1азйс) составляющие деформации, рис.3.7а; энергия, поглощенная демп­
фированием (О атр т§), работа сил трения (Рпсйоп) и контакта (Соп1ас{), 
рис.3.7б; напряжения деформации полное (Ецшуа1еп1 81гезз) и по фон Ми- 
зесу (Уоп М1зез), нормальная (Когта1) и касательная (8Ьеаг) составляю­
щие, рис.3.7в.

Влияние эластической составляющей деформации мало заметно в та­
ких характеристиках, как относительная величина деформации или смеще­
ние отдельных точек внутри НМ, но хорошо обнаруживается на энергети­
ческих характеристиках. Это же относится и работе, которую совершают 
силы трения, касательные к плоскости взаимодействия иглы и НМ, и силы 
контакта между ними, направленные по нормали к этой плоскости.

Найденные зависимости и эффекты влияния параметров НМ на дина­
мику его деформации говорят о сложном механизме взаимодействия игл с 
материалом и, как следствие, о необходимости детального исследования, 
возможность которого предоставляют разработанные модели.

3.3. Модель деформации элемента нити в ткани
Для оценки деформации элемента нити в ткани под действием растя­

гивающих нагрузок и влияния изгиба элемента нити в ткани на величины 
деформаций и напряжений были построены модели элемента нити. Они 
были исследованы с использованием МКЭ.

Для сравнения рассмотрены три модели элементов нити в виде 
брусьев. В модели 1 брус имел изгиб в плоскости, перпендикулярной 
плоскости ткани. В модели 2 элемент нити моделировался прямым брусом 
в плоскости ткани (см. рис.3.8). Модель 3 отличалась от модели 2 спосо­
бом имитации взаимодействия этого элемента нити с другими нитями.

Далее принимаем за единицу длины Ь =  1. Протяженность элемента 
нити в плоскости ткани в обоих случаях равна 2Ь = 2 условным единицам 
длины. Площадь поперечного сечения элемента нити также в обоих случа­
ях одинакова и равна (2/3)2 единиц длины. В обеих моделях рассматрива­
ются плоские деформации, т.е. все величины в моделях не зависят от коор­
динаты 2 , ось которой направлена перпендикулярно рисункам.

Построение сетки конечных элементов выполнено таким образом, 
чтобы тип элементов был в обеих моделях одинаковым, а число элементов
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Рис.3.7. а) составляющие деформации; б) потери энергии 
в) составляющие напряжения

Величина изгиба у  изогнутого бруса была выбрана достаточно 
большой (амплитуда по оси У равна 1 условной единице длины), чтобы 
эффект изгиба мог проявиться заметным образом.

При одинаковых габаритных размерах обеих моделей (-1  <Х<  1 и -1 
< У < 1 ) протяженность изогнутого бруса в модели 1, конечно, больше, 
чем прямого бруса в моделях 2 и 3. Если протяженность прямого бруса (по
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оси X) равна 2 единицам длины, то у изогнутого бруса длина средней ли­
нии в этих же пределах оси X  равна 2,76 единиц длины. Это различие 
необходимо учитывать при сравнении результатов моделирования дефор­
мации.

ецип/а1еп1 е1азйс з(гаш V
2  х ;

Модели 2 и 3
Рис.3.8. Геометрические модели элемента нити в виде изогнутого и прямого бруса

Поскольку рассматривается деформация элемента нити в плоскости 
ХУ, то все переменные и параметры моделей задаются в этой плоскости и 
не зависят от координаты 2. Толщина брусьев одинакова во всех их попе­
речных сечениях и принята равной их ширине, т.е. 2/3 условной единицы 
длины. Свойства материала брусьев одинаковы. Материал однороден по 
всему объему, имеет плотность, равную единице условной плотности, яв-
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(Яяется абсолютно упругим и изотропным с модулем упругости Е  =  10000 и 
"коэффициентом Пуассона р =  0,3.

Краевые условия для задачи деформации состоят из четырех состав­
ляющих, одинаковы для моделей 1 и 2 и показаны на рис.3.9. Условия обо­
значены как арр1у1 - арр1у4 и указаны стрелками на рисунках. Два условия 
>арр1уЗ и арр1у4 для модели 3 (рис.3.9) отличаются от аналогичных условий 
; для моделей 1 и 2.

Рис.3.9. Краевые условия для задачи плоской деформации 
изогнутого и прямого бруса

Условие арр1у1 для всех моделей "запрещает" перемещение узлов 
сечения, к которому оно приложено, вдоль оси 2  и допускает произволь­
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ные перемещения вдоль оси Г и повороты вокруг всех трех осей. Кроме то­
го, задано принудительное начальное смещение этого сечения в отрица­
тельном направлении по оси X  на величину и\ =  -1/3 условных единиц 
длины.

Условие арр1у2 для всех моделей аналогично условию арр1у1 и отли­
чается тем, что в этом условии принудительное начальное смещение зада­
но в положительном направлении оси X  на величину м2 = +1/3 условных 
единиц длины. Таким образом, деформация растяжения элемента нити по 
оси X  в обеих моделях задана не через величину прикладываемой внешней 
силы, а через величину максимального смещения торцевых сечений брусь­
ев вдоль оси X.

Взаимодействие элемента нити с другими нитями задается через 
условия арр1уЗ и арр1у4 в виде внешних распределенных сил. Для моделей 
1 и 2 максимальная величина этих сил равна 10 условным единицам силы 
на один узел сетки, к которому сила приложена. Величина силы не посто­
янна, а линейно нарастает от нулевого значения до этого максимального 
значения с течением времени I моделирования и нарастания деформации. 
Узлы, к которым приложены силы, указаны на рис.3.9 и 3.10.

Рис.3.10. Краевые условия для задачи плоской деформации 
прямого бруса (модель 3)

В моделях1 и 2 в начальном состоянии эти силы направлены по реи 7  
вниз для условия арр1уЗ и вверх для условия арр1у4. По мере нарастания 
деформации и изменения положения узлов сетки, точки приложения сил 
смещаются вместе с узлами.

В отличие от моделей 1 и 2, в модели 3 взаимодействие элемента ни­
ти с другими нитями имитировалось касательными силами (рис.3.10), дей­
ствующими на боковых поверхностях бруса на участках его взаимодей­
ствия с другими нитями. Эти силы имитируют силы трения. Их величина 
вычисляется как сила нормального давления (в арр1уЗ и арр1у4 моделей 1 и 
2), умноженного на коэффициент трения, который принят равным 0.3. Та­
ким образом, эти касательные силы так же, как и силы нормального давле­
ния, нарастают по мере роста деформации от нуля до максимального зна-
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чения, равного 0,3 10 условных единиц силы на каждый узел, к которому 
они приложены.

При моделировании деформации на всех моделях имитировался ди­
намический режим деформации в течение времени г1 от 0 до 1 условной 
единицы времени, который квантовался на 50 шагов. При этом внешние 
прикладываемые деформации и! и м2 в условиях арр1у1 и арр1у2 "включа­
лись" скачкообразно в начальный момент (=  0 и оставались неизменными 
в течение всего времени, а распределенные силы в условиях арр1уЗ и 
арр1у4 нарастали линейно во времени.

В процессе моделирования рассчитывались следующие характери­
стики деформации для каждого элемента сетки: 1) перемещения по осям X  
и У; 2) все компоненты тензора относительных упругих деформаций и 
тензора упругих напряжений; 3) значения эквивалентного напряжения по 
фон Мизесу (ецшуа1еп1 уоп Мдзез Зйезз, ЕМЗ); 4) значения эквивалентной 
упругой деформации (ецшуакгИ е1азйс 8 (хат, БЕЗ).

На рис.3.11 показаны начальное и конечное (при I = 1) положения 
элемента нити с элементами и узлами сетки для модели 1. Приведено рас­
пределение величины эквивалентного (по фон Мизесу) напряжения по 
объему элемента нити. Наибольшие значения приходятся на внутренние 
участки поверхности наибольшего изгиба элемента нити. Заметим, что при 
большом удлинении элемента нити вдоль оси X (33%) разница между мак­
симальным и минимальным значениями напряжений весьма велика (мак­
симум равен 4370 условных единиц напряжения, минимум равен 54 улов­
ных единицы, т.е. отличаются на два порядка!).

ЕфЛуа1еп* Уоп М15е$ 51ге55

Рис.3.11. Начальное и конечное (деформированное) положение элемента нити для 
модели 1 с полем распределения эквивалентного напряжения по фон Мизесу ЕМЗ
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Для цепочки узлов, на которой наблюдался наибольший перепад 
напряжений, построены эпюры величин ЕМ8 и ЕЕ8, которые представле­
ны на рис.3.12а и 3.126. Числа на кривых указывают номера узлов конеч­
но-элементной сетки, к которым относятся эти ординаты.

а) ЕЕ8

б) ЕМ8
Рис.3.12. Эпюры: а) эквивалентной относительной упругой деформации ЕЕ8, и 

б) эквивалентного напряжения по фон Мизесу ЕМ8 в деформированном 
положении элемента нити для модели 1
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Из приведенных полей напряжений и эпюр деформаций и напряже­
ний следует, как и можно было ожидать, что наиболее напряженные 
участки бруса находятся у его поверхности, причем наибольшие значения 
напряжений и деформаций приходятся на наиболее искривленные участки. 
Поскольку рассматривается плоская деформация, однородная по оси 2, то 
эффект смятия бруса в поперечном направлении модели не учитывают. 
Уменьшение поперечных сечений бруса происходит одновременно с про­
дольным растяжением без изменения объема (площади элементов). При 
больших значениях сил нормального давления (вместо 10 условных еди­
ниц - 100 или 500 единиц) происходит продавливание кривизны бруса в 
поперечном направлении, которое на рис.3.11 наблюдается лишь в малой 
степени.

Практически пропорциональная зависимость между ЕМ8 и БЕЗ, ко­
торая наблюдается на рис.3.12а и 3.126, есть следствие абсолютной упру­
гости, однородности и линейности деформации, которая была задана свой­
ствами материала.

На рис.3.13 и 3.14 приведены аналогичные результаты моделирова­
ния для модели 2. На рис.3.13 поле распределения ЕМ8 показано вместе с 
расположением элементов и узлов сетки и без них для большей наглядно­
сти распределения. Как следует из рисунка, брус не только удлиняется 
вдоль оси X, но и искривляется под действием сил распределенной нагруз­
ки со стороны других нитей, взаимодействующих с данным элементом ни­
ти. Заметим, что в отличие от модели 1, в модели 2 значения ЕМ8 моно­
тонно нарастают как в продольном, так и в поперечном направлениях бру­
са. При этом наибольшие значения приходятся на внешние участки кри­
визны деформации. Наибольшее и наименьшее значения напряжений раз­
личаются всего в три раза (максимум ~  4750 и минимум ~  2000 условных 
единиц напряжения).

Это хорошо видно на эпюрах ЕЕ8 и ЕМ8 (рис.3.14а, 3.146), показы­
вающих изменение эквивалентных деформаций и напряжений в наиболее 
деформированных сечениях.

Рассмотрим теперь результаты моделирования на модели 3. Они 
приведены на рис.3.15 и 3.16. Касательные распределенные нагрузки так 
же, как и нормальные силы, приводят к изменению кривизны бруса. Одна­
ко величина кривизны заметно меньше, чем для модели 2. Заметим, что та­
кой же эффект наблюдается и в случае касательной нагрузки, приложен­
ной к поверхности изогнутого бруса, причем изменение кривизны проис­
ходит еще в меньшей степени, поскольку касательные нагрузки в этом 
случае не имеют единого направления действия. В поперечных сечениях 
эпюры для величин ЕЕ8 и ЕМ8'также монотонны, как и для модели 2. Од­
нако, в отличие от модели 2 изменение величин заметно отличается от 
прямолинейного (сравнить рис.3.14 и 3.16). Диапазон варьирования
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напряжения ЕМ5 также сокращается: наибольшее значение равно ~  3430, а 
наименьшее ~  2800 условных единиц напряжения.

..............................V = 1 .................................
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4-535е+ООЭ

4.2420+003
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3-657е+«03
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2.1950+003

1.903е+ООЭ
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<242е+00Э
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а) показана сетка конечных элементов 
V = 1 ' '

........................................НУ

.......................................' [2__ X
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Е<|иГ«/а]еп1Уоп М & е $ 3 (г е 8 8 .............................................

б) не показана сетка конечных элементов 
Рис.3.13 Начальное и конечное (деформированное) положение элемента нити 

для модели 2 с полем распределения эквивалентного напряжения 
по фон Мизесу ЕМ8 по материалу элемента нити

По результатам моделирования и сравнения трех моделей модно 
сделать следующие выводы.
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Рис.3.14 Эпюры: а) эквивалентной относительной упругой деформации ЕЕ8 

и б) эквивалентного напряжения по фон Мизесу ЕМ8 
в деформированном положении элемента нити для модели 2

1. Деформация изогнутого элемента нити существенно отличается от де­
формации прямолинейных элемента нити даже в пределах упругих дефор­
маций. Поэтому следует ожидать, что для реальной нити или пряжи, явля­
ющейся анизотропным упруго-пластическим материалом, деформация не 
может быть смоделирована идеализированными упруго-пластическими 
элементами правильной (например, цилиндрической) формы даже при 
трехмерном моделировании.
2. Случайные вариации свойств материала и геометрических характери­
стик элемента нити могут привести к значительному разбросу в характери­
стиках деформированного состояния, поскольку последнее чувствительно 
к таким вариациям.
3. Замена искривленных элементов нити прямолинейными в плоскости 
ткани возможны при условии подбора эквивалентных значений парамет­
ров материала и исключении из рассмотрения изменения свойств ткани в 
сечениях по ее толщине.
Моделирование нагрузки, распределенной по длине нити основы

Рассмотрим еще две модели. Модель 4 имитирует протяженный уча­
сток нити, на который приходится несколько (в данном случае десять) об­
ластей взаимодействия нити с нитями другой системы ( рис.3.17). Это вза­
имодействие в отличие от модели 3 имитируется касательными нагрузками 
(силами трения). Они направлены по поверхности нити в сторону, проти­
воположную растяжению нити (арр1уЗ и арр1у4).

Левый конец участка нити закреплен и является точкой отсчета де­
формаций и смещений (арр1у1). Правый конец принудительно смещается 
вдоль осевой линии нити с постоянной скоростью от нулевого значения 
смещения в начальный момент до величины, равную 10% начальной дли­
ны нити, к концу моделирования (арр1у2).
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Рис.3.15 Начальное и конечное (деформированное) положение элемента нити 
для модели 3 с полем распределения эквивалентного напряжения 

по фон Мизесу ЕМ8

В качестве характерных показателей деформации нити выбраны:
-  эквивалентное напряжение по фон Мизесу, ЕМ5;
-  эквивалентная упругая деформация, ЕЕ;
-  значения компонентов тензора деформации:

• нормальной ехх вдоль оси X  (Сотр. 11 на рис.3.18);
• нормальной Еуу вдоль оси У (Сотр.22 на рис.3.18);
• касательной сху в плоскости ХУ (СотрЛ 2 на рис.3.18) вдоль 

осевой линии моделируемого участка нити с начальными координа­
тами (0; 0) - (X; 0).
Кроме того, на рис.3.19 приведены значения ЕМ5 и аналогичные 

компоненты тензора упругой деформации (Едшуа1еп1: уоп Мтзез ЗИезз, 
Сотр.11, Сотр.22, С отр .12 оГЗНезз).

Из графиков на рис.3.18 и 3.19 следует, что основная деформация и 
напряжения возникают в модели 4 в направлении оси X. По сравнению с 
ними другие составляющие деформации и напряжения значительно (при­
мерно на порядок) меньше.

Этот вывод верен в широком диапазоне значений параметров мате­
риала. Для примера, на рис.3.20 приведены кривые, аналогичные рис.3.18- 
3.19, но при значении коэффициента Пуассона р = 0,01 (на рис.3.18-3.19 р 
= 0,27), а на рис.3.21 коэффициент Пуассона р = 0,48. Значения коэффици­
ента Пуассона влияют на величину поперечной деформации (Сотр.22). 
Остальные показатели практически не чувствительны к этому параметру 
материала.
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а) ЕЕ8

б) ЕМ8
Рис.3.16. Эпюры: а) эквивалентной относительной упругой деформации ЕЕ8 и 

б) эквивалентного напряжения по фон Мизесу ЕМ8 в деформированном 
положении элемента нити для модели 3

«РР»УЗ

Рис.3.17. Краевые условия для задачи плоской деформации прямого бруса
модель 4
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Влияние касательных сил взаимодействия нити с другими нитями 
(имитирующих силы трения) показано на рис.3.22, 3.23. Моделирование 
проводилось на модели 4 при исходных условиях (р =  0,27), но увеличен­
ных в 10 раз касательных распределенных нагрузках.

Заметим, что в большей степени начинает проявляться совместное 
действие поперечных и касательных нагрузок в конечном изгибе бруса 
(рис.3.15). Распределение деформаций и напряжений по длине бруса 
(рис.3.16) также существенно отличается от исходного варианта (рис.3.11 
и 3.12).

Модель 5 (рис.3.17 -  3.20) совпадает по всем параметрам с моделью 
1, но в ней рассмотрено одновременное действие нормальных и касатель­
ных распределенных на1рузок арр1уЗ, арр1у4 и арр1у5 (рис.3.17), нараста­
ющих по мере удлинения по оси X. На рис.3.18 приведено распределение 
эквивалентных упругих деформаций ЕЕ8 по объему бруса. Наибольшие 
деформации сосредоточены, как и во всех предыдущих моделях, на участ­
ках наибольшей кривизны бруса.

Различие в величине деформации достигает двух порядков. На 
рис.3.19а приведены эпюры различных составляющих относительной де­
формации (Е^и^Vа1еп1 Е1азйс 8Наш, СотропеШ ЗИат 11, СотропеШ 8Пат 
22, Сотропеп! 8Пат 12 - эквивалентной, нормальной по оси X, нормальной 
по оси У и касательной в плоскости ХУ), - и на рис.3.196 - аналогичных со­
ставляющих напряжения. Отметим неравномерность изменения этих ха­
рактеристик вдоль оси элемента нити и относительно небольшой диапазон 
различий в значениях деформации и напряжений. Так, максимальное и ми­
нимальное значения деформации отличаются друг от друга примерно в 5 - 
6 раз, а для напряжений - в 3 - 4 раза.

Наряду с эпюрами по осевым линиям были построены аналогичные 
эпюры по поперечным сечениям бруса в наиболее напряженных сечениях. 
Они приведены на рис.3.27. Из рисунков видно, что по поперечным сече­
ниям характеристики деформации и напряжения меняются монотонно. 
При этом диапазон различия минимальных и максимальных значений 
примерно такой же, как и в вдоль осевой линии.

На рис.3.28, 3.29 приведена модель 6. Она построена как периодиче­
ское (10 -кратное) повторение модели 5 элемента нити. При этом гранич­
ные условия на торцах бруса вынесены на концы полученной периодиче­
ской структуры (арр1у1 и арр1у2). Нормальные и касательные нагрузки со­
хранены неизменными.

Фрагменты их распределения на начальном и конечном участках пе­
риодической структуры приведены на рис.3.29. Левый конец бруса закреп­
лен (арр1у1). При моделировании деформации правый конец бруса сме­
щался вдоль оси Х н а  10% протяженности бруса по этой оси (арр1у2). В е­
личины распределенных нагрузок нарастали линейно по мере смещения 
конца бруса.
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Рис.3.19.
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Рис.3.20. ц = 0,01

Распределение эквивалентной упругой деформации ЕЕ8 по объему 
бруса в конце удлинения показано на рис.3.30. Аналогичное распределение 
имеет и ЕМ8. Видно, что наибольшие деформации возникают вблизи пра­
вого конца бруса в окрестности точки приложения удлинения.

Затем касательные напряжения частично "гасят" возникающие де­
формации, и далее по всей длине бруса они практически постоянны и ма­
лы. Заметим, что в рассматриваемой модели распределенные нагрузки 
имитировали нормальные нагрузки и силы трения вследствие взаимодей­
ствия с другими нитями.

Однако, в отличие от сил трения, распределенные нагрузки, вклю­
ченные в модель, являются активными силами, значения которых не зави­
сят от смещений участков бруса. Поэтому суммарное действие касатель­
ных сил приводит к нарастанию деформаций в окрестности левого конца 
бруса. Неполное уравновешивание составляющих сил, действующих в 
направлении оси 7, приводит к некоторому глобальному изгибу и смеще­
нию вдоль этой оси всего бруса (левый конец бруса неподвижен).
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Рис.3.21. ц = 0,48
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Рис.3.23. р = 0,27 Касательные нагрузки увеличены в 10 раз (с 100 до 1000)
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Рис.3.24. Модель 5 (аналогична модели 1, но одновременно -  нормальные 
и касательные нагрузки) (файл 1гетепШ4.тис1)

V I
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Рис.3.25. Модель 5. Распределение ЕЕ8 после приложения нагрузок
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Рис.3.28. Модель б. Геометрическая модель

б)
Рис.3.29. Модель 6. Граничные условия: распределение нормальных 

и касательных полей сил трения и давления по длине нити

к

м
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Рис.3.30
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3.4. Модель фиксации уточной нити в ткани после прибоя
Используем МКЭ для моделирования релаксации положения уточ­

ной нити в ткани в результате взаимодействия с основными нитями. Пер­
воначально распрямленная уточная нить под действием основных нитей 
изгибается. Конечное изогнутое состояние уточной нити, положение ос­
новных нитей и форма их поперечных сечений зависят от соотношения 
упругой, эластической и пластической составляющих деформации этих 
нитей. Описываемая ниже модель позволяет учесть перечисленные факто­
ры взаимодействия нитей в динамическом режиме переходного процесса 
релаксации взаимного положения нитей.

В качестве примера рассматривается саржевое переплетение 3x1. 
Нити основы и утка считаются примерно одинаковыми: текс 7 =  16, раз­
рывная нагрузка Р  = 6,5 сН, относительное разрывное удлинение е =  4%, 
объемная плотность г  =  1,5 г/см3. Площадь 8 поперечного сечения нити 
равна 8 = Г / г  =  0,011 мм2. Следовательно, диаметр нитей равен с /~  0,12 
мм. Модуль упругости Е  =  Р  /  (е 5) = 14347 сН/мм2. Коэффициент Пуассо­
на примем равным 0,3.

Для учета эластической составляющей деформации в модели исполь­
зована зависимость величины этого деформации от времени, которая опи­
сывается формулой

Р  =  50000(1 + г06)
Кроме этой зависимости, задается уровень начала пластической де­

формации Ур, начиная с которого в нити возникает этот вид деформации.
Для упрощения моделирования с помощью персонального компью­

тера ограничимся плоской задачей. На рис.3.31 представлена геометриче­
ская модель и ее фрагмент с сеткой конечных элементов. Толщина нитей 
принята равной 0,1 мм и шириной 0,15 мм. Радиус скругления при постро­
ении поперечного сечения нити 0,05 мм. Модули упругости утка Еу = 
1,5еб, основы Ео = 2,0е6.

Рис.3.31 Геометрическая модель уточной нити с указателями 
'фиксации концов и увеличенный фрагмент модели
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Краевые условия модели: концы уточной нити зафиксированы вдоль 
оси X, но не вдоль оси У. Основные нити, лежащие на уточной нити, пере­
мещаются вниз по линейному закону с постоянной скоростью на величину 
0,2 мм от начального положения. Основные нити, расположенные под 
уточной нитью, точно так же двигаются вверх на 0,2 мм.

На рис.3.32 изображен фрагмент уточной нити в пределах одного 
раппорта с распределением различных контролируемых величин по окон­
чании цикла деформации.

Влияние порога пластичности уточной нити
Изгиб уточной нити под действием основных нитей и фиксация по­

ложения утка происходит за доли секунды. Поэтому эластическая состав­
ляющая деформации нити не успевает себя проявить. Вместе с тем пласти­
ческая составляющая «срабатывает» в полной мере, погашая осцилляции 
упругих составляющих. Поэтому представляет интерес проанализировать, 
в какой степени уровень начала пластических деформаций Ур сказывается 
на результирующей форме уточной нити и распределении в ней показате­
лей деформации: общей пластической деформации и эквивалентного 
напряжения (по фон Мизесу).

Для изучения этого вопроса с моделью был выполнен компьютерный 
эксперимент при нескольких значениях порога пластичности Ур. Результа­
ты представлены в виде графиков.

На рис.3.33 приведены распределения общей пластической дефор­
мации при порогах пластичности Ур =  0,01 и Ур= 0,5. При высоком уровне 
порога пластичности уточная нить сминает сечения основы. При этом сама 
уточная нить практически не деформировалась. Следует отметить отрыв 
средней нити основы от уточной нити и смещение крайних уточных нитей 
к средней нити по оси X.

3.5. Модель сжатия с трением двух упруго-пластических нитей
Рассматривается сжатие двух параллельно или квази-параллельно 

расположенных нитей имеет место в тканях, трикотаже и крученой пряже. 
При этом первоначальная округлая форма нитей изменяется в зависимости 
от трения между ними, соотношения их модулей жесткости и пластиче­
ских свойств.

Приближенно динамику сжатия двух нитей и изменение их сечений 
можно исследовать с помощью МКЭ.

На рис.3.34 представлена геометрическая модель сечений в виде 
двух усеченных окружностей, соприкасающихся по малой плоскости каса­
ния. На рисунке показаны сетка конечных элементов, внешняя нагрузка в 
виде нормального давления на внешние поверхности нитей (арр1у1) и 
условие фиксации положения узлов по оси У (но не по оси 2") для фиксации 
положения модели относительно осей координат при деформации.

226



6.629*001

Распределение эквивалентного (по фон Мизесу) напряжения 
Рис.3.32
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Распределение общей пластической деформации, Ур = 0.5

Распределение эквивалентного (по фон Мизесу) напряжения, V = 0.5
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4.341*4X12

Распределение относительного смещения по оси X, Ур -  0.5 
Рис.3.33

Рис.3.34

Исходные диаметры сжимаемых нитей в условных единицах равны 
соответственно 0,8 и 1,0. Модуль упругости для обеих нитей принят оди­
наковым и равным Е  = 60 уел. ед., коэффициент Пуассона равен 0,3. По 
линии касания сечений задан коэффициент «сухого» трения 0,25. К по­
верхностях селений приложено давление Р, равное 10 уел. ед.. Его размер­
ность та же, что и модуля упругости. Давление как граничное условие за­
дано по 12 сегментам конечных элементов у  каждого из сечений симмет­
рично относительно осиХ. Общее время моделирования Ттос1 = 1 уел. ед.

С моделью выполнена имитация динамической деформации с ли­
нейно нарастающей во времени нагрузкой Р для четырех вариантов:
1. Материал обеих нитей абсолютно и линейно упругий;
2. Материал обеих нитей линейно упруго-пластичный с границей нача­
ла текучести Ур = 15 уел. ед.
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3. Материал обеих нитей линейно вязко-упруго-пластичный с коэффи­
циентом вязкости, равным 5 уел. ед., и границей начала текучести 1̂ ? =15  
уел. ед.;
4. Материал обеих нитей линейно вязко-упруго - пластичный с коэф­
фициентом вязкости, равным 50 уел. ед., и границей начала текучести Ур = 
15 уел. ед.

Для сравнения вариантов моделей в качестве динамической характе­
ристики процесса сжатия двух нитей рассмотрены кривые динамики пере­
мещения центральной точки касания нитей по оси X  относительно начала 
координат во времени за 100 шагов по времени (рис.3.35).

Рис.3.35. Смещения центральной точки касания сечений во времени 
для четырех вариантов модели

На рис.3.36, 3.37 приведены распределения относительных деформа­
ций и эквивалентных напряжений для первых двух вариантов моделей.

В отличие от абсолютно упругой деформации порог текучести при­
водит к нарушениям в структуре конечных элементов. Это видно и по 
эпюрам напряжения вдоль осевой линии сечений (по оси X), которые для 
всех вариантов показаны на рис.3.38. Происходит не только общее сниже­
ние напряжения в сечениях к концу моделируемого отрезка времени, но и 
распределение значительно отличаются по форме. Динамика деформации 
также существенно меняет вид распределений. Это видно по временным 
диаграммам изменения напряжения и деформации для центральной точки 
контакта для разных вариантов модели (рис.3.39).

Разные точки поперечных сечений в процессе деформации находятся 
в существенно разных условиях. Эта разница видна на графиках, приве­
денных на рис.3.40 и 3.41. На них показаны значения эквивалентной пол-
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ной относительной деформации в узлах, соответствующих границам и 
центрам окружностей сечений. Эти узлы пронумерованы слева направо 
номерами 1 ,2 , 3, 4, 5.

I I I I . 4Й5Й1
Рис.3.36 Модель сжатия двух нитей. Вариант 1. Распределение эквивалентной 

относительной упругой деформации

Распределение эквивалентного напряжения (по фон Мизесу) и эквивалентной 
относительной упругой деформации

Графики показаны для двух наиболее отличающихся вариантов: 1-го 
и 4-го. Заметим, что относительные деформации узлов 1 и 5, как и можно 
было ожидать, практически совпадают. Наибольшим вариациям подвер­
жен узел 3 в центре касания окружностей.
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Рис.3.38
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О I 1
Рис.3.40

Вместе с тем, колебания деформации во времени для 4-го варианта 
значительно Меньше, чем у  1-го варианта: сказывается демпфирование за 
счет эласто- пластических составляющих деформации. Рис.3.42 и 3.43 по­
казывают, что наличие эластической составляющей «демпфирует» струк­
турные нарушения в системе конечных элементов и позволяет модели 
остаться в пределах гладких решений.
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3.6. Модель деформации образца ткани
Геометрическая модель полотняного переплетения показана на 

рис.3.44а. Характеристики нитей: модуль упругости Е = 2еЗ; коэффициент 
Пуассона 0,45; диаметр нитей о' = 0,1 мм; интервал между нитями Т= 0,8 
мм. К правым концам основных нитей (на рисунке горизонтальные нити) 
приложена нагрузка, вызывающая их равномерно нарастающее во времени 
перемещение до 10% от длины образца.
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На рис.3.44б показано конечное распределение эквивалентных 
напряжений.

б)
Рис.3.44

Видна трансформация положения нитей после приложения нагрузки. 
На рис.3.45 показаны конечные эпюры компонентов тензора деформаций 
Ехх Ъуу &ху и тензора напряжений ауу , снятые вдоль крайней на 
образце нити основы.

Из графиков следует, что деформация и напряжения равномерно 
распределяются по длине образца. Периодическая структура строения тка­
ни проявляется в периодических вариациях величин. Наибольшая в сред­
нем деформация и напряжения -  это нормальные деформации и напряже­
ния вдоль оси X.
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Напряжения вдоль утка и касательные напряжения практически рав­
ны нулю, а деформация уточных нитей даже при очень большом коэффи­
циенте Пуассона значительно меньше деформации основы.

Другой вариант модели для удлинения образца ткани может быть 
построен исходя из следующих предпосылок. Образец моделируется плос­
ким прямоугольником, одна сторона которого зажата в неподвижном за­
жиме, а противоположная перемещается с постоянной скоростью. Чтобы 
учесть периодические структурные вариации в образце ткани, связанные с 
переплетением нитей утка и основы, модуль упругости, коэффициент 
Пуассона и поверхностная плотность как характеристики физико­
механических свойств образца описываются периодическими функциями 
координат х и у, направленных вдоль нитей основы и утка. Для имитации
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сил трения между двумя системами нитей зададим распределенную по 
площади образца силу, направленную против направления удлинения тка­
ни на данном локальном участке образца.

В модели выбраны следующие значения параметров и соответству­
ющие функции: длина образца по основе и утку соответственно Ь0 = 5е-2 
м, Ьу = 2е-2 м. Толщина ткани к = 1е-3 м. Моделируемое время удлинения 
вдоль основы Тт = 10 с с постоянной скоростью до величины Б  = 0,1 Ь0.

Проекции на оси координат распределенной по площади образца си­
лы трения равны Рх =  Рп и(х,у) IЬ 0 я Ру = Рп у{х,у) / Ьу, где Рп = 1е8 Н м'2, 
и(х,у) и у(х,у) - смещения результате деформации точки образца с коорди­
натами х и у  соответственно в направлении осей X  я 7. Модуль упругости, 
коэффициент !Пуассона и плотность материала задаются формулами 

Е(х, у) = Еп (1 + а соз (2000госу /(Д Д у)))

у(х,у) = 0,ЗЗЕ(х,у)
р(х, у)=К(1 + а соз (2000т1ху /(2,оДу)))

Здесь среднее значение модуля Еп равно 1е6 Н м'2, амплитуда вариа­
ции модуля и плотности а выбрана равной 0,5, средняя плотность Я равна 
1300 кг м'3.

На рис.3.46 показаны линии уровня для смещений точек образца 
ткани в конце моделируемого времени удлинения.

Рис.3.46
Из рисунка видно, что структурная неравномерность ткани приводит 

к волнообразному нарастанию деформации от линии крепления ткани к 
перемещаемой (на рисунке - правой) границе. Сила сопротивления дефор­
мации, действующая по площади образца, приводит к неравномерному 
нарастанию деформации вдоль направления деформации. Деформация 
распространяется и подвержена .вариациям не только вдоль направления 
удлинения, но и в поперечном направлении. Сделанные выводы подтвер­
ждаются графиком компонента гхх тензора деформации, представленным 
на рис.3.47. В то время как средняя относительная деформация к концу
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удлинения должна составлять 10%, из-за неравномерного распределения 
деформации вдоль образца у линии закрепления относительная деформа­
ция близка к нулю, а у  перемещаемой границы образца она достигает 30%.

А  0.3507

,  0.0191

Рис.3.47

3.7. Модель удлинения нити основы в образце ткани
Рассмотрим деформацию нити основы, заработанной в образец тка­

ни, который подвергается равномерно нарастающему удлинению вдоль 
основы до 10% длины образца. Одной из целей моделирования является 
оценка влияния изгиба нити в ткани на ее деформацию, а также роль взаи­
модействия нити основы с перекрывающими ее уточными нитями.

При разработке модели следует учитывать, что в процессе формиро­
вания ткани нить основы претерпевает существенные изменения: она из­
гибается и при этом растягивается, сжимается и расплющивается под дей­
ствием уточных нитей. Затем происходит релаксация напряжений. Нить 
переходит в новое равновесное состояние, которое, однако, отличается от 
исходного состояния для распрямленной нити тем, что нить в ткани из-за 
указанных деформаций становится неоднородной вдоль своей длины: ме­
няются как ее геометрические, так и физико-механические характеристи­
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ки. Представленная ниже модель показывает, как можно в первом прибли­
жении учесть перечисленные факторы и особенности нити, заработанной в 
ткань.

Геометрическая модель нити представлена на скриншоте (рис.3.48). 
Для упрощения рассмотрено полотняное переплетение. Не представляет 
никаких принципиальных трудностей построить геометрическую модель 
нити основы для любого другого, в том числе и многослойного переплете­
ния. Граничная линия модели составлена из фрагментов эллиптических 
кривых.

Рис.3.48. Скриншот геометрической модели нити основы в образце ткани

На нумерованных сегментах границ заданы граничные условия мо­
делирования в виде сил, которые имитируют действие на нить контакти­
рующих с ней нитей утка. Направление этих сил задается с учетом взаимо­
действия с этими нитями, а их величина нарастает пропорционально вре­
мени, как и перемещение вправо правой торцевой границы нити (на ри­
сунке фрагмент 4). Левая торцевая граница нити (фрагмент 1) зафиксиро­
вана, что имитирует зажим этого конца нити в неподвижном зажиме.

Деформация ниш  основы в ткани при ее формировании приводит к 
неоднородности ее характеристик по длине. Это обстоятельство учтено в 
модели заданием периодически изменяющегося по длине нити значения 
модуля упругости в соответствии с формулой

Е  =  Е0 (1+а |зт(2та: /  Г)|)

Здесь Е0 = 2е6 Ра -  «базовое» значение модуля упругости, а = 0,8 - 
амплитуда вариации модуля по длине нити, Ь = 4 -  удвоенный период гар­
монической вариации модуля. Коэффициент Пуассона V выбран равным 
0,33.

На рис.3.49 линиями уровня показано поле распределения относи­
тельного удлинения элементов ниш  в направлении оси X  к концу модели­
руемого удлинения образца ткани.
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Как видно из рисунка, деформация распределена весьма неоднород­
но на разных участках изгибов нити и на разных участках ее длины. Сама 
форма нити после деформации теряет свою симметрию: проявляется дей­
ствие нитей утка, препятствующих распрямлению и удлинению основы, и 
неоднородность модуля упругости нити основы.
Рассматриваемая модель, на первый взгляд, идентична модели растяжения 
упругого гофрированного материала, например, стального листа. Однако, 
на самом деле, в модели учитывается такой существенный фактор, как 
воздействие уточных нитей, а также неоднородность материала нити по 
длине, которая проявляется в переменном модуле упругости. Поэтому и 
поведение нити основы существенно отличается от поведения гофриро­
ванного материала. Вместе с тем, следует отметить, что гофрированная 
форма нити основы значительно повышает эффективную упругость нити и 
препятствует обрыву нити даже при больших деформациях образца ткани.
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