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Óíèâåðñèòåòñêîå, 1995.

3



2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé (ÈÑÎ).
Êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷

Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé � ýòî êîìïëåêñíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèñöèïëèíà,
çàíèìàþùàÿñÿ ïîñòðîåíèåì, àíàëèçîì è ïðèìåíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðèíÿòèÿ
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ïðè ïðîâåäåíèè îïåðàöèé.
Îïåðàöèÿ � ñèñòåìà óïðàâëÿåìûõ äåéñòâèé, îáúåäèíåííàÿ åäèíûì çàìûñëîì è
íàïðàâëåííàÿ íà äîñòèæåíèå îïðåäåëåííîé öåëè.
Ïðèìåðû îïåðàöèé.
Ïðèìåð 1. Ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò íåñêîëüêî âèäîâ èçäåëèé, ïðè èçãîòîâëåíèè êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ
îãðàíè÷åííûå ðåñóðñû ðàçëè÷íîãî òèïà. Òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü ïëàí âûïóñêà èçäåëèé íà ìåñÿö, ò.å. óêàçàòü
êîëè÷åñòâî âûïóñêàåìûõ èçäåëèé êàæäîãî âèäà, òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ïðèáûëü ïðè âûïîëíåíèè
îãðàíè÷åíèé íà ïîòðåáëÿåìûå ðåñóðñû.
Ïðèìåð 2. Òðåáóåòñÿ ñîçäàòü ñåòü âðåìåííûõ òîðãîâûõ òî÷åê òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ìàêñèìàëüíóþ
ýôôåêòèâíîñòü ïðîäàæ. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
� ÷èñëî òî÷åê,
� èõ ðàçìåùåíèå,
� êîëè÷åñòâî ïåðñîíàëà è èõ çàðïëàòó,
� öåíû íà òîâàðû.
Ïðèìåð 3. Òðåáóåòñÿ îðãàíèçîâàòü ñòðîèòåëüñòâî æåëåçíîäîðîæíîãî âîêçàëà. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî
óêàçàòü ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîò âî âðåìåíè è ðàñïðåäåëèòü òðåáóåìûå ðåñóðñû ìåæäó ðàáîòàìè òàê,
÷òîáû çàâåðøèòü ñòðîèòåëüñòâî âî âðåìÿ è ìèíèìèçèðîâàòü åãî ñòîèìîñòü.
Íàáîð óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (ïåðåìåííûõ) ïðè ïðîâåäåíèè îïåðàöèè íàçûâàåòñÿ
ðåøåíèåì. Ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò íàáîðó
îïðåäåëåííûõ óñëîâèé. Ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè îíî äîïóñòèìî è, ïî
îïðåäåëåííûì ïðèçíàêàì, ïðåäïî÷òèòåëüíåå äðóãèõ, èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, íå õóæå.
Ïðèçíàê ïðåäïî÷òåíèÿ íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè. Êðèòåðèé
îïòèìàëüíîñòè âêëþ÷àåò â ñåáÿ öåëåâóþ ôóíêöèþ è íàïðàâëåíèå îïòèìèçàöèè èëè
íàáîð öåëåâûõ ôóíêöèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâëåíèé îïòèìèçàöèè.
Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ � ýòî êîëè÷åñòâåííûé ïîêàçàòåëü ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè èëè
ýôôåêòèâíîñòè ðåøåíèé.
Íàïðàâëåíèå îïòèìèçàöèè � ýòî ìàêñèìóì (ìèíèìóì), åñëè íàèáîëåå
ïðåäïî÷òèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.
Íàïðèìåð, êðèòåðèåì ìîæåò áûòü ìàêñèìèçàöèÿ ïðèáûëè ëèáî ìèíèìèçàöèÿ ðàñõîäîâ.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è ÈÑÎ âêëþ÷àåò â ñåáÿ:
1) îïèñàíèå ïåðåìåííûõ, êîòîðûå íåîáõîäèìî íàéòè,
2) îïèñàíèå êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè,
3) îïèñàíèå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà
ïåðåìåííûå).
Öåëü ÈÑÎ � êîëè÷åñòâåííî è êà÷åñòâåííî îáîñíîâàòü ïðèíèìàåìîå ðåøåíèå.
Îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå ïðèíèìàåò îòâåòñòâåííîå ëèöî (ëèáî ãðóïïà ëèö), íàçûâàåìîå
ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå (ËÏÐ).
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è ÈÑÎ ñîñòàâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè ËÏÐ
îá ýòîé çàäà÷å, ò.å. â ñîîòâåòñòâèè ñ åãî èíôîðìàöèîííûì ñîñòîÿíèåì. Ïðè ýòîì âàæíî,
÷òîáû ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è áûëà íàèáîëåå àäåêâàòíîé, ò.å. íàèáîëåå ïðàâèëüíî
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îòðàæàëà èíôîðìàöèîííîå ñîñòîÿíèå ËÏÐ. Äëÿ ýòîãî ðàçðàáîò÷èê ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè äîëæåí ðàáîòàòü â òåñíîì êîíòàêòå ñ ËÏÐ.
Îñíîâíîé ïðèíöèï ðàçðàáîò÷èêà: �Ðàçðàáàòûâàé íå òî, ÷òî çàêàç÷èê ïðîñèò, à òî,
÷òî åìó íóæíî.� (Ì. Ãýðè è Ä. Äæîíñîí �Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû è òðóäíîðåøàåìûå
çàäà÷è�)
Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ïðåäñòàâëåíèé ËÏÐ î çàäà÷å íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì
ÈÑÎ. Èçìåíåíèå èíôîðìàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ ËÏÐ ìîæåò ïðèâåñòè ê èçìåíåíèþ
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è.

2.1 Êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷ ÈÑÎ
Êëàññèôèêàöèÿ ïî çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è îò âðåìåíè.
1. Ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à. Ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ ïðîèñõîäèò ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ïàðàìåòðû
çàäà÷è çàðàíåå èçâåñòíû è íå èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè. Ïðîöåäóðà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ
îñóùåñòâëÿåòñÿ îäèí ðàç.
2. Äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à. Â ïðîöåññå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ïàðàìåòðû çàäà÷è èçìåíÿþòñÿ
âî âðåìåíè. Ïðîöåäóðà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîýòàïíî è ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîöåññà, çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè, â òîì ÷èñëå íåïðåðûâíî. Ïðèìåð �
íàâèãàöèîííàÿ çàäà÷à.
Êëàññèôèêàöèÿ â çàâèñèìîñòè îò äîñòîâåðíîñòè èíôîðìàöèè î çàäà÷å.
1. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ çàäà÷à. Âñå ïàðàìåòðû çàäà÷è çàðàíåå èçâåñòíû. Äëÿ
ðåøåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ çàäà÷ â îñíîâíîì ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
2. Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ çàäà÷à. Íå âñå ïàðàìåòðû çàäà÷è çàðàíåå èçâåñòíû.
Íàïðèìåð, íåîáõîäèìî ïðèíÿòü ðåøåíèå îá óïðàâëåíèè óñòðîéñòâîì, íåêîòîðûå
óçëû êîòîðîãî ìîãóò íåïðåäñêàçóåìî âûõîäèòü èç ñòðîÿ. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
íåäåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è ÈÑÎ îòûñêàòü ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Îäíàêî íåêîòîðîå
�ðàçóìíîå� ðåøåíèå îòûñêàòü ìîæíî.
�Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêóññòâî äàâàòü ïëîõèå îòâåòû íà òå
ïðàêòè÷åñêèå âîïðîñû, íà êîòîðûå äàþòñÿ åùå õóäøèå îòâåòû äðóãèìè ìåòîäàìè�.
(Ò.Ë. Ñààòè)
2,à). Ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à. Íå âñå ïàðàìåòðû çàäà÷è çàðàíåå èçâåñòíû, íî èìåþòñÿ
ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå î íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ (âåðîÿòíîñòè, ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ,
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è ò.ä.).
Äëÿ îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ îäèí èç
ñëåäóþùèõ ïðèåìîâ:
� èñêóññòâåííîå ñâåäåíèå ê äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷å (íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû
çàìåíÿþòñÿ èõ ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè),
� �îïòèìèçàöèÿ â ñðåäíåì� (ââîäèòñÿ è îïòèìèçèðóåòñÿ íåêîòîðûé ñòàòèñòè÷åñêèé
êðèòåðèé).
2,á). Çàäà÷à â óñëîâèÿõ (ïîëíîé) íåîïðåäåëåííîñòè. Ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå
î íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ îòñóòñòâóþò. Çàäà÷è ÈÑÎ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè â
îñíîâíîì èçó÷àþòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè èãð.
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Êëàññèôèêàöèÿ ïî âèäó êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè.
Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ìîæåò èìåòü ëþáîé âèä, â òîì ÷èñëå íåôîðìàëèçóåìûé.
Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ôîðìàëèçóåìûå êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè çàêëþ÷àþòñÿ â
îïòèìèçàöèè (ìèíèìèçàöèè ëèáî ìàêñèìèçàöèè) îäíîé ëèáî íåñêîëüêèõ ñêàëÿðíûõ
öåëåâûõ ôóíêöèé.
Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîé, åñëè åå çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî. Çàäà÷à
îïòèìèçàöèè ñêàëÿðíîé ôóíêöèè íà çàäàííîì ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ÷èñëîâûõ
ðåøåíèé íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íàèáîëåå èçó÷åííûìè
ïðåäñòàâèòåëÿìè îäíîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ò.å.
çàäà÷ ñ îäíîé öåëåâîé ôóíêöèåé, ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è.
Çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ � ëèíåéíàÿ, ìíîæåñòâî
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê.
Çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ � êâàäðàòè÷íàÿ
(∑n

i=1

∑n
j=1 cijxixj), à ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê.

Çàäà÷è ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòî çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ
íåèçâåñòíûìè ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè, î êîòîðûõ èìåþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå.
Çàäà÷è äèñêðåòíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé � äèñêðåòíîå
ìíîæåñòâî.
Çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé � òî÷êè
öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè.
Çàäà÷è áóëåâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé � 0-1 ìàòðèöû.

2.2 Ìíîãîêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è
Â çàäà÷àõ ÈÑÎ, êàê ïðàâèëî, ïðèñóòñòâóåò íå îäèí, à íåñêîëüêî ïðèçíàêîâ ïðåäïî÷òåíèÿ
(êðèòåðèåâ). Òàêèå çàäà÷è íàçûâàþòñÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûìè.
Êðèòåðèè ìîãóò îêàçàòüñÿ ïðîòèâîðå÷èâûìè, ò.å. ðåøåíèå, ëó÷øåå ïî îïðåäåëåííîìó
ïðèçíàêó, ìîæåò îêàçàòüñÿ õóäøèì ïî äðóãîìó ïðèçíàêó. Íàïðèìåð, ìèíèìèçàöèÿ
ñòîèìîñòè è ìàêñèìèçàöèÿ êà÷åñòâà òîâàðà ïî÷òè âñåãäà ïðîòèâîðå÷èâû. Â ýòîì ñëó÷àå
çàäà÷à îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ, ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ïî âñåì ïðèçíàêàì, áóäåò íåêîððåêòíîé,
ò.å. íå áóäåò èìåòü íè îäíîãî ðåøåíèÿ.
Â ñëó÷àå ïðîòèâîðå÷èâûõ êðèòåðèåâ, ÈÑÎ ïðåäëàãàåò ñëåäóþùèå ïîäõîäû ê îòûñêàíèþ
ïîäõîäÿùåãî ðåøåíèÿ.
1) Çàìåíà íåêîòîðûõ êðèòåðèåâ îãðàíè÷åíèÿìè âèäà ≤ èëè ≥. Íàïðèìåð, ìèíèìèçàöèÿ
ñòîèìîñòè f(x) → min, ìîæåò áûòü çàìåíåíà îãðàíè÷åíèåì âèäà f(x) ≤ A, ãäå A �
íåêîòîðàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ñòîèìîñòè, ò.å. ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìàÿ ñòîèìîñòü.
2) Ñâåðòêà êðèòåðèåâ. Ñîçäàåòñÿ îäèí ãëîáàëüíûé ñêàëÿðíûé êðèòåðèé, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé îò èñõîäíûõ öåëåâûõ ôóíêöèé. Íàèáîëåå
óïîòðåáèìûìè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ñâåðòêè âèäà αf(x)+βg(x) (â ñëó÷àå äâóõ êðèòåðèåâ).
Íåòðèâèàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ àäåêâàòíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ α è β,
îòðàæàþùèõ îòíîñèòåëüíóþ âàæíîñòü öåëåâûõ ôóíêöèé f(x) è g(x).

3) Ðàíæèðîâàíèå êðèòåðèåâ. Êðèòåðèè ðàíæèðóþòñÿ ïî ñòåïåíè âàæíîñòè.
4) Îòûñêàíèå ðåøåíèé, ëó÷øèõ õîòÿ áû ïî îäíîìó êðèòåðèþ.
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Ïîäõîäû 1) è 2) ïðèâîäÿò ê îäíîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷å. Ïîäõîä 3) ïðèâîäèò ê çàäà÷å ñ
óïîðÿäî÷åííûìè êðèòåðèÿìè. Ïîäõîä 4) ïðèâîäèò ê çàäà÷å ñ íåçàâèñèìûìè êðèòåðèÿìè.
Â çàäà÷å ñ óïîðÿäî÷åííûìè êðèòåðèÿìè êðèòåðèè óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî âàæíîñòè è
òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ íàèìåíåå âàæíîãî êðèòåðèÿ íà ìíîæåñòâå
ðåøåíèé, îïòèìàëüíûõ äëÿ áîëåå âàæíîãî êðèòåðèÿ (ñì. ðèñóíîê). Ñàìîå áîëüøîå �

Âñå äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ

Îïòèìàëüíûå ïî ñàìîìó
âàæíîìó êðèòåðèþ

Îïòèìàëüíûå ïî
ñàìîìó íåâàæíîìó
êðèòåðèþ

'

&

$

%

'

&

$

%

'

&

$

%

ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, â íåãî âëîæåíî ìíîæåñòâî ðåøåíèé, îïòèìàëüíûõ
ïî ñàìîìó âàæíîìó êðèòåðèþ, äàëåå âëîæåíî ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ïî
âòîðîìó ïî âàæíîñòè êðèòåðèþ, è ò.ä.
Â çàäà÷å ñ íåçàâèñèìûìè êðèòåðèÿìè òðåáóåòñÿ íàéòè ìíîæåñòâî íåäîìèíèðóåìûõ
(ýôôåêòèâíûõ) ðåøåíèé. Íåäîìèíèðóåìîå ðåøåíèå ëó÷øå ëþáîãî äðóãîãî äîïóñòèìîãî
ðåøåíèÿ õîòÿ áû ïî îäíîìó êðèòåðèþ ëèáî íå õóæå ïî âñåì êðèòåðèÿì. Ìíîæåñòâî
íåäîìèíèðóåìûõ ðåøåíèé òàêæå íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì Ïàðåòî.
Ïðèìåð ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è ñ íåçàâèñèìûìè êðèòåðèÿìè. Ôèðìà
ïî ðàçðàáîòêå ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äîëæíà âûïîëíèòü ïðîåêòû 1 è 2 â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1,2. Äëÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîãî ïðîåêòà ìîæíî ïðèâëå÷ü îäíîãî èëè
äâóõ èñïîëíèòåëåé. Ïóñòü x1 è x2 � ÷èñëî èñïîëíèòåëåé, ïðèâëå÷åííûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ
ïðîåêòîâ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà i ðàâíî pi(xi) ìåñÿöåâ, à
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòîèìîñòü � ci(xi) ìëí. ðóáëåé. Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü îáùåå âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ ïðîåêòîâ ïðè ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè.
Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x 1 2 3
p1(x) 2 1 1
p2(x) 3 1 1
c1(x) 1 2 3
c2(x) 4 4 5

Îáùåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòîâ ðàâíî F1(x1, x2) = p1(x1) + p2(x2), à ñòîèìîñòü èõ
âûïîëíåíèÿ ðàâíà F2(x1, x2) = c1(x1) + c2(x2).

Îïðåäåëèì âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïàð (F1, F2) = (F1(x1, x2), F2(x1, x2)) ∈
{(2, 6), (2, 7), (2, 8), (3, 5), (3, 6), (4, 6), (4, 7), (5, 5)}, ñì. ðèñ. Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ìíîæåñòâà
Ïàðåòî â ñëó÷àå äâóõ êðèòåðèåâ âèäà F1(x) → min è F2(x) → min ìîæåò áûòü ðåøåíà
ãðàôè÷åñêè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàõîäèì âñå òî÷êè ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì F1(x).
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Åñëè èõ íåñêîëüêî, âûáèðàåì èç íèõ òî÷êó ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì F2(x). Âêëþ÷àåì
åå â ìíîæåñòâî Ïàðåòî. Îòñåêàåì òî÷êè ñ áîëüøèìè ëèáî ðàâíûìè çíà÷åíèÿìè F1(x) è
F2(x) (cåâåðî-âîñòî÷íûé óãîë ñ âåðøèíîé â âûáðàííîé òî÷êå). Ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó äëÿ
îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîïóñòèìîé îáëàñòè.
Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ïàðû (F1, F2) ∈ {(2, 6), (3, 5)} è
ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ (x1, x2) ∈ {(2, 2), (1, 2)}, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåäîìèíèðóåìûìè
è îáðàçóþò ìíîæåñòâî Ïàðåòî ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

3 Îñíîâû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
Çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ
â ïðîìûøëåííîì ïðîèçâîäñòâå, ýêîíîìèêå, ëîãèñòèêå, âîåííîì äåëå è äðóãèõ îáëàñòÿõ
öåëåíàïðàâëåííîé äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà. Íàïîìíèì, ÷òî çàäà÷à ÈÑÎ íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé
ËÏ, åñëè ìíîæåñòâî åå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, à öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ � ñêàëÿðíàÿ ëèíåéíàÿ.
Ïðèìåðû çàäà÷ ËÏ.
Ìàêðîýêîíîìè÷åñêèå ëèíåéíûå ìîäåëè
Îñíîâîé áîëüøèíñòâà ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ìåæîòðàñëåâîãî
áàëàíñà, ðàçðàáîòàííàÿ è èçó÷åííàÿ àìåðèêàíñêèì ó÷åíûì Âàñèëèåì Ëåîíòüåâûì â 1920-
õ ãîäàõ. Ìîäåëü ïîëó÷èëà íàçâàíèå àâòîðà, à ñàì àâòîð ïîëó÷èë çà åå ðàçðàáîòêó
Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ â îáëàñòè ýêîíîìèêè.
Ìîäåëü Ëåîíòüåâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåñü ïðîèçâîäñòâåííûé ñåêòîð ñòðàíû (èëè
ëþáîé äðóãîé êðóïíîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû) ðàçäåëåí íà n îòðàñëåé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî êàæäàÿ îòðàñëü âûïóñêàåò îäíîðîäíóþ ïðîäóêöèþ (ïðîäóêöèþ îäíîãî òèïà), íî
ðàçíûå îòðàñëè âûïóñêàþò ðàçíóþ ïðîäóêöèþ. Òàêèì îáðàçîì, â öåëîì âûïóñêàåòñÿ n

òèïîâ ïðîäóêöèè. Â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà êàæäàÿ îòðàñëü èñïîëüçóåò ïðîäóêöèþ äðóãèõ
îòðàñëåé è, â ñâîþ î÷åðåäü, ñíàáæàåò äðóãèå îòðàñëè ñâîåé ïðîäóêöèåé. Êðîìå òîãî,
êàæäàÿ îòðàñëü âûïóñêàåò ïðîäóêöèþ, êîòîðàÿ ïîòðåáëÿåòñÿ â íåïðîèçâîäñòâåííîé ñôåðå
(ñôåðå ïîòðåáëåíèÿ, ñîçäàíèå çàïàñîâ).
Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ îòðàñëè i èçâåñòíî, ÷òî aij åäèíèö ïðîäóêöèè ýòîé îòðàñëè
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû (!) ïðîäóêöèè îòðàñëè j è ci åäèíèö ïðîäóêöèè
ýòîé îòðàñëè èñïîëüçóåòñÿ â íåïðîèçâîäñòâåííîé ñôåðå (íàêîïëåíèå, ïîòðåáëåíèå).
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Âåëè÷èíà ci òàêæå íàçûâàåòñÿ âíåøíèì ñïðîñîì. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü xi � âàëîâûé
îáúåì (êîëè÷åñòâî åäèíèö) ïðîäóêöèè îòðàñëè i, i = 1, . . . , n, òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà:

n∑

j=1

aijxj + ci = xi, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n,

èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå
x− Ax = c, x ≥ 0.

Ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ìîäåëüþ Ëåîíòüåâà. Ñîîòíîøåíèå x − Ax = c

ìîæíî îñëàáèòü: x − Ax ≥ c (â ýòîì ñëó÷àå c îïðåäåëÿåò íèæíþþ ãðàíèöó âíåøíåãî
ñïðîñà). Ñ ìîäåëüþ Ëåîíòüåâà ñâÿçàíû íåêîòîðûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè.
1) Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîãî âàëîâîãî âûïóñêà ïðè îãðàíè÷åííûõ
òðóäîâûõ ðåñóðñàõ.
Ïóñòü äëÿ âûïóñêà åäèíèöû ïðîäóêöèè îòðàñëè j òðåáóåòñÿ tj åäèíèö òðóäîâûõ ðåñóðñîâ.
Îáîçíà÷èì t = (t1, . . . , tn). Ïóñòü T � îáùåå êîëè÷åñòâî òðóäîâûõ ðåñóðñîâ, èìåþùååñÿ
â íàëè÷èè. Òîãäà ìîäåëü çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîãî âàëîâîãî âûïóñêà ïðè
îãðàíè÷åííûõ òðóäîâûõ ðåñóðñàõ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

n∑

j=1

xj → max,





x− Ax ≥ c∑n
j=1 tjxj ≤ T

x ≥ 0

2) Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè òðåáóåìûõ òðóäîâûõ ðåñóðñîâ ïðè çàäàííîì óðîâíå
ñóììàðíîãî âàëîâîãî âûïóñêà:

n∑

j=1

tjxj → min,





x− Ax ≥ c∑n
j=1 xj ≥ V

x ≥ 0,

ãäå V � çàäàííûé óðîâåíü ñóììàðíîãî âàëîâîãî âûïóñêà.
Ìèêðîýêîíîìè÷åñêèå ëèíåéíûå ìîäåëè
Ìîäåëü îïòèìàëüíîé ïðîãðàììû ïðåäïðèÿòèÿ. Ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò n âèäîâ
ïðîäóêöèè. Äëÿ âûïóñêà åäèíèöû ïðîäóêöèè âèäà j òðåáóåòñÿ aij åäèíèö ðåñóðñà i,

êîòîðûé èìååòñÿ â îáúåìå bi, i = 1, . . . , m (âñåãî èìååòñÿ m âèäîâ ðåñóðñîâ). Âûïóñê
åäèíèöû ïðîäóêöèè âèäà j ïðèíîñèò ïðèáûëü â îáúåìå pj. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
ïðîãðàììó âûïóñêà ïðîäóêöèè x = (x1, . . . , xn), ãäå xj � êîëè÷åñòâî âûïóñêàåìîé
ïðîäóêöèè âèäà j, òàêóþ, ÷òî âûïîëíåíû îãðàíè÷åíèÿ íà ðåñóðñû è ñóììàðíàÿ ïðèáûëü
ìàêñèìàëüíà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ËÏ èìååò âèä:

n∑

j=1

pjxj → max,
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{ ∑n
j=1 aijxj ≤ bi, i = 1, . . . , m,

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n

Ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ. Èìååòñÿ n âèäîâ äåÿòåëüíîñòè è m âèäîâ ðåñóðñîâ.
Ðåñóðñ i èìååòñÿ â îáúåìå bi, i = 1, . . . , m. Ñ ïîìîùüþ åäèíèöû i-ãî ðåñóðñà ìîæíî
âûïîëíèòü dij-þ ÷àñòü j-ãî âèäà äåÿòåëüíîñòè è ïðè ýòîì çàòðàòû áóäóò ñîñòàâëÿòü cij.

Ââåäåì ïåðåìåííûå xij, ïîêàçûâàþùèå êàêîå êîëè÷åñòâî ðåñóðñà i íàïðàâëåíî äëÿ âèäà
äåÿòåëüíîñòè j. Çàäà÷à ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij → min,





∑m
i=1 dijxij = 1, j = 1, . . . , n,∑n
j=1 xij ≤ bi, i = 1, . . . , m,

xij ≥ 0, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n.

Ìîäåëü îïòèìàëüíîé êóïëè-ïðîäàæè âàëþòû. Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà
áðîêåð îñóùåñòâëÿåò êóïëþ-ïðîäàæó âàëþòû ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ïðèáûëè çà ñ÷åò
ðàçíèöû â êóðñàõ âàëþò. Ïóñòü n � êîëè÷åñòâî äîñòóïíûõ âàëþòíûõ ðûíêîâ, m �
êîëè÷åñòâî îïåðàöèé êóïëè-ïðîäàæè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç rij êîëè÷åñòâî äåíåæíûõ åäèíèö
i-ãî âàëþòíîãî ðûíêà, êîòîðûå ìîæíî êóïèòü (rij > 0) ëèáî ïðîäàòü (rij < 0) â
ðåçóëüòàòå îïåðàöèè j ñòàíäàðòíîãî îáúåìà. Íàïðèìåð, ïðè ïðîâåäåíèè îïåðàöèè íîìåð
2 ñòàíäàðòíîãî îáúåìà, ïðîäàâàÿ 2 äîëëàðà, ìîæíî êóïèòü 1 åâðî è 2000 áåë.ðóáëåé. Ïóñòü
xj � îáúåì îïåðàöèè j. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû rij óìíîæàþòñÿ íà xj.

Íàïðèìåð, ïðîäàâàÿ 2x2 äîëëàðîâ, ìîæíî ïîëó÷èòü x2 åâðî è 2000x2 áåë.ðóáëåé.
Ðàññìîòðèì èäåàëèçèðîâàííóþ ñèòóàöèþ, êîãäà âñå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî.
Îãðàíè÷åíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðîäàííûõ äåíåæíûõ åäèíèö íå äîëæíî
ïðåâîñõîäèòü êîëè÷åñòâà êóïëåííûõ äëÿ êàæäîãî âèäà âàëþòû. Çàäà÷à ñîñòîèò â
îòûñêàíèè òàêèõ îáúåìîâ îïåðàöèé, ÷òî êîëè÷åñòâî äåíåæíûõ åäèíèö ïî îäíîìó èç
òèïîâ âàëþò, íàïðèìåð, ïåðâîìó, ìàêñèìàëüíî. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

n∑

j=1

r1jxj → max,

n∑

j=1

rijxj ≥ 0, i = 1, . . . ,m.

3.1 Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ
Âíà÷àëå ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïðîñòîé ìåòîä ðåøåíèÿ, ïðèìåíèìûé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ íå ïðåâîñõîäèò äâóõ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Êîìïàíèÿ ïðîèçâîäèò ïîãðóç÷èêè è òåëåæêè. Îò îäíîãî ïîãðóç÷èêà êîìïàíèÿ
ïîëó÷àåò äîõîä â ðàçìåðå $80 è îò îäíîé òåëåæêè â ðàçìåðå $40. Èìååòñÿ òðè
îáðàáàòûâàþùèõ öåíòðà, íà êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè ìåòàëëîîáðàáîòêè, ñâàðêè
è ñáîðêè, íåîáõîäèìûå äëÿ ïðîèçâîäñòâà ëþáîãî èç ïðîäóêòîâ. Äëÿ èíòåðâàëà
ïëàíèðîâàíèÿ, ðàâíîãî ìåñÿöó, çàäàíà ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ìîùíîñòü êàæäîãî
îáðàáàòûâàþùåãî öåíòðà â ÷àñàõ, à òàêæå êîëè÷åñòâî ÷àñîâ, íåîáõîäèìîå íà ýòîì öåíòðå
äëÿ ïðîèçâîäñòâà îäíîãî ïîãðóç÷èêà è îäíîé òåëåæêè. Ýòà èíôîðìàöèÿ çàäàíà â òàáëèöå.
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Öåíòð/Èçäåëèå Ïîãðóç÷èê Òåëåæêà Îáùàÿ ìîùíîñòü
(÷àñû íà åä.) (÷àñû íà åä.) (÷àñû)

Ìåò.îáðàáîòêà 6 4 2400
Ñâàðêà 2 3 1500
Ñáîðêà 9 3 2700

Òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü äîïóñòèìûé ïëàí ðàáîò íà ìåñÿö ñ ìàêñèìàëüíûì äîõîäîì.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

80x1 + 40x2 → max,





6x1 + 4x2 ≤ 2400
2x1 + 3x2 ≤ 1500
9x1 + 3x2 ≤ 2700
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

ãäå x1 è x2 � êîëè÷åñòâà ïðîèçâîäèìûõ ïîãðóç÷èêîâ è òåëåæåê ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðåäñòàâèì îãðàíè÷åíèÿ â âèäå ñëåäóþùåãî ãðàôèêà, ãäå ïî îñÿì (0x1) è (0x2)

îòêëàäûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ïðîèçâåäåííûõ ïîãðóç÷èêîâ è òåëåæåê ñîîòâåòñòâåííî, à ëèíèè
ïðåäñòàâëÿþò îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè. Äîïóñòèìàÿ îáëàñòü çàäà÷è
ïðåäñòàâëåíà â âèäå ìíîãîóãîëüíèêà.

-

6

x1

x2

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
BB

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q

J
J

J
J

J
J

J
J

J
J

J
JJ

600
500

900

400 750300

A
A
A
A
A

©©*

•

Ïðåäñòàâèì öåëåâóþ ôóíêöèþ 80x1 + 40x2 = z ñ ïåðåìåííûì çíà÷åíèåì z ïðåðûâèñòîé
ëèíèåé. Ëþáàÿ òî÷êà (x1, x2) íà ëèíèè 80x1 + 40x2 = z ñîîòâåòñòâóåò äîõîäó â ðàçìåðå z.

Ïåðåìåùàÿ åå ïàðàëëåëüíî ñåáå ñàìîé, ïîëó÷àåì ðàçíûå çíà÷åíèÿ äîõîäà.
Âûðàçèì x2 ÷åðåç x1 è z : x2 = z/40− 2x1. Ïðè x1 = 0 çíà÷åíèå x2 = z/40. Ñëåäîâàòåëüíî,
çíà÷åíèå z óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè x2, ò.å. ïðè ïåðåìåùåíèè öåëåâîé ôóíêöèè
ââåðõ.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ìàêñèìàëüíûé äîõîä ñðåäè äîïóñòèìûõ òî÷åê äîñòèãàåòñÿ â îäíîé
èç âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà îãðàíè÷åíèé. Â äàííîì ñëó÷àå â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿì íà ìåòàëëîîáðàáîòêó è ñáîðêó, x∗1 = 200, x∗2 = 300.

11



Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ, íóæíî ñðàâíèòü óãëû
íàêëîíà ïðÿìûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ öåëåâîé ôóíêöèè è îãðàíè÷åíèþ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
óãëà íàêëîíà öåëåâîé ôóíêöèè ìîæíî ïîëîæèòü z = 0, òàê êàê êîíñòàíòà íå âëèÿåò íà
óãîë íàêëîíà, è âûðàçèòü x2 ÷åðåç x1 : x2 = −2x1. Çàòåì ðàññìîòðåòü òî÷êó x1 = 0, x2 = 0

è x1 = 1, x2 = −2. Åñëè îãðàíè÷åíèå 2x1 + 3x2 ≤ 1500, òî ðàññìîòðèì 2x1 + 3x2 = 0,

âûðàçèì x2 = −3/2x1 è íàéäåì òî÷êè x1 = 0, x2 = 0 è x1 = 1, x2 = −3/2. Èç ðèñóíêà
âèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áîëåå �êðóòàÿ�.

3.2 Âîçìîæíûå âàðèàíòû ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ
1) ÇËÏ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
2) Íå ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ÇËÏ
3) ÇËÏ èìååò ∞ ìíîãî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ àëüòåðíàòèâíûìè
4) Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ÇËÏ íåîãðàíè÷åíà (â äîïóñòèìîé îáëàñòè).

3.3 Ýêâèâàëåíòíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ËÏ
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà:

n∑

j=1

cjxj → max(min),





∑n
j=1 aijxj ≤ bi, i ∈ I1∑n
j=1 aijxj = bi, i ∈ I2∑n
j=1 aijxj ≥ bi, i ∈ I3

xj ≥ 0, j ∈ N1,
xj ∈ R, j ∈ N2,
xj ≤ 0, j ∈ N3,

ãäå cj, aij, bi � çàäàííûå ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, ìíîæåñòâà I1, I2 è I3 ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþòñÿ, I1 ∪ I2 ∪ I3 = {1, . . . , m} è N1 ∪N2 ∪N3 = {1, . . . , n}. Cóùåñòâóåò íåñêîëüêî
ýêâèâàëåíòíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ ËÏ:
� Çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè è ìèíèìèçàöèè. Äëÿ ïåðåõîäà îò îäíîé çàäà÷è ê äðóãîé
êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè ìîæíî óìíîæèòü íà -1.
� Çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà �=�, �≤� è �≥�. Äëÿ ïåðåõîäà îò îãðàíè÷åíèÿ �≤� ê
îãðàíè÷åíèþ �≥� è íàîáîðîò äîñòàòî÷íî äîìíîæàòü ñîîòâåòñòâóþùåå îãðàíè÷åíèå íà -
1. Îãðàíè÷åíèå òèïà �=� ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå äâóõ îãðàíè÷åíèé �≤� è �≥� ñ
òîé æå ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòüþ. Äëÿ ïåðåõîäà îò îãðàíè÷åíèé òèïà �=� ê îãðàíè÷åíèÿì
òèïà ≤ ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Ãàóññà. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì çàäà÷ó

−x1 − x2 + x5 → min





x1 + x2 = 1
x2 − 2x3 = −3
x3 − x4 + x5 = 1
xj ≥ 0

Ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ãàóññà âûäåëÿåì åäèíè÷íóþ ïîäìàòðèöó â ìàòðèöå îãðàíè÷åíèé.
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1 1 0 0 0 1 1 0 2 0 0 4 1 0 0 2 -2 2
0 1 -2 0 0 -3 ⇒ 0 1 -2 0 0 -3 ⇒ 0 1 0 -2 2 -1
0 0 1 -1 1 1 0 0 1 -1 1 1 0 0 1 -1 1 1





x1 = 2− (2x4 − 2x5) ≥ 0
x2 = −1− (−2x4 + 2x5) ≥ 0
x3 = 1− (−x4 + x5) ≥ 0

Ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà÷à

−2 + 2x4 − 2x5 − 1 + 2x4 − 2x5 + x5 = −3 + 4x4 − 3x5 → min




2x4 − 2x5 ≤ 2
−2x4 + 2x5 ≤ −1
−x4 + x5 ≤ 1
x4, x5 ≥ 0

Äëÿ ïåðåõîäà îò îãðàíè÷åíèé òèïà ≤ ê îãðàíè÷åíèÿì òèïà = äîñòàòî÷íî ââåñòè
äîïîëíèòåëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå ïåðåìåííûå, ïî îäíîé äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åíèÿ ≤. Ýòè
ïåðåìåííûå âîéäóò â öåëåâóþ ôóíêöèþ ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ïåðåìåííàÿ xj ∈ R ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå äâóõ íîâûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ: xj = x+

j − x−j , x+
j ≥ 0, x−j ≥ 0.

Äëÿ êàæäîé çàäà÷è ËÏ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äâîéñòâåííóþ åé çàäà÷ó. Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè �≤�. Ïðåäñòàâèì ýòó çàäà÷ó â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

cx → max,

Ax ≤ b,

ãäå c = (c1, . . . , cn) � âåêòîð-ñòðîêà, x = (x1, . . . , xn)T � âåêòîð-ñòîëáåö, A = ||aij|| � ìàòðèöà
ðàçìåðíîñòè m × n, b = (b1, . . . , bm)T � âåêòîð-ñòîëáåö. Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ x ≥ 0

îòñóòñòâóþò. Îíè ìîãóò áûòü âîéòè â îãðàíè÷åíèÿ Ax ≤ b ïóòåì ââåäåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ
îãðàíè÷åíèé −x ≤ 0. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâîéñòâåííóþ åé çàäà÷ó:

yb → min,

yA = c, y ≥ 0,

ãäå y = (y1, . . . , ym) � âåêòîð-ñòðîêà äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ èëè ïîòåíöèàëîâ.
Äâîéñòâåííûå çàäà÷è ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû íå òîëüêî äëÿ çàäà÷è cx → max, Ax ≤
b, íî è äëÿ äðóãèõ ôîðì çàäà÷.
Ïóñòü Ai îáîçíà÷àåò ñòðîêó i ìàòðèöû A, à Aj � ñòîëáåö j ýòîé æå ìàòðèöû. Ïóñòü R �
ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êàê ïîëîæèòåëüíûõ òàê è îòðèöàòåëüíûõ.
Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ïðåäñòàâëåíî â
ñëåäóþùåé òàáëèöå.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à
max{cx} min{yb}
Aix ≤ bi, i ∈ I1 yi ≥ 0, i ∈ I1

Aix = bi, i ∈ I2 yi ∈ R, i ∈ I2

xj ≥ 0, j ∈ N1 yAj ≥ cj, j ∈ N1

xj ∈ R, j ∈ N2 yAj = cj, j ∈ N2

xj ≤ 0, j ∈ N3 yAj ≤ cj, j ∈ N3
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Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè) Ñïðàâåäëèâî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
à) îáå çàäà÷è, ïðÿìàÿ è äâîéñòâåííàÿ åé, èìåþò äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ è

max{cx} = min{yb},

á) åñëè îäíà èç çàäà÷, ïðÿìàÿ è äâîéñòâåííàÿ åé, íå èìååò äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ à äðóãàÿ
èìååò, òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ äðóãîé çàäà÷è íå îãðàíè÷åíà.
â) îáå çàäà÷è íå èìåþò äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

Òåîðåìà 2 (Î äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè) Ïóñòü x è y � äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ
ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ à), á) è â)
ýêâèâàëåíòíû:
à) x è y îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷,
á) cx = yb,
â) (óñëîâèå äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè) yi(Aix− bi) = 0 i = 1, . . . , m, è (yAj − cj)xj = 0,

j = 1, . . . , n.

Èç ýòîé òåîðåìû, íàïðèìåð, ñëåäóåò, ÷òî åñëè ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷
äîïóñòèìû è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå â) äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè, òî ýòè ðåøåíèÿ
îïòèìàëüíû.
Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå äâîéñòâåííîñòè ñèììåòðè÷íî, ò.å. íåâàæíî êàêóþ èç ïàðû
äâîéñòâåííûõ çàäà÷ íàçâàòü ïðÿìîé, à êàêóþ äâîéñòâåííîé. Åñëè îäíà èç íèõ íàçâàíà
ïðÿìîé, òî âòîðàÿ áóäåò äâîéñòâåííîé.
Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ
äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì çàäà÷ó
4x1 − 3x2 − 6x3 − x4 → max,


−2x1 − x2 + 5x3 + 2x4 ≥ 2
−3x1 + x2 − x3 − x4 ≥ 1
xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4

Ïîñòðîèì äâîéñòâåííóþ åé çàäà÷ó
2y1 + y2 → min,



−2y1 − 3y2 ≥ 4
−y1 + y2 ≥ −3
5y1 − y2 ≥ −6
2y1 − y2 ≥ −1
yj ≥ 0, j = 1, 2

Ðåøèì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ãðàôè÷åñêè: y∗ = (−9/4,−21/4), z∗ = −39/4. Îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ëèíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèþ 2 è 3
äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ âûïîëíÿþòñÿ êàê ñòðîãèå ðàâåíñòâà, à îñòàëüíûå -
êàê íåñòðîãèå. Òîãäà ïî óñëîâèþ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ x∗1 = 0,

x∗4 = 0, x∗2 è x∗3 ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ðàâåíñòâ −x∗2 + 5x∗3 = 2 è x∗2 − x∗3 = 1

(ðàññìàòðèâàåì ïîäìàòðèöó ìàòðèöû ïðÿìîé çàäà÷è, ñîñòîÿùóþ èç ñòîëáöîâ 2 è 3).
Ïîëó÷àåì x∗ = (0, 7/4, 3/4, 0).

14



3.4 Ñèìïëåêñ-ìåòîä
Ñèìïëåêñ-ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ. Îí âïåðâûå èñïîëüçîâàëñÿ
ëàóðåàòîì Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ñîâåòñêèì ó÷åíûì Êàíòîðîâè÷åì â 1939 ã. è îïèñàí â
òîì âèäå, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò ñåé÷àñ, Äàíöèãîì â 1947 ã.
Îïèñàíèå ìåòîäà ïðîâåäåì äëÿ çàäà÷è ËÏ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå:

z = cx → max,

Ax = b, x ≥ 0.

Òàêæå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ b ≥ 0.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ôèðìà ïðîèçâîäèò êðàñêó äëÿ íàðóæíûõ è âíóòðåííèõ
ðàáîò èç èñõîäíûõ ìàòåðèàëîâ Ì1 è Ì2. Ðàñõîä ìàòåðèàëîâ è èõ çàïàñû ïðåäñòàâëåíû â
òàáëèöå.

Èñõ.ìàò./Êðàñêà Äëÿ íàðóæ. ðàá. Äëÿ âíóòð. ðàá. Ñóòî÷íûå çàïàñû
(òîíí íà 1 òîííó) (òîíí íà 1 òîííó) (òîíí)

Ì1 6 4 24
Ì2 1 2 6

Ðûíîê íàêëàäûâàåò ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ: êðàñêè äëÿ âíóòðåííèõ ðàáîò ìîæíî
ïðîèçâåñòè â äåíü íå áîëåå, ÷åì íà 1 òîííó áîëüøå, ÷åì êðàñêè äëÿ íàðóæíûõ ðàáîò,
è êðàñêè äëÿ âíóòðåííèõ ðàáîò òðåáóåòñÿ íå áîëåå 2 òîííû â äåíü. Äîõîä îò ïðîèçâîäñòâà
1 òîííû êðàñêè äëÿ íàðóæíûõ (âíóòðåííèõ) ðàáîò ðàâåí 5 (4) ìëí. ðóáëåé. Òðåáóåòñÿ
ñîñòàâèòü îïòèìàëüíûé ïëàí âûïóñêà êðàñîê íà äåíü.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü:

z = 5x1 + 4x2 → max,

6x1 + 4x2 ≤ 24,

x1 + 2x2 ≤ 6,

−x1 + x2 ≤ 1,

x2 ≤ 2,

x1, x2 ≥ 0.

Ïðèâåäåì ïîñòðîåííóþ çàäà÷ó ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå:

z = 5x1 + 4x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 + 0x6 → max,

6x1 + 4x2 + x3 = 24,

x1 + 2x2 + x4 = 6,

−x1 + x2 + x5 = 1,

x2 + x6 = 2,

x1, . . . , x6 ≥ 0.
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Âûäåëèì åäèíè÷íóþ ïîäìàòðèöó â ìàòðèöå îãðàíè÷åíèé. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå
íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè. Îíè îáðàçóþò áàçèñ. Îñòàëüíûå ïåðåìåííûå íàçûâàþòñÿ
íåáàçèñíûìè èëè ñâîáîäíûìè.
Ñèìïëåêñ-ìåòîä îñóùåñòâëÿåò íàïðàâëåííûé ïåðåáîð äîïóñòèìûõ áàçèñíûõ ðåøåíèé, â
êîòîðûõ áàçèñíûå ïåðåìåííûå íåîòðèöàòåëüíû, à íåáàçèñíûå ðàâíû íóëþ. Ýòîò ïðîöåññ
ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó îò îäíîé óãëîâîé òî÷êè ìíîãîãðàííèêà îãðàíè÷åíèé ê äðóãîé â
íàïðàâëåíèè íåóìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè.
Ïðåäñòàâèì çàäà÷ó â âèäå ñèìïëåêñíîé òàáëèöû:

Áàçèñ z x1 x2 x3 x4 x5 x6 Çíà÷åíèå
z 1 -5 -4 0 0 0 0 0
x3 0 6 4 1 0 0 0 24
x4 0 1 2 0 1 0 0 6
x5 0 -1 1 0 0 1 0 1
x6 0 0 1 0 0 0 1 2

Òàáëèöà 1: Ñèìïëåêñ-òàáëèöà 1

Ñèìïëåêñ-ìåòîä.
Øàã 0. Íàõîäèì íà÷àëüíîå äîïóñòèìîå áàçèñíîå ðåøåíèå.
Øàã 1. Îïðåäåëÿåì ââîäèìóþ ïåðåìåííóþ xin (âåäóùèé ñòîëáåö): ýòî íåáàçèñíàÿ
ïåðåìåííàÿ ñ íàèìåíüøèì îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì â ñòðîêå z. Åñëè âñå
êîýôôèöèåíòû â ñòðîêå z íåîòðèöàòåëüíû, òî ïîñòðîåííîå áàçèñíîå ðåøåíèå îïòèìàëüíî.
Åñëè ñóùåñòâóåò íåáàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì â ñòðîêå z,
âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîé â ìàòðèöå îãðàíè÷åíèé íåïîëîæèòåëüíû (ñòîëáåö â ñèìïëåêñ-
òàáëèöå), òî çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íåîãðàíè÷åíî (ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøèì).
Øàã 2. Îïðåäåëÿåì âûâîäèìóþ ïåðåìåííóþ xout (âåäóùóþ ñòðîêó): ýòî áàçèñíàÿ
ïåðåìåííàÿ ñ íàèìåíüøèì íåîòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèåì îòíîøåíèÿ bout/aout,in. Ýëåìåíò
aout,in íà ïåðåñå÷åíèè âåäóùåé ñòðîêè è âåäóùåãî ñòîëáöà íàçûâàåòñÿ âåäóùèì.
Øàã 3. Ïåðåñ÷èòûâàåì ñèìïëåêñ-òàáëèöó, ïðèìåíÿÿ ìåòîä Ãàóññà (ïîëó÷àåì âåäóùèé
ýëåìåíò ðàâíûì 1 è îñòàëüíûå ýëåìåíòû â âåäóùåì ñòîëáöå ðàâíûìè 0):
� ìîäèôèöèðîâàííàÿ âåäóùàÿ ñòðîêà = âåäóùàÿ ñòðîêà, äåëåííàÿ íà âåäóùèé ýëåìåíò,
� (ëþáàÿ äðóãàÿ ñòðîêà, âêëþ÷àÿ ñòðîêó z): ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñòðîêà = (ñòðîêà) - (åå
êîýôôèöèåíò â âåäóùåì ñòîëáöå)×(ìîäèôèöèðîâàííàÿ âåäóùàÿ ñòðîêà).
Ïîâòîðÿåì Øàã 1.
Îòìåòèì, ÷òî âûáîð âåäóùåãî ñòîëáöà è âåäóùåé ñòðîêè ìîæåò áûòü íåîäíîçíà÷íûì.
Ïîêà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå âûáîð ïðîèçâîëåí.
Â íàøåì ïðèìåðå ââîäèìàÿ ïåðåìåííàÿ - x1, âûâîäèìàÿ ïåðåìåííàÿ - x3, è íîâàÿ ñèìïëåêñ-
òàáëèöà èìååò âèä (ïåðåñ÷èòàëè òàáëèöó è îáîçíà÷åíèå x3 â ïåðâîì ñòîëáöå çàìåíèëè íà
x1):
Äàëåå, ââîäèìàÿ ïåðåìåííàÿ - x2, âûâîäèìàÿ ïåðåìåííàÿ - x4, è íîâàÿ ñèìïëåêñ-òàáëèöà
èìååò âèä: Ïîñêîëüêó âñå êîýôôèöèåíòû ñòðîêè z íåîòðèöàòåëüíû, ïîëó÷åííîå ðåøåíèå
(x1, . . . , x6) = (3, 3/2, 0, 0, 5/2, 1/2) ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè z = 21 îïòèìàëüíî.
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Áàçèñ z x1 x2 x3 x4 x5 x6 Çíà÷åíèå
z 1 0 -2/3 5/6 0 0 0 20
x1 0 1 2/3 1/6 0 0 0 4
x4 0 0 4/3 -1/6 1 0 0 2
x5 0 0 5/3 1/6 0 1 0 5
x6 0 0 1 0 0 0 1 2

Òàáëèöà 2: Ñèìïëåêñ-òàáëèöà 2

Áàçèñ z x1 x2 x3 x4 x5 x6 Çíà÷åíèå
z 1 0 0 3/4 1/2 0 0 21
x1 0 1 0 1/4 -1/2 0 0 3
x2 0 0 1 -1/8 3/4 0 0 3/2
x5 0 0 0 3/8 -5/4 1 0 5/2
x6 0 0 0 1/8 -3/4 0 1 1/2

Òàáëèöà 3: Ñèìïëåêñ-òàáëèöà 3

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíûé ïëàí âûïóñêà êðàñîê íà äåíü âêëþ÷àåò ïðîèçâîäñòâî 3 òîíí
êðàñîê äëÿ íàðóæíûõ ðàáîò è 1.5 òîííû êðàñêè äëÿ âíóòðåííèõ ðàáîò.
Èíîãäà âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà íà÷àëüíîãî äîïóñòèìîãî áàçèñíîãî ðåøåíèÿ,
íàïðèìåð, êîãäà åäèíè÷íàÿ ïîäìàòðèöà â ìàòðèöå îãðàíè÷åíèé íå ïðîñìàòðèâàåòñÿ. Òîãäà
ìîæíî ââåñòè èñêóññòâåííóþ ïåðåìåííóþ â êàæäîå îãðàíè÷åíèå-ðàâåíñòâî è ïîëîæèòü åå
êîýôôèöèåíò â öåëåâîé ôóíêöèè ðàâíûì äîñòàòî÷íî áîëüøîìó îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó
−M. Òàêîé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíîãî äîïóñòèìîãî áàçèñà íàçûâàåòñÿ M -ìåòîäîì.
Âîçìîæíîñòü çàöèêëèâàíèÿ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñèìïëåêñ-ìåòîä ÷åðåç íåñêîëüêî
èòåðàöèé ìîæåò âåðíóòüñÿ ê ðàíåå îïðåäåëåííîìó áàçèñíîìó ðåøåíèþ è äàëåå
âîçâðàùàòüñÿ ê íåìó ∞ ÷èñëî ðàç. Ýòà ñèòóàöèÿ, íàïðèìåð, ìîæåò âîçíèêíóòü, êîãäà
ïðè n = 2 â âåðøèíå ìíîãîãðàííèêà îãðàíè÷åíèé ïåðåñåêàåòñÿ áîëåå 2 ïðÿìûõ, ò.å. êîãäà
íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè. Â ýòîì ñëó÷àå íåêîòîðûå áàçèñíûå
ïåðåìåííûå ðàâíÿþòñÿ 0 è áàçèñ íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü
çàöèêëèâàíèÿ, ïðè ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè æåëàòåëüíî èçáåãàòü èçëèøíèõ
îãðàíè÷åíèé. Êðîìå òîãî, çàöèêëèâàíèÿ ìîæíî èçáåæàòü, ïðèìåíÿÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî:
- â êà÷åñòâå âåäóùåãî âûáèðàòü ñòîëáåö ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì (íåîáÿçàòåëüíî
íàèìåíüøèì!) â ñòðîêå z ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì.
- â êà÷åñòâå âåäóùåé âûáèðàòü ñòðîêó ñ íàèìåíüøèì íåîòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèåì
îòíîøåíèÿ bout/aout,in ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì.
Óêàçàííîå ïðàâèëî äåëàåò âûáîð âåäóùåãî ýëåìåíòà îäíîçíà÷íûì.

3.5 Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à ËÏ
Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à (ÒÇ) ËÏ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èìååòñÿ
m ïóíêòîâ îòïðàâëåíèÿ (ïðîèçâîäñòâà) A1, . . . , Am, â êîòîðûõ èìååòñÿ òîâàð â êîëè÷åñòâå
a1, . . . , am ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ n ïóíêòîâ íàçíà÷åíèÿ (ïîòðåáëåíèÿ)
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B1, . . . , Bn, â êîòîðûõ èìåþòñÿ çàÿâêè íà ýòîò òîâàð â êîëè÷åñòâå b1, . . . , bn ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

m∑

i=1

ai =
n∑

j=1

bj,

ò.å. âñå, ÷òî ïðîèçâåäåíî, äîëæíî áûòü ïîëó÷åíî. Ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ
óñëîâèåì áàëàíñà.
Èçâåñòíà ñòîèìîñòü cij ïåðåâîçêè åäèíèöû òîâàðà èç ïóíêòà îòïðàâëåíèÿ Ai â ïóíêò
ïîòðåáëåíèÿ Bj. Òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü òàêîé ïëàí ïåðåâîçîê òîâàðà, ïðè êîòîðîì âåñü
òîâàð èç ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà âûâåçåí, âñå çàÿâêè â ïóíêòàõ ïîòðåáëåíèÿ óäîâëåòâîðåíû
è îáùàÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê ìèíèìàëüíà.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÒÇ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xij êîëè÷åñòâî òîâàðà,
ïåðåâîçèìîãî èç Ai â Bj. Ñîñòàâèì çàäà÷ó ËÏ:

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij → min,

n∑

j=1

xij = ai, i = 1, . . . , m,

m∑

i=1

xij = bj, j = 1, . . . , n,

xij ≥ 0, ∀i, j.
Íà ïðàêòèêå óñëîâèå áàëàíñà ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. ×òî äåëàòü? Åñëè

m∑

i=1

ai >
n∑

j=1

bj, (ïðîèçâîäèòñÿ áîëüøå, ÷åì ïîòðåáëÿåòñÿ),

òî ââîäèì íîâûé ïóíêò ïîòðåáëåíèÿ Bn+1 ñ çàïðîñîì

bn+1 =
m∑

i=1

ai −
n∑

j=1

bj.

Ïîëàãàåì
ci,n+1 = 0, i = 1, . . . , m.

Åñëè æå
m∑

i=1

ai <
n∑

j=1

bj, (ïîòðåáëÿåòñÿ áîëüøå, ÷åì ïðîèçâîäèòñÿ),

òî ââîäèì íîâûé ïóíêò ïðîèçâîäñòâà Am+1 ñ ïðåäëîæåíèåì

am+1 =
n∑

j=1

bj −
m∑

i=1

ai.

Ïîëàãàåì
cm+1,j = 0, j = 1, . . . , n.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå áàëàíñà âûïîëíåíî.
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Îòìåòèì, ÷òî ðàíã ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé ÒÇ ðàâåí m + n− 1 (íà 1 ìåíüøå m + n çà ñ÷åò
ñâÿçóþùåãî óñëîâèÿ áàëàíñà). Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ òàêæå ðàâíî
m + n− 1.
Èñõîäíûå äàííûå ÒÇ óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå òðàíñïîðòíîé òàáëèöû (ÒÒ), ñì. íèæå.

Ai/Bj B1 B2 ... Bn Çàïàñû ai

A1
c11 c12 ... c1n a1

A2
c21 c22 ... c2n a2

... ... ... ... ... ...
Am

cm1 cm2 ... cmn am

Çàÿâêè bj b1 b2 ... bn
∑

ai =
∑

bj

Îïîðíûì ïëàíîì ÒÇ íàçûâàåòñÿ òàêîå ðàñïðåäåëåíèå îáúåìîâ ïåðåâîçîê â ÒÇ, ÷òî
� ýòî ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì,
� ÷èñëî áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ ðàâíî m + n − 1, âñå îñòàëüíûå (ñâîáîäíûå) ïåðåìåííûå
ðàâíû íóëþ. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå áàçèñíûå ïåðåìåííûå òàêæå ìîãóò ðàâíÿòüñÿ íóëþ,
� íå ñóùåñòâóåò öèêëà, âñå âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò áàçèñíûì ïåðåìåííûì.
Öèêëîì â ÒÒ íàçûâàåòñÿ íàáîð êëåòîê, ñîåäèíåííûõ çàìêíóòîé ëîìàíîé ëèíèåé, êîòîðàÿ
â òî÷êàõ èçëîìà ñîâåðøàåò ïîâîðîò íà 900.
Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ ðåøåíèÿ ÒÇ.
Îñíîâíûå ýòàïû:
Ýòàï 1. Îòûñêàíèå íà÷àëüíîãî îïîðíîãî ïëàíà.
Ýòàï 2. Ïðîâåðêà òåêóùåãî îïîðíîãî ïëàíà íà îïòèìàëüíîñòü.
Ýòàï 3. Ïåðåõîä ê ëó÷øåìó îïîðíîìó ïëàíó.
Ýòàï 1. Èçâåñòíû 2 îñíîâíûõ ìåòîäà îòûñêàíèÿ íà÷àëüíîãî îïîðíîãî ïëàíà: ìåòîä
ñåâåðî-çàïàäíîãî óãëà è ìåòîä ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè.
Â ìåòîäå ñåâåðî-çàïàäíîãî óãëà êàæäûé ðàç îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé îáúåì
ïåðåâîçîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ñåâåðî-çàïàäíîé äîïóñòèìîé êëåòêå òàáëèöû. Ïðè ýòîì, åñëè
íåîáõîäèìî, ïîëàãàåì xij = 0. Ïîÿñíèì íà ïðèìåðå.

Ai/Bj B1 B2 B3 B4 B5 Çàïàñû ai

A1 1810 278 35 6 9 48
A2

6 7 308 6 5 30
A3

8 7 910 128 67 27
A4

7 5 4 6 208 20
Çàÿâêè bj 18 27 42 12 26 ∑

= 125

c = 1039

Â ìåòîäå ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè êàæäûé ðàç îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé îáúåì
ïåðåâîçîê, ñîîòâåòñòâóþùèé äîïóñòèìîé êëåòêå òàáëèöû ñ íàèìåíüøåé ñòîèìîñòüþ cij.

Ïîÿñíèì íà ïðèìåðå.
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Ai/Bj B1 B2 B3 B4 B5 Çàïàñû ai

A1 1410 8 225 126 9 48
A2 46 7 8 6 265 30
A3

8 277 10 8 7 27
A4

7 05 204 6 8 20
Çàÿâêè bj 18 27 42 12 26 ∑

= 125

c = 745

Â áàçèñ ââåëè 7 < m + n − 1 = 8 ïîëîæèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Íóæíî ââåñòè åùå îäíó
ïåðåìåííóþ, ðàâíóþ íóëþ, òàê, ÷òîáû íå îáðàçîâàëñÿ öèêë. Íàïðèìåð, x42 = 0.

Ýòàï 2. Ïðîâåðêà íà îïòèìàëüíîñòü Â ìåòîäå ïîòåíöèàëîâ ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå
äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå � ïîòåíöèàëû ui, i = 1, . . . , m, (äîïîëíèòåëüíûé ñòîëáåö â
ìàòðèöå ÒÇ) è vj, j = 1, . . . , n, (äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðîêà â ÒÒ).
Äëÿ êëåòîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûì ïåðåìåííûì, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

ui + vj = cij.

Âíà÷àëå îäèí èç ïîòåíöèàëîâ ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî, íàïðèìåð, u1 = 0, îñòàëüíûå
ïîäñ÷èòàòü ïî ôîðìóëå ui + vj = cij äëÿ êëåòîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûì ïåðåìåííûì.

Ai/Bj B1 B2 B3 B4 B5 Çàïàñû ai Ïîòåíöèàëû ui

A1
+ 10 − 148 + 225 126 + 9 48 0

A2 46 + 7 + 8 + 6 265 30 -3
A3 148 137 + 10 + 8 + 7 27 -1
A4

+ 7 −2 + 5 − 204 + 6 + 8 20 -1
Çàÿâêè bj 18 27 42 12 26 ∑

= 125
Ïîòåíöèàëû vj 9 8 5 6 6

Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè: åñëè

∆ij = cij − (ui + vj) ≥ 0 äëÿ âñåõ êëåòîê ÒÒ,

òî ïîñòðîåííûé îïîðíûé ïëàí ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Â ëåâûé âåðõíèé óãîë êàæäîé
êëåòêè ÒÒ, ñîîòâåòñòâóþùåé íåáàçèñíîé ïåðåìåííîé, çàïèøåì çíà÷åíèå ∆ij.

Ýòàï 3. Ïåðåõîä ê ëó÷øåìó îïîðíîìó ïëàíó Åñëè ñóùåñòâóåò ∆ij < 0, òî ïåðåõîäèì
ê ëó÷øåìó îïîðíîìó ïëàíó ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îïðåäåëÿåì ïåðåìåííóþ, êîòîðàÿ áóäåò ââåäåíà â áàçèñ, è ïåðåìåííóþ, êîòîðàÿ áóäåò èç
íåãî âûâåäåíà. Â áàçèñ ââåäåì ïåðåìåííóþ xi0j0 òàêóþ, ÷òî

∆i0j0 = min{∆ij|∀i, j}.
Ai/Bj B1 B2 B3 B4 B5 Çàïàñû ai Ïîòåíöèàëû ui

A1
+ 10 8 365 126 + 9 48 0

A2 46 + 7 + 8 + 6 265 30 -1
A3 148 137 + 10 + 8 + 7 27 1
A4

+ 7 145 64 + 6 + 8 20 -1
Çàÿâêè bj 18 27 42 12 26 ∑

= 125
Ïîòåíöèàëû vj 7 6 5 6 6

20



c = 721− (8 + 4− 5− 5) · 14 = 693

Îáîçíà÷èì êëåòêó (i0, j0) çíàêîì �+�. Ðàññìîòðèì öèêë, îáðàçîâàííûé ýòîé êëåòêîé è
êëåòêàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè áàçèñíûì ïåðåìåííûì. Ïðèïèøåì êëåòêàì öèêëà çíàêè �+�
è �-� òàê, ÷òî îíè ÷åðåäóþòñÿ ïðè êàêîì-ëèáî îáõîäå ýòîãî öèêëà. Âû÷èñëèì

xi∗j∗ = Q = min{xij| êëåòêà (i, j) îòìå÷åíà �-�}.

Ïåðåìåííóþ xi∗j∗ âûâîäèì èç áàçèñà.
Åñëè ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, òî âûâîäèì èç áàçèñà òîëüêî îäíó
ïåðåìåííóþ.
Ïåðåñ÷èòûâàåì íîâûå îáúåìû ïåðåâîçîê äëÿ ýëåìåíòîâ öèêëà:
xij = xij + Q, åñëè êëåòêà (i, j) ïîìå÷åíà �+�, è
xij = xij −Q, åñëè êëåòêà (i, j) ïîìå÷åíà �-�.
Äëÿ íîâîãî îïîðíîãî ïëàíà îïðåäåëÿåì íîâûå ïîòåíöèàëû è ïðîâåðÿåì åãî íà
îïòèìàëüíîñòü. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåì äî òåõ ïîð, ïîêà óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè íå áóäåò
âûïîëíåíî.
Â íàøåì ïðèìåðå ìåíÿåòñÿ ëèøü v2 = 6. Âñå ∆ij ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåííîå ðåøåíèå
îïòèìàëüíî.

3.6 Çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ
Çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èìååòñÿ n

ðàáî÷èõ è m ðàáîò è çàäàíà ñòîèìîñòü íàçíà÷åíèÿ ðàáî÷åãî i íà ðàáîòó j äëÿ âñåõ i

è j. Êàæäûé ðàáî÷èé ìîæåò áûòü íàçíà÷åí íå áîëåå, ÷åì íà îäíó ðàáîòó, è êàæäàÿ
ðàáîòà ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íå áîëåå, ÷åì îäíèì ðàáî÷èì. Òðåáóåòñÿ íàéòè äîïóñòèìîå
íàçíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü F ìèíèìàëüíà.
Åñëè ðàáî÷èé íå ìîæåò âûïîëíÿòü êàêóþ-òî ðàáîòó, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòîèìîñòü ðàâíà
áåñêîíå÷íîñòè. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n = m. Èíà÷å ìîæíî ââåñòè
ôèêòèâíûõ ðàáî÷èõ èëè ôèêòèâíûå ðàáîòû ñ íóëåâûìè ñòîèìîñòÿìè.
Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òðàíñïîðòíîé çàäà÷è,
â êîòîðîì ðàáî÷èå è ðàáîòû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïóíêòû ïðîèçâîäñòâà è
ïîòðåáëåíèÿ, à çàïðîñ èëè çàÿâêà â êàæäîì ïóíêòå ðàâíà åäèíèöå. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ðåøåíèÿ ÒÇ. Îäíàêî, ñóùåñòâóåò áîëåå ýôôåêòèâíûé ìåòîä åå
ðåøåíèÿ, íàçûâàåìûé âåíãåðñêèì.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàçíà÷åíèÿõ, çàäàííóþ ñëåäóþùåé ìàòðèöåé ñòîèìîñòåé
íàçíà÷åíèÿ.

1 4 6 3
9 7 10 9
4 5 11 7
8 7 8 5

Âíà÷àëå âû÷òåì èç êàæäîãî ýëåìåíòà ñòðîêè íàèìåíüøèé ýëåìåíò ýòîé ñòðîêè ïî âñåì
ñòðîêàì. Ïîëó÷èì ìàòðèöó
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0 3 5 2
2 0 3 2
0 1 7 3
3 2 3 0

Íàéäåì ñóììó âû÷òåííûõ ÷èñåë ∆ = 17. Äàëåå âû÷òåì èç êàæäîãî ýëåìåíòà ñòîëáöà
íàèìåíüøèé ýëåìåíò ýòîãî ñòîëáöà ïî âñåì ñòîëáöàì. Ïîëó÷èì ìàòðèöó

0 3 2 2
2 0 0 2
0 1 4 3
3 2 0 0

Íàéäåì íîâóþ ñóììó ∆ = 20. Çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ ñ ïîëó÷åííîé ìàòðèöåé ñòîèìîñòåé
ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé çàäà÷å î íàçíà÷åíèÿõ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòîèìîñòè îïòèìàëüíîãî
íàçíà÷åíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ê ñòîèìîñòè îïòèìàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ íîâîé
çàäà÷è ïðèáàâèòü ñóììó âû÷òåííûõ ÷èñåë: F = F + ∆.

Ïîñëåäíÿÿ ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé.
Îáùèé øàã. Åñëè â ïðèâåäåííîé ìàòðèöå ìîæíî âûáðàòü n íóëåâûõ ýëåìåíòîâ òàê,
÷òî âñå îíè ðàñïîëîæåíû â ðàçíûõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ, òî òàêîé âûáîð îïðåäåëÿåò
îïòèìàëüíîå íàçíà÷åíèå. Èíà÷å, íàõîäèì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ëèíèé - ñòðîê è ñòîëáöîâ,
ïîêðûâàþùèõ âñå íóëè. Â íàøåì ñëó÷àå òàêèõ ëèíèé 3 - ýòî ñòîëáåö 1 è ñòðîêè 2 è 4.
Ñðåäè ýëåìåíòîâ, íå ïîêðûòûõ ýòèìè ëèíèÿìè, íàõîäèì íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Âû÷èòàåì
åãî èç íåïîêðûòûõ ýëåìåíòîâ è ïðèáàâëÿåì ê äâàæäû ïîêðûòûì (ñòðîêîé è ñòîëáöîì).
Ïîëó÷àåì ìàòðèöó

0 2 1 1
3 0 0 2
0 0 3 2
4 2 0 0

Ïîâòîðÿåì Îáùèé øàã. Íà ñåé ðàç ñóùåñòâóþò n íóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ðàçíûõ ñòðîêàõ è
ñòîëáöàõ:

0 2 1 1
3 0 0 2
0 0 3 2
4 2 0 0

Îíè è îïðåäåëÿþò îïòèìàëüíîå íàçíà÷åíèå: ðàáî÷èé 1 íà ðàáîòó 1, ðàáî÷èé 2 íà ðàáîòó
3 è ò.ä. Ñòîèìîñòü íàçíà÷åíèÿ ðàâíà 21.
Íåî÷åâèäíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î íàõîæäåíèè ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ëèíèé, ïîêðûâàþùèõ
âñå íóëè â ìàòðèöå. Ïðè íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû ýòî ÷èñëî ìîæíî íàéòè
ïðè ïîìîùè ïîëíîãî ïåðåáîðà. Èíà÷å, ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ
óïðîùåííîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ. Â ýòîé çàäà÷å ëèøü íóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû
ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê äîïóñòèìûå íàçíà÷åíèÿ è íåîáõîäèìî âûäåëèòü ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî íóëåé òàêèõ, ÷òî íèêàêèå 2 íóëÿ íå ðàñïîëîæåíû â îäíîé ñòðîêå èëè ñòîëáöå.
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ óïðîùåííîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ
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Øàã 0. Ñòðîèì ëþáîå äîïóñòèìîå íàçíà÷åíèå. Íàïðèìåð, â êàæäîé ñòðîêå îòìå÷àåì íîëü
â ñòîëáöå ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì, íå ñîäåðæàùåì îòìå÷åííûé íîëü.

1 2 3 4
1 0 3 2 2
2 2 0 0 2
3 0 1 4 3
4 3 2 0 0

Øàã 1. Ïîìå÷àåì çíàêîì �-� âñå ñòðîêè, íå ñîäåðæàùèå îòìå÷åííûõ íóëåé.
3
1 2 3 4

1 0 3 2 2 1
2 2 0 0 2
3 0 1 4 3 -
4 3 2 0 0

à) Â êàæäîé ïîìå÷åííîé ñòðîêå, íàïðèìåð i, íàõîäèì íåîòìå÷åííûå íóëè. Ñòîëáöû,
ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì íóëÿì, îòìå÷àåì íîìåðîì ñòðîêè (i). Îäíàæäû ïîìå÷åííûé
ñòîëáåö äàëåå íå ïîìå÷àåòñÿ. Ïðîñìàòðèâàåì âñå ïîìå÷åííûå ñòðîêè.
á) Â êàæäîì ïîìå÷åííîì ñòîëáöå, íàïðèìåð j, îòûñêèâàåì îòìå÷åííûé íóëü. Åñëè îí
íàéäåí, ïîìå÷àåì ñòðîêó, ãäå îí ðàñïîëîæåí, íîìåðîì ñòîëáöà (j). Ïðîñìàòðèâàåì âñå
ïîìå÷åííûå ñòîëáöû. Âîçâðàùàåìñÿ ê à), òàê êàê ïîÿâèëèñü íîâûå ïîìå÷åííûå ñòðîêè.
Øàã 1 çàâåðøàåòñÿ, êîãäà ïîìå÷åí ñòîëáåö, íå ñîäåðæàùèé îòìå÷åííîãî íóëÿ. Â
ýòîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî îòìå÷åííûõ íóëåé ìîæåò áûòü óâåëè÷åíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Â ïîìå÷åííîì ñòîëáöå, íå ñîäåðæàùåì îòìå÷åííîãî íóëÿ, îòìå÷àåì íîëü â ñòðîêå,
óêàçûâàåìîé ïîìåòêîé ýòîãî ñòîëáöà. Çàòåì â ýòîé ñòðîêå äåëàåì íåîòìå÷åííûì íóëü
â ñòîëáöå, óêàçûâàåìûì ïîìåòêîé ýòîé ñòðîêè. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå
îòìåòèì íóëü â ñòðîêå, ïåðâîíà÷àëüíî ïîìå÷åííîé çíàêîì �-� (íå ñîäåðæàùåé îòìå÷åííûõ
íóëåé).
Ïîâòîðÿåì Øàã 1. Àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ, êîãäà íåâîçìîæíî ñäåëàòü íè îäíîé ïîìåòêè.
Ïîìå÷åííûå ñòîëáöû è íåïîìå÷åííûå ñòðîêè îáðàçóþò ìèíèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî ëèíèé, ïîêðûâàþùèé âñå íóëè.

4 Îñíîâû òåîðèè ãðàôîâ
Ãðàô � ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå, êîòîðîå ñëóæèò äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñâÿçåé
ìåæäó îáúåêòàìè. Ðàçëè÷àþò îðèåíòèðîâàííûå è íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû. Òî÷íûå
îïðåäåëåíèÿ äàíû íèæå.

4.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
Íåîðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ïàðà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ (V,E), ãäå V �
ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, íàçûâàåìûõ âåðøèíàìè, è E ⊆ {{i, j}|i, j ∈ V } �
ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåðøèí, ãäå {i, j} ∈ E íàçûâàåòñÿ ðåáðîì.
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Îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì (îðãðàôîì) íàçûâàåòñÿ ïàðà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ (V, A), ãäå V

� ìíîæåñòâî âåðøèí, è A ⊆ {(i, j)|i, j ∈ V } � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåðøèí,
ãäå (i, j) ∈ A íàçûâàåòñÿ äóãîé.
Ìóëüòèãðàôîì (îðèåíòèðîâàííûì ìóëüòèãðàôîì) íàçûâàåòñÿ ãðàô ñ êðàòíûìè ðåáðàìè
(êðàòíûìè äóãàìè).
Ïðèìåðû: ðèñóíêè ãðàôîâ ñ 3 âåðøèíàìè.
Ãîâîðÿò ñëåäóþùåå. Âåðøèíà i ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé, à âåðøèíà j � êîíå÷íîé âåðøèíîé
äóãè (i, j). Ïðè ýòîì i è j � ñìåæíûå âåðøèíû, à äóãà (i, j) èíöèäåíòíà âåðøèíàì i

è j. Òàêàÿ æå òåðìèíîëîãèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ � ñìåæíûå
âåðøèíû è èíöèäåíòíûå ðåáðà. Äóãà (i, j) âûõîäèò èç i è âõîäèò â j. Åñëè (i, j) �
äóãà, òî i íàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðåäøåñòâåííèêîì j, à j � íåïîñðåäñòâåííûì
ïîñëåäîâàòåëåì i. Êîëè÷åñòâî äóã, âõîäÿùèõ â âåðøèíó i íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ çàõîäà
ýòîé âåðøèíû, à êîëè÷åñòâî äóã, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû i íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ èñõîäà
ýòîé âåðøèíû. Â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå âåðøèíû i è j íàçûâàþòñÿ êîíöàìè ðåáðà
{i, j}. Êîëè÷åñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå i, íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ âåðøèíû i.
Ìàðøðóòîì â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = (V, E) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåðøèí W = (v0, v1, . . . , vk), k ≥ 0, ÷òî (vi−1, vi) ∈ E, i = 1, . . . , k. Ãðàô íàçûâàåòñÿ
ñâÿçíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ìàðøðóò, ñâÿçûâàþùèé ëþáûå åãî äâå âåðøèíû. Ãîâîðÿò, ÷òî
ìàðøðóò W ñâÿçûâàåò âåðøèíû v0 è vk, à âåðøèíû v1, . . . , vk−1 ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè
âåðøèíàìè ýòîãî ìàðøðóòà. Êîëè÷åñòâî âåðøèí ìàðøðóòà íàçûâàåòñÿ åãî äëèíîé.
Ìàðøðóò W íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè k > 0 è vk = v0. Ìàðøðóò íàçûâàåòñÿ öåïüþ,
åñëè â íåì íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ âåðøèí. Çàìêíóòûé ìàðøðóò, â êîòîðîì íèêàêèå âåðøèíû,
êðîìå ïåðâîé è ïîñëåäíåé, íå ïîâòîðÿþòñÿ, íàçûâàåòñÿ öèêëîì. Öèêë, êîòîðûé âêëþ÷àåò
âñå âåðøèíû ãðàôà, íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì. Ãðàô, êîòîðûé ñîäåðæèò ãàìèëüòîíîâ
öèêë, íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì.
Çàìêíóòûé ìàðøðóò, êîòîðûé âêëþ÷àåò êàæäîå ðåáðî ãðàôà ðîâíî îäèí ðàç, íàçûâàåòñÿ
ýéëåðîâûì ìàðøðóòîì, à ãðàô, êîòîðûé ñîäåðæèò òàêîé ìàðøðóò, íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâûì
ãðàôîì. Çàäà÷ó, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðàô ýéëåðîâûì, âïåðâûå ïîñòàâèë è ðåøèë Ýéëåð. Â 1736
ã. îí ïèñàë: �Â ãîðîäå Êåíèãñáåðãå åñòü äâà îñòðîâà, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé è
ñ áåðåãàìè ðåêè ñåìüþ ìîñòàìè, ñì. ðèñ.
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Ìîæíî ëè ñïëàíèðîâàòü ïðîãóëêó òàê, ÷òîáû, íà÷èíàÿ ñ îäíîãî èç 4 ó÷àñòêîâ ñóøè a, b, c, d,

ïðîéòè ïî êàæäîìó èç ýòèõ ìîñòîâ îäèí ðàç è âåðíóòüñÿ â íà÷àëüíûé ïóíêò?

Òåîðåìà 3 (Ýéëåð, 1736 ã) Ñâÿçíûé ìóëüòèãðàô ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âñå åãî âåðøèíû èìåþò ÷åòíóþ ñòåïåíü.
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Àíàëîãàìè ïðèâåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèé äëÿ îðãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå.
Ãðàô Ìàðøðóò Öåïü Öèêë
Îðãðàô Ïóòü Ïðîñòîé ïóòü Öèêë

4.2 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ýéëåðîâà öèêëà äëÿ
íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V, E) ñâÿçåí è ñòåïåíè åãî âåðøèí
÷åòíû.
Øàã 1. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v1 è ïîëàãàåì ÷àñòè÷íûé ýéëåðîâ öèêë C∗ =

{v1}. Â ãðàôå G áóäåì äâèãàòüñÿ îò íåêîòîðîé âåðøèíû ÷àñòè÷íîãî öèêëà è ïîìå÷àòü
ïðîéäåííûå ðåáðà. Ïîìå÷åííîå ðåáðî áóäåì âêëþ÷àòü â ýéëåðîâ öèêë. Ïîëàãàåì i = 1.

Øàã 2. Äâèãàåìñÿ îò âåðøèíû vi ïî íåïîìå÷åííûì ðåáðàì è ïîìå÷àåì èõ äî òåõ ïîð,
ïîêà íå âåðíåìñÿ â vi. Ïóñòü ïðè ýòîì ïîñòðîåí öèêë C.

Öèêë C âêëþ÷àåì â C∗ òàê, ÷òî âíà÷àëå èäóò ðåáðà C∗ äî âåðøèíû vi, çàòåì ðåáðà öèêëà
C è çàòåì îñòàâøèåñÿ ðåáðà C∗.
Åñëè âñå ðåáðà èñõîäíîãî ãðàôà ïîìå÷åíû, òî ýéëåðîâ öèêë ïîñòðîåí. Åñëè åñòü
íåïîìå÷åííûå ðåáðà, òî â ñèëó ñâÿçíîñòè ãðàôà äîëæíà ñóùåñòâîâàòü âåðøèíà vj ∈ C∗,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîíöîì íåïîìå÷åííîãî ðåáðà. Ïóñòü vj � ïîñëåäíÿÿ èç òàêèõ âåðøèí,
âõîäÿùàÿ â C∗.
Øàã 3. Óäàëÿåì èç ãðàôà ðåáðà öèêëà C. Â îñòàâøåìñÿ ãðàôå âåðøèíû áóäóò ïî-
ïðåæíåìó èìåòü ÷åòíóþ ñòåïåíü. Ïîëàãàåì i = j è ïåðåõîäèì ê Øàãó 2, ò.å. ñòðîèì
íîâûé öèêë íà íåïîìå÷åííûõ ðåáðàõ, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû vj.

Ïðèìåðû. Äâà òðåóãîëüíèêà, èìåþùèå îáùóþ âåðøèíó. Äâà ÷åòûðåõóãîëüíèêà,
èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó, âåðøèíû êîòîðîé äîïîëíèòåëüíî ñîåäèíåíû öåïüþ.

4.3 Çàäàíèå ãðàôîâ
Ìàòðèöåé ñìåæíîñòè ãðàôà G = (V,E) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà A = ||aij||n×n ñ ýëåìåíòàìè
aij = 1, åñëè {i, j} ∈ E, è aij = 0, åñëè {i, j} 6∈ E.

Äëÿ ìóëüòèãðàôîâ aij ðàâíî êðàòíîñòè ðåáðà {i, j}. Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ìàòðèöà
ñìåæíîñòè äëÿ îðãðàôîâ.
Ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V, A) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà A =

||aie||n×m ñ ýëåìåíòàìè aie = 1, åñëè e ÿâëÿåòñÿ âûõîäÿùåé èç âåðøèíû i äóãîé, aie = −1,

åñëè e ÿâëÿåòñÿ âõîäÿùåé â âåðøèíó i äóãîé è aie = 0, åñëè e íå èíöèäåíòíà i.

Äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, aie = 1, åñëè âåðøèíà i èíöèäåíòíà ðåáðó e, è aie = 0 â
ïðîòèâíîé ñëó÷àå.
Ãðàôû ìîãóò áûòü òàêæå ïðåäñòàâëåíû îäíèì èëè íåñêîëüêèìè ñïèñêàìè
íåïîñðåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé A0(i) è íåïîñðåäñòâåííûõ ïðåäøåñòâåííèêîâ B0(i)

êàæäîé âåðøèíû i.
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4.4 Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîé ôèðìå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü n ïðîåêòîâ, íà ìíîæåñòâå V =

{1, . . . , n} êîòîðûõ çàäàíî îòíîøåíèå ïîðÿäêà→ òàêîå, ÷òî èç i → j ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêò j

íå ìîæåò íà÷àòüñÿ ðàíüøå, ÷åì çàêîí÷èòñÿ ïðîåêò i (ïðîåêò j èñïîëüçóåò èíôîðìàöèþ èëè
ïðîäóêöèþ, ïîëó÷àåìóþ â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà i). Íóæíî íàéòè äîïóñòèìûé
ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ïðîåêòîâ âî âðåìåíè.
Ðàññìîòðèì îðãðàô G = (V, A) îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà. Äóãà (i, j) ∈ A òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà i → j.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò, åñëè îðãðàô îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íå ñîäåðæèò
öèêëîâ. Åñëè åñòü öèêë, òî íè îäèí èç ïðîåêòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ öèêëó, íåëüçÿ íà÷èíàòü.
Ïóñòü ïåðåñòàíîâêà (i1, . . . , in) îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ïðîåêòîâ. Ýòîò ïîðÿäîê
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè èç ij → ik ñëåäóåò, ÷òî ij ïðåäøåñòâóåò ik â óêàçàííîé
ïåðåñòàíîâêå.
Ââåäåì ïîíÿòèå íîìåðà âåðøèíû � label(i) ∈ {1, . . . , n}. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ íóìåðàöèè âåðøèí ãðàôà G òàêîé, ÷òî èç (i, j) ∈ A

ñëåäóåò label(i) < label(j). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêòîâ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ
èõ íîìåðîâ label(i) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è. Óêàçàííàÿ íóìåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêîé âåðøèí ãðàôà.
Àëãîðèòì òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô çàäàí ñïèñêàìè íåïîñðåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé A0(i), i =

1, . . . , n, è, êðîìå òîãî, çàäàíî êîëè÷åñòâî íåïîñðåäñòâåííûõ ïðåäøåñòâåííèêîâ bi êàæäîé
âåðøèíû i : bi = |B0(i)|.
Øàã 1. Ïðîñìàòðèâàåì ñïèñîê (b1, . . . , bn) è ñîçäàåì ñïèñîê J = {j|bj = 0} âåðøèí, ó
êîòîðûõ íåò ïðåäøåñòâåííèêîâ. Åñëè J = φ, òî â ãðàôå åñòü öèêë.
Øàã 2. Ïðèñâàèâàåì òåêóùèé íîìåð j (âíà÷àëå j = 1) ëþáîé âåðøèíå èç J . Äàëåå
ðàññìàòðèâàåì âñåõ åå íåïîñðåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé i ∈ A0(j) è ïðåîáðàçóåì bi =

bi − 1. Åñëè bi = 0, òî âåðøèíó i âêëþ÷àåì â J. Ïîñëå òîãî, êàê âñå ìíîæåñòâî A0(j)

ïðîñìîòðåíî, óäàëÿåì j èç J. Åñëè òåêóùèé íîìåð íå ðàâåí n, óâåëè÷èâàåì åãî íà åäèíèöó.
Ïîâòîðÿåì Øàã 2.

4.5 Îñòîâíîå äåðåâî (îñòîâ) ìèíèìàëüíîãî âåñà
Ãðàô, íå èìåþùèé öèêëîâ, íàçûâàåòñÿ ëåñîì. Ñâÿçíûé ãðàô, íå èìåþùèé öèêëîâ,
íàçûâàåòñÿ äåðåâîì.
Ïóñòü n è m � êîëè÷åñòâà âåðøèí è ðåáåð ãðàôà ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 4 (Ñâîéñòâà äåðåâüåâ) Ïóñòü G � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Òîãäà
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) G � äåðåâî,
2) G � ñâÿçíûé ãðàô è m = n− 1,

3) G � ãðàô áåç öèêëîâ è m = n− 1,

4) ìåæäó ëþáîé ïàðîé âåðøèí ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ öåïü,
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5) G íå èìååò öèêëîâ, íî ïðè äîáàâëåíèè ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà â G â íåì âîçíèêàåò
åäèíñòâåííûé öèêë.

Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ âõîäÿùåãî è âûõîäÿùåãî äåðåâà. Ýòî îðãðàô,
íåîðèåíòèðîâàííûé àíàëîã êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, è,
â ñëó÷àå âûõîäÿùåãî äåðåâà, â êàæäóþ âåðøèíó âõîäèò íå áîëåå îäíîé äóãè, à
â ñëó÷àå âõîäÿùåãî äåðåâà, èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò íå áîëåå îäíîé äóãè.
Åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà âûõîäÿùåãî äåðåâà, â êîòîðóþ íå âõîäèò íè îäíà äóãà, íàçûâàåòñÿ
êîðíåì.
Ïîäãðàô íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E) íàçûâàåòñÿ îñòîâíûì äåðåâîì (îñòîâîì)
è îáîçíà÷àåòñÿ T , åñëè T � äåðåâî è ìíîæåñòâî åãî âåðøèí ñîâïàäàåò ñ V.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ (ðåáåðíî) âçâåøåííûì, åñëè êàæäîìó åãî ðåáðó {i, j} ïðèïèñàí
íåêîòîðûé âåñ wij.

Âåñîì îñòîâíîãî äåðåâà íàçûâàåòñÿ ñóììà âåñîâ âñåõ åãî ðåáåð.
Çàäà÷à ïîèñêà â ãðàôå îñòîâíîãî äåðåâà ìèíèìàëüíîãî âåñà èìååò ìíîãî ïðèëîæåíèé.
Îíà âîçíèêàåò ïðè ïðîåêòèðîâàíèè äîðîã, ýëåêòðè÷åñêèõ ñåòåé, òðóáîïðîâîäîâ è ò.ï., ò.å.
â ñèòóàöèÿõ, êîãäà íåîáõîäèìî ñâÿçàòü çàäàííîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ êîììóíèêàöèîííûìè
ëèíèÿìè è ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ýòèõ ëèíèé äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíà.
Íèæå ïðèâîäÿòñÿ äâà àëãîðèòìà, êîòîðûå ñòðîÿò îñòîâíîå äåðåâî ìèíèìàëüíîãî âåñà Tn−1.

Íàïîìíèì, ÷òî Tn−1 íå ñîäåðæèò öèêëîâ è èìååò n− 1 ðåáåð.
Àëãîðèòì Êðàñêàëà
Øàã 1. Ïîëàãàåì T0 = (V, φ), |V | = n.

Øàã 2. Äëÿ i = 0, . . . , n− 1 ïîëàãàåì Ti+1 = Ti ∪ e, ãäå e � ðåáðî G ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì
òàêîå, ÷òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì Ti è íå îáðàçóåò öèêëà ñ ðåáðàìè Ti.

Àëãîðèòì Ïðèìà
Øàã 1. Ïîëàãàåì T1 = (V1, E1), ãäå V1 = {a, b}, E1 = {a, b}, è wab = min{we|e ∈ E}.
Øàã 2. Äëÿ i = 1, . . . , n− 1 ïîëàãàåì Ti+1 = Ti ∪ e, ãäå e � ðåáðî G ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì
òàêîå, ÷òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì Ti è ñâÿçûâàåò Ti ñ âåðøèíîé G, íå ïðèíàäëåæàùåé Ti.

Ïðèìåð. Ëþáîé íåîðèåíòèðîâàííûé ðåáåðíî âçâåøåííûé ãðàô.

4.6 Êðàò÷àéøèå ïóòè
Ðàññìîòðèì îðãðàô ñî âçâåøåííûìè äóãàìè è ïóòü èç âåðøèíû i â âåðøèíó j â ýòîì
ãðàôå. Ñóììà âåñîâ äóã ýòîãî ïóòè íàçûâàåòñÿ åãî äëèíîé. Ïóòü ìèíèìàëüíîé äëèíû èç
i â j íàçûâàåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóòåì èç i â j.

Äåéêñòðà ïðåäëîæèë ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç äàííîé
âåðøèíû âî âñå îñòàëüíûå âåðøèíû îðãðàôà â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíûõ âåñîâ äóã.
Ðàññìîòðèì îðãðàô G = (V,A) ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé s è âåñàìè wij, (i, j) ∈ A. Àëãîðèòì
ïðèñâàèâàåò âåðøèíàì âðåìåííûå è ïîñòîÿííûå ìåòêè. Ïîñòîÿííàÿ ìåòêà âåðøèíû ðàâíà
äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè èç s â ýòó âåðøèíó. Êðîìå òîãî, â àëãîðèòìå ôîðìèðóåòñÿ ìàññèâ
Pred, â êîòîðîì Pred(v) ñîäåðæèò íîìåð íåïîñðåäñòâåííîãî ïðåäøåñòâåííèêà âåðøèíû
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v â êðàò÷àéøåì ïóòè èç s â v. Òàêèì îáðàçîì s, . . . , P red(Pred(v)), P red(v), v ÿâëÿåòñÿ
êðàò÷àéøèì ïóòåì èç s â v.

Àëãîðèòì Äåéêñòðû (ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç âåðøèíû s âî âñå îñòàëüíûå
âåðøèíû îðãðàôà â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíûõ âåñîâ äóã)
Øàã 1. (Íà÷àëî). Ïîìå÷àåì âåðøèíó s ïîñòîÿííîé ìåòêîé Length(s) = 0. Âñå îñòàëüíûå
âåðøèíû v 6= s ïîìå÷àþòñÿ âðåìåííûìè ìåòêàìè Length(v) = ∞. Ïîëàãàåì i = 1 è u = s.

Øàã 2. (Ðåêóðñèÿ). Ïîëàãàåì i = i + 1. Äëÿ âñåõ íåïîñðåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé v ñ
âðåìåííîé ìåòêîé âåðøèíû u âû÷èñëÿåì M = min{Length(v), Length(u) + wuv}. Åñëè M

ìåíüøå âðåìåííîé ìåòêè Length(v), òî âû÷èñëÿåì íîâóþ ìåòêó Length(v) = M è ïîëàãàåì
Pred(v) = u.

Äàëåå ñðåäè âåðøèí ñ âðåìåííûìè ìåòêàìè âûáèðàåì âåðøèíó k ñ íàèìåíüøåé ìåòêîé è
äåëàåì åå ïîñòîÿííîé. Åñëè i < n− 1, òî ïîëàãàåì u = k è ïîâòîðÿåì Øàã 2. Èíà÷å ñòîï:
âñå êðàò÷àéøèå ïóòè èç s â îñòàëüíûå âåðøèíû ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû ïî ìàññèâó
Pred.
Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí è ïðîâåðêè íàëè÷èÿ
öèêëà îòðèöàòåëüíîãî âåñà (äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë). Ïðèâîäèìûé íèæå àëãîðèòì ïðåäëîæåí
Ôëîéäîì.
Ðàññìîòðèì îðãðàô G = (V,A). Ïóñòü W 0 = ||wij || � n×n ìàòðèöà âåñîâ äóã ýòîãî ãðàôà. Ïîëàãàåì wij =
∞, åñëè äóãà (i, j) îòñóòñòâóåò, è wii = 0 äëÿ âñåõ i ∈ V. Àëãîðèòì Ôëîéäà ñòðîèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìàòðèö W 1,W 2, . . . , Wn òàêóþ, ÷òî ýëåìåíò wn

ij ìàòðèöû Wn ðàâåí äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè èç i â j â
ãðàôå G. Ìàòðèöà W k îïðåäåëÿåòñÿ ïî ìàòðèöå W k−1:

wk
ij = min{wk−1

ij , wk−1
ik + wk−1

kj }. (1)

Ïóñòü P k
ij � êðàò÷àéøèé ïóòü èç i â j ñ âíóòðåííèìè âåðøèíàìè èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , k}. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 5 Äëÿ 0 ≤ k ≤ n, âåëè÷èíà wk
ij ÿâëÿåòñÿ äëèíîé ïóòè P k

ij .

Â àëãîðèòìå Ôëîéäà îäíîâðåìåííî ñ äëèíàìè êðàò÷àéøèõ ïóòåé îòûñêèâàþòñÿ ñàìè ïóòè ñ ïîìîùüþ
ìàòðèö Z0, Z1, . . . , Zn, ãäå ýëåìåíò zk

ij ìàòðèöû Zk óêàçûâàåò íà âåðøèíó, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùóþ
çà i â P k

ij . Òîãäà ÿñíî, ÷òî

z0
ij =

{
j, åñëè w0

ij 6= ∞,
0, åñëè w0

ij = ∞.

Ìàòðèöà Zk ïîëó÷àåòñÿ èç Zk−1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü M = min{wk−1
ij , wk−1

ik + wk−1
kj }. Òîãäà

zk
ij =

{
zk−1
ij , åñëè M = wk−1

ij ,

zk−1
ik , åñëè M < wk−1

ij .

Åñëè M = wk−1
ij , òî äëèíà ïóòè P k

ij ðàâíà äëèíå ïóòè P k−1
ij . Èíà÷å P k

ij ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ
ïóòåé P k−1

ik è P k−1
kj è zk

ij = zk−1
ik .

Î÷åâèäíî, ÷òî êðàò÷àéøèé ïóòü èç i â j îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âåðøèí i, i1, i2, . . . , ip, j, ãäå

i1 = zn
ij , i2 = zn

i1j , i3 = zn
i2j , . . . , j = zn

ipj .

Îòìåòèì, ÷òî â (1) åñëè wk−1
ik èëè wk−1

kj ðàâíî ∞, òî wk
ij = wk−1

ij .
Àëãîðèòì Ôëîéäà (ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí è ïðîâåðêè íàëè÷èÿ
öèêëà îòðèöàòåëüíîãî âåñà)
(Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ìàòðèöó W k çàïèñûâàåì íà ìåñòî W k−1, à ìàòðèöó Zk � íà ìåñòî Zk−1, k =
1, . . . , n. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóåì îäíî è òî æå îáîçíà÷åíèå W äëÿ âñåõ W k è Z äëÿ âñåõ Zk.)
Øàã 1. (Íà÷àëî). Ïîëàãàåì k = 0. Ñòðîèì ìàòðèöû W = W 0 è Z = Z0.
Øàã 2. (Ðåêóðñèÿ). Ïîëàãàåì k = k + 1. Äëÿ âñåõ òàêèõ âåðøèí i 6= k, ÷òî wik 6= ∞ è âñåõ òàêèõ âåðøèí
j 6= k, ÷òî wkj 6= ∞, âû÷èñëÿåì M = min{wij , wik + wkj}. Åñëè M < wij , òî ïîëàãàåì zij = zik è wij = M.
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Åñëè ïîÿâëÿåòñÿ wii < 0, òî ñòîï: âåðøèíà i ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó öèêëó îòðèöàòåëüíîãî âåñà.
Åñëè âñå wii ≥ 0 è k = n, òî ñòîï: wij � äëèíû âñåõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé, à zij � ïåðâàÿ ïîñëå i âåðøèíà â
êðàò÷àéøåì ïóòè èç i â j.

Åñëè âñå wii ≥ 0 è k < n, òî ïîâòîðÿåì Øàã 2.

5 Ñåòåâîå ïëàíèðîâàíèå è óïðàâëåíèå ïðîåêòàìè
Íà ïðàêòèêå äîâîëüíî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ ñëîæíûìè
ðàáîòàìè èëè ïðîåêòàìè.
Ïðèìåðàìè òàêèõ ïðîåêòîâ ìîãóò áûòü
� ñòðîèòåëüñòâî áîëüøîãî îáúåêòà,
� ðàçðàáîòêà êîìïëåêñà êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì,
� ïðîèçâîäñòâî ñàìîëåòà, ðàêåòû èëè äðóãîãî áîëüøîãî èçäåëèÿ,
� âûïóñê íîâîãî ïðîäóêòà,
� ïåðåäèñëîêàöèÿ ôèðìû èëè ïðîèçâîäñòâà.
Êàæäûé ñëîæíûé ïðîåêò âêëþ÷àåò ðÿä áîëåå èëè ìåíåå ýëåìåíòàðíûõ ðàáîò, êîòîðûå
âçàèìîñâÿçàíû ïî âðåìåíè è/èëè ïî èñïîëüçîâàíèþ îáùèõ ðåñóðñîâ. Ïðè îïòèìàëüíîì
ïëàíèðîâàíèè è óïðàâëåíèè ïðîåêòîì íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå âûïîëíåíèÿ âñåõ
ýëåìåíòàðíûõ ðàáîò. Ïîä ðàñïèñàíèåì ïîíèìàåòñÿ óêàçàíèå î òîì, êàê ðàñïðåäåëåíû
èìåþùèåñÿ ðåñóðñû ìåæäó ðàáîòàìè âî âðåìåíè. Ïðè ýòîì ðàñïèñàíèå äîïóñòèìî, åñëè
âûïîëíåíû îãðàíè÷åíèÿ íà ðåñóðñû è âðåìåííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàáîòàìè.
Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ìåòîäàìè ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ ïðîåêòàìè ÿâëÿþòñÿ
ñåòåâûå ìåòîäû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ýòè ìåòîäû, íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî
âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:
1. Ñîñòàâèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîåêòà. Äëÿ ýòîãî
à) Îïðåäåëèòü ýëåìåíòàðíûå ðàáîòû (èíîãäà íàçûâàåìûå òðåáîâàíèÿìè èëè îïåðàöèÿìè),
êîòîðûå äîëæíû áûòü ïðîâåäåíû äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà.
á) Ïðåäñòàâèòü ñâÿçè ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè ðàáîòàìè â âèäå ñåòè, â êîòîðîé âåðøèíû
è äóãè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñâÿçè ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè ðàáîòàìè. Ïðè ýòîì áóäåò
ïðèñóòñòâîâàòü íà÷àëüíàÿ, âîçìîæíî ôèêòèâíàÿ, ðàáîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà÷àëó
ïðîåêòà, è êîíå÷íàÿ ðàáîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ åãî çàâåðøåíèþ.
2. Ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà. Äëÿ ýòîãî
à) Îïðåäåëèòü èëè îöåíèòü äëèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ pj êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ðàáîòû j.
á) Îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèé, ò.å. íàèáîëåå äëèííûé ïóòü ìåæäó íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé
âåðøèíîé ñåòè. Äëèíà ïóòè ðàâíà ñóììå äëèòåëüíîñòåé âûïîëíåíèÿ âõîäÿùèõ â
íåãî ýëåìåíòàðíûõ ðàáîò è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ äëèòåëüíîñòü
âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà.
â) Èñïîëüçîâàòü çíàíèå êðèòè÷åñêîãî ïóòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ýêîíîìè÷íîãî è
ýôôåêòèâíîãî ðàñïèñàíèÿ.
3. Îñóùåñòâëÿòü êîíòðîëü âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà. Äëÿ ýòîãî
à) Èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííóþ ñåòü è ðàñïèñàíèå äëÿ êîíòðîëÿ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà.
á) Âíîñèòü èçìåíåíèÿ â ðàñïèñàíèå â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà òàê, ÷òîáû îíî
ñîîòâåòñòâîâàëî ðåàëüíûì äàííûì è îòðàæàëî ðåàëüíóþ ñèòóàöèþ.
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Íåêîòîðûå ðàáîòû íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîðà íå çàâåðøèòñÿ âûïîëíåíèå
íåêîòîðûõ äðóãèõ ðàáîò. Ýòî ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî òåõíîëîãèåé ïðîöåññà, ôèçè÷åñêèìè
îãðàíè÷åíèÿìè èëè èñïîëüçîâàíèåì èíôîðìàöèè, ïîðîæäàåìîé äðóãèìè ðàáîòàìè. Êàê
îòìå÷àëîñü â ðàçäåëå �Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà�, òàêèå îãðàíè÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ
îãðàíè÷åíèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Ðàáîòû, íå ñâÿçàííûå îãðàíè÷åíèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ,
ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ïàðàëëåëüíî âî âðåìåíè.
Îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ îòðàæàþòñÿ â ñåòåâîé ìîäåëè ïðîåêòà.
Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû äâà òèïà ñåòåâûõ ìîäåëåé, íàçûâàåìûå 1) äåéñòâèå-íà-âåðøèíå
è 2) äåéñòâèå-íà-äóãå.
Â ìîäåëè 1) âåðøèíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëåìåíòàðíûå ðàáîòû ïðîåêòà, à äóãè
óêàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èõ âûïîëíåíèÿ. Âåðøèíàì ïðèïèñàíû äëèòåëüíîñòè
âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîò.
Â ìîäåëè 2) äóãè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëåìåíòàðíûå ðàáîòû ïðîåêòà, à âåðøèíû
ñîîòâåòñòâóþò ñîáûòèÿì �íà÷àëî ðàáîòû� è �êîíåö ðàáîòû�. Äóãàì ñîïîñòàâëåíû
äëèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîò. Äëÿ îòðàæåíèÿ îòíîøåíèé
ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìåæäó ðàáîòàìè ìîãóò ââîäèòüñÿ ôèêòèâíûå äóãè íóëåâîé äëèíû.
Ðàññìîòðèì ìîäåëü 2) �äåéñòâèå-íà-äóãå�. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ
ïðîåêòà îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé êðèòè÷åñêîãî ïóòè. Ïðîåêò íå ìîæåò áûòü âûïîëíåí
áûñòðåå, ÷åì äëèíà êðèòè÷åñêîãî (ñàìîãî äëèííîãî) ïóòè.
Àëãîðèòì îòûñêàíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïóòè

Ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îòûñêàíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïóòè ìåæäó âûäåëåííûìè âåðøèíàìè s è t

àöèêëè÷íîãî îðãðàôà G = (V,A) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè äóã pij, (i, j) ∈ A.

Ìåòêà âåðøèíû Length(v) ñîîòâåòñòâóåò äëèíå ñàìîãî äëèííîãî ïóòè èç s â v.
Øàã 1. (Íà÷àëî). Ïîìå÷àåì âåðøèíó s ìåòêîé Length(s) = 0. Ïîëàãàåì ìíîæåñòâî
ïîìå÷åííûõ âåðøèí S = {s}.
Øàã 2. (Ðåêóðñèÿ). Íàõîäèì íåïîìå÷åííóþ âåðøèíó v, â êîòîðóþ âõîäÿò äóãè òîëüêî èç
ïîìå÷åííûõ âåðøèí ìíîæåñòâà B0

v ⊆ S. Ïîìå÷àåì v ìåòêîé Length(v) = max{Length(u)+

puv|u ∈ B0
v}, ò.å. âêëþ÷àåì v â S. Åñëè ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà âåðøèíå u0 ∈ B0

v , òî
ñàìûé äëèííûé ïóòü â âåðøèíó v ïðèøåë èç âåðøèíû u0.

Åñëè ïîìå÷åíà âåðøèíà t, òî ñòîï: äëèíà êðèòè÷åñêîãî ïóòè ðàâíà Length(t) è ñàì ïóòü
ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí îáðàòíûì ïðîñìîòðîì óðàâíåíèé ðåêóðñèè. Èíà÷å ïîâòîðÿåì
Øàã 2.
Ïîñëå òîãî, êàê êðèòè÷åñêèé ïóòü ïîñòðîåí, äëÿ êàæäîé ðàáîòû j ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû
íàèáîëåå ðàííèé ESj è íàèáîëåå ïîçäíèé LSj ìîìåíòû åå íà÷àëà òàêèå, ÷òî íà÷àëî ðàáîòû
â ïðîìåæóòêå [ESj, LSj] íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ äëèòåëüíîñòè âñåãî ïðîåêòà. Íà÷àëî
ðàáîòû ðàíåå ESj íåâîçìîæíî èç-çà îãðàíè÷åíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ, à åå íà÷àëî ïîñëå LSj

ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ äëèòåëüíîñòè ïðîåêòà.
Çíàíèå óêàçàííûõ ìîìåíòîâ ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ðàñïèñàíèå áîëåå ãèáêî, ïîñêîëüêó
åñòü âîçìîæíîñòü çàäåðæêè íà÷àëà âûïîëíåíèÿ íåêîòîðûõ ðàáîò áåç óùåðáà äëÿ
äëèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ âñåãî ïðîåêòà.
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Íàèáîëåå ðàííèå ìîìåíòû íà÷àëà ðàáîò ESj ðàâíû ïîìåòêàì ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí â
ïðèâåäåííîì âûøå àëãîðèòìå.
Íàèáîëåå ïîçäíèå ìîìåíòû íà÷àëà ðàáîò ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû
ïðîõîæäåíèÿ ñåòè îò êîíå÷íîé âåðøèíû ê íà÷àëüíîé. Ïðè ýòîì âåðøèíå t ïðèïèñûâàåòñÿ
çíà÷åíèå T äëèíû êðèòè÷åñêîãî ïóòè, è äàëåå

LSi = min{LSj − p(ij)|j ∈ A0
i , âñå âåðøèíû A0

i ïîìå÷åíû}.

Çíà÷åíèå LSi ðàâíî T ìèíóñ äëèíà íàèáîëåå äëèííîãî ïóòè èç âåðøèíû i â âåðøèíó t.

6 Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà è ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôèðìà äîëæíà ïðîâåñòè ðåêëàìíóþ êàìïàíèþ âî âñåõ îáëàñòíûõ
ãîðîäàõ Áåëàðóñè. Îíà ðåøèëà ïðîâåñòè ðåêëàìíóþ êàìïàíèþ â êàæäîì ãîðîäå ðîâíî
ïî îäíîìó ðàçó. Èçâåñòíî, ñêîëüêî ñòîèò ïåðååçä ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè ãîðîäàìè. Ôèðìà
æåëàåò ñíèçèòü ñâîè äîðîæíûå ðàñõîäû.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òàêîé ñèòóàöèè íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé êîììèâîÿæåðà, êîòîðàÿ
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Çàäàí ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé èëè íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô,
äëÿ îïðåäåëåííîñòè, îðãðàô. Îðãðàô íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè êàæäàÿ ïàðà âåðøèí i

è j ñîåäèíåíà äóãàìè (i, j) è (j, i). Èçâåñòíà ñòîèìîñòü cij êàæäîé äóãè (i, j). Òðåáóåòñÿ
ïîñòðîèòü ãàìèëüòîíîâ öèêë (ò.å. öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó ðîâíî ïî
îäíîìó ðàçó) òàêîé, ÷òî ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü âñåõ åãî äóã áûëà ìèíèìàëüíîé.
Îòìåòèì, ÷òî åñòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãàìèëüòîíîâûìè
öèêëàìè (ò.å. ìàðøðóòàìè êîììèâîÿæåðà) â ïîëíîì ãðàôå ñ n âåðøèíàìè è
ïåðåñòàíîâêàìè n ýëåìåíòîâ. Ïåðåñòàíîâêà σ = (i1, . . . , in) ñîîòâåòñòâóåò ìàðøðóòó
êîììèâîÿæåðà, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç âåðøèíû i1, . . . , in è âêëþ÷àþùåìó äóãè (i1, i2), (i2, i3),

. . . , (in−1, in), (in, i1).

Îñíîâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö
(ÌÂèÃ). Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì è ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ
ïðàêòè÷åñêè âñåõ äèñêðåòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.
Îñíîâíûå ïðèíöèïû ÌÂèÃ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.
1) Âåòâëåíèå. Èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ (âåòâèòñÿ) íà äâå èëè áîëåå ïîäçàäà÷è
òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì õîòÿ áû îäíîé èç
ïîäçàäà÷. Êàæäàÿ èç ïîäçàäà÷, â ñâîþ î÷åðåäü, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âåòâèòñÿ íà áîëåå
ìåëêèå ïîäçàäà÷è. Ïðîöåññ ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ïîëó÷àåìàÿ ïîäçàäà÷à íå
ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîé è åå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ëåãêî íàéäåíî.
Óêàçàííûé ïðîöåññ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òàê íàçûâàåìîãî äåðåâà âåòâëåíèé.
Âåðøèíû äåðåâà âåòâëåíèé ñîîòâåòñòâóþò ïîäçàäà÷àì è ðàçáèòû íà óðîâíè. Èñõîäíàÿ
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé íóëåâîãî óðîâíÿ. Ïîäçàäà÷è, ïîëó÷åííûå èç èñõîäíîé çàäà÷è,
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïåðâîãî óðîâíÿ. Ïîäçàäà÷è, ïîëó÷åííûå èç âåðøèí ïåðâîãî óðîâíÿ,
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè âòîðîãî óðîâíÿ, è ò.ä. Äóãè íàïðàâëåíû èç âåðøèí óðîâíÿ i â
âåðøèíû óðîâíÿ i + 1. Â êàæäóþ âåðøèíó âõîäèò ðîâíî îäíà äóãà.
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2) Ïîñòðîåíèå íèæíèõ è âåðõíèõ îöåíîê ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè. Äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è, à òàêæå äëÿ ëþáîé åå ïîäçàäà÷è ìîãóò áûòü íàéäåíû
÷èñëà LB è UB òàêèå, ÷òî

LB ≤ F ∗ ≤ UB,

ãäå F ∗ � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â çàäà÷å èëè ïîäçàäà÷å, LB è UB � åãî
íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè ñîîòâåòñòâåííî.
Íèæíÿÿ îöåíêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ðåëàêñèðîâàííîé èëè
îñëàáëåííîé çàäà÷è, íàïðèìåð, çàäà÷è êîììèâîÿæåðà, â êîòîðîé ñòîèìîñòè âñåõ äóã,
âõîäÿùèõ â äàííóþ âåðøèíó, çàìåíåíû íà ìèíèìàëüíóþ èç íèõ, è àíàëîãè÷íî èçìåíåíû
(óìåíüøåíû) ñòîèìîñòè âñåõ äóã, âûõîäÿùèõ èç äàííîé âåðøèíû.
Âåðõíÿÿ îöåíêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå îòûñêàíèÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî
ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè. Äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà äîñòàòî÷íî ïîäñ÷èòàòü ñóììàðíóþ ñòîèìîñòü äóã
äëÿ êàêîãî-íèáóäü äîïóñòèìîãî ìàðøðóòà (äîïóñòèìîé ïåðåñòàíîâêè). Íàèëó÷øàÿ, ò.å.
íàèìåíüøàÿ èç âñåõ èìåþùèõñÿ â íàëè÷èè âåðõíèõ îöåíîê, íàçûâàåòñÿ (òåêóùèì)
ðåêîðäîì.
Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî çàäà÷à îòûñêàíèÿ íèæíåé è/èëè âåðõíåé îöåíêè ñàìà ÿâëÿåòñÿ
ñëîæíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà íå èñïîëüçóåòñÿ è ìîæíî ïîëîæèòü LB =

−∞, UB = ∞.

3) Îòñåèâàíèå âàðèàíòîâ. Â ñëó÷àå, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîäçàäà÷è åå íèæíÿÿ îöåíêà
ïðåâîñõîäèò ëèáî ðàâíà ðåêîðäó, òàêóþ ïîäçàäà÷ó ìîæíî äàëåå íå âåòâèòü, òàê êàê åå
ðåøåíèå áóäåò çàâåäîìî õóæå ëèáî íå ëó÷øå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåêîðäó.
4) Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ïðåêðàùàåòñÿ, êîãäà íåò íè îäíîé
ïîäçàäà÷è, êîòîðàÿ ìîæåò ïðîäîëæàòü âåòâèòüñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
ñîîòâåòñòâóåò òåêóùåìó ðåêîðäó.
Â ïðèâåäåííîì ìåòîäå îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì ñïîñîá âûáîðà ïîäçàäà÷è äëÿ âåòâëåíèÿ.
Òàêèå ñïîñîáû ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Íàèáîëåå óïîòðåáèìûì ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá, ïðè
êîòîðîì âåòâÿò òó ïîäçàäà÷ó, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íèæíåé îöåíêè
ëèáî òó, êîòîðàÿ áûñòðåå ïðèâåäåò ê òðèâèàëüíîé ïîäçàäà÷å.
Ðàçëè÷àþò ìåòîäû âåòâëåíèÿ â ãëóáèíó è â øèðèíó.
Ïðè âåòâëåíèè â ãëóáèíó âñåãäà âåòâÿò îäíó èç ïîäçàäà÷ íàèáîëüøåãî óðîâíÿ. Òàêîå
âåòâëåíèå áûñòðåå ïðèâåäåò ê ïîñòðîåíèþ ïîëíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ.
Ïðè âåòâëåíèè â øèðèíó âåòâÿò ïîäçàäà÷è îäíîãî óðîâíÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âñå òàêèå
ïîäçàäà÷è íå áóäóò ðàññìîòðåíû. Òàêîå âåòâëåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü áîëüøå íèæíèõ è
âåðõíèõ îöåíîê è ìîæåò ïðèâåñòè ê áîëüøåìó êîëè÷åñòâó îòñåÿííûõ âàðèàíòîâ. Îäíàêî
òðåáóåòñÿ áîëüøå ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ
âåòâëåíèåì â ãëóáèíó.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðîâåäåíèÿ ðåêëàìíîé êàìïàíèè â îáëàñòíûõ öåíòðàõ Áåëàðóñè.
Ïóñòü ìàòðèöà (òàáëèöà) ñòîèìîñòåé ïåðååçäà ìåæäó ãîðîäàìè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
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ãîðîä(i, j) Ìèíñê(1) Áðåñò(2) Âèòåáñê(3) Ãîìåëü(4) Ãðîäíî(5) Ìîãèëåâ(6)
1 ∞ 350 250 350 320 200
2 400 ∞ 650 500 100 700
3 300 600 ∞ 320 400 150
4 370 580 280 ∞ 710 180
5 400 100 550 800 ∞ 670
6 220 650 170 210 590 ∞

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ìåòîäîì âåòâëåíèÿ âãëóáü. Âíà÷àëå ïîñòðîèì �ïðèâåäåííóþ çàäà÷ó�,
ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé. Èñïîëüçóåì ïðîöåäóðó �ïðèâåäåíèå òàáëèöû�, ñîñòîÿùóþ â
âû÷èòàíèè íàèìåíüøåãî ÷èñëà â êàæäîì ñòîëáöå (ñòðîêå), çàòåì íàèìåíüøåãî ÷èñëà â
êàæäîé ñòðîêå (ñòîëáöå) è ñóììèðîâàíèè ýòèõ ÷èñåë (èç êàæäîãî ãîðîäà íóæíî âûåõàòü
è â êàæäûé ãîðîä íóæíî âúåõàòü). Ïîëó÷àåì ∆0 = (220 + 100 + 170 + 210 + 100 + 150) +

(30+50) = 1030. Äàëåå ìîæíî ðàáîòàòü ñ ïðèâåäåííîé ìàòðèöåé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåàëüíîé
ñòîèìîñòè ëþáîãî ìàðøðóòà íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê ïîëó÷àåìîé èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû
ñòîèìîñòè âåëè÷èíó ∆0.

Ïðèâåäåííàÿ òàáëèöà:
(i, j) 1 2 3 4 5 6
1 ∞ 200(250) 30(80) 90(140) 170(220) 0(50)
2 180 ∞ 480 290 0 550
3 80 500 ∞ 110 300 0
4 120(150) 450(480) 80(110) ∞ 580(610) 0(30)
5 180 0 380 590 ∞ 520
6 0 550 0 0 490 ∞

Äëÿ ýëåìåíòîâ ïðèâåäåííîé òàáëèöû îñòàâèì îáîçíà÷åíèÿ cij.

Î÷åâèäíî, ÷òî íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ ïðèâåäåííîé çàäà÷è ðàâíà LB(0) = 0. Äëÿ îòûñêàíèÿ
âåðõíåé îöåíêè ïîñòðîèì êàêîé-íèáóäü ìàðøðóò êîììèâîÿæåðà. Íàïðèìåð, ðàçóìíûì
áóäåò âêëþ÷èòü â ýòîò ìàðøðóò äóãó ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè, ñêàæåì, (2,5). Äàëåå
âûáðàòü äóãó ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè âèäà (5, j), j 6= 2. Ýòî (5,1). Äàëåå, âûáðàòü äóãó
ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè âèäà (1, j), j 6= 2, 5. Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî, (1,6), (6,3), (3,4), è, áåç
âàðèàíòîâ, (4,2). Ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó UB(0) = 740. Îíà ÿâëÿåòñÿ ðåêîðäîì R.

Îòìåòèì, ÷òî ìàðøðóòó êîììèâîÿæåðà ñîîòâåòñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
òàáëèöû, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå íàõîäèòñÿ ðîâíî îäèí ýëåìåíò ýòîãî
ìíîæåñòâà. Îäíàêî, íå êàæäîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ðîâíî îäèí ýëåìåíò â êàæäîé
ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå ÿâëÿåòñÿ ìàðøðóòîì êîììèâîÿæåðà. Òàêîìó ìíîæåñòâó ìîæåò
ñîîòâåòñòâîâàòü áîëåå îäíîãî öèêëà â ãðàôå.
Äàëåå ðàçâåòâèì èñõîäíóþ çàäà÷ó. Âåòâëåíèå áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïî âõîæäåíèþ èëè
íåâõîæäåíèþ íåêîòîðîé äóãè â ìàðøðóò. Îáû÷íî âûáèðàþò äóãó 1) ìàêñèìàëüíîé, íî
íå ðàâíîé ∞ ñòîèìîñòè ëèáî 2) íóëåâîé ñòîèìîñòè, êîòîðàÿ äàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
íèæíåé îöåíêè äëÿ ïîäçàäà÷è ïðè åå íåâõîæäåíèè â ìàðøðóò êîììèâîÿæåðà. Âíà÷àëå
âîñïîëüçóåìñÿ ñïîñîáîì 2). Äóãè íóëåâîé ñòîèìîñòè: (1,6), (2,5), (3,6), (4,6), (5,2), (6,1),
(6,3), (6,4).
Â ïîäçàäà÷å P (1, 6) äóãà (1,6) íå âõîäèò â ìàðøðóò. Ïîëàãàåì ñòîèìîñòü ýòîé äóãè ðàâíîé
∞. Êàêàÿ-òî äóãà èç 1 äîëæíà âûéòè è êàêàÿ-òî äóãà äîëæíà âîéòè â 6. Ìîæíî äîáàâèòü
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ê íèæíåé îöåíêå ñóììó íàèìåíüøèõ ÷èñåë â óêàçàííûõ ñòðîêå è ñòîëáöå ∆16 = 30 è
âû÷èñëèòü LB(1, 6) = LB(0) + ∆1,6 = 30. Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåì ∆2,5, ∆3,6, ∆4,6, ∆5,2,
∆6,1, ∆6,3, ∆6,4. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàâíî ∆5,2 = 380. Ñëåäîâàòåëüíî, LB(5, 2) = 380.
Âûáèðàåì äóãó (5,2) äëÿ äàëüíåéøèõ âåòâëåíèé.
Íàðèñóåì íà÷àëüíîå äåðåâî âåòâëåíèé, ñîñòîÿùåå èç 3 âåðøèí - íà÷àëüíîé 0 è âåðøèí,
îáîçíà÷åííûõ (5, 2) (ñîîòâåòñòâóþùàÿ äóãà íå âõîäèò â ìàðøðóò êîììèâîÿæåðà) è (5,2)
(âõîäèò), ñì. ðèñ.
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LB = 560 = R1

R0 = UB = c(2, 5, 1, 6, 3, 4) = 740

R1 = c(3, 5, 2, 1, 6, 4) = 560

R2 = c(6, 3, 1, 5, 2, 4) = 540

Îòâåò: c∗ = c(6, 3, 1, 5, 2, 4) = 540 + ∆0 = 540 + 1030 = 1570

Ïðèïèøåì âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ LB.
Ðàññìîòðèì ïîäçàäà÷ó P (5, 2). Ïîñêîëüêó äóãà (5,2) âõîäèò â ìàðøðóò, äðóãèå äóãè íå
ìîãóò âûéòè èç 5 è âîéòè â 2. Âû÷åðêèâàåì ñòðîêó 5 è ñòîëáåö 2. Êðîìå òîãî, äóãà
(2,5) âîéòè â ìàðøðóò íå ìîæåò. Ïîëàãàåì ñòîèìîñòü ýòîé äóãè ðàâíîé ∞. Âû÷èñëÿåì
∆5,2 = 350. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ òàáëèöà èìååò âèä:

(i, j) 1 3 4 5 6
1 ∞ 30 90 0 0
2 0 300 110 ∞ 370
3 80 ∞ 110 130 0
4 120 80 ∞ 410 0
6 0 0 0 320 ∞

Âû÷èñëÿåì LB(5, 2) = LB(0) + c5,2 + ∆5,2 = 350.

Áóäåì âåòâèòü ïîäçàäà÷ó P (5, 2), òàê êàê ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû ìåíüøå
è áûñòðåå ìîæíî ïîëó÷èòü òðèâèàëüíóþ ïîäçàäà÷ó. Â ïðèâåäåííîé òàáëèöå äëÿ ýòîé
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ïîäçàäà÷è íàõîäèì äóãè íóëåâîé ñòîèìîñòè: (1,5), (1,6), (2,1), (3,6), (4,6), (6,1), (6,3), (6,4).
Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ∆i,j ïðè çàïèñè â óêàçàííûå êëåòêè ∞ ðàâíî ∆2,1 = 110. Âûáèðàåì
äóãó (2,1) äëÿ äàëüíåéøèõ âåòâëåíèé. Â äåðåâî âåòâëåíèé äîáàâëÿåì âåðøèíû (2,1) è
(2, 1), ñëåäóþùèå çà âåðøèíîé (5,2).
Â ïîäçàäà÷å P (2, 1) äóãà (2,1) íå âõîäèò â ìàðøðóò. Ïîëàãàåì ñòîèìîñòü ýòîé äóãè ðàâíîé
∞. Âû÷èñëÿåì ∆2,1 = 110 è LB(2, 1) = LB(5, 2) + ∆2,1 = 460.

Ðàññìîòðèì ïîäçàäà÷ó P (2, 1). Âû÷åðêèâàåì ñòðîêó 2 è ñòîëáåö 1 èç ìàòðèöû äëÿ
ïîäçàäà÷è P (5, 2). Äóãà (2,1) îáðàçóåò ïóòü ñ óæå ââåäåííîé â ìàðøðóò äóãîé: (5,2),(2,1).
Ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü c1,5 = ∞. Âû÷èñëÿåì ∆2,1 = 130. Ïîëó÷åííàÿ ïðèâåäåííàÿ
òàáëèöà èìååò âèä:

(i, j) 3 4 5 6
1 30 90 ∞ 0
3 ∞ 110 0 0
4 80 ∞ 280 0
6 0 0 190 ∞

Âû÷èñëÿåì LB(2, 1) = LB(5, 2) + ∆2,1 = 480.

Áóäåì âåòâèòü ïîäçàäà÷ó P (2, 1). Â ïðèâåäåííîé òàáëèöå äëÿ ýòîé ïîäçàäà÷è íàõîäèì
äóãè íóëåâîé ñòîèìîñòè: (1,6), (3,5), (3,6), (4,6), (6,3), (6,4). Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ∆i,j ïðè
çàïèñè â óêàçàííûå êëåòêè ∞ ðàâíî ∆3,5 = 190. Âûáèðàåì äóãó (3,5) äëÿ äàëüíåéøèõ
âåòâëåíèé. Â äåðåâî âåòâëåíèé äîáàâëÿåì âåðøèíû (3,5) è (3, 5), ñëåäóþùèå çà âåðøèíîé
(2,1). Ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ äëÿ ìàòðèö 2 × 2. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè ðåøåíèå
ëèáî îïðåäåëèòü, ÷òî îíî íå ñóùåñòâóåò. Òàê äëÿ ïîäçàäà÷è P (6, 4) òàáëèöà èìååò âèä

(i, j) 3 6
1 ∞ 0
4 80 ∞

Ïî äåðåâó âåòâëåíèé âîññòàíàâëèâàåì ïîñòðîåííûé ÷àñòè÷íûé ìàðøðóò: (3, 5, 2, 1) è (6, 4).
Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî åäèíñòâåííûé âàðèàíò - ïîëíûé ìàðøðóò (3, 5, 2, 1, 6, 4) ñòîèìîñòè
LB(6, 4) = LB(3, 5)+ c43 = 480+80 = 560. Ïîëó÷èëè íîâûé ðåêîðä R = 560. Âåòêè P (6, 4)

è P (3, 5) ìîæíî îòñå÷ü.
Ïðèâåäåííàÿ òàáëèöà äëÿ ïîäçàäà÷è P (2, 1):

(i, j) 1 3 4 5 6
1 ∞ 30 90 0 0
2 ∞ 190 0 ∞ 260
3 80 ∞ 110 130 0
4 120 80 ∞ 410 0
6 0 0 0 320 ∞

Ïðèâåäåííàÿ òàáëèöà äëÿ ïîäçàäà÷è P (5, 2):
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(i, j) 1 2 3 4 5 6
1 ∞ 0 30 90 170 0
2 180 ∞ 480 290 0 550
3 80 300 ∞ 110 300 0
4 120 250 80 ∞ 580 0
5 0 ∞ 200 410 ∞ 340
6 0 350 0 0 490 ∞

Íà ýòîì îñòàíîâèìñÿ è ïîêàæåì, êàê âåòâèòü ïðè âûáîðå äóãè ìàêñèìàëüíîé ñòîèìîñòè.
Áóäåì âûáèðàòü äóãó ìàêñèìàëüíîé ñòîèìîñòè. Ýòî äóãà (5,4), c5,4 = 590.
Íàðèñóåì íà÷àëüíîå äåðåâî âåòâëåíèé, ñîñòîÿùåå èç 3 âåðøèí - íà÷àëüíîé 0 è âåðøèí,
îáîçíà÷åííûõ (5, 4) (ñîîòâåòñòâóþùàÿ äóãà íå âõîäèò â ìàðøðóò êîììèâîÿæåðà) è (5,4)
(âõîäèò), ñì. ðèñ.
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Â ïîäçàäà÷å P (5, 4) äóãà (5,4) íå âõîäèò â ìàðøðóò. Ïîëàãàåì ñòîèìîñòü ýòîé äóãè ðàâíîé
∞. Íèæíÿÿ îöåíêà íå ìåíÿåòñÿ: LB(5, 4) = LB(0) = 0.

Â ïîäçàäà÷å P (5, 4) äóãà (5,4) âõîäèò â ìàðøðóò. Âû÷åðêèâàåì ñòðîêó 5 è ñòîëáåö 4.
Ïîëàãàåì ñòîèìîñòü äóãè (4,5) ðàâíîé ∞. Âû÷èñëÿåì ∆54 = 200 è LB(5, 4) = c5,4 + 200 =

790 > R = 740. Ñîîòâåòñòâóþùóþ âåòêó îòñåêàåì.
Áóäåì âåòâèòü ïîäçàäà÷ó P (5, 4). Âûáèðàåì äóãó ìàêñèìàëüíîé ñòîèìîñòè � (4, 5), c4,5 =

580. Â äåðåâî âåòâëåíèé äîáàâëÿåì âåðøèíû (4,5) è (4, 5).
Â ïîäçàäà÷å P (4, 5) äóãà (4,5) íå âõîäèò â ìàðøðóò. Ïîëàãàåì ñòîèìîñòü ýòîé äóãè ðàâíîé
∞. Íèæíÿÿ îöåíêà íå ìåíÿåòñÿ: LB(4, 5) = LB(0) = 0.

Â ïîäçàäà÷å P (4, 5) äóãà (4,5) âõîäèò â ìàðøðóò. Âû÷åðêèâàåì ñòðîêó 4 è ñòîëáåö 5.
Âû÷èñëÿåì ∆45 = 180 è LB(4, 5) = c4,5 + 180 = 760 > R = 740. Âåòêó îòñåêàåì.
Áóäåì âåòâèòü ïîäçàäà÷ó P (4, 5). Âûáèðàåì äóãó ìàêñèìàëüíîé ñòîèìîñòè � (2, 6), c2,6 =

550. Â äåðåâî âåòâëåíèé äîáàâëÿåì âåðøèíû (2,6) è (2, 6).
Â ïîäçàäà÷å P (2, 6) äóãà (2,6) íå âõîäèò â ìàðøðóò. Ïîëàãàåì ñòîèìîñòü ýòîé äóãè ðàâíîé
∞. Íèæíÿÿ îöåíêà íå ìåíÿåòñÿ: LB(2, 6) = LB(4, 5) = 0.

Â ïîäçàäà÷å P (2, 6) äóãà (2,6) âõîäèò â ìàðøðóò. Âû÷åðêèâàåì ñòðîêó 2 è ñòîëáåö 6.
Ïîëàãàåì c6,2 = ∞. Âû÷èñëÿåì ∆2,6 = 330 è LB(2, 6) = c2,6 + 330 = 880 > R. Âåòêó
îòñåêàåì.
Áóäåì âåòâèòü ïîäçàäà÷ó P (2, 6). Âûáèðàåì äóãó ìàêñèìàëüíîé ñòîèìîñòè � (6, 2), c6,2 =

550.
Â ïîäçàäà÷å P (6, 2) äóãà (6,2) íå âõîäèò â ìàðøðóò. Ïîëàãàåì ñòîèìîñòü ýòîé äóãè ðàâíîé
∞. LB(6, 2) = 0.
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Â ïîäçàäà÷å P (6, 2) äóãà (6,2) âõîäèò â ìàðøðóò. Âû÷åðêèâàåì ñòðîêó 6 è ñòîëáåö 2.
Âû÷èñëÿåì ∆6,2 = 210 è LB(6, 2) = c6,2 + 210 = 550 + 210 = 760 > R = 740. Âåòêó
îòñåêàåì.
Áóäåì âåòâèòü ïîäçàäà÷ó P (6, 2). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàáëèöà èìååò âèä:

(i, j) 1 2 3 4 5 6
1 ∞ 200 30 90 170 0
2 180 ∞ 480 290 0 ∞
3 80 500 ∞ 110 300 0
4 120 450 80 ∞ ∞ 0
5 180 0 380 ∞ ∞ 520
6 0 ∞ 0 0 490 ∞

7 Èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå íà ïðèìåðå ìåòîäà
Ìîíòå-Êàðëî

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà îïåðàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
è ïîêàçàòåëåì ýôôåêòèâíîñòè ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü êàêîãî-ëèáî ñîáûòèÿ èëè
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êàêîé-ëèáî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Áîëåå òîãî, ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïðîöåññ íåâîçìîæíî îïèñàòü àíàëèòè÷åñêè. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ïðîöåññà ïðèìåíÿåòñÿ èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå, íàèáîëåå ðàííèì ïðåäñòàâèòåëåì
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî.
Èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò,
ðåçóëüòàòû êîòîðîãî èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñ ïîçèöèé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.
Ðàññìîòðèì èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå íà ïðèìåðå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (Ì-Ê).
Èäåÿ ìåòîäà Ì-Ê ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû îïèñûâàòü ñëó÷àéíîå
ÿâëåíèå ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé, ïðîèçâîäèòñÿ ýêñïåðèìåíò, íàçûâàåìûé
ðîçûãðûøåì, äàþùèé ñëó÷àéíûé ðåçóëüòàò. Â ðåçóëüòàòå ðîçûãðûøà ïîëó÷àåì îäíó
ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîãî ÿâëåíèÿ. Ïðîâåäÿ ýêñïåðèìåíò äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî
ðàç, ïîëó÷èì ñòàòèñòè÷åñêèé ìàòåðèàë, êîòîðûé ìîæíî îáðàáàòûâàòü ìåòîäàìè
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.
Äëÿ ñëîæíûõ îïåðàöèé, â êîòîðûõ ó÷àñòâóåò ìíîãî ýëåìåíòîâ (ìàøèí, ñèñòåì, ëþäåé,
êîëëåêòèâîâ) è â êîòîðûõ ñëó÷àéíûå ôàêòîðû ñëîæíûì îáðàçîì âçàèìîäåéñòâóþò äðóã
ñ äðóãîì, ìåòîä Ì-Ê êàê ïðàâèëî îêàçûâàåòñÿ ïðîùå è àäåêâàòíåå àíàëèòè÷åñêîãî.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð, òèïè÷íûé äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ì-Ê. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíà
íåêîòîðàÿ ôèãóðà. Êîìàíäà èç n ÷åëîâåê (ó÷àñòíèêîâ îïåðàöèè) äîëæíà âûïîëíèòü
ñëåäóþùåå. Êàæäûé ÷åëîâåê, íå âèäÿ ôèãóðû è íå çíàÿ äåéñòâèé äðóãèõ ó÷àñòíèêîâ,
äîëæåí íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè êðóã çàäàííîãî ðàäèóñà r. Îïåðàöèÿ ñ÷èòàåòñÿ óñïåøíîé,
åñëè êðóãè ïîêðûëè íå ìåíåå 50% ïëîùàäè ôèãóðû. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî îïåðàöèÿ áóäåò óñïåøíîé.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è àíàëèòè÷åñêè ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÷ðåçâû÷àéíî
ñëîæíî. Çíà÷èòåëüíî ïðîùå ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ìåòîäîì Ì-Ê.
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Äëÿ ýòîãî ïðîâåäåì ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Ðàçûãðàåì êîîðäèíàòû n òî÷åê íà ïëîñêîñòè
ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî ìåõàíèçìà ñëó÷àéíîãî âûáîðà. Íàïðèìåð, ïóñòü m � êîëè÷åñòâî
òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Ðàçîáüåì èíòåðâàë [0, 1] íà m ïîñëåäîâàòåëüíûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
÷àñòåé îäèíàêîâîé äëèíû (ñîáûòèÿ âûáîðà öåíòðà êðóãà íåçàâèñèìû è ðàâíîâåðîÿòíû). Ñ
ïîìîùüþ ÝÂÌ èëè ïî òàáëèöå âûáåðåì n (ïñåâäî)ñëó÷àéíûõ ÷èñåë èç [0, 1]. Èíòåðâàëû,
â êîòîðûå ïîïàëè ýòè ÷èñëà, óêàçûâàþò êîîðäèíàòû n òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Íàðèñóåì
ñîîòâåòñòâóþùèå êðóãè è îïðåäåëèì ïëîùàäü ïîêðûòèÿ ôèãóðû. Åñëè ýòà ïëîùàòü íå
ìåíåå 50%, òî áóäåì ñ÷èòàòü ýêñïåðèìåíò óñïåøíûì.
Ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå ýêñïåðèìåíòîâ N âåðîÿòíîñòü W óñïåõà îïåðàöèè ìîæåò áûòü
ïðèáëèæåííî îöåíåíà êàê ÷àñòîòà óñïåøíûõ ýêñïåðèìåíòîâ:

W ≈ M

N
, ãäå M � ÷èñëî óñïåøíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ì-Ê ìîæíî ïîëó÷àòü íå òîëüêî âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé, íî è
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Íàïðèìåð, åñëè â ðàññìàòðèâàåìîì
ïðèìåðå òðåáóåòñÿ íàéòè íå âåðîÿòíîñòü óñïåõà îïåðàöèè, à ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
M [S] ïëîùàäè S ïîêðûòèÿ ôèãóðû êðóãàìè, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë (òåîðåìà ×åáûøåâà) ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå
íåçàâèñèìûõ îïûòîâ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ïî÷òè íàâåðíÿêà ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïóñòü Si � ïëîùàòü
ïîêðûòèÿ ôèãóðû â ýêñïåðèìåíòå i. Òîãäà

M [S] ≈
∑N

i=1 Si

N
.

Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü íàéäåíà äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ò.å. ìàò.îæèäàíèå
êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò åå ìàò.îæèäàíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå
äèñïåðñèÿ D[S] ïëîùàäè ïîêðûòèÿ ôèãóðû ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî âû÷èñëåíà ïî
ôîðìóëå

D[S] = M [(S −M [S])2] ≈
∑N

i=1(Si −M [S])2

N
.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä Ì-Ê èìèòèðóåò âëèÿíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà ïðîöåññ
ïðîâåäåíèÿ îïåðàöèè ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî îðãàíèçîâàííîãî ðîçûãðûøà èëè æðåáèÿ.
Äàëåå ïðîâîäèòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî òàêèõ ðîçûãðûøåé è èíòåðåñóþùèå íàñ
õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî ÿâëåíèÿ íàõîäÿòñÿ îïûòíûì ïóòåì:
âåðîÿòíîñòè � êàê ÷àñòîòû ñîáûòèé,
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ � êàê ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
äèñïåðñèè � êàê ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îò èõ
ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.
Íåäîñòàòêîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà ðîçûãðûøåé.
(Íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ: Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X: F (x) = P (0 < X < x). Ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû: äîëæíà ñóùåñòâîâàòü f(x) òàêàÿ, ÷òî P (a ≤ X <

b) =
∫ b

a
f(x)dx = F (b) − F (a). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàñïðåäåëåíà ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó, åñëè åå

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) = λe−λx, x > 0.
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8 Îñíîâû òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé
Â òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òðóäíîðàçðåøèìîé çàäà÷è.
Ñóùåñòâîâàíèå ýôôåêòèâíîãî (áûñòðîãî) àëãîðèòìà ðåøåíèÿ õîòÿ áû îäíîé èç
òðóäíîðàçðåøèìûõ çàäà÷ âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðîäà àëãîðèòìà äëÿ ëþáîé
èç òàêèõ çàäà÷. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òðóäíîðàçðåøèìûõ çàäà÷ ñóùåñòâîâàíèå
ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ìàëîâåðîÿòíî.
Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ è ýêñòðåìàëüíûå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è. Ïîä çàäà÷åé
ðàñïîçíàâàíèÿ (ñâîéñòâ îáúåêòîâ) áóäåì ïîíèìàòü íåêîòîðûé îáùèé âîïðîñ,
ïðåäïîëàãàþùèé îòâåò �äà�, åñëè ðàññìàòðèâàåìûé â ýòîì âîïðîñå îáúåêò îáëàäàåò
ñâîéñòâàìè, îïèñàííûìè â ôîðìóëèðîâêå âîïðîñà. Îáúåêò è åãî ñâîéñòâà îïèñûâàþòñÿ ñ
ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ, êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ â îáùåé ôîðìóëèðîâêå
âîïðîñà îòñóòñòâóþò. Ïàðàìåòðàìè ìîãóò áûòü ìíîæåñòâà, ãðàôû, ÷èñëà, ôóíêöèè è ò.ï.
Ïðèìåð çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ ïðè çàìåíå âñåõ èìåþùèõñÿ â îáùåé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è
ïàðàìåòðîâ èõ êîíêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè. Ïðèìåð íàçûâàåòñÿ äà-ïðèìåðîì, åñëè ïðè
ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ îáúåêò îáëàäàåò óêàçàííûìè â ôîðìóëèðîâêå
çàäà÷è ñâîéñòâàìè.
Ýêñòðåìàëüíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå X ′

îïðåäåëåí ôóíêöèîíàë F (x), x ∈ X ′. Íåîáõîäèìî â çàäàííîì ïîäìíîæåñòâå X ìíîæåñòâà
X ′ îòûñêàòü òàêîé ýëåìåíò x∗, ÷òî F (x∗) = min{F (x)|x ∈ X} (çàäà÷à ìèíèìèçàöèè), ëèáî
òàêîé x0, ÷òî F (x0) = max{F (x)|x ∈ X} (çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè).
Ñîïîñòàâèì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å B ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ B′: îïðåäåëèòü,
ñóùåñòâóåò ëè òàêîé ýëåìåíò x′ â çàäàííîì ìíîæåñòâå X, ÷òî F (x′) ≤ y (ëèáî F (x′) ≥ y

â ñëó÷àå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè) äëÿ äàííîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà y. Î÷åâèäíî, åñëè x∗

ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè B, òî ýëåìåíò x′ ∈ X òàêîé, ÷òî F (x′) ≤ y, ñóùåñòâóåò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F (x∗) ≤ y. Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à íå ïðîùå
ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ.
Ðàçóìíûå ñõåìû êîäèðîâàíèÿ. Ïîñêîëüêó çàäà÷è èíòåðåñóþò íàñ ñ òî÷êè çðåíèÿ
ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ èõ ðåøåíèÿ è ðåàëèçàöèè ýòèõ àëãîðèòìîâ íà ÝÂÌ, âõîäíûå
äàííûå çàäà÷è äîëæíû áûòü êàêèì-òî îáðàçîì çàêîäèðîâàíû. Ñõåìà êîäèðîâàíèÿ
ñîïîñòàâëÿåò öåïî÷êó ñèìâîëîâ êàæäîìó ïðèìåðó çàäà÷è.
Îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è � ýòî ôóíêöèÿ
îò äëèíû çàïèñè âõîäíîé èíôîðìàöèè çàäà÷è, ò.å. îíà íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò
âûáðàííîé ñõåìû êîäèðîâàíèÿ.
Ìîæíî ïîäîáðàòü ñõåìó êîäèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ äàåò î÷åíü äëèííûå êîäû ïðèìåðîâ çàäà÷è,
òàê ÷òî ïî÷òè ëþáîé àëãîðèòì áóäåò ýôôåêòèâíûì îòíîñèòåëüíî äëèí òàêèõ âõîäîâ è
ìû íå ñìîæåì îïðåäåëèòü, êàêîé àëãîðèòì ëó÷øå. Êðîìå òîãî, ñõåìà êîäèðîâàíèÿ ìîæåò
âûäàâàòü êîäû ñóùåñòâåííî ðàçíîé äëèíû äëÿ ðàçíûõ ïðèìåðîâ îäíîé è òîé æå çàäà÷è. Â
ýòîì ñëó÷àå íåïîíÿòíî êàê îïðåäåëÿòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà � íà îäíèõ
ïðèìåðàõ îí áóäåò ýôôåêòèâíûì, íà äðóãèõ íåò.
Ýòè è äðóãèå ïðîòèâîðå÷èÿ áóäóò óñòðàíåíû, åñëè ïîëüçîâàòüñÿ òàê íàçûâàåìûìè
ðàçóìíûìè ñõåìàìè êîäèðîâàíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñõåìà êîäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ðàçóìíîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì íåôîðìàëüíûì óñëîâèÿì.
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(à) Êîä ïðèìåðà çàäà÷è äîëæåí áûòü êîìïàêòíûì è íå äîëæåí ñîäåðæàòü
íåîáÿçàòåëüíóþ èíôîðìàöèþ èëè ñèìâîëû.
(á) ×èñëà èç ïðèìåðà çàäà÷è äîëæíû áûòü ïðåäñòàâëåíû â äâîè÷íîé, ëèáî êàêîé-íèáóäü
èíîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì, îòëè÷íûì îò åäèíèöû.
Ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì, ðàâíûì 1, íàçûâàåòñÿ óíàðíîé. Â ýòîé ñèñòåìå ÷èñëî 3
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 111, ÷èñëî 4 â âèäå 1111 è ò.ä. (êàê çàðóáêè ó äðåâíèõ ëþäåé). Â
óíàðíîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà x òðåáóåòñÿ x åäèíèö ïàìÿòè.
Â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ âñå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äâóõ
÷èñåë: 0 è 1. ×èñëî 3 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 11, ÷èñëî 4 â âèäå 100, ÷èñëî 5 â âèäå 101 è ò.ä.
Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà x òðåáóåòñÿ O(log2 x) íóëåé è åäèíèö (åäèíèö ïàìÿòè).
Ôóíêöèÿ O(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lim
x→∞

O(x)

x
= const.

(â) Ñõåìà êîäèðîâàíèÿ äîëæíà îáëàäàòü ñâîéñòâîì äåêîäèðóåìîñòè, ò.å. äëÿ êàæäîãî
ïàðàìåòðà çàäà÷è äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ñïîñîáíûé âûäåëèòü
êîä ýòîãî ïàðàìåòðà èç êîäà ëþáîãî ïðèìåðà çàäà÷è.
(ã) Ñõåìà êîäèðîâàíèÿ äîëæíà îáåñïå÷èâàòü îäíîðîäíîñòü ïðè êîäèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ
ïðèìåðîâ îäíîé è òîé æå çàäà÷è. Îäíîðîäíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñõåìà êîäèðîâàíèÿ äîëæíà
îáåñïå÷èâàòü äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâ çàäà÷è ïîëó÷åíèå êîäîâ, �áëèçêèõ� ïî
äëèíå, åñëè ýòè ïðèìåðû ñîäåðæàò áëèçêèå ïî âåëè÷èíå ÷èñëà è êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ
â îáîèõ ïðèìåðàõ ïðèáëèçèòåëüíî îäíî è òî æå.
Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ îäíîðîäíîñòè ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíî ñîáëþäåíèåì ñëåäóþùåãî
ïðîñòîãî ïðàâèëà. Ñõåìà êîäèðîâàíèÿ íå äîëæíà çàíèìàòüñÿ ðàñïîçíàâàíèåì
ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîäèðóåìîãî ïðèìåðà çàäà÷è. Ïðè ïîñòðîåíèè êîäà êîíêðåòíîãî
ïðèìåðà çàäà÷è ñõåìà ìîæåò èñïîëüçîâàòü ëèøü òå ñâîéñòâà, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî
óêàçàíû â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è è ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ âñåõ ïðèìåðîâ äàííîé
çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, êîä ïðèìåðà çàäà÷è äîëæåí ñîäåðæàòü ëèøü òó èíôîðìàöèþ,
êîòîðóþ ñîäåðæèò îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è, äîïîëíåííàÿ êîíêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè
ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.
Óñëîâèå (ã) ïðåäîòâðàùàåò ïîÿâëåíèå ñëèøêîì êîðîòêèõ êîäîâ äëÿ îòäåëüíûõ ïðèìåðîâ
çàäà÷è. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèå (à) íå äàåò âîçìîæíîñòè ïîÿâëÿòüñÿ ñëèøêîì äëèííûì
êîäàì.
Âû÷èñëèòåëüíàÿ (âðåìåííàÿ) ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ. Ïîëèíîìèàëüíûå
è ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû. Ïîä âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà
ïîíèìàåòñÿ êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ åãî ðåàëèçàöèè. Äëÿ
àëãîðèòìîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ, ïîä ýëåìåíòàðíûìè ïîíèìàþòñÿ
òàêèå ìàøèííûå îïåðàöèè, êàê ñëîæåíèå, óìíîæåíèå, ñðàâíåíèå äâóõ ÷èñåë, çàïèñü ëèáî
ñ÷èòûâàíèå ÷èñëà, ðàñïîëîæåííîãî ïî èçâåñòíîìó àäðåñó, è ò. ï.
Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà I íåêîòîðîé çàäà÷è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâå ôóíêöèè:
� ôóíêöèÿ Length[I], îïðåäåëÿþùàÿ äëèíó êîäà ïðèìåðà I ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçóìíîé
ñõåìû êîäèðîâàíèÿ è
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� ôóíêöèÿ Max[I], îïðåäåëÿþùàÿ âåëè÷èíó íàèáîëüøåãî ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà â I. Åñëè
çàäà÷à íå ñîäåðæèò ÷èñåë, òî ïîëàãàåì Max[I] = 1 äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà I.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è � ýòî
ôóíêöèÿ îò äëèíû çàïèñè âõîäíîé èíôîðìàöèè çàäà÷è.
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì, åñëè åãî âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü
íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî ïîëèíîìà îò ôóíêöèè Length[I] äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà I ýòîé
çàäà÷è. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé.
Ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå çàäà÷è îáðàçóþò êëàññ P .
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì, åñëè åãî âðåìåííàÿ
ñëîæíîñòü íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî ïîëèíîìà îò äâóõ ôóíêöèé: Length[I] è
Max[I], - äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà I ýòîé çàäà÷è. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ
ïñåâäîïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé.
Êëàññ NP çàäà÷. NP-ïîëíûå è NP-òðóäíûå çàäà÷è. Çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó
NP , åñëè îíà ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íà òàê íàçûâàåìîé
íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà, êîòîðàÿ ðåàëüíî íå ñóùåñòâóåò. Íà òàêîé
ìàøèíå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ïîëèíîìèàëüíûå òàê è
íåêîòîðûå íåïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû.
Çàäà÷à Π íàçûâàåòñÿ NP-òðóäíîé, åñëè ëþáàÿ çàäà÷à èç êëàññà NP ïîëèíîìèàëüíî
ñâîäèòñÿ ê íåé, ò.å. èìåÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ NP-òðóäíîé çàäà÷è, ìîæíî
ïîëó÷èòü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëþáîé çàäà÷è èç êëàññà NP . Çàäà÷à
ðàñïîçíàâàíèÿ Π íàçûâàåòñÿ NP-ïîëíîé, åñëè îíà NP-òðóäíà è ïðèíàäëåæèò NP .

Ïîíÿòèå ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè òðàíçèòèâíî. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-
òðóäíîñòè íåêîòîðîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïîëèíîìèàëüíî ñâåñòè ê íåé íåêîòîðóþ NP-
òðóäíóþ çàäà÷ó:
äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà èçâåñòíîé NP-òðóäíîé çàäà÷è çà ïîëèíîìèàëüíîå îò åãî ðàçìåðíîñòè
âðåìÿ ïîñòðîèòü ïðèìåð íàøåé çàäà÷è è ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå NP-òðóäíîé çàäà÷è
ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ïîñòðîåííîãî ïðèìåðà íàøåé
çàäà÷è.
Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ NP-òðóäíîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé çàäà÷à
ðàñïîçíàâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.
Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ êàêîé-íèáóäü NP-òðóäíîé çàäà÷è
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ äëÿ âñåõ çàäà÷ èç êëàññà
NP , âêëþ÷àÿ âñå NP-ïîëíûå çàäà÷è.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âñå ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå çàäà÷è ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìû
íà íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà. Ïîýòîìó

P ⊆ NP .

Îäíàêî íåÿñíî P = NP èëè P 6= NP .

Ïîñêîëüêó íè äëÿ îäíîé NP-òðóäíîé çàäà÷è íå ðàçðàáîòàí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì
ðåøåíèÿ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáùåïðèíÿòîé ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî

P 6= NP .
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû åå îïðîâåðãíóòü, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì
ðåøåíèÿ ëþáîé (êàêîé-íèáóäü îäíîé) NP-òðóäíîé çàäà÷è. Ñïèñîê òàêèõ çàäà÷ âêëþ÷àåò
äåñÿòêè òûñÿ÷ çàäà÷ èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé íàóêè.
Çà ðàçðàáîòêó ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ëþáîé NP-òðóäíîé çàäà÷è óñòàíîâëåí
ïðèç â 1.000.000 äîëëàðîâ.
NP-òðóäíûå â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è. Íàðÿäó ñ ðàçäåëåíèåì çàäà÷ íà NP-òðóäíûå è
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå, NP-òðóäíûå çàäà÷è, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà NP-
òðóäíûå â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è è çàäà÷è, èìåþùèå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû
ðåøåíèÿ. NP-òðóäíûå â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è íå èìåþò ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîãî
àëãîðèòìà ðåøåíèÿ.
Ïðèìåðû NP-òðóäíûõ çàäà÷.
NP-òðóäíàÿ çàäà÷à, èìåþøàÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ:
ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ:
Çàäàíû öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a1, a2, . . . , ar è A òàêèå, ÷òî ∑r

j=1 aj = 2A. Òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ìíîæåñòâî X ⊂ N = {1, 2, . . . , r} òàêîå, ÷òî ∑

j∈X aj = A.
NP-òðóäíàÿ â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷à:
3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ:
Çàäàíû öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a1, a2, . . . , a3r è A òàêèå, ÷òî A/4 < aj < A/2,
j = 1, . . . , 3r, è ∑3r

j=1 aj = rA. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
{1, 2, . . . , 3r} íà r íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ X1, X2, . . . , Xr òàêîå, ÷òî ∑

j∈Xl
aj = A,

l = 1, . . . , r.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, åñëè ðåøåíèå çàäà÷è 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ñóùåñòâóåò, òî êàæäîå èç
ìíîæåñòâ X1, . . . , Xr ñîäåðæèò â òî÷íîñòè òðè ýëåìåíòà.

9 Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå
Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå (ÄÏ) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.
Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî èíòåðïðåòàöèé ìåòîäà ÄÏ. Ìû ðàññìîòðèì ÄÏ êàê ïðîöåññ
ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ ÷àñòè÷íûõ ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è è âûáîðà èç ýòèõ ìíîæåñòâ
äîìèíèðóþùèõ ðåøåíèé òàêèõ, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç íèõ ìîæåò áûòü �äîñòðîåíî� äî
îïòèìàëüíîãî.
Ïðè òàêîì ïîäõîäå ïðîöåññ ðåøåíèÿ íåêîòîðîé çàäà÷è ìîæåò áûòü îðãàíèçîâàí
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

f(x) → min, x ∈ X.

Áóäåì ôîðìèðîâàòü ìíîæåñòâà X0, X1, . . . , Xn ÷àñòè÷íûõ ðåøåíèé, ãäå ìíîæåñòâî Xk+1

ïîëó÷àåòñÿ èç ìíîæåñòâà Xk ïóòåì �äîñòðàèâàíèÿ� êàæäîãî ðåøåíèÿ èç Xk. Îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå x∗ âûáèðàåòñÿ èç ìíîæåñòâà Xn.

Ñ êàæäûì ÷àñòè÷íûì ðåøåíèåì x ∈ Xk áóäåì ñâÿçûâàòü íåêîòîðûé íàáîð ïàðàìåòðîâ
B = (k, b1, . . . , bi), íàçûâàåìûõ ïåðåìåííûìè ñîñòîÿíèÿ. Íàáîð B ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ
íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì.
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Ïóñòü Xk(B) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ðåøåíèé x ∈ Xk â ñîñòîÿíèè
(ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèþ) B. Ïóñòü B(x) îáîçíà÷àåò ñîñòîÿíèå ÷àñòè÷íîãî ðåøåíèÿ
x.

Â ìåòîäå ÄÏ ñ êàæäûì ñîñòîÿíèåì B ñâÿçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ äîìèíèðîâàíèÿ F (B)

òàêàÿ, ÷òî ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå, íàõîäÿùååñÿ â ñîñòîÿíèè B è ìàêñèìèçèðóþùåå (ëèáî
ìèíèìèçèðóþùåå) F (B), äîìèíèðóåò âñå îñòàëüíûå ÷àñòè÷íûå ðåøåíèÿ â ñîñòîÿíèè
B, ò.å. ýòî ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü äîñòðîåíî äî ïîëíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ
ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè ñðåäè âñåõ ïîëíûõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé,
äîñòðîåííûõ èç ëþáîãî ÷àñòè÷íîãî ðåøåíèÿ â ñîñòîÿíèè B.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F (B) ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîì ìíîæåñòâå Xk(B) äîñòàòî÷íî
âûáðàòü äîìèíèðóþùåå ðåøåíèå äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé. Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé.
Â ìåòîäå ÄÏ ðåêóððåíòíî âû÷èñëÿþò çíà÷åíèÿ F (B) è íàõîäÿò ñîñòîÿíèå,
ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ. Çàòåì âîññòàíàâëèâàþò ñàìî îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå.
Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ÄÏ íåîáõîäèìî êîððåêòíî îïðåäåëèòü
1) ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé S,
2) ôóíêöèþ äîìèíèðîâàíèÿ F (B), B ∈ S,

3) ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ðåøåíèé x′ ∈ Xk+1 èç ÷àñòè÷íûõ ðåøåíèé x ∈ Xk,
4) ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ B(x′), èñïîëüçóÿ ñîñòîÿíèå B(x), åñëè x′ ∈ Xk+1 �äîñòðîåí�
èç x ∈ Xk, è
5) ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé F (B).

Ïðèìåð àëãîðèòìà ÄÏ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ñëóæàùèé
äîëæåí âûïîëíèòü n ðàáîò ê çàäàííîìó ñðîêó d, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè íîëü.
Äëÿ êàæäîé ðàáîòû j çàäàíà äëèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ pj è øòðàô wj, âûïëà÷èâàåìûé
ñ ñëó÷àå çàâåðøåíèÿ j ïîñëå d. Âñå ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè
÷èñëàìè. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîò, ÷òîáû
ñóììàðíûé øòðàô áûë íàèìåíüøèì.
Ïðè çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàáîò (i1, . . . , in) ëåãêî îïðåäåëèòü ìîìåíò çàâåðøåíèÿ
âûïîëíåíèÿ êàæäîé ðàáîòû ij: Cij =

∑j
k=1 pik .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïåðåìåííûå Uj: Uj = 1, åñëè ðàáîòà j ÿâëÿåòñÿ çàïàçäûâàþùåé
(Cj > d), è Uj = 0, åñëè j ÿâëÿåòñÿ ðàííåé (Cj ≤ d). Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàáîò, ÷òî çíà÷åíèå ∑n

j=1 wjUj ìèíèìàëüíî.
Çàìåòèì, ÷òî íà çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè âëèÿåò ëèøü èíôîðìàöèÿ î òîì, êàêèå
ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ çàïàçäûâàþùèìè, à êàêèå ðàííèìè. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàáîò, â êîòîðîé âñå ðàííèå ðàáîòû óïîðÿäî÷åíû ïðîèçâîëüíî è âñå
çàïàçäûâàþùèå ðàáîòû óïîðÿäî÷åíû ïðîèçâîëüíî è ðàñïîëîæåíû ïîñëå ïîñëåäíåé ðàííåé
ðàáîòû. Òîãäà çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n∑

j=1

wjUj → min
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ïðè óñëîâèÿõ
n∑

j=1

pj(1− Uj) ≤ d,

è
Uj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n.

Ýòà çàäà÷à NP-òðóäíà.
Ïóñòü U∗ = (U∗

1 , . . . , U∗
n) � îïòèìàëüíûé âåêòîð äëÿ ýòîé çàäà÷è è W ∗ � ñîîòâåòñòâóþùåå

çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.
Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíà â òåðìèíàõ
ÄÏ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Áóäåì ôîðìèðîâàòü ÷àñòè÷íûå ðåøåíèÿ, îïðåäåëÿÿ ïåðåìåííûå Uj = 0 ëèáî Uj = 1

äëÿ j = 1, . . . , n. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå (U1, . . . , Uk) íàõîäèòñÿ â
ñîñòîÿíèè (k, a), åñëè îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ U1, . . . , Uk è çíà÷åíèå îãðàíè÷åíèÿ∑k

j=1 pj(1− Uj) = a.

Ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ k = 0, 1, . . . , n è a = 0, 1, . . . , d.

Èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (0, 0) ìîæíî ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå (1, 0), ïðè êîòîðîì U1 = 1, ëèáî
â ñîñòîÿíèå (1, p1), ãäå U1 = 0, åñëè p1 ≤ d.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå (k, a), k ∈ {2, . . . , n}. Â ýòî ñîñòîÿíèå ìîæíî ïåðåéòè
òîëüêî èç ñîñòîÿíèÿ (k − 1, a), åñëè Uk = 1, ëèáî èç ñîñòîÿíèÿ (k − 1, a− pk), åñëè Uk = 0.
Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë äîìèíèðîâàíèÿ F (k, a) êàê çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ∑k

j=1 wjUj,
âû÷èñëåííîå äëÿ ðåøåíèé â ñîñòîÿíèè (k, a). Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà F (k, a) ñëåäóåò,
÷òî

W ∗ = min{F (n, a)|a = 0, 1, . . . , d}.
Çíà÷åíèÿ F (k, a) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ðåêóððåíòíî. Äëÿ èíèöèàëèçàöèè ðåêóððåíòíûõ
âû÷èñëåíèé ïîëîæèì F (0, 0) = 0 è F (k, a) = ∞ äëÿ âñåõ (k, a) 6= (0, 0).

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F (k, a) ñëåäóåò, ÷òî îáùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò
áûòü çàïèñàíî êàê

F (k, a) = min{F (k − 1, a) + wk, F (k − 1, a− pk)}, (2)

k = 1, . . . , n, a = 0, 1, . . . , d.

Ïðè ýòîì, åñëè F (k, a) = F (k − 1, a) + wk, òî â ÷àñòè÷íîì ðåøåíèè, ñîîòâåòñòâóþùåì
ñîñòîÿíèþ (k, a), ïåðåìåííàÿ Uk = 1. Åñëè æå F (k, a) = F (k−1, a−pk), òî â ýòîì ðåøåíèè
Uk = 0.

Îáðàòíûé õîä. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå U∗ ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé
ïðîöåäóðû, íàçûâàåìîé îáðàòíûé õîä. Ýòà ïðîöåäóðà èñïîëüçóåò òàáëèöó ðàçìåðíîñòè
n × (d + 1), â êàæäîé ÿ÷åéêå (k, a) êîòîðîé õðàíèòñÿ èíôîðìàöèÿ î òîì, íà ïåðâîé èëè
âòîðîé êîìïîíåíòå äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì â (2) äëÿ óêàçàííûõ çíà÷åíèé k è a. Íà êàæäîé
èòåðàöèè ýòîé ïðîöåäóðû ïðîâåðÿåòñÿ, íà ïåðâîé èëè âòîðîé êîìïîíåíòå äîñòèãàåòñÿ
ìèíèìóì â (2) äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé k è a. Íà ïåðâîé èòåðàöèè ïîëàãàåì k = n

è a = a∗, ãäå a∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç W ∗ = F (n, a∗). Åñëè ìèíèìóì â (2) äîñòèãàåòñÿ íà ïåðâîé
êîìïîíåíòå, òî ïîëàãàåì U∗

k = 1, k := k − 1, îñòàâëÿåì a áåç èçìåíåíèé è ïåðåõîäèì
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ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè ïðîöåäóðû îáðàòíîãî õîäà. Åñëè ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà âòîðîé
êîìïîíåíòå, òî ïîëàãàåì U∗

k = 0, a := a−pk, k := k−1, è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè.
Ïîñëå âûïîëíåíèÿ n èòåðàöèé áóäåò ïîñòðîåí îïòèìàëüíûé âåêòîð U∗ = (U∗

1 , . . . , U∗
n).

Âðåìÿ ðàáîòû è òðåáóåìàÿ ïàìÿòü. Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà ÄÏ îïðåäåëÿåòñÿ
åãî âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ è îáúåìîì òðåáóåìîé ïàìÿòè. Àíàëèç àëãîðèòìà äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïîêàçûâàåò, ÷òî âû÷èñëåíèå F (k, a) òðåáóåò âûïîëíåíèÿ îäíîé
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è îäíîé îïåðàöèè ñðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîé ïàðû (k, a). Òàêèì îáðàçîì,
âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ðàâíà O(nd).
×òî êàñàåòñÿ îáúåìà ïàìÿòè, òî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè W ∗ íà êàæäîì øàãå k äîñòàòî÷íî õðàíèòü òàáëèöó
ðàçìåðíîñòè 2× (d + 1) ñî çíà÷åíèÿìè F (k− 1, a) è F (k, a), a = 0, 1, . . . , d. Äëÿ îòûñêàíèÿ
îïòèìàëüíîãî âåêòîðà U∗ äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðîöåäóðó îáðàòíîãî õîäà, êîòîðàÿ
òðåáóåò n(d + 1) äîïîëíèòåëüíûõ åäèíèö ïàìÿòè.
Èç ïðèâåäåííîãî àíàëèçà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, îáùèé äëÿ âñåõ àëãîðèòìîâ ÄÏ:
âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü è îáúåì òðåáóåìîé ïàìÿòè àëãîðèòìà ÄÏ íåïîñðåäñòâåííî
çàâèñÿò îò ìîùíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé.
Âûáîð ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Ïðÿìûå è îáðàòíûå àëãðèòìû ÄÏ. Êàê ïðàâèëî,
ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ äëÿ âûáîðà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Íàïðèìåð, äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìîæíî ââåñòè ñîñòîÿíèÿ (k, w) òàêèå, ÷òî ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå
íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè (k, w), åñëè îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ U1, . . . , Uk è∑k

i=1 wiUi = w. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë F (k, w) îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
îãðàíè÷åíèÿ ∑k

i=1 pi(1 − Ui) äëÿ ðåøåíèé â ñîñòîÿíèè (k, w). Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

F (k, w) = min
{

F (k − 1, w) + pk, åñëè F (k − 1, w) + pk ≤ d,
F (k − 1, w − wk)

Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ÄÏ òðåáóåò O(n
∑n

k=1 wk) åäèíèö âðåìåíè è ïàìÿòè.
Àëãîðèòìû ÄÏ, â êîòîðûõ ÷àñòè÷íûå ðåøåíèÿ ôîðìèðóþòñÿ îò íà÷àëà ê êîíöó, êàê ýòî
äåëàåòñÿ â ïðèâåäåííûõ âûøå àëãîðèòìàõ, íàçûâàþòñÿ ïðÿìûìè. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä
ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ÷àñòè÷íûõ ðåøåíèé îò êîíöà ê íà÷àëó. Òàêèå àëãîðèòìû íàçûâàþòñÿ
îáðàòíûìè. Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà â ïðîñòðàíñòâå
ñîñòîÿíèé (k, a) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëàãàåì F (n + 1, 0) = 0, âñå îñòàëüíûå íà÷àëüíûå
çíà÷åíèÿ F (k, a) ðàâíûìè áåñêîíå÷íîñòè è âû÷èñëÿåì

F (k, a) = min{F (k + 1, a− pk), F (k + 1, a) + wk}
äëÿ k = n, n−1, . . . , 1 è a = 0, 1, . . . , d. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ðàâíî
W ∗ = min{F (1, a)| a = 0, 1, . . . , d}.
×èñëîâîé ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðþêçàêå ìåòîäîì ÄÏ.

F (x) = x1 + 2x2 + x3 + x4 + 2x5 + x6 + 2x7 ⇒ max,

B(x) = 2x1 + x2 + 2x3 + 2x4 + x5 + x6 + x7 ≤ 5, xi ∈ {0, 1}.
X0 (0)
F (x) 0
B(x) 0
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X1 (0) (1)
F (x) 0 1
B(x) 0 2

X2 (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
F (x) 0 2 1 3
B(x) 0 1 2 3

X3 (0,0,0) (0,0,1) (0,1,0) (0,1,1) (1,0,0) (1,0,1) (1,1,0) (1,1,1)
F (x) 0 1 2 3 1 2 3 4
B(x) 0 2 1 3 2 4 3 5

3 ïðåäïîñëåäíèå ÷àñòè÷íûå ðåøåíèÿ ðåøåíèÿ ìîæíî äàëüøå íå ðàññìàòðèâàòü, òàê êàê
åñòü äîìèíèðóþùèå. Äàëåå äîñòðàèâàåì òîëüêî äîìèíèðóþùèå.

X4 (0,0,0,0) (0,0,0,1) (0,0,1,0) (0,0,1,1) (0,1,0,0) (0,1,0,1) (0,1,1,0) (0,1,1,1) (1,1,1,0) (1,1,1,1)
F (x) 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5
B(x) 0 2 2 4 1 3 3 5 5 7

X5 (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,1) (0,0,0,1,0) (0,0,0,1,1) (0,1,0,0,0) (0,1,0,0,1) (0,1,1,1,0) (0,1,1,1,1)
F (x) 0 2 1 3 2 4 4 6
B(x) 0 1 2 3 1 2 5 6

X6 (0,0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0,1) (0,0,0,1,0,0) (0,0,0,1,0,1) (0,0,0,1,1,0) (0,0,0,1,1,1) (0,1,0,0,1,0) (0,1,0,0,1,1)
F (x) 0 1 2 3 3 4 4 5
B(x) 0 1 1 2 3 4 2 3

X7 (0,0,0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0,0,1) (0,0,0,0,0,1,0) (0,0,0,0,0,1,1) (0,0,0,1,0,0,0) (0,0,0,1,0,0,1)
F (x) 0 2 1 3 2 4
B(x) 0 1 1 2 1 2

X7 (0,0,0,1,0,1,0) (0,0,0,1,0,1,1) (0,1,0,0,1,0,0) (0,1,0,0,1,0,1) (0,1,0,0,1,1,0) (0,1,0,0,1,1,1)
F (x) 3 5 4 6 5 7
B(x) 2 3 2 3 3 4

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x∗ = (0, 1, 0, 0, 1, 1, 1) ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè F (x∗) = 7.
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