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ВВЕДЕНИЕ 

 

Обыкновенные дифференциальные уравнения применяются для 

описания многих процессов реальной действительности.  Трудно 

представить себе область науки или производства, в которой не возникала 

необходимость использования дифференциальных уравнений. 

Традиционным примером прикладной задачи, приводящей к простейшему 

обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка, 

является задача о радиоактивном распаде вещества. Дифференциальные 

уравнения описывают процессы распространения тепла и диффузии газов. 

Изучение электромагнитных полей базируется на знаменитых уравнениях 

Максвелла. Фундаментальную роль в квантовой механике играет 

дифференциальное уравнение, называемое уравнением Шредингера. 

Опираясь на решение системы дифференциальных уравнений, был 

сконструирован автопилот. Дифференциальные уравнения использовались 

при создании аппарата "искусственная почка", поскольку процесс 

гемодиализа (т.е. очищения крови при помощи искусственной почки) 

описывается системой дифференциальных уравнений.  

Если некоторая физическая величина  оказывается меняющейся со 

временем под воздействием тех или иных факторов, то, как правило, закон 

ее изменения по времени описывается именно дифференциальным 

уравнением, т.е. уравнением, связывающим исходную переменную как 

функцию времени и производные этой функции.  Независимой переменной 

в дифференциальных уравнениях может выступать не только время, ни 

другие физические величины: координата, цена продукта и т.д. Решение 

уравнения с анализом его зависимости от параметров задачи и начального 

состояния системы позволяет установить общие закономерности 

изменения исходной физической величины.  В этой связи изучение 

обыкновенных дифференциальных уравнений в рамках курса высшей 

математики имеет принципиальное теоретическое и прикладное значения 

для подготовки современного специалиста.  

В настоящем пособии кратко изложена теория дифференциальных 

уравнений, приведены основные типы уравнений, для которых решения 

можно найти аналитическим путем,  указаны способы их решения, 

подробно разобраны соответствующие примеры. Для самопроверки в 

конце каждой темы приводятся теоретические вопросы. Для 

самостоятельной работы в конце пособия приведены контрольные вопросы 

и варианты типового задания. 
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1  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

 

1.1 Основные понятия  
 

Определение. Дифференциальным уравнением называется 

соотношение, связывающее независимую переменную, искомую функцию 

и ее производные. Если искомая функция есть функция одной переменной, 

то дифференциальное уравнение называется обыкновенным. В общем 

случае обыкновенное дифференциальное уравнение имеет вид  

 

                                   0),...,,,,( )(  nyyyyxF .                                   (1.1) 

 

В нем слева стоит функция, зависящая от аргумента х, искомой 

функции )(xy и ее производных .,...,, )(nyyy 
 

Определение. Порядком дифференциального уравнения называется 

наивысший порядок производной неизвестной функции, входящей в 

дифференциальное уравнение.  Например,   0),,,(  yyyxF   будет 

уравнением второго порядка, а уравнение (1.1)  - уравнением n - го 

порядка.  

Определение. Решением или интегралом дифференциального 

уравнения называется такая дифференцируемая функция )(xy  , 

которая, при подстановке ее в уравнение, обращает его в тождество 

 

0))(),...(),(,( )(  xxxxF n . 

 

Решение, заданное в неявном виде ),( yxФ  называется интегралом 

дифференциального уравнения. На плоскости, с фиксированной 

декартовой прямоугольной системой координат, уравнение 0),( yxФ

определяет некоторую кривую, которая называется интегральной кривой 

дифференциального уравнения. 

Общим решением (интегралом) дифференциального уравнения n-го 

порядка называется решение (интеграл) этого уравнения, зависящее от n 

произвольных постоянных. Решение, полученное при конкретных 

числовых значениях этих постоянных, называется частным решением 

дифференциального уравнения. Процесс нахождения решения 

дифференциального уравнения называется интегрированием 

дифференциального уравнения.  

Дифференциальное уравнение первого порядка имеет вид 

 

                                          .0),,( yyxF                                             (1.2) 
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Если из соотношения (1.2) можно выразить производную у
/
, то это 

уравнение будет называться дифференциальным уравнением первого 

порядка, разрешенным относительно производной  

                                                ).,( yxfу                                             (1.3)  

 

Пусть требуется найти функцию ),(xy  являющуюся решением 

уравнения (1.3) и удовлетворяющую условию  

 

                                                   .)( 00 yxy                                            (1.4)            

         

Такая задача называется задачей Коши или начальной задачей, а 

условие (1.4)   - начальным условием. 

Теорема (О существовании и единственности решения). Если в 

уравнении (1.3) функция ),( yxf  и частная производная 
y

f




непрерывны в 

некоторой области D плоскости ),(xOy  то в любой точке этой области 

),( 00 yx существует единственное решение )(xyy  уравнения (1.3), 

удовлетворяющее условию 0yy  при .0xx   

Геометрически это означает, что существует и притом единственное 

решение )(xy  задачи Коши, график которого проходит через точку ).,( 00 yx      

 Определение. Функция ),( Cxy    называется общим решением 

дифференциального уравнения первого порядка (1.3), если она 

удовлетворяет двум условиям: 

1. При любых значениях произвольной постоянной С, 

принадлежащей некоторому множеству, функция ),( Cxy   является 

решением уравнения (1.3); 

2. Какова бы ни была точка ),,( 00 yx  лежащая внутри области  D, 

существует единственное значение постоянной С=С0, такое, что решение  

),( 0Cxy    удовлетворяет начальному условию  .)( 00 yxy   

Всякое решение ),( 0Cxy   уравнения (1.3), получаемое из общего 

решения   ),( Cxy   при конкретных значениях С=С0, называется 

частным решением. Уравнение 0),,( СухФ , определяющее общее 

решение как неявную функцию, называется общим интегралом 

дифференциального уравнения.     

 

Теоретические вопросы: 

1.  Сформулируйте определение дифференциального уравнения первого 

порядка. 

2.Что называется порядком дифференциального уравнения? 

3. Запишите общее решение дифференциального уравнения первого 

порядка. 



7 

 

4. Сформулируйте определение частного решения дифференциального 

уравнения первого порядка. 

5. В чем суть задачи Коши? 

 

1.2 Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными 

 

Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка 

называется уравнением с разделяющимися переменными, если его можно 

представить в виде 

                                          )()( 21 yfxfy                                           (1.5)  

или  

 0)()()()( 2211  dyyNxMdxyNxM                                       (1.6) 

 

Правая часть уравнения (1.5) представляет собой произведение двух 

множителей, каждый из которых является функцией только одного 

аргумента. Представим уравнение (1.5) в виде    

 

)()( 21 yfxf
dx

dy


 
 

и преобразуем его, предполагая  0)(2 xf : 

 

                                         dxxf
yf

dy
)(

)(
1

2

 .                                          (1.7) 

 

Интегрируя левую часть по переменной у, а правую по х, найдем 

 

                                               .)(
)(

1

2

Сdxxf
yf

dy
                           (1.8) 

 

Получили общий интеграл уравнения (1.5). 

Уравнение типа (1.7) называется уравнением с разделенными 

переменными. 

Перейдем к рассмотрению уравнения (1.6). Разделив обе части 

данного уравнения на выражение )()( 21 xMyN ,  приведем его к уравнению 

с разделенными переменными: 

 

                                          0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1  dy
yN

yN
dx

xM

xM
. 

 

Проинтегрируем                      Cdy
yN

yN
dx

xM

xM
  )(

)(

)(

)(

1

2

2

1 .   
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В результате получили общий интеграл уравнения (1.6). 

 Пример 1. Найти общий интеграл дифференциального уравнения 

0)13( 2/  уух .  

 Решение. Имеем дифференциальное уравнение 1- го порядка с 

разделяющимися переменными. Разделяя переменные, приведем 

уравнение к виду  

0
132





x

dx

y

dy
. 

 

Интегрируя, получим  

.13ln
3

11
Cx

y


     
 

Тогда,  общий интеграл уравнения будет иметь вид: 

        

C
y

x 
1

13ln 3 . 

 

 Пример 2.  Решить дифференциальное уравнение    0 ydydxe yx с  

начальным условием 0)0( у . 

 Решение. Данное уравнение является уравнением с разделяющимися 

переменными, записанное через дифференциалы. Перепишем левую часть 

уравнения следующим образом   

 

0 ydydxee yx
. 

 

Проведем разделение переменных и проинтегрируем 

 

0 dy
e

y
dxe

y

x
,    Cdy

e

y
dxe

y

x   .  

 

Так как 



 














yy

yy

у

edyevdydu

dyedvyu

vduuvudv

dyyedy
е

у

,

, =  
 dyeye yy  

CуeCeye yyy   )1( , 

 

то общий интеграл уравнения будет иметь вид: 

  

.)1( Cyee yx  
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Для нахождения частного решения подставим начальное условие 0)0( у  
в найденный общий интеграл уравнения: 

 

Cee  )10(00

      .0C  
 

Тогда искомый частный интеграл: 

 

.0)1(   yee yx

 
 

Теоретические вопросы: 

1. Написать общий вид дифференциального уравнения с разделяющимися 

переменными. 

2. Как решается дифференциальные уравнения с разделяющимися 

переменными? 

3. Какие из приведенных уравнений являются уравнениями с 

разделяющимися переменными 

а)    yyxxyxy  243                   

б) 1 хуу    

в) 12  ydxxdy                       

г) 02  ydydxx                                 

д) 
223 yeyy x        

 

1.3    Однородные уравнения первого порядка.  Уравнения, 

приводящиеся к однородным 

 

Определение. Функция ),( yxf  называется однородной функцией n-

го измерения относительно переменных x и y , если выполняется 

соотношение 

 

),,(),( yxfttytxf n  

 

где t - произвольное число, n - степень однородности.  

 Например, функция xyyxyxf  22 2),(  является однородной  

функцией измерения 2, так как   

 

),()2()()(2)(),( 222222 yxftхуухttytхtуtхtytxf  . 

 

 С понятием однородной функции связано понятие однородного 

дифференциального уравнения. 

Определение. Уравнение вида 
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    0),(),(  dyyxNdxyxM                             (1.9) 

 

называется однородным дифференциальным уравнением первого порядка, 

если функции ),,( yxM ),( yxN  являются однородными функциями одного 

и того же измерения. Однородное уравнение всегда можно представить в 

виде  

                                                      









x

y
fy                                      (1.10)    

 

и с помощью подстановки y = tx, где t –новая искомая функция от х, 

привести к уравнению с разделяющимися переменными: 

 

.)( ttf
dx

dt
x 

 
 

Дифференциальные уравнения 

 















222

111

cybxa

cybxa
fy                                         (1.11) 

с помощью замены 

 1xx ,   1yy                                              (1.12) 

             

после соответствующего подбора значений постоянных  ,   приводятся 

к однородному уравнению относительно 1x , 1y . Заменяя 1dxdx  , 1dydy   
и подставляя (1.12) в уравнение (1.11), будем иметь 

 

.
2222222

1111111

1

1















cbaybxa

cbaybxa
f

dx

dy




 

 

Потребуем, чтобы 









0

0

222

111

cba

cba




. 

 

Тогда уравнение (1.11) становится однородным.  

 

 Пример 1. Проинтегрировать дифференциальное уравнение 

.)( 22 yyxxy    

 Решение. Запишем данное дифференциальное уравнение в виде  

 

.0)( 22  dyxyxdxy  
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Функции 2),( yyxM  и  xyxyxN  2),( - однородные функции 

второго измерения. Следовательно, данное дифференциальное уравнение 

является однородным. Представим уравнение в виде 

,
2

2

xxy

y

dx

dy


   или     .

1

2

2





x

y
x

y

dx

dy

 
Произведем замену неизвестной  функции  

 

,t
x

y


  
,txy     

dx

dt
xt

dx

dy
 .  

 

Подставляя в уравнение выражения для y и y ,  получим 

дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными 

 

,
1

2




t

t

dx

dt
xt       или     .

1


t

t

dx

dt
x  

 

Разделив переменные, будем иметь      

  

,
1

x

dx
dt

t

t



       

x

dx
dt

t











1
1 . 

 

Отсюда, интегрированием находим   

 

Ñxtt lnlnln  ,  или     .ln Ñxtt 
 

 

Возвращаясь к исходной функции у, получаем  общее решение уравения:  

 

Ñy
x

y
ln , откуда    ,

1
x

y

eÑy  где .
1

1
C

C   

 

 Пример 2. Решите дифференциальное уравнение  

0)1(23  xyyx . 

 Решение. Это дифференциальное уравнение, приводящееся к 

однородному.  Представим уравнение в виде 

 

x

yx
y






1

23

. 

 

 Положим  1xx ,   1yy , тогда 1dxdx  ,  1dydy  . 
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.
)1(

)23(3

1

233

1

11

1

11

1

1



















x

yx

x

yx

dx

dy

dx

dy
y  

 

Подберем   и   так, чтобы   

 









01

023




. 

 

Находим, что 1 ,  1 . Тогда заданное уравнение принимает вид 

 

1

1

1

11

1

1 3
3

x

y

x

yx

dx

dy





  

 

и будет являться однородным. Полагая  11 txy  , получим 

ttxt  31 .  

 

Откуда                                        321

1

 tx
dx

dt
. 

 

Разделяем переменные 

1

1

32 x

dx

t

dt



. 

Интегрируя, найдем 

 

,ln32ln
2

1
1 Cxt      1

1

1
1 3

2
C

x

y
x  , где CeC 1 . 

 

Учитывая, что 11  xx ,  11  yy , возвращаемся к переменным x и y :  

 

13
)1(

)1(2
)1( C

x

y
x 




  

или 

,)123)(1( 1Cyxx    2)123)(1( Cyxx  ,     ).(
2

12 CC   

 

Теоретические вопросы: 

1.  Какая функция называется однородной функцией  n - го измерения? 

2. Сформулируйте определение однородного дифференциального  

уравнения первого порядка 

3. Изложите метод решения однородного уравнения первого порядка 

4. Какая замена позволяет привести  уравнение к однородному? 

5. Какие из приведенных уравнений являются однородными: 
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а) yхyxy  2
 

б) dyyxdxx )()12(   

в) yxyx 2  

г) 
хe

x

y
y   

д) y
x

y
xy  sin  

 

1.4  Линейные уравнения первого порядка 

 

Определение. Линейным дифференциальным уравнением первого 

порядка  называется уравнение, линейное относительно неизвестной 

функции и ее производной вида: 

 

                                            )()( xQyxPy  ,                                

(1.13)  

 

где )(xP , )(xQ  - заданные функции. 

 Если в частном случае ,0)( xQ  то уравнение (1.13) называется 

линейным  однородным  уравнением: 

 

    0)(  yxPy .                                            (1.14) 

 

Оно является уравнением с разделяющимися переменными и его общее 

решение имеет вид: 


dxxP

Cey
)(

. 

 

Рассмотрим два метода интегрирования линейного уравнения (1.13) - 

метод Бернулли и метод Лагранжа.  

Метод Бернулли. Для нахождения общего решения линейного 

неоднородного уравнения данным методом применим подстановку 

)()( xvxuy  , причем функцию )(xuu   будем считать новой неизвестной 

функцией, а функцию )(xvv   мы выбираем произвольно. Эта подстановка 

дает 

),()( xQuvxPvuvu   

или           

).())(( xQvxP
dx

dv
u

dx

du
v 

 
 

Используя произвольный выбор функции v , подчиним ее условию  
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.0)(  vxP
dx

dv

 
Разделяя переменные и интегрируя, получим  

 

,)( dxxP
v

dv
     dxxPv )(ln  . 

 

Откуда    
 dxxP

ev
)(

.   Поэтому,  имеем уравнение:    

       

).(
)(

xQ
dx

du
e

dxxP



 
 

Решая его, найдем функцию  u :  

 

.)(
)(

dxexQCu
dxxP




 
 

Возвращаясь к переменной у, находим общее решение уравнения (1.13): 

 

).)((
)()(

dxexQCey
dxxPdxxP






 
 

 Пример 1.   Решить линейное уравнение xeyy 22  . 

 Решение. Данное уравнение представляет собой линейное уравнение 

первого порядка. Произведем замену неизвестной функции )(ху , введя две 

новые функции  )(xu  и )(xv  по формуле  

 

uvy  ,     vuvuy  . 

 

Подставляя эти соотношения в заданное дифференциальное уравнение, 

имеем 

.2 2xeuvvuvu   
 

 Объединяем второй и третий члены:   

                                    
xevvuvu 2)2(  .    

      

Приравнивая выражение в скобках нулю, получаем 

 

  02  vv ,       v
dx

dv
2 ,      dx

v

dv
2 . 

 

После интегрирования, опуская произвольную постоянную, имеем 
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xv 2ln  . 

Потенцируя, находим                            

 
xev 2 . 

 

При таком выборе функции v преобразованное дифференциальное 

уравнение запишется в виде                

,22 xx eeu     или     1
dx

du
. 

Откуда, после интегрирования,    получим:  Cxu  .  

Искомое общее решение данного уравнения будет иметь вид       

  

.)( 222 xxx CexeeCxuvy   

 

 Метод Лагранжа (метода вариации произвольных постоянных). 

Рассмотрим линейное однородное уравнение (1.14), общее решение 

которого имеет вид 


dxxP

Cey
)(

. 

 

Суть метода вариации состоит в том, что постоянную С в 

полученном решении заменяем функцией )(xС . Решение уравнения (1.13) 

ищем в виде    


 dxxP

eхCy
)(

)( .      (*) 

 

Для нахождения функции )(хС подставляем у  из последнего равенства в 

уравнение (1.13).  Получаем: 

)()(
)(

xQeхC
dxxP




, 

Откуда 

CdxexQхC
dxxP

 
)(

)()( . 

 

Подставим это значение )(хС  в  (*): 

 






  

 dxexQСey
dxxPdxxP )()(

)( . 

 

Это есть общее решение линейного уравнения (1.13). 

Пример 2. Решить линейное уравнение 
32 xxyy 

 методом 

Лагранжа. 

         Решение. Решим соответствующее однородное дифференциальное 

уравнение 02  xyy . Имеем  
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xy
dx

dy
2

 


 

xdx
у

dy
2 . 

 

Проинтегрируем полученное дифференциальное уравнение: 

 

  xdx
y

dy
2      Cxy  2ln       

2хСеу  . 

 

Будем искать общее решение неоднородного уравнения в виде: 

 
2

)( хехСу  ,                                                      (**) 

 

где )(хС - неизвестная функция от х.  

Продифференцируем последнее равенство  

 
22

)(2)( хх хехСехСу   .                                             (***) 

 

Подставляя  (**) и (***) в исходное уравнение, получим 

 
3222

)(2)(2)( ххехСхехСехС ххх    

или 
32

)( хехС х   ,      
23)( хеххС  . 

Найдем )(хС : 











 

t

t

tх

evdtdu

dtedvtu
dtte

xdxdt

xt
dxеххС

2

1
2

1

2

1

2
)(

2

3 2

 

Cxedtetе xtt   )1(
2

1

2

1

2

1 22

. 

 

Итак, общее решение неоднородного уравнения имеет вид: 

 

222

)1(
2

1
)1(

2

1 22 xõx CexåCxeó  







 . 

 

Теоретические вопросы: 

1. Напишите общий вид линейного уравнения первого порядка 

2. Выберите линейные уравнения из приведенных ниже: 

а)  уxyyx 322   

б) 
хe

x

y
y     
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в) x
x

y
y 3  

г) 
22yxyx   

д) 
22 ххе

у

х
у   

 

1.5  Уравнение Бернулли 

 

Определение. Уравнение вида  

 

                                   
nyxQyxPy )()(  ,                                     (1.15) 

 

где n 0, n 1, Р(х), Q(x) - непрерывные функции от х,  называется 

уравнением Бернулли.  

 Заметим, что если n=1, то уравнение (1.15) является уравнением с 

разделяющимися переменными. Решается уравнение Бернулли  также как 

и линейное уравнение с помощью подстановки uvy   или же сводится к 

линейному уравнению с помощью подстановки 
nyz  1
. 

 Пример 1.   Решить дифференциальное уравнение  yxy
x

y 
4 . 

 Решение. Данное уравнение является уравнением Бернулли при  

2

1
n . Воспользуемся заменой переменных 

211 yyz n  
. Тогда  

zzyzy  2,2
 и исходное уравнение принимает вид:    

 

xzz
x

zz  24
2 ,   или    xz

x
z

2

12
 . 

 

Получили линейное уравнение, которое решим с помощью подстановки 
uvz  . 

xuv
x

vuvu
2

12
 . 

Сгруппируем  

xv
x

vuvu
2

1
)

2
(  . 

Полагаем  

0
2

 v
x

v , тогда  v
xdx

dv 2
 . 

 

Разделив переменные и проинтегрировав, получим 

 
xv ln2ln  ,    или   2xv  . 
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Теперь, подставив  значение функции v  в уравнение, решим его: 

 

xxu
2

12  ,    или   
xdx

du

2

1
 . 

 

Разделяя переменные и интегрируя, получим   

 

Cxu lnln
2

1
 ,   или xCu ln ,   

Тогда                             

xCxz ln2 , 

 

и общее решение исходного уравнения принимает вид: 

 

)(ln)ln( 24222 xCxxCxzy  . 

 Пример 2. Решить уравнение 
хеууу 22  . 

 Решение. Данное уравнение является уравнением Бернулли с 

показателем 2n . Сделаем замену неизвестной функции uvy  ,  

vuvuy  . Тогда  

  

.)(2 2 xeuvuvvuvu   

Сгруппируем  

.)()2( 2 xeuvvvuvu 
                                    (*) 

 

 Найдем сначала функцию )(хv , которая обратила бы в нуль 

выражение, стоящее в скобках в левой части уравнения (*) 

 

02  vv
   


  
v

dx

dv
2

  


  
dx

v

dv
2

 
 

В результате интегрирования получаем 

 

    
  xv 2ln         

xev 2 . 

 

Подставим теперь полученную функцию )(хv  в уравнение (*) : 

 

xхх eеuеu 422        
хеu

dx

du  2
.   

 

Разделяя переменные и интегрируя, получим функцию   )(хu : 
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
 dxе

u

du х

2
       Cе

u

х  1
     

Cе
u

х 




1
. 

 

Теперь, можем записать общее решение дифференциального уравнения: 

 

хxххх

х

СееСееСе

е
uvy

22

2 1

)(

1














. 

  

Теоретические вопросы: 

1. Написать общий вид уравнения Бернулли 

2. Какие из ниже приведенных уравнений являются уравнением Бернулли: 

 а) уeyy x                                                    

б)  
2

sin

у

x
yyx   

в)   32 11 уxyyx                                             

г)    xx
у

x
yx  32 1  

д)  2у
x

y
y   

 

1.6   Уравнение в полных дифференциалах 

 

Определение. Дифференциальное уравнение  первого порядка   вида 

 

                                      0),(),(  dyyxQdxухР                                   (1.16) 

 

называют уравнением в полных дифференциалах, если его левая часть 

является полным дифференциалом некоторой функции ),( ухu : 

 
                                      dudyyxQdxухР  ),(),(  

 

Для этого необходимо и достаточно, чтобы   

 

     
x

Q

y

P









.                                                      (1.17) 

 

В этом случае Сухu ),(  есть общий интеграл данного уравнения. 

Функция ),( ухu  может быть найдена по формуле  
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                                      

y

y

x

x

dyyxQdxyxPyxu

00

),(),();( .                             (1.18) 

 

Окончательной формулой общего интеграла уравнения в полных 

дифференциалах является   

                                      СdyyxQdxyxP

y

y

x

x

 
00

),(),( ,                         (1.19) 

 

 где (х0,у0) -  некоторая фиксированная точка. 

Пример. Найти общий интеграл заданного уравнения           

0)2()2(  dyyxdxух . 

Решение. В нашем уравнении   yxyxQyxyxP 2),(,2),(  .   

Проверим выполнение условия  
x

Q

y

P









: 

 

                             1)2( 








yx

yy

P
,   1)2( 









yx

xx

Q
. 

 

 Условие (1.17) выполнено, следовательно, заданное уравнение 

является  уравнением в полных дифференциалах. 

Найдем функцию ),( ухu  
 

 
yx

yx

ухууххdyyxdxухyxu 0

2

0

2

00

)()()2()2();(  

.22 Cухуухх   
 

Следовательно, общим интегралом уравнения является   

  

.22 Cуxух   
 

Теоретические вопросы:  

1. Написать общий вид уравнения в полных дифференциалах 

2. Какие из записанных ниже уравнений являются уравнениями в полных 

дифференциалах: 

а)   013 33  уdyedxye xx  

б) 0)2()2( 2323  dyyxydxхух  

в) 0)2(  dyyxedxe yy
 

г) 02)73( 322  ydуxdxуyx  

 д) 0)425()9512(  dyyxdxyx  
3.Определите тип приведенных ниже дифференциальных уравнений: 
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 а) 
2

2 3ln

x

yxy

dx

dy 
  

 б)   0cossin1  xdydxxy  

 в)  3
1

1

2



 x

x

y
y  

 г) 
22 2xyyxy   

 д) 
33 yxxyy   

 

 

2  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

 

2.1 Основные понятия 

 

Определение. Дифференциальное уравнение n-го порядка имеет вид 

 

0),...,,,,( )(  nyyyyxF                                    (2.1) 

 

или, если оно разрешено  относительно старшей производной 

 

                         ).,...,,,,( )1()(  nn yyyyxfy                          (2.2) 

 

Теорема. (Существования и единственности решения). Если в 

уравнении (2.2) функция ),...,,,,( )1( 


nyyyyxf  удовлетворяет следующим 

условиям: 

а) непрерывна по всем своим аргументам )1(,...,,,,  nyyyyx  в 

некоторой области D  их изменения,  

б) имеет непрерывные в области D частные производные 
y

f




, 

y

f




, 

y

f




, …, 

)1( 


ny

f
 по аргументам  )1(,...,,,  nyyyy ,  

то существует единственное решение )(xy  уравнения (2.2), 

удовлетворяющее условиям  

 

   
00 )( yxy  , 

00 )( yxy  , …, )1(

00

)1( )(   nn yxy ,              (2.3) 

 

где значения  0xx  , 0yy  , 0yy  , )1(
0

)1(   nn yy  содержатся в области D . 

 Условия  

0xx  , 0yy  , 0yy  , )1(
0

)1(   nn yy  
 

называются начальными условиями. 
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 Задача нахождения решения )(xy   уравнения (2.2), 

удовлетворяющего начальным условиям (2.3), называется задачей Коши 

для уравнения (2.2). Для уравнения второго порядка ),,( yyxfy 

начальные условия имеют вид: 

 

00 )( yxy  , 
00 )( yxy  , 

 

где ,0x 0y , 0y  - заданные числа. В этом случае теорема существования и 

единственности геометрически означает, что через данную точку 

),( 00 yxM плоскости XOY  с данным тангенсом угла наклона касательной 

0y  проходит единственная кривая. 

 Определение. Общим решением дифференциального уравнения n-го 

порядка (2.2) называется множество всех его решений, определяемое 

формулой  ),...,,,( 21 nCCCxy  , содержащей n произвольных постоянных 

nCCC ,...,, 21 , таких, что, если заданы начальные условия (2.3), то найдутся 

такие значения 00
2

0
1 ,...,, nCCC  , что ),...,,,( 00

2
0
1 nCCCxy   будет являться 

решением уравнения (2.2), удовлетворяющим этим начальным условиям. 

 Любое решение, получаемое из общего решения при конкретных 

значениях произвольных постоянных nCCC ,...,, 21 , называется частным 

решением дифференциального уравнения. 

 Если  общее решение дифференциального уравнения задано в 

неявном виде  

0),...,,,,( 21 nCCCyxФ ,  

 

то оно называется общим интегралом этого уравнения. 

 Давая постоянным nCCC ,...,, 21  конкретные допустимые числовые 

значения, получим частный интеграл дифференциального уравнения. 

График частного решения или интеграла называется интегральной кривой 

данного дифференциального уравнения. 

Пример. Показать, что функция )sin2cos3( xxey x    является 

общим решением уравнения 022  yyy . 

 Решение. Найдем y  и  y  : 

 

)sincos5()cos2sin3sin2cos3( xxexxxxey xx  

 
 

)sin6cos4()cossin5sincos5( xxexxxxey xx   . 

 

Теперь подставим значения производных y  и  y   в уравнение: 

 

0))sin2cos3(2)sincos5(2sin6cos4(  xxxxxxe x . 



23 

 

Раскрывая скобки и приведя подобные слагаемые, получим 

 

00 xe    или   00  . 

 

Теоретические вопросы: 

1. Дайте определение дифференциального уравнения n-го порядка. 

2. Сформулируйте теорему о существовании и единственности решения 

дифференциального уравнения. 

3. Дайте определение общего решения дифференциального уравнения n-го 

порядка. 

4. Что называется частным решением дифференциальное уравнение n-го 

порядка. 

 

2.2 Диффереенциальные уравнения, допускающие понижение 

порядка 

 

Одним из методов интегрирования дифференциального уравнения 

высших порядков является метод понижения порядка. Суть метода 

заключается в том, что с помощью замены переменной данное уравнение 

сводится к уравнению, порядок которого ниже исходного. 

Укажем некоторые виды дифференциальных уравнений, 

допускающих понижение порядка. 

1. Простейшим дифференциальным уравнением n - го порядка 

является уравнение, содержащее независимую переменную и производную 
n - го порядка: 

      )()( xfy n  ,                                            (2.4) 

 

где )(xf  - дифференцируемая функция в интервале ).,( ba  

Последовательно интегрируя дифференциальное уравнение (2.4) n
раз и каждый раз соответственно понижая порядок производной, получим  

 

                            
111

)1( )()( CxCdxxfy n  , 

                           212211
)2( )()( СхCxСdxСdxxy n   

  ,    

          …………………………………………….        

 

                           n
nn

n CxCxCxу   ...)( 2
2

1
1 . 

 

Последнее равенство является общим решением дифференциального 

уравнения (2.4). 

 Пример 1.  Найти общий интеграл уравнения   xy IV sin . 

 Решение. Проинтегрируем данное уравнение 4 раза: 
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  11 cossin CxCxdxy , 

 

211 sincos CxCxdxCxdxy    , 

,
2

cos 32

2

1 CxC
x

Cxy    

43

2

2

3

1
26

sin CxC
x

C
x

Cxy  . 

 

  2. Пусть дано дифференциальное уравнение, не содержащее 

искомой функции  

 

0),...,,,,( )()2()1()(  nkkk yyyyxF .                                 (2.5) 

 

С помощью подстановки  ),()( хty k   где t - новая неизвестная 

функция, можно понизить его порядок на k  единиц, то есть привести к 

уравнению )( kn  - го порядка: 

 

       0),...,,,,( )(  knttttxF .                        (2.6) 

 

В частном случае  уравнение  второго порядка вида 0),,(  yyxF   с 

помощью подстановки  )(xty   приводится к дифференциальному 

уравнению первого порядка  

0),,( ttxF . 

 

 Если в результате интегрирования дифференциального уравнения 

(2.6) имеем 

),...,,,( 21 knCCCxz  , 

 

то, возвращаясь к переменной y , получим 

 

),...,,,( 21
)(

kn
k CCCxy  . 

 

В результате интегрирования каждого из этих дифференциальных 

уравнений вводятся k  новых произвольных постоянных. В итоге получаем 

общее решение дифференциального уравнения n - го порядка (2.5). 

Пример 2.  Решить дифференциальное уравнение  12  yxyx . 

Решение. Это дифференциальное уравнение не содержит явно 

функцию у. Пусть )(xty  , ty  , тогда исходное уравнение примет вид 
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                                                        12  xttx .   

 

Получили линейное уравнение первого порядка, которое будем 

решать с помощью замены  uvt  , тогда vuvut  .  Подставляя зачения  
t , t

 

в исходное уравнение и группируя, получим: 

 

   1)( 22  xvvxuvux .                                               (*) 

 

Приравняем выражение в скобках к нулю и найдем функцию v: 

     

02  xvvx ,   
x

dx

v

dv
 ,   

x
v

1
 . 

 

Подставим найденное значение функции  v  в уравнение (*) и найдем 

функцию u: 

1
12 
x

ux ,   
x

dx
du  ,  

или   

.ln 1Cxu 
 

 

Тогда общим решением этого уравнения будет 

 

 
x

Cxt
1

ln 1  . 

 

Возвращаясь к исходной функции и используя обратную подстановку 

yt  , находим  

 
x

Cxy
1

ln 1  . 

Отсюда  

21

2

1 ln
2

lnln
CxC

x

x

dx
Cdx

x

x
y   . 

 

3.  Рассмотрим дифференциальные уравнения, не содержащие  явно 

независимой переменной:    

 

    0),...,,,( )(  nyyyyF                                   (2.7)   

                                                            

Подстановка py   позволяет понизить порядок уравнения на 

единицу. При этом p рассматривается как новая неизвестная функция от у: 

)(ypp  . Выражаем все производные )(,...,, nyyy   через производные от 

новой неизвестной функции  p по y : 
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,
dy

dp
p

dx

dy

dy

dp

dx

dp
y 

 
 

,

2

2

2
2




















dy

dp
p

dy

pd
p

dy

dp
p

dх

d
y  и т.д. 

 

Подставив эти выражения вместо )(,...,, nyyy   в уравнение, получим 

дифференциальное уравнение )1( n  порядка: 

 

0),...,,,,( )1(  npppyF . 

 

В частном случае дифференциальное уравнение второго порядка

0),,(  yyyF с помощью замены )(уpy  приводится к 

дифференциальному уравнению первого порядка 0),,( ppyF . 

Пример 3.  Найти общее решение дифференциального уравнения   

0)()( 32  yyyy . 

Решение. Данное уравнение не содержит независимой переменной х. 

Полагая )(ypy  , ,
dy

dp
py    получим уравнение с разделяющимися 

переменными 

032  ppp
dy

dp
y . 

 

Разделим  уравнение на 0p . Если 0p , 0/ y , значит у = С. Получим 

 

02  pp
dy

dp
y ,   

2pp
dy

dp
y  . 

 

Разделив переменные, проинтегрируем: 

 

y

dy

pp

dp


 2
, 

 

yС
p

p
1ln

1
ln 


 

или 

,p
dx

dy
y 
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yС
p

p
1

1



.  

 

Из этого равенства найдем  p : 

)1(1  pyСp ,     
11

1




yС

yС
p . 

 

Учитывая, что )(ypy  , получаем следующее уравнение 

 

11

1




yС

yС

dx

dy
,     dxdy

yС

yС




1

1 1
. 

 

Интегрируем         

  







 2

1

1
1 Сdxdy

yС
, 

 

2

1

ln
1

Сxy
С

y  . 

Если обозначить  1

1

1
С

С
 , то общий интеграл уравнения  примет вид : 

21 ln СxyСy   

 

Теоретические вопросы: 

1. Как решается дифференциальное уравнение )()( xfy n  ? 

2. Какая подстановка позволяет понизить порядок дифференциального 

уравнения 0),,(  yyxF ? 

3. Каким образом можно понизить порядок дифференциального уравнения 

0),,(  yyyF ? 

4. Какие из данных уравнений допускают понижение порядка: 

а)  01)()1( 22  уух     

б)  
у

у
4

1
  

в) 132 2  хууу  

г) 3 уу  

д) 1)(2 2  ууух  
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3 ЛИНЕЙНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 

УРАВНЕНИЯ  

 

3.1 Основные понятия 

 

Определение. Линейным дифференциальным уравнением n - го 

порядка называется уравнение вида  

 

)()(...)()()( )2(

2

)1(

1

)(

0 xgyxbyxbyxbyxb n

nnn   ,         (3.1)                           

 

где )(),...,(),( 21 xbxbxb n  и )(xg  - заданные функции от х, причем 0)(0 xb  

для всех значений х из той области, в которой рассматривается  уравнение 

(3.1). Оно содержит искомую функцию y  и все ее производные лишь в 

первой степени. Функции ),(0 xb )(),...,(),( 21 xbxbxb n  называются 

коэффициентами уравнения (3.1),  а функция  )(xg  - его свободным 

членом. 

Разделив уравнение (3.1)  на 0)(0 xb  и обозначив  

 

)(
)(

)(
1

0

1 xa
xb

xb
 , …, )(

)(

)(

0

xa
xb

xb
n

n  , )(
)(

)(

0

xf
xb

xg
 , 

 

запишем уравнение (3.1) в виде приведенного уравнения: 

 

)()(...)()( )2(

2

)1(

1

)( xfyxayxayxay n

nnn   .                 (3.2) 

 

Если 0)( xg , то уравнение (3.2) называется  линейным неоднород-

ным или уравнением с правой частью. Если  свободный член 0)( xg , то 

уравнение  имеет вид  

 

0)(...)()( )2(

2

)1(

1

)(   yxayxayxay n

nnn                         (3.3) 

 

и называется линейным  однородным или уравнением без правой части. 

Рассмотрим основные свойства линейных однородных уравнений, 

ограничиваясь уравнениями  2-го порядка. 

Теорема 1. Если функции 1y  и 2y  - два частных решения линейного 

однородного уравнения второго порядка 

 

      0)()(  yxQyxPy ,                             (3.4)

          

тo  21 yy   есть также решение этого уравнения. 

Теорема 2. Если 1y  есть решение уравнения (3.4), то 1Cy , где С – по-

стоянный множитель,  также будет решением этого уравнения. 
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Определение.  Два решения уравнения (3.4) 
1y  и 2y называются 

линейно независимыми на отрезке [а, b], если их отношение на этом 

отрезке не является постоянным, то есть если 

const
y

y


2

1
. 

В противном случае решения называются линейно зависимыми. 

Иными словами, два решения 1y  и 2y  называются линейно зависимыми 

на отрезке  [а, b], если существует такое постоянное  число  λ, что 
2

1

y

y
 

при  а   x   b. В этом случае y1 = λy2.. 

Пример. Являются ли функции tgху 1 , ctgху 2 , xу 2sin3   линейно 

независимыми. 

Решение. Функции 1у  и 
2

y  линейно независимы, так как их 

отношение 

constxtg
ctgх

tgх

у

у
 2

2

1 . 

Функции 1у  и 
3

y  также линейно независимы: 

const
xxx

tgx

х

tgх

у

у


2

3

1

cos2

1

cossin22sin
. 

 

Определение. Если 1y  и 2y  функции от х, то определитель  

 

1221

21

21

21 ),( yyyy
yy

yy
yyW 




 
 

называется определителем Вронского или вронскианом данных функций.  

Теорема 3. Если решения 1y  и 2y  уравнения (3.4) линейно 

независимы на отрезке [а, b], то определитель Вронского, составленный 

для этих решений, не обращается в нуль ни в одной точке указанного 

отрезка. 

 Определение. Совокупность любых двух линейно независимых 

частных решений 
1

y  и 
2

y уравнения (3.4)  определяет фундаментальную 

систему решений этого уравнения. 

Теорема 4. Если 1y  и 2y – два линейно независимых решения 

уравнения (3.4) , то 

2211
yCyCy  ,                                          (3.5) 

 

где 1С  и 2С  -  произвольные постоянные, есть его общее решение. 

 

 Теоретические вопросы: 
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1. Дайте определение линейного дифференциального уравнения n - го 

порядка (однородного и неоднородного). 

2. Дайте определение линейно независимых и линейно зависимых 

функций. 

3. Какой вид имеет общее решение линейного дифференциального 

уравнения второго порядка  

4. Сформулируйте свойства решений линейного  однородного уравнения  

 

3.2 Линейные однородные уравнения второго порядка с 

постоянными коэффициентами 

 

Рассмотрим линейное однородное уравнение второго порядка 

 

0 qyypy  (3.6) 

 

где р и q – постоянные действительные числа.  

 Чтобы найти общий интеграл этого уравнения, достаточно найти 

два линейно независимых частных решения. Простой метод нахождения 

частных решений уравнения с постоянными коэффициентами предложил 

Л. Эйлер. Этот метод, который называется методом Эйлера, состоит в том, 

что частные решения ищутся в виде  

 

   
kхеy  ,       где k= const.                         (3.7) 

Тогда 
kхkеy  , kхеky 2 . 

 

Подставляя в уравнение (3.6)  вместо y  , y  и y  их значения, 

получим: 

0)( 2  qрkkеkх . 

 

Так как  0kхе ,  то,  очевидно, 

 

                      02  qрkk .                                          (3.8) 

 

Следовательно, если k будет удовлетворять уравнению (3.8), то kхе
 
 

будет решением уравнения (3.6). Уравнение (3.8) называется 

характеристическим уравнением по отношению к уравнению (3.6). 

Заметим, что для составления характеристического уравнения 

достаточно в уравнении (3.6) вместо y  , y  и y написать соответственно 
2k , k    и 1.  

Характеристическое уравнение есть квадратное уравнение, имеющее 

два корня; обозначим их через 1k  и 2k .  При этом дискриминант равен 
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q
p

D 
4

2

, а корни  равны   q
pp

k 
42

2

1 ,  q
pp

k 
42

2

2 . 

 

Возможны следующие случаи:  

1. Если D>0, то k1 и k2 – действительные, не равные между собой   

числа (k1  k2); 

2.  Если D<0,  то  k1 и k2 – комплексные числа;  

3.  Если D=0,  то k1 и k2 – действительные и равные числа  (k1 = k2).  

Рассмотрим каждый случай отдельно. 

1. Корни характеристического уравнения действительные и 

различные )( 21 kk  . В этом случае частными решениями будут функции 

 
xkеу 1

1  ,     xkеу 2

2  . 

 

Эти решения линейно независимы, так как 

conste
e

e

y

y xkk

xk

xk

  )(

1

2 12

1

2

. 

 

Следовательно, общее решение имеет вид у = xkеC 1

1

 
+ xkеC 2

2 . 

Пример 1.  Решить уравнение  023  yуу . 

Решение. Составляем характеристическое уравнение 0232  kk .  

Находим корни характеристического уравнения: 

 

2,1,2
4

9

2

3
212,1  kkk . 

 

 Таким образом, линейно независимыми частными решениями для 

данного уравнения будут  
xеу  ,     xеу 2 , 

 

а его общее решение  имеет вид: 

 

.2

21

xx eCeCy    

 

2. Корни характеристического уравнения действительные и равные.    

В этом случае k1 = k2. 

Одно частное решение xkеу 1

1   получается на основании предыдущих 

рассуждений. Нужно найти второе частное решение, линейно независимое с 

первым (функция xk
e 2  тождественно равна xk

e 1  и поэтому не может 

рассматриваться в качестве второго частного решения). 

Будем искать второе частное решение в виде   xkеxuу 1)(2  ,   где и(х) - 

неизвестная функция, подлежащая определению. Дифференцируя, находим 
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),( 112
111

ukueuekeuy
xkxkxk

  

 

)2(2" 2

11

2

112
1111

ukukueuekeukeuy
xkxkxkxk

 . 

 

Подставляя выражения производных в уравнение (3.6), получаем 

 

  0)()2( 1

2

11
1  uqpkkupkue
xk . 

 

Так как 
1k  – кратный корень характеристического уравнения, то 

 

01

2

1  qpkk . 

 

Кроме того, kt = k2 =- р/2 или 2k1 =-p,  2к1+p= 0. 

Следовательно, для того чтобы найти и(х), надо решить уравнение 

01 ue
xk , или и" = 0. Интегрируя, получаем и = Ах+В. В частности, можно 

положить А=1, B = 0, тогда  и = х. Таким образом, в качестве второго 

частного решения можно взять  xk
хеу 1

2  . Это решение линейно независимо 

с первым, так как 

x
y

y


1

2  const. 

 

Поэтому общим решением будет функция 

 

)( 2121
111 xCCexeCeCy
xkxkxk

 . 

Пример 2.   Решить уравнение  0
4

1
 yуу . 

Составим характеристическое уравнение: 0
4

12  kk . Находим его 

корни 
2

1
21  kk . Тогда общим решением  будет 

)( 21
2

1

2

1

2
2

1

1 xCCexeCeCy
xxx

 . 

 

3. Корни характеристического уравнения комплексные, а именно: 

 

ik  1 ,     ik  2 , где 1i , 

 

и                                                   
4

,
2

2p
q

p
  . 

 

Частными решениями уравнения (3.6) будут 



33 

 

 
xiеу )(

1

 ,     
xiеу )(

2

 .
           

(3.9) 

 

Однако эти решения можно преобразовать в выражения, которые не 

содержат мнимых величин. Представим функции (3.9) в следующем виде: 

 
xixxix eeеу   

1 ,     
xixxix eeеу   2 . 

 

Сложим эти равенства, а затем вычтем из первого второе, получим  

 

)(21

xixix eeеyу   ,     

  

)(21

xixix eeеyу   . 

Первое из полученных равенств умножим на 
2

1
, второе – на  

i2

1
: 

 























.
22

,
22

21

21

i

ee
е

i

yу

ee
е

yу

xixi

x

xixi

x









                                   (3.10) 

 

Согласно формулам Эйлера, имеем 

 

x
ee xixi




cos
2


 

,    x
i

ee xixi




sin
2


 

. 

 

Поэтому равенства (3.10) примут вид: 

 















.sin
2

,cos
2

21

21

xе
i

yу

xе
yу

x

x









                                            (3.11) 

 

21 yу    и 21 yу   - частные решения уравнения (3.6),  
2

21 yу 
 и  

i

yу

2

21 
 - 

также частные решения этого уравнения. 

 Итак, найдены два частных решения уравнения (3.6), 

представленные равенствами (3.11), причем эти решения линейно 

независимые. 

Следовательно, общее решение уравнения (3.6) в случае 

комплексных корней характеристического уравнения имеет вид  
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xeCxeCy xx   sincos 21  , 

или 

  )sincos( 21 xCxCey x   .       (3.12) 

 

Важным частным случаем решения (3.12) является случай, когда 

корни характеристического уравнения чисто мнимые. 

Это имеет место тогда, когда в уравнении (3.6)  р = 0, и оно имеет 

вид 

0 qyy . 

 

Характеристическое уравнение (3.8) принимает вид 

 

02  qk , 0q . 

 

Корни характеристического уравнения    0,2,1  iqik . 

Тогда решение (3.12) принимает вид              

 

xCxCy  sincos 21  . 

 

Пример 3.   Решить уравнение 022  yуу  

Решение. Напишем характеристическое уравнение    0222  kk

и найдем его корни   ik  11 ,   ik  12 . 

Следовательно, общий интеграл имеет вид    

 

)sincos( 21 xCxCey x  
. 

 

Пример 4.  Найти частное  решение уравнения 016  yy ,  

удовлетворяющего  начальным условиям  6,0
00 

 xx yy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение 0162 k . 

Находим его корни:  ik 41  ,   ik 42  . 

Общим решением будет функция  

 
xCxCy 4sin4cos 21  . 

 

Найдем частное решение. Предварительно найдем производную 

 
xCxCy 4cos44sin4 21  . 

 

Постоянные C1 и С2 определяются из начальных условий  0,0  yx , 6y : 

 
0sin0cos0 21 CC  ,      0cos40sin46

21
CC  . 
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Они равны   01 C ,  
2

3
2 C . 

Тогда, частное решение имеет вид:            xy 4sin
2

3
 . 

 

 Теоретические вопросы: 

1. Какой общий вид имеют линейные однородные уравнения второго 

порядка с постоянными  коэффициентами. 

2. В чем состоим метод Эйлера интегрирования однородных линейных  

уравнений с постоянными коэффициентами? 

3. Как составляется  характеристическое уравнение для заданного 

линейного дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами? 

4. Как составляется  общее решение   линейного однородного 

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами? 

5. Какие из приведенных ниже уравнений являются линейными 

однородными уравнениями второго порядка с постоянными 

коэффициентами: 

 а) 010'6"  yyy  

 б) )13('"2   xeyyy x  

 в) xхeyyy  '4"3  

 г) 34" 2  xyy  

 д) 2'3"  yy  

 е)  02'"  yyхy  

 

3.3 Линейные однородные уравнения n -го порядка с постоянными 

коэффициентами 

 

Рассмотрим линейное однородное уравнение n -го порядка 

 

                      
0)2(

2

)1(

1

)(   yayayay n

nnn  ,                        (3.13) 

 

где коэффициенты  a1 а2, ..., ап  - постоянные числа. 

Частное решение уравнения (3.13) также ищем в виде kxеу  , где k - 

постоянное число. 

Характеристическим уравнением для (3.13) будет алгебраическое 

уравнение n -го порядка вида: 

 

02

2

1

1  

n

nnn akakak  .                             (3.14) 
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Пусть 
1

k , 
2

k , …, 
n

k  корни характеристического уравнения (3.14). 

Причем среди них могут быть и кратные. Возможны следующие случаи. 

1. Пусть 
1

k , 
2

k , …, 
n

k  - действительные и различные. Тогда общее 

решение однородного уравнения будет 

 
xk

n

xkxk nеCеCеCy  21

21 . 

 

Пример 1. Найти общее решение уравнения 022  yyyy . 

Решение. Решаем характеоистическое уравнение 022 23  kkk : 

0)2()2( 23  kkk , 0)2()2(2  kkk , 0)1)(2( 2  kk , 1,1,2 321  kkk . 

Следовательно, общее решение 

 
x

n

xx еCеCеCy   2

2

1  

 

2. Корни  
1

k , 
2

k , …, 
n

k  - действительные, но среди них есть кратные.  

Пусть, например, 
1

k = 
2

k =…= kk
l

~
 , то есть k

~
 является l - кратным 

корнем уравнения (3.14), а все остальные ln   корней  различные. Тогда 

общее решение однородного уравнения будет 

 
xk

n

xk

l

xkl

l

xkxk nl еCeCexСхеCеCy  



 ...1

1

~
1

~

2

~

1  . 

 

3. Среди корней характеристического уравнения есть 

комплексные. 

Пусть для определенности ik  1 , ik  2 , ik  3 , ik  
4

, 

а остальные корни действительные. Тогда общее решение  

 
xk

n

xxxx nеCxеCxеCxеCxеCy  ...sincossincos
4321

  . 

 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 05242  yyyyy iv . 

Решение. Составим характеристическое уравнение 

05242 23  kkkk iv . Представим это уравнение в виде 

0)52)(1)(1( 2  kkkk . Корнями этого уравнения будут числа ,1,1 21  kk  

ikik 21,21 43  . 

 Общее решение 

 

)2sin2cos( 4321 xCxCееCеCy xxx  
 

 

Теоретические вопросы: 

1. Запищите формулу для общего решения линейного однородного 

дифференциального уравнения n - го порядка с постоянными 
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коэффициентами в случае действительных различных корней 

характеристического уравнения. Приведите пример 

2. Запищите формулу для общего решения линейного однородного 

дифференциального уравнения n - го порядка с постоянными 

коэффициентами в случае кратных действительных корней 

характеристического уравнения. Приведите пример 

3. Запищите формулу для общего решения линейного однородного 

дифференциального уравнения n - го порядка с постоянными 

коэффициентами в случае комплексных корней характеристического 

уравнения. Приведите пример 

 

 

4 ЛИНЕЙНЫЕ НЕОДНОРОДНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 

УРАВНЕНИЯ 

 

4.1 Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 

второго  порядка 

 

Пусть задано линейное неоднородное дифференциальное уравнение  

второго порядка  

)()()( xfyxQyxPy                                      (4.1) 

 

и соответствующее ему линейное однородное уравнение (3.4) 

Справедлива следующее утверждение. 

Теорема (Структура общего решения) Общее решение 

неоднородного уравнения (4.1) представляется как сумма какого-нибудь 

частного решения y этого уравнения и общего решения y  

соответствующего однородного уравнения 

 
 ууy .

                                                                            
(4.2) 

 

Доказательство. Докажем сначала, что функция (4.2) есть решение 

уравнения (4.1). Подставляя сумму 
 ууy  в уравнение (4.1) вместо у, 

будем иметь  

)())(())(()( xfууxQууxPуу  
, 

 

или 

)())()(())()(( xfуxQуxPууxQуxPу  
 . 

 

Это равенство является тождеством, так как 0)()(  уxQуxPу и  

)()()( xfуxQуxPу  
. Следовательно, 

 ууy
 

есть решение 

уравнения (4.1). 
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Докажем теперь, что это решение является общим, т.е. можно так 

выбрать входящие в него произвольные постоянные, что будут 

удовлетворяться любые начальные условия вида:  

 

0000 , yyyy
xx


 .  (4.3) 

 

Согласно теореме о структуре общего решения линейного 

однородного дифференциального уравнения общее решение уравнения 

(3.4) можно представить в виде 
2211 уСуСy  , где    и    – линейно 

независимые решения этого уравнения. Тогда  

 
 yуСуСy 2211  

 

и, следовательно, начальные условия (4.3) можно записать в виде 

 












10022011

00022011

)()()(

)()()(

yxyxуСxуС

yxyxуСxуС
, 

или 












)()()(

)()()(

01022011

00022011

xyyxуСxуС

xyyxуСxуС
. 

 

Произвольные постоянные 
1С  и 2С  определяются из этой системы 

линейных алгебраических уравнений однозначно при любых правых 

частях, т.к. определитель этой системы 
)()(

)()(

0201

0201

xyxy

xyxy


  есть значение 

определителя Вронского для линейно независимых решений уравнения 

(3.4) при     , а такой определитель отличен от нуля. Определив 

постоянные  
1С  и 2С  из последней системы уравнений и подставив их в 

выражение  yуСуСy 2211
, мы получим частное решение уравнения 

(4.1), удовлетворяющее заданным начальным условиям. Теорема доказана.  

Таким образом, задача интегрирования уравнения (4.1) сводится к 

нахождению частного решения неоднородного уравнения. 

Метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа). 

 Непосредственное нахождение частного решения линейного 

неоднородного дифференциального уравнения, кроме случая уравнения с 

постоянными коэффициентами, причем со специальными свободными 

членами, представляет большие трудности. Поэтому для нахождения 

общего решения линейного неоднородного дифференциального уравнения 

обычно применяют метод вариации произвольных постоянных, который 

всегда дает возможность найти общее решение линейного неоднородного 

дифференциального уравнения в квадратурах, если известна 
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фундаментальная система решений соответствующего однородного 

уравнения. Этот метод состоит в следующем. 

Напишем общее решение однородного уравнения и будем искать 

частное решение неоднородного уравнения в форме (3.5), рассматривая 
1С  

и 
2С  как некоторые пока неизвестные функции от х. 

Продифференцируем равенство (3.5): 

 

22112211 yCyCyCyCy   

 

Подберем искомые функции 
1С  и 

2С  так, чтобы выполнялось 

равенство 

02211  yCyC
                                          (4.4) 

 

Если учесть это дополнительное условие, то первая производная у' 

примет вид  2211 yCyCy  . Дифференцируя теперь это выражение, 

найдем у": 

22112211 yCyCyCyCy 
 

 

Подставляя у, у' и у" в исходное уравнение, получим  

 

)()()''(''''"" 2211221122112211 xfyCyCqyCyCpyCyCyCyC   
 

или 

)('''')'"()'"( 221122221111 xfyCyCqypyyCqypyyC   

 

Выражения, стоящие в первых двух скобках, обращаются в нуль,  так 

как y1 и у2 — решения однородного уравнения. Следовательно, последнее 

равенство принимает вид 

 

                            )('''' 2211 xfyCyC                 (4.5) 

 

Таким образом, функция (3.5) будет решением неоднородного 

уравнения в том случае, если функции 1С  и 2С  удовлетворяют системе 

уравнений (4.4) и (4.5), то есть если 

 









)(''''

0

2211

2211

xfyCyC

yCyC
                   

 

Так как определителем этой системы является определитель Вронского  

для линейно независимых решений 1y  и 2y  уравнения, то он не равен 

нулю; следовательно, решая систему, мы найдем 1С  и 2С   как  функции от х: 
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)(11 xC  ,   )(22 хC  . 

 

Интегрируя, получим 

 

111 )( CdxxC   ,  222 )( CdxxC    

 

где 1C  и 2C  - постоянные интегрирования. 

Подставляя полученные выражения 
1С  и 

2С  в равенство (3.5), найдем 

интеграл, зависящий от двух произвольных постоянных 1C  и 2C , то есть 

общее решение неоднородного уравнения. 

Пример. Найти решение задачи Коши 
x

уy
cos

1
 , 1)0( y , 

0)0( y . 

Решение. Найдем общее решение однородного уравнения

0 yy . Характеристическое уравнение 012 k  имеет корни ik 1 , 

ik 2  и общее решение однородного уравнения будет иметь вид: 

 

xCxCy sincos 21  . 

 

Чтобы последнее выражение было решением данного уравнения, надо 

определить 
1С  и 

2С  как функции от х из системы 

 









xxCxC

xCxC

cos1cossin

0sincos

21

21

 

 

Решая эту систему, найдем 

tgxС 1' ,  1'2 С , 

 

Откуда, в результате интегрирования, получаем 

 

11
cosln CxC  ,     22

CxC   

 

Подставляя найденные функции в формулу xCxCy sincos
21

 , 

получаем  общее решение неоднородного уравнения 

 

xxxxxCxCy sincoslncossincos 21  ,     (*) 

 

где 1C  и 2C  - произвольные постоянные. 
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 Теперь найдем частное решение данного уравнения. Для этого 

продифференцируем последнее равенство: 

 

xxxxxCxCy coscoslnsincossin 21  .     (**) 

 

Подставим в равенства (*) и (**) заданные начальные условия 1)0( y

0)0( y : 

0sin00cosln0cos0sin0cos1 21  CC ,  

0cos00cosln0sin0cos0sin0 21  CC . 

Решая полученную систему, найдем значения постоянных 1C  и 2C : 

11 C , 02 С .  

Итак 

xxxxxy sincoslncoscos  . 

 

 Теоретические вопросы: 

1. Дайте определение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения  

2. Сформулируйте теорему о структуре общего решения линейного 

неоднородного уравнения  

3. В чем состоит метод Лагранжа нахождения общего решения 

неоднородного линейного уравнения? 

 

4.2 Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго 

порядка с постоянными коэффициентами и специальной правой частью 

 

Пусть имеем уравнение  

 

  )(' xfqypyy  ,                                         (4.6) 

 

где р и q – действительные числа. 

Рассмотрим метод отыскания частного решения уравнения (4.6) в 

случае, когда правая часть )(xf  имеет специальный вид. Этот метод 

называется методом неопределенных коэффициентов и состоит в подборе 

частного решения в зависимости от вида правой части. Рассмотрим правые 

части следующего вида: 

I. Пусть правая часть уравнения (4.6) представляет собой 

произведение показательной функции на многочлен, то есть имеет вид 

 
x

n
exPxf )()(  , (4.7) 
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где Рп (х) — многочлен n-й степени. Тогда возможны следующие частные 

случаи. 

а) Число  не является  корнем   характеристического уравнения

02  qpkk . В этом случае частное решение нужно искать в виде 

 
x

n

x

n

nn exQeAxAxAy  )()( 1

10
 

      (4.8) 

 

Действительно, подставляя 
y  в уравнение (4.6) и сокращая все 

члены на множитель е
х

, будем иметь:  

 

)()()()()2()(" 2 xPxQqpxQpxQ
nnnn

  ,               (4.9) 

 

где )(xQ
n

 - многочлен степени n, )(xQ
n
  - многочлен степени n-1, )(" xQ n

- 

многочлен степени п-2.  

Таким образом, слева и справа от знака равенства стоят многочлены n-й 

степени. Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х (число 

неизвестных коэффициентов равно п+1), получим систему n+1 уравнений 

для определения неизвестных коэффициентов  А0, А1, А2, ..., Ап. 

б) Число  есть простой (однократный) корень характеристического 

уравнения. 

Если бы в этом случае частное решение мы стали искать в форме 

(4.8), то в равенстве (4.9) слева получился бы многочлен (n-1)-й степени, 

так как коэффициент при Qn(х), т. е. 2
+p+q, равен нулю, а многочлены 

)(xQn
  и Q"n(x) имеют степень, меньшую п. Следовательно, ни при каких  

Aо, А1, ..., Ап равенство (4.9) не было бы тождеством. Поэтому в 

рассматриваемом случае частное решение нужно брать в виде многочлена 

(п+1)-й степени, но без свободного члена  

 
x

n
exxQy )(

. 

 

в) Число  есть двукратный корень характеристического уравнения. 

Тогда в результате подстановки в дифференциальное уравнение функции 

Qn(x)e
x

 степень многочлена понижается на две единицы. И частное 

решение можно брать в форме 

 
x

n
exQxy )(2

. 

 

Пример 1.  Найти общее решение уравнения    хехууу 232  . 

Решение. Характеристическое уравнение 0322  kk  имеет корни 

3
1

k , 1
2
k . Следовательно, общим решением соответствующего 

однородного уравнения будет функция: xx eCeCу 2

3

1   . 
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Так как правая часть данного неоднородного уравнения имеет вид 
xeCBxAx )( 2  (т.е. вид xeõÐ )(

2
), причем 1  является корнем 

характеристического уравнения  0322  kk , то частное решение будем 

искать в виде xxeCBxAxó )( 2  , ÂÀ, – неопределенные 

коэффициенты. Найдем производные первого и второго порядков и 

подставим их значения в заданное уравнение:  

 
22 42)86(12 xCВxBАAx  . 

 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях, получим 

 

112 A ,  086  BA ,  042  СB . 

 

 Откуда       
12

1
А ,  

16

1
В , 

32

1
С .  Следовательно,   

32

1

16

1

12

1 2*  хxy ,  

а общее решение имеет вид 

 

32

1

16

1

12

1 2

2

3

1
  хxeCeCу xx

. 
 

Пример 2.    Решить уравнение 12  xуy .  

Решение. Соответствующее характеристическое уравнение имеет 

вид: 012 k , откуда ik 
1

, ik 
2

. Тогда общее решение однородного 

уравнения 0 уy есть:  

xCxCy sincos
21

 . 

 

 Так как правая часть данного неоднородного уравнения имеет вид 
xeCBxAx 02 )(  (т.е. вид xeõÐ 0

2
)( ), причем 0 не является корнем 

характеристического уравнения, то частное решение будет выглядеть так:  

 

СВxАxy  2 . 

 

Находим неопределенные коэффициенты А, В и С. В результате получаем  

1А , 0В , 3С . Окончательно имеем следующее выражение для 

общего решения:   
3sincos 2

21
 хxCxCy . 

 

II. Пусть правая часть уравнения (4.6) имеет вид 

 

)sin)(cos)(()( xxQxxPexf x                                 (4.10) 
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где  Р (х) и Q (х) – многочлены, то форма частного решения определяется 

так: 

а) если число i   не является корнем характеристического 

уравнения, то частное решение уравнения следует искать в виде       

 

)sin)(cos)(( xxВxxАeу x  
,                         (4.11)  

 

где )(xÀ  и )(xÂ — многочлены, степень которых равна наивысшей 

степени многочленов Р(х) и Q(х); 

б) если число i   есть корень характеристического уравнения, то 

частное решение ищем в виде 

 

)sin)(cos)(( xxВxxАхeу x  
.              (4.12) 

 

Указанные формы частных решений (4.11) и (4.12) сохраняются и в 

том случае, когда в правой части уравнения (4.6) один из многочленов 

)(xÐ  и )(xQ  тождественно равен нулю, т. е. когда правая часть имеет вид 

xexP x  cos)(   или xexQ x  sin)( . 

Частный случай. Пусть правая часть линейного уравнения 

второго порядка имеет вид 

 

xQxPxf  sincos)(     (4. 10') 

 

где Р и Q  - постоянные числа. 

а) Если i не является корнем характеристического уравнения, то 

частное решение следует искать в виде 

 

xВxАу  sincos 
. (4.11') 

 

б) Если i является корнем характеристического уравнения, то 

частное решение следует искать в виде 

 

)sincos( xВxАху  
.   (4.12') 

 

Пример 3.  Найти общий интеграл линейного неоднородного 

уравнения xxууy cos2sin654  ,  удовлетворяющего начальным 

условиям 0)0( у , 0)0( у .  

Решение. Составляем характеристическое уравнение 0542  kk . 

Откуда  ik  2
1

, ik  2
2

.  

Следовательно,  )cossin(
21

2 xCxCey x  . 
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Правая часть уравнения xxxf cos2sin6)(   - произведение 

многочлена нулевой степени на xx cos2sin6   ( ,0 1 ).  Число

ii     не является корнем характеристического уравнения, поэтому 

частное решение ищем в виде  

xBxAy cossin 
. 

Найдем    xBxАу sincos  , xBxАу cossin   . Подставив 
у , 

у  и 
у  в исходное уравнение, получим тождество 

 

xxxBxАxBxАxBxА cos2sin6)cossin(5)sincos(4cossin  , 

 

 xxxBABxABА cos2sin6cos)54(sin)54(  . 

 

Приравниваем коэффициенты при xsin и xcos : 

 









244

644

BA

BA
,     












1
2

1

B

A . 

Частное решение данного неоднородного уравнения 

 

xxxBxАу cossin
2

1
cossin  . 

 

Тогда общее решение неодродного уравнения: 

 

xxxCxCeууy x cossin
2

1
)cossin(

21

2  
. 

 

Для определения частного решения неоднородного уравнения, 

удовлетворяющего начальным условиям, найдем производную функции  

xxxCxCey x cossin
2

1
)cossin(

21

2  , 

xxxCxCxCxCеy х sincos
2

1
cossincos2sin2(

1221

2  . 

Подставим 0х , ,0у 0у  в последние равенства и получим систему 

уравнений: 

 












0
2

1
2

01

21

2

СС

С
. 

 



46 

 

Решая систему, определяем 
2

3
1
С , 1

2
С . Тогда, частное решение 

уравнения, удовлетворяющее начальным условиям, имеет вид: 

 

xxееy хх 3cos
6

5
3sin

6

132  . 

 

Пример 4.   Решить уравнение xeууу x 6sin44 2  

Решение. Характеристическое уравнение 0442  kk  имеет 

корни 2
2,1
k . Общее решение однородного уравнения есть 

 
xx xeCeCy 2

2

2

1
 . 

 

Правая часть уравнения имеет вид )6sin6cos()( 2 xNxMexf x  , 

причем М = 0, N =1. Так как число ii 62  не является корнем 

характеристического уравнения, то частное решение ищем в виде 

 

)6sin6cos(2 xBxAeу x 
. 

 

Найдем производные первого и второго порядков и подставив  

значения у  , у  и у  в исходное уравнение, получим после приведения 

подобных членов 

 

xexВеxАe xхx 6sin6sin366cos36 222  . 

 

Приравнивая коэффициенты при cos6x и sin6x, получим 036  A , 

036  A . Отсюда 0A , 
36

1
В .  

Следовательно, частное решение  

 

xey x 6sin
36

1 2*  , 

а общее 

xеxeCeCу xxx 6sin
36

1 22

2

2

1  .
 

 

Теоретические  вопросы: 

1. Как составляется общее решение линейного неоднородного 

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами? 

2. В чем заключается суть метода неопределенных коэффициентов? 
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3. Изложите правило для нахождения частного решения линейного  

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами и правой частью вида    x

n exP 
, где   xPn - многочлен 

степени n . 

4. Изложите правило для нахождения частного решения линейного  

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами и правой частью вида   xBxAe x  sincos   

5. Какие из приведенных ниже уравнений  представляют собой линейные 

неоднородные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами 

и имеют правую часть: а) вида I;  б) вида II?  Укажите степени многочленов 

)(хР  и )(хQ : 

 а) xхeyyy x 2sin10'6" 3  

 б) )13('"2   xeyyy x  

 в) xхeyyy  '4"3  

 г) 34" 2  xyy  

 д) )152('3" 2  ххеyy х
 

 е)  xxyyy 3cos3sin22'"   
 

4.3 Линейные неоднородные дифференциальные уравнения  n -го 

порядка 

 

Пусть дано линейное неоднородное дифференциальное уравнение n -

го порядка 

)()2(

2

)1(

1

)( xfyayayay
n

nnn    ,               (4.13) 

 

где )(,,,,
21

xfaaa
n

 - заданные непрерывные функции на ),( ba . 

Соответствующее однородное уравнение имеет вид 

 

0)2(

2

)1(

1

)(   yayayay
n

nnn  .                       (4.14) 

 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема. Общее решение линейного неоднородного уравнения n -го 

порядка (4.13) равно сумме какого-нибудь частного решения y этого 

уравнения и общего решения y  соответствующего однородного уравнения 

(4.14), т.е.  
 ууy .

 

В общем случае интегрирование уравнения (4.13) может быть 

осуществлено методом вариации произвольных постоянных. Однако для 

правых частей специального вида частные решения иногда находятся 

проще, а именно: 
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I. Пусть в правой части дифференциального уравнения стоит 

функция
xexPxf )()(  , где Р (х) - многочлен от х; тогда надо различать 

два случая: 

а) если  не является корнем характеристического уравнения, 

то частное решение можно искать в виде 

 
xexQy )(
,  

 

где Q (х)—многочлен той же степени, что и Р(х), но с неопределенными 

коэффициентами; 

б) если  есть корень кратности  характеристического 

уравнения, то частное решение неоднородного уравнения можно искать 

в форме 
xexQxy  )(
,  

 

где Q (х) - многочлен той же степени, что и Р(х).  

II. Пусть правая часть уравнения имеет вид 

 

xQxPxf  sincos)(  ,   
 

где P и Q - постоянные числа. Тогда вид частного решения определяется 

следующим образом: 

а) если число i не является корнем характеристического уравнения, 

то частное решение имеет вид 

 

xÂxÀy  sincos 
,  

 

 где А и В - постоянные неопределенные коэффициенты; 

б) если число i есть корень характеристического уравнения 

кратности , то 

)sincos( xÂxÀxy  
. 

 

III. Пусть правая часть уравнения имеет вид 

 

)sin)(cos)(()( xxQxxPexf x    

    

где  Р (х) и Q (х) – многочлены от х. Тогда форма частного решения 

определяется так: 

а) если число i   не является корнем характеристического 

уравнения, то частное решение уравнения следует искать в виде       
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)sin)(cos)(( xxВxxАeу x  
, 

 

где )(xÀ  и )(xÂ — многочлены, степень которых равна наивысшей 

степени многочленов Р(х) и Q(х); 

б) если число i   есть корень кратности  характеристического 

уравнения, то частное решение ищем в виде 

 

)sin)(cos)(( xxВxxАeху x  
. 

 

Пример 1. Найти общее решение уравнения 12 2  xxyyy IV
 

Решение.  Характеристическое уравнение 02 234  kkk  имеет 

корни 0
2,1
k , 1

4,3
k .  Находим общее решение однородного уравнения 

xx xeСeСxCCу  
4321  

В правой части уравнения стоит многочлен 2-й степени, 0  есть 

двукратный корень характеристического уравнения. Поэтому частное 

решение неоднородного уравнения ищем в форме  
22 )( xCBxAxy 
. 

Дифференцируя 
ó четыре раза и подставляя полученные выражения в 

заданное уравнение, имеем 

 

1)21224()648(12 22  xxCBABAxAx  

 

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях х: 

 















121224

1648

112

CBA

BA

A

         
12

1
A , 

2

1
B , 

2

3
C . 

Следовательно,   частное решение уравнения:  
234

2

3

2

1

12

1
xxxy 

. 

Общее решение неоднородного уравнения: 

  

234

4321
2

3

2

1

12

1
xxxxeСeСxCCу xx  

 

 

Теоретические вопросы: 

1. Как зависит структура  общего решения   линейного однородного 

дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами от  вида 

корней характеристического уравнения? 

2. Как найти общее решение неоднородного линейного уравнения, если 

известно одно частное его решение и общее решение соответствующего 

однородного уравнения?  
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3. Изложите правило нахождения частного решения линейного  

дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами и правой 

частью вида    x

n exP 
, где   xPn - многочлен степени n . 

 

Контрольные вопросы 

 

1. Что называетсяобыкновенным дифференциальным уравнением? 

2. Что такое порядок дифференциального уравнения? 

3. Что называется решением дифференциального уравнения? 

4. Сформулируйте задачу Коши для дифференциального уравнения 

первого порядка и укажите его геметрический смысл? 

5. Сформулируйте теорему о существовании и единственности решения 

дифференциального уравнения первого порядка 

6. Что такое частное решение? Как оно связано с формулой общего 

решения? 

7. Дайте определение дифференциального уравнения с разделяющимися 

переменными. Изложите метод нахождения его общего решения. 

Приведите пример. 

8. Дайте определение однородного дифференциального уравнения. 

Изложите метод нахождения его общего решения. Приведите пример. 

9. Какое уравнение называется обобщенным однородным? Как оно 

интегрируется? 

10.Какое уравнение называется линейным? В чем состоят метод Лагранжа 

и метод Бернулли нахождения общего решения линейного уравнения? 

11. Дайте определение уравнения Бернулли. Изложите метод нахождения 

его общего решения. Приведите пример. 

12. Сформулируйте теорему о существовании и единственности решения 

дифференциального уравнения второго порядка 

13. Изложите метод решения дифференциального уравнения вида 

)()( xfy n  . Приведите пример. 

14. Изложите метод решения дифференциального уравнения вида 

),( óxfy  . Приведите пример. 

15. Изложите метод решения дифференциального уравнения вида 

),( óófy  . Приведите пример. 

16. Дайте определение линейного дифференциального уравнения n-го 

порядка (однородного и неоднородного)? 

17. Докажите основные свойства частных решений линейного однородного 

дифференциального уравнения 

18. Дайте определение линейно зависимых и линейно независимых 

функций и приведите пример. 

19. Докажите, что для линейно зависимых функций определитель 

Вронского равен нулю 

20.Сформулируйте теорему об общем решении линейного  

дифференциального уравнения второго порядка 
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21. Изложите метод нахождения общего решения линейного однородного 

дифференциального уравнения  второго порядка, если известно одно его 

частное решение 

22. Запищите формулу для общего решения линейного однородного 

дифференциального уравнения  второго порядка с постоянными 

коэффициентами в случае действительных различных корней 

характеристического уравнения. Приведите пример 

23. Запищите формулу для общего решения линейного однородного 

дифференциального уравнения  второго порядка с постоянными 

коэффициентами в случае равных корней характеристического уравнения. 

Приведите пример 

24. Запищите формулу для общего решения линейного однородного 

дифференциального уравнения  второго порядка с постоянными 

коэффициентами в случае комплексных корней характеристического 

уравнения. Приведите пример 

25. Сформулируйте теорему об общем решении линейного неоднородного 

уравнения второго порядка 

26. Как находится частное решение уравнения    xfxfqyypy 21  ? 

27. Изложите правило нахождения частного решения линейного  

дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами и правой 

частью вида    x

n exP 
, где   xPn - многочлен степени n . 

28. Изложите правило нахождения частного решения линейного  

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами и правой частью вида   xBxAe x  sincos   

29. В чем состоит метод вариации произвольных постоянных (метод 

Лагранжа) нахождения общего решения неоднородного линейного 

уравнения? 
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Контрольные задания 

 

1 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 02)(3 22  dxyxdyyyx                   б) dyxydxyx 2)(   

в) 1sincos  xyxy                                      г) 2xyxyy   
 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

а) 145  yxyx  

б) 14 43  yyy , 2)0( у , 221)0( у  

 

3. Решить задачу Коши   086  yyy , 0)0( у ,  .2)0( у  
 

4.  Записать вид частного решения дифференциального уравнения 

)(848 xfyyy  , где 
26)( xexf x   

 

5.  Решить уравнение 

а) 
хеyyy 223   

б) 
2)1(7  хyy  

в) xеyyy х 2cos136 3  

 

2 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 013 22  yyxyx                            б) 
xy

yx
y

22 
  

в)    
xeyyx                                                г) 33/ 22 уххуу   

 

2. Решить задачу Коши 

а) 434  yxyx  

б) 013 yy , 1)1( у , 1)1( у  

 

3. Решить задачу Коши   ,02410  yyy 0)0( у ,  .1)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 
)(3314 xfyyy  , где )1()( 23   xexf x
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5.  Решить уравнение 

а) 
хехyyy  )12(2  

б) 
хеyy 369   

в) xеyy х cos2  

 

3 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 0)ln1(  yxyy                                       б) dxyxdyxy )( 332   

в)   
x

x

x

y
y

sin
                                             г) xyyyx ln2  

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 
32 122)1( xxyyx  ,  

б) 
32yy  , 1)0( у ,  .1)1( у  

 

3. Решить задачу Коши    020  yyy , 1)0( у ,  .1)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(5 xfyy  , где xxf 5sin2)(   

 

5. Решить уравнение 

а)
хехyy  )3(  

б) хyy 623   

в) xеyyy х 4cos136 3  
 

 

4 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 021 22  xxyyx                               б) 02)2( 22  xydydxyx  

в)   
x

y
y

1
                                                   г) 0cos2/  xyуtgxу  

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 02  yyx ,  

б) 
3128yy  , 1)0( у ,  .8)0( у  

 

3. Решить задачу Коши  016  yy , 1)0( у ,  .4)0( у  
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4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(8 xfyy  , где )32()( 8  xexf x
 

5. Решить уравнение 

а) xxyy cossin   

б) 
хеyyy  23  

в) 
хеxyyy  )148(32  

 

5 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 0
ln

 yx
y

y
                                                б) 0)()(  dyxydxyx  

в)
3)1(

1

2



 x

x

y
y                                         г) 04 2/  ухуху  

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 
222 xyyx  ,  

б) 0643 yy , 4)0( у ,  .2)0( у  

 

3. Решить задачу Коши  0107  yyy , 0)0( у ,  .6)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 
)(158 xfyyy  , где xexf 35)(   

 

5. Решить уравнение 

а) xxyy cossin   

б) 
6843  хyy  

в) 
хеxyyy  )12(23  

6 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 011 22  xyyy                               б)  1
2

2


x

y

x

y

dx

dy
 

в) 222 )1(2)1( xxyyx                              г) 3xyyy   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) yxctgy  22 ,  

б) 1643  yyy , 22)0( у ,  .2)0( у  
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3. Решить задачу Коши   054  уyy , 1)0( у ,  .0)0( у  

 

4.  Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 
)(110 xfyyy  , где xxf 10cos3)(   

 

5.Решить уравнение 

а) xxyy 2cos2sin34   

б) 
ххеyyy  102  

в) xеyyy х sin136 3  

 

7 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 09 22  xxyyx                                  б) 
xyx

yxy
y

22

2




  

в) 3 yyx                                                     г) 
2

2

23
y

x
yyx   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) xyyx cos)sin1(  ,  

б) yyy cossin2 3 , 2)1( у ,  1)1( у  

 

3. Решить задачу Коши  03612  yyy , 2)0( у ,  .1)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(229 xfyyy  , где xxexf 25)(   

 

5. Решить уравнение 

а) xxyy 3cos3sin39   

б) 
ххеyy   

в) 234 2  xxyy  

 

8 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 025 22  yxyy                               б) 
22 yxyyx   

в) xexyyx 32                                               г) 222 )1( yxxyyx   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 123  yxyx ,  
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б) 043 yy , 1)0( у ,  .2)0( у  

 

3. Решить задачу Коши  04  yy , 2)0( у ,  .0)0( у  

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(365 xfyyy  , где xxf 4cos5)(   

 

5. Решить уравнение 

а) )cos2sin3(2 xxеyyy х  
 

б) 
хеyyy 22   

в) 
хеxyyyy )52(485   

 

9 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) ydyxydydxy 221                                б) 
x

yx
y

2

2 
  

в) 
x

ytgxy
cos

1
                                           г) 

33)1(
2

1

1
yx

x

y
y 


  

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 0
1


chx

yyctgx ,  

б) 
38yy  , 1)0( у ,  .2)0( у  

 

3. Решить задачу Коши  0102  yyy , 2)0( у ,  .0)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(20 xfyyy  , где 
24)( xxf   

 

5. Решить уравнение 

а) 2344 2  xxyyy  

б) 
xеyyy х cos32   

в) 
хеxyyy  )2118(43  

 

10 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 011 22  xyyyx                            б) 
2

2

x

yxy
y


  

в) 1 xyyx                                              г) 2232 )21(2 yxyxyx   
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2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 12  yxyx ,  

б) 0cossin50 3  yyy , 0)0( у ,  .5)0( у  

 

3. Решить задачу Коши  03314  yyy , 2)0( у ,  .2)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(65 xfyyy  , где 2)( 3  xxf  

 

5. Решить уравнение 

а) )13(23 2   xеyyy х
 

б) 
xyyy 2sin82   

в) 
2123 xyyy   

 

11 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) dxxyydyxydyxdx 22 53320                  б)

 xyx

y
y




2

2

 

в) 
xexyyx )1()( 2                                   г) 3322 yxxyy   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) yyx  77 ,  

б) )1(4 43  yyy , 2)0( у ,  .2)0( у  

 

3. Решить задачу Коши  0158  yyy , 1)0( у ,  .5)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(3612 xfyyy  , где 
xxexf 64)(   

 

5. Решить уравнение 

а)
xеxyyy 4)12(168   

б) 
xxyyy cos4sin1234   

в) xеyyy х 4sin44 2  

 

12 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 0222 22  yxxyx                            б) 0)2( 22  dyxdxxyy  
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в) xxyy 22 2                                          г) 03 32  yxyy  

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 1 xyyx ,  

б) 093 yy , 1)1( у ,  .3)1( у  

 

3. Решить задачу Коши   04  уy , 1
2









у ,  2

2












у  

 

4.  Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(152 xfyyy  , где ))3sin3cos2()( xxexf x   

 

5. Решить уравнение 

а)
хxеyy 3152   

б) 
xyy sin  

в) )cos(sin32 xxеyy x   

 

13 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) dxxyydyxydyxdx 2232                        б) 0)()(  dyyxdxyx  

в) 1)1()12( 2  xyxyxx                  г) xyxyy 32   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 1 yytgx ,  

б) 318yy  , 1)1( у ,  .3)1( у  

 

3. Решить задачу Коши  05615  yyy , 1)0( у ,  .0)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(86 xfyyy  , где )35()( 2  xexf x  

 

5. Решить уравнение 

а) xyy 2sin24   

б) 
хеyyy  56  

в) 
хехуyyy )1612(99   

 

14 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 
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а) 
xx eyye  )1(                                             б) yxyyyx  22  

в) )1ln3(ln 3  xxyyxx                         г)
 

yxyyx 34   

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 1 yyx ,  

б) yyy cossin50 3 , 2)1( у ,  .5)1( у  

 

3. Решить задачу Коши  044  yyy , 0)0( у ,  .0)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(67 xfyyy  , где )3()( 2  xexf x
 

 

5. Решить уравнение 

а) xyy 3cos129   

б) 
хxеyyy 32   

в) xxyy 3sin3cos2   

 

15 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а)
 

04)(2 22  dxydyyyx                     б) xyyyx 2)( 22   

в) 1)1( 2  xyyx                                        г) 
22 yxyyx   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) ytgxy IV  ,  

б) yyy 3cossin2 , 0)0( у ,  .1)0( у  

 

3. Решить задачу Коши  0848  yyy , 1)0( у ,  .1)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(107 xfyyy  , где xexf x cos)( 2  

 

5. Решить уравнение 

а)
xеxyyy 4)1(45   

б) 
xyyy sin23   

в) 
хеyy  255  

 

16 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 
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а) 
xx eyye   )1(                                           б) yxyxy  322 2)2(  

в) 
232 xyyx                                               г)

 

22xy
x

y
y   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 0
1


x
yyx ,  

б) yyy cossin32 3 , 2)1( у ,  4)1( у  

 

3. Решить задачу Коши  0158  yyy , 0)0( у ,  .2)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(6 xfyyy  , где xexf 23)(   

 

5. Решить уравнение 

а) xxyyy 3cos3sin296   

б) 
хехyyy 232   

в) 
хеyy 71449   

 

17 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) dxxyydyxydyxdx 22 525                    б)
 x

y
xtgyyx   

в) 

2

22 xxexyy                                           г)
 

22 42 yxyyx   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) ctgxyyctgx  ,  

б) 
398yy  , 1)1( у ,  7)1( у  

 

3.  Решить задачу Коши  02410  yyy , 0)0( у ,  .0)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(2410 xfyyy  , где 23)( 2  xxxf  

 

5. Решить уравнение 

а) xyy 5sin525   

б) 
хх хееyyy   443  

в) 
242 xyyy   
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18 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) dxxyydyxydyxdx 22 24                      б) 
x

y

xeyyx   

в) 1)( 32  yyxxy                                        г) 
xeyxyy cos2sin   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 
32 2)1( xyxyx  ,  

б) 0493 yy , 7)3( у ,  1)3( у  

 

3. Решить задачу Коши  0229  yyy , 0)0( у ,  .0)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(158 xfyyy  , где )35()( 5  xexf x
 

 

5. Решить уравнение 

а) xyy 4sin216   

б) 
ххеyyy 32   

в) 
хеxyyyy )67(44   

 

19 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 
xx yeye  )1(                                           б)

 
xdydxyxy  )(  

в) 
422 xyyx                                             г)

 
2

2

x

y

x

y
y   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 
x

yyx
1

 ,  

б) 1164 43  yyy , 22() у ,  21)0( у  

 

3. Решить задачу Коши  0152  yyy , 1)0( у ,  .1)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(5615 xfyyy  , где )cos2(sin)( 8 xxexf x  
 

 

5. Решить уравнение 

а)
xеxyyy 2)34(23   
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б) 
xyy sin  

в) 333  xyyyy IV  

20 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) dxxyydyxydyxdx 22 1036                  б)
 

yyxyx  22  

в) yxyx 24)12(                                    г) 
33 yxxyy   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 134  yxyx ,  

б) 0cossin8 3  yyy , 0)0( у ,  2)0( у  

 

3. Решить задачу Коши  0365  yyy , 0)0( у ,  .0)0( у  

 

4.  Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(145 xfyyy  , где 
xxexf 2)(   

 

5. Решить уравнение 

а) xеyyy x 2sin136 3  

б) 
хеxyyy 22445   

в) 
хеyyy 445   

 

21 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 0)8(  dxyedye xx
                              б) 

22 )2( yxyyxyx   

в) 
xeyyx  )(                                            г) 

xeyyy 22   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 1)1(  xyyx ,  

б) 
372yy  , 1)2( у ,  6)2( у  

 

3.  Решить задачу Коши  03314  yyy , 0)0( у ,  .8)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(6 xfyy  , где 35)( 3  xxf  

 

5. Решить уравнение 

а) )2cos2(sin84 2 xxеyyy x   
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б) 
хxеyyy 244   

в) 56  xyy  

22 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а)
 

014 22  dyxydxyx                   б) 034)32(  yxyxy  

в) )cos( xxyxy                                      г) 
22 2)1( xyxyyx   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) yytgx  2 ,  

б) 0363 yy , 3)0( у ,  2)0( у  

 

3. Решить задачу Коши  05  yy , 0)0( у ,  .0)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(16 xfyy  , где xxf 4sin5)(   

 

5. Решить уравнение 

а) xyy 4cos316   

б) 
22124 2  xxyy  

в) xеyyy х 6sin44 2  

 

23 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) dxxyydyxydyxdx 22 2362               б)

 
223

2

yx

xy
y


  

в) 
012  xyyx

                               г)
 

1

1




 y
x

y
y  

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) xyxyx  23
,  

б) yyy cossin18 3 , 2)1( у ,  3)1( у  

 

3. Решить задачу Коши  067  yyy , 0)0( у ,  .0)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(25 xfyy  , где )5cos25sin3()( xxexf x   

 

5. Решить уравнение 
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а) )2cos2(sin84 2 xxеyyy x  
 

б) 
ххеyyy 496   

в) 432 2  xxyy  

 

24вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 
0)1( 2  dxeydyey xx

                         б) )2()(2 2222 xyyyxyx   

в) 
xxyy 2sincos 

                             г)
  

2хухyy   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 022  yyxctg ,  

б) 164 43  yyy , 22)0( у ,  21)0( у  

 

3. Решить задачу Коши  0110  yyy , 2)0( у ,  .1)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(4 xfyy  , где )12()( 2  xexf x  

 

5. Решить уравнение 

а)
xеyyy 552510   

б) 
xyy cos362   

в) 
хеxyyyy )2016(375   

 

25 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а)
 

014 22  dyxydxyx                     б)
 

22 xyyx   

в)
 

xexy
x

y 33


                                        
г) 

3322 уххуу   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 055  yyxtg ,  

б) 
350yy  , 1)3( у ,  .5)3( у  

 

3. Решить задачу Коши  05615  yyy , 3)0( у ,  .0)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(9 xfyy  , где xxxf 3cos3sin)(   
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5. Решить уравнение 

а) xxyy 5cos25sin39   

б) 
xеyy х 183 3   

в) 
хеxyyyy )48(35   

 

26 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 0)1(2  dxxyxydy                            б) xydxdyxy  )3( 24  

в)
 x

e

x

y
y

x







11

4

                                   
г)

 
xуyyх ln2  

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 0
sin

1


x
yytgx ,  

б) 0253 yy , 5)2( у ,  .1)2( у  

 

3. Решить задачу Коши  08  yy , 1)0( у ,  .1)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 
)(2410 xfyyy  , где xxf 3sin2)(   

 

5.  Решить уравнение 

а) xxyy 3cos23sin34   

б) 
xеxyyyy )1216(254   

в) 
хеyyy 232   

 

27 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 0)1(2)1( 2  dxexdyxe yy
             б) 0)(2 223  dyxyxdxy  

в)
 

12
12

3 


 xe
x

y
y x

                       
г) 0cos2  xyуtgxу  

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) xyyx  ,  

б) 0cossin18 3  yyy , 0)0( у ,  3)0( у  

 

3. Решить задачу Коши  06  yyy , 2)0( у ,  .1)0( у  
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4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(xfyy  , где xxxf cossin4)(   

 

5. Решить уравнение 

а) xyy 8sin864   

б) 
хеxyyyy )2016(375   

в) xxyyy 2323 2   

 

28 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 0)1( 22  xyyx                                б) dyyyxdxxy )3(4 322   

в) yxyx 2                                           г) 
04 2  ухуух  

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) yyx 2 ,  

б) yyy cossin8 3 , 2)1( у ,  2)1( у  

 

3. Решить задачу Коши  02410  yyy , 1)0( у ,  .7)0( у  

 

4.Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(3 xfyy  , где )cos5sin2()( 3 xxexf x   

 

5. Решить уравнение 

а) xyy 2sin10100   

б) 
хеxyyy 2)52(2   

в) 11213  xyyy  
 

29 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 
24 yytgxy                                        б) 0)52(  xdydxxy  

в) 
xexyy sincos 
                               г) 

2/2 32 уxyyx   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) 0 xyyx ,  

б) yyy cossin50 3 , 2)1( у ,  .5)1( у  

 

3. Решить задачу Коши  0158  yyy , 5)0( у ,  .1)0( у  
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4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(5 xfyy  , где 
xexxf 5)62()(   

5. Решить уравнение 

а)
xеyyy 3534   

б) 
xxyy 5sin35cos2   

в) 
хxеyyy 496   

 

30 вариант 

 

1. Найти  общий интеграл  дифференциального уравнения 

а) 0)()1( 22  dxxxyydyx                 б)
 x

yxy
yx

2
  

в)
 

3

23

x
y

x
y 

                                        
г)

 

32ху
x

y
y   

 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения 

а) yyxx ln ,  

б) 0163 yy , 2)1( у ,  2)1( у  

 

3. Решить задачу Коши  065  yyy , 4)0( у ,  .0)0( у  

 

4. Запишите вид частного решения дифференциального уравнения 

)(44 xfyyy  , где )cos(sin)( 2 xxexf x   
 

5. Решить уравнение 

а) xxеyyy  523  

б) 
xеyy х cos2  

в) 123 2  xxyy  
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