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Ïðåäèñëîâèå

Ôèçèêà òâåðäîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ðàçäåëîâ ñî-

âðåìåííîé �èçèêè. Òâåðäîå òåëî, ñ åãî ñëîæíûìè ýëåêòðè÷åñêè-

ìè, îïòè÷åñêèìè, òåïëîâûìè è ìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè, ïðåä-

ñòàâëÿåò ÷ðåçâû÷àéíî ïðèâëåêàòåëüíûé îáúåêò êàê äëÿ �óíäà-

ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, òàê è ïðåæäå âñåãî äëÿ òåõíè÷åñêèõ

ïðèëîæåíèé. Â ýòîì íàïðàâëåíèè �èçèêè óäàåòñÿ ïðîñëåäèòü âî

âñåõ äåòàëÿõ î÷åíü ñëîæíûå ÿâëåíèÿ, êîòîðûì ìîæåò áûòü äàíî

àäåêâàòíîå òåîðåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå, îñíîâàííîå íà êâàíòîâî-

ìåõàíè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ.

Îäíîé èç öåíòðàëüíûõ êîíöåïöèé ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé òåî-

ðèè òâåðäîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ êîíöåïöèÿ ýëåìåíòàðíîãî âîçáóæäå-

íèÿ èëè êâàçè÷àñòèöû. Òâåðäîå òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð

ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìíîãèõ ÷àñòèö, ñïåöè�èêà êîòîðîé

ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåé ìîæíî îñóùåñòâèòü äîñòàòî÷íî ÷åòêîå

ðàçäåëåíèå íà ïîäñèñòåìû ñî ñâîèìè õàðàêòåðíûìè îñîáåííî-

ñòÿìè. Ïîýòîìó òâåðäîå òåëî êàê îáúåêò èññëåäîâàíèÿ îòëè÷à-

åòñÿ ðàçíîîáðàçèåì ñóùåñòâóþùèõ â íåì ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæ-

äåíèé, äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êîòîðûõ çà÷àñòóþ ìîæåò

áûòü îïðåäåëåí ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðâàë òåìïåðàòóð, â êîòî-

ðîì ïîâåäåíèå äàííîé ïîäñèñòåìû ïîä÷èíÿåòñÿ êâàíòîâîé ñòà-

òèñòèêå èäåàëüíûõ áîçå- èëè �åðìè-ãàçîâ, à âíå ýòîãî èíòåðâàëà

âçàèìîäåéñòâèå êâàçè÷àñòèö ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî ìåòîäàìè

òåîðèè âîçìóùåíèé.

Êîíöåïöèÿ ýëåìåíòàðíîãî âîçáóæäåíèÿ â òåîðèè òâåðäîãî òå-

ëà âîçíèêëà ñ âíåäðåíèåì â íåå ìåòîäîâ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ,

êîòîðûå ñàìè ïðè ýòîì ïðåòåðïåëè çàìåòíûå èçìåíåíèÿ. Ïîýòî-

ìó âîïðîñû îïèñàíèÿ øèðîêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñâîéñòâ ñîâðåìåí-

íûõ ìàòåðèàëîâ ñòðîèòñÿ ñåé÷àñ íà ñîëèäíîì �óíäàìåíòå ïðè-

ìåíåíèÿ èçîùðåííûõ êâàíòîâî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ïîëåâûõ ìåòîäîâ

ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ î ðàçíîîáðàçíûõ ýëåìåíòàðíûõ

âîçáóæäåíèé - êâàçè÷àñòèö.

Ïðè ðàçâèòèè òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñâîéñòâ òâåðäîãî òåëà

ïðåäñòàâëåíèÿ î òåõ èëè èíûõ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèÿõ áûëè

ââåäåíû èçíà÷àëüíî äëÿ èäåàëüíûõ êðèñòàëëîâ. Â ïîñëåäóþùåì

äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ðåàëüíûõ êðèñòàëëîâ ñ øèðîêèì ðàçíî-

îáðàçèåì ðàçëè÷íûõ äå�åêòîâ ñòðóêòóðû ïîòðåáîâàëîñü ðåøàòü

âîïðîñû ìîäè�èêàöèè äàííûõ ïðåäñòàâëåíèé, âûäåëÿÿ ñïåöè-
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�è÷åñêèå ñòîðîíû âëèÿíèÿ ðàçìåðíîñòè äå�åêòîâ íà ýíåðãåòè-

÷åñêèé ñïåêòð âîçáóæäåíèé è ââîäÿ êîíöåïöèþ ëîêàëèçàöèè âîç-

áóæäåíèé íà äå�åêòàõ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áóðíîãî ðàçâèòèÿ è âíåäðåíèÿ íàíîòåõíî-

ëîãèé âîçíèêëà íîâàÿ ïîòðåáíîñòü â ìîäè�èêàöèè ïðåäñòàâëå-

íèé îá ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèÿõ â �èçèêå íàíîîáúåêòîâ. Äëÿ

òîãî, ÷òîáû ïîíèìàòü äëÿ êàêèõ òèïîâ íàíîîáúåêòîâ ìîæíî åùå

ïðèìåíÿòü ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ, à â êàêèõ ñëó÷àÿõ èõ ïðèìåíå-

íèå ÿâëÿåòñÿ îøèáî÷íûì, íåîáõîäèìî ìîëîäûì èññëåäîâàòåëÿì

ðåêîìåíäîâàòü äåòàëüíîå èçó÷åíèå ïðèíöèïîâ òåîðèè ýëåìåíòàð-

íûõ âîçáóæäåíèé è îáëàñòè èõ ïðèìåíèìîñòè. Íàñòîÿùåå ó÷åá-

íîå ïîñîáèå îðèåíòèðîâàíî íà ýòè öåëè: äåòàëüíî ðàññìîòðåíû

ïðèíöèïû ââåäåíèÿ îáúåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ýëåìåíòàðíûõ

âîçáóæäåíèé, ìîäè�èêàöèÿ ñâîéñòâ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé

çà ñ÷åò âëèÿíèÿ òî÷å÷íûõ äå�åêòîâ.

Â îòëè÷èå îò ìíîãèõ êíèã ïî òåîðèè òâåðäîãî òåëà â äàííîì

ó÷åáíîì ïîñîáèè âïåðâûå ïðåäñòàâëåíû îñíîâû ìåòîäà �óíêöè-

îíàëà ïëîòíîñòè (ÌÔÏ) è ïîñëåäîâàòåëüíî èçëîæåíà ìåòîäè-

êà ñàìîñîãëàñîâàííîãî ðàñ÷åòà ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè è ðàáîòû

âûõîäà ìåòàëëîâ â ðàìêàõ ÌÔÏ ñ ó÷åòîì ãðàäèåíòíûõ ïîïðà-

âîê íà íåîäíîðîäíîñòü ýëåêòðîííîãî ãàçà â ïðèïîâåðõíîñòíîé

îáëàñòè äëÿ êèíåòè÷åñêîé è îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèé.

�àññìîòðåíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ èñïîëüçóåìûõ â íàó÷íîé ëèòå-

ðàòóðå ïðèáëèæåíèé äëÿ îáìåííî-êîððåëÿöèîííûõ ïîïðàâîê ê

ïëîòíîñòè ýíåðãèè íåîäíîðîäíîé ýëåêòðîííîé ñèñòåìû íà çíà÷å-

íèÿ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè è ðàáîòû âûõîäà, êàê äëÿ ïðîñòûõ,

òàê è äëÿ ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ. Äåìîíñòðèðóþòñÿ ìåòîäèêà è

ðåçóëüòàòû ñàìîñîãëàñîâàííîãî ðàñ÷åòà âåëè÷èíû ñìåùåíèÿ ïî-

âåðõíîñòíîé èîííîé ïëîñêîñòè â ðàçëè÷íûõ ìåòàëëàõ è ïðîâåäåí

àíàëèç âëèÿíèÿ äàííûõ ðåëàêñàöèîííûõ ý��åêòîâ íà çíà÷åíèÿ

ïîâåðõíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ðÿäà ìåòàëëîâ.

Â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè çàêëþ÷èòåëüíàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà

ñòðóêòóðíûì �àçîâûì ïåðåõîäàì êàê ÿâëåíèÿì òèïè÷íûì äëÿ

áîëüøèíñòâà òâåðäûõ òåë è îïèñûâàþùèì èçìåíåíèÿ èõ ìàêðî-

ñêîïè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè èçìåíåíèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ óñëî-

âèé ñóùåñòâîâàíèÿ. Èçó÷åíèå ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ

õàðàêòåðèçîâàëîñü áóðíûì ðàçâèòèåì â 60 - 70-õ ãîäû äâàäöàòî-

ãî âåêà áëàãîäàðÿ ñîçäàíèþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ, êîòî-

ðûå ïîçâîëèëè áîëåå òî÷íî èçó÷àòü ìèêðîñêîïè÷åñêèå ñâîé-
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ñòâà. Â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû íåéòðîííîé ñïåêòðîñêîïèè, êîìáè-

íàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ, à òàêæå ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà îêàçàëèñü

îñîáåííî ý��åêòèâíûìè. Îíè ïîêàçàëè, íàñêîëüêî ìíîãî÷èñëåí-

íûå è ðàçíîîáðàçíûå ÿâëåíèÿ ìîãóò ïðîòåêàòü â ñèñòåìàõ, èñïû-

òûâàþùèõ ñòðóêòóðíûå �àçîâûå ïåðåõîäû. Â ó÷åáíîì ïîñîáèè

îïèñàíî ðàçâèòèå èññëåäîâàíèé â îáëàñòè èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ

�àçîâûõ ïåðåõîäîâ â ðàìêàõ åäèíîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà

�åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè Ëàíäàó; îáñóæäåíû ñèòóàöèè, êîãäà

òåîðèÿ Ëàíäàó îêàçûâàåòñÿ íåàäåêâàòíîé, è ïðîâåäåíî ðàññìîò-

ðåíèå â ðàìêàõ ñîâðåìåííîé �ëóêòóàöèîííîé òåîðèè �àçîâûõ

ïåðåõîäîâ ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ε-ðàçëîæåíèÿ Ê. Âèëüñîíà.
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�ëàâà 1

Êëàññè�èêàöèÿ òâåðäûõ òåë. Êðèñòàëëè-

÷åñêàÿ ñòðóêòóðà. Êâàíòîâûå ñëåäñòâèÿ

òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè êðèñòàëëîâ

1.1. Êëàññè�èêàöèÿ òâåðäûõ òåë è êðè-

ñòàëëîâ

Âåùåñòâî ñóùåñòâóåò â òâåðäîì, æèäêîì, ãàçîîáðàçíîì è ïëàç-

ìåííîì ñîñòîÿíèÿõ. Â òâåðäîì ñîñòîÿíèè âåùåñòâî ÿâëÿåòñÿ êðè-

ñòàëëè÷åñêèì èëè àìîð�íûì. Êðèñòàëëè÷åñêèå òâåðäûå òåëà

èìåþò óïîðÿäî÷åííîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïîëîæåíèå èîíîâ,

àòîìîâ èëè ìîëåêóë. Â àìîð�íûõ òâåðäûõ òåëàõ îòñóòñòâóåò

äàëüíèé ïîðÿäîê â ðàñïîëîæåíèè ÷àñòèö, íî âîçìîæåí áëèæíèé

ïîðÿäîê, îïðåäåëÿåìûé ñâÿçÿìè ñîñåäíèõ ÷àñòèö. Ïîä áëèæíèì

ïîðÿäêîì ïîíèìàþò óïîðÿäî÷åííîå ðàñïîëîæåíèå àòîìîâ â ñ�å-

ðå ñ ðàäèóñîì â íåñêîëüêî ìåæàòîìíûõ ðàññòîÿíèé. Ïîä äàëüíèì

ïîðÿäêîì ïîíèìàåòñÿ ñèììåòðè÷íîå óïîðÿäî÷åííîå ðàñïðåäåëå-

íèå àòîìîâ âî âñåì çàíèìàåìîì îáúåìå.

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ àìîð�íûõ òâåðäûõ òåë ÿâëÿåò-

ñÿ îòñóòñòâèå �èêñèðîâàííîé òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ: ìàòåðè-

àë ïî ìåðå íàãðåâàíèÿ ïîñòåïåííî ðàçìÿã÷àåòñÿ è ïåðåõîäèò â

æèäêîå ñîñòîÿíèå, à òàêæå èçîòðîïíîñòü èõ �èçè÷åñêèõ õàðàê-

òåðèñòèê, ò.å. íåçàâèñèìîñòü âñåõ �èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ (ìåõàíè÷å-

ñêèõ, îïòè÷åñêèõ è ò. ä.) îò íàïðàâëåíèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.

Ìîëåêóëû è àòîìû â àìîð�íûõ òâåðäûõ òåëàõ ðàñïîëàãàþòñÿ

õàîòè÷íî, îáðàçóÿ ëèøü íåáîëüøèå ëîêàëüíûå ãðóïïû, ñîäåðæà-

ùèå íåñêîëüêî ÷àñòèö. Ïî ñâîåé ñòðóêòóðå àìîð�íûå òåëà î÷åíü

áëèçêè ê æèäêîñòÿì. Ïðèìåðàìè àìîð�íûõ òâåðäûõ òåë ÿâëÿ-

þòñÿ ðàçëè÷íûå ñòåêëà [107℄ (ñèëèêàòíûå, äèïîëüíûå, ìåòàëëè-

÷åñêèå, ñïèíîâûå è ò.ä.), åñòåñòâåííûå è èñêóññòâåííûå ñìîëû,

êëåè, ïàðà�èí, âîñê è äð.

Àìîð�íîå ñîñòîÿíèå ìíîãèõ âåùåñòâ ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûñîêîé

ñêîðîñòè çàòâåðäåâàíèÿ (îñòûâàíèÿ) æèäêîãî ðàñïëàâà, èëè ïðè
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êîíäåíñàöèè ïàðîâ íà îõëàæä¼ííóþ çàìåòíî íèæå òåìïåðàòóðû

ïëàâëåíèÿ ïîâåðõíîñòü - ïîäëîæêó. Ó ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ àìîð�-

íîå ñîñòîÿíèå �îðìèðóåòñÿ, êàê ïðàâèëî, åñëè ðàñïëàâ îõëàæäà-

åòñÿ çà âðåìÿ ïîðÿäêà äîëåé - äåñÿòêîâ ìèëëèñåêóíä; äëÿ ñò¼êîë

äîñòàòî÷íî íàìíîãî ìåíüøåé ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ � ñîòíè è

òûñÿ÷è ëåò [90℄.

Àìîð�íûå òâåðäûå òåëà íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ïî-

ëóïðîâîäíèêîâîé ýëåêòðîíèêå. Îäíàêî òåîðèÿ àìîð�íûõ òâåð-

äûõ òåë åùå íå ïîñòðîåíà, èññëåäîâàíèÿ �èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ

àìîð�íûõ òâåðäûõ òåë ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì íàó÷íûì íàïðàâ-

ëåíèåì [36,38, 39℄.

Â äàííîé êíèãå �èçèêà àìîð�íûõ òâåðäûõ òåë íå ðàññìàòðè-

âàåòñÿ. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ìàòåðèàëà êíèãè (1-6 ãëàâû) ïîñâÿùåíà

òåîðèè èäåàëüíûõ êðèñòàëëîâ, íå ñîäåðæàùèõ íàðóøåíèé - äå-

�åêòîâ â ñòðîãî óïîðÿäî÷åííîì ïåðèîäè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè

àòîìîâ, èîíîâ, ìîëåêóë. Ëèøü â 7 ãëàâå ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå

òèïû äå�åêòîâ ñòðóêòóðû (òî÷å÷íûå, ëèíåéíûå, ïîâåðõíîñòíûå,

îáúåìíûå) è èõ âëèÿíèå íà îñíîâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, çàêîíîìåð-

íîñòè è õàðàêòåðèñòèêè, ââåäåííûå äëÿ èäåàëüíûõ êðèñòàëëè-

÷åñêèõ òâåðäûõ òåë. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ïîâåðõíîñòíûì

ýëåìåíòàðíûì âîçáóæäåíèÿì â ñâÿçè ñ âîçðîñøåé ðîëüþ �èçè-

êè ïîâåðõíîñòè â ñîâðåìåííûõ �óíäàìåíòàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ

íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ.

1.1.1. Òèïû ñâÿçåé àòîìîâ â òâåðäûõ òåëàõ.

Èîííûå, êîâàëåíòíûå êðèñòàëëû, ìåòàë-

ëû, ìîëåêóëÿðíûå êðèñòàëëû è êðèñòàë-

ëû ñ âîäîðîäíîé ñâÿçüþ

Ïî òèïó ñâÿçè, õàðàêòåðó ñèë, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé àòîìû

(èîíû), êðèñòàëëû êëàññè�èöèðóþòñÿ íà èîííûå, êîâàëåíòíûå,

ìåòàëëè÷åñêèå, ìîëåêóëÿðíûå è êðèñòàëëû ñ âîäîðîäíîé ñâÿçüþ.

Èîííûå êðèñòàëëû ñîñòîÿò èç ÷åðåäóþùèõñÿ ïîëîæèòåëü-

íûõ è îòðèöàòåëüíûõ èîíîâ, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ â ðåçóëüòàòå

ïåðåõîäîâ ýëåêòðîíîâ îò àòîìîâ îäíîãî ýëåìåíòà ê àòîìàì äðóãî-

ãî ýëåìåíòà. Òàêèå èîíû îáðàçóþòñÿ, íàïðèìåð, ïðè âçàèìîäåé-

ñòâèè ùåëî÷íûõ èëè ùåëî÷íîçåìåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ ãàëîãåíàìè.

Ïðè ïåðåõîäå 3s1-ýëåêòðîíà íàòðèÿ Na íà ñâîáîäíûé 3p-óðîâåíü
õëîðà Cl (3s2 3p5) îáðàçóþòñÿ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå èîíû
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Na

+
è Cl

−
ñ ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûìè 3p-ïîäãðóïïàìè è ñâîáîä-

íûìè âàëåíòíûìè îáîëî÷êàìè. Êàæäûé èç ýòèõ èîíîâ äåéñòâóåò

êàê òî÷å÷íûé (+) èëè (-) çàðÿä è ñîçäàåò ñ�åðè÷åñêè ñèììåò-

ðè÷íîå êóëîíîâñêîå ïîëå. Ïîýòîìó ñèëû, äåéñòâóþùèå ìåæäó

èîíàìè (èîííàÿ ñâÿçü), íåíàïðàâëåííûå è íåíàñûùåííûå. Êàæ-

äûé èîí ñòðåìèòñÿ îêðóæèòü ñåáÿ ìàêñèìàëüíî áîëüøèì ÷èñëîì

èîíîâ ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò ãèãàíò-

ñêàÿ "ìîëåêóëà" - èîííûé êðèñòàëë. Â ñëó÷àå èîííîãî êðèñòàëëà

NaCl ÷åðåäóþùèåñÿ èîíû ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà ðàñïîëàãàþò-

ñÿ ïî çàêîíó øàõìàòíîé äîñêè.

Äëÿ èîííûõ êðèñòàëëîâ õàðàêòåðíû ñèëüíîå ïîãëîùåíèå èç-

ëó÷åíèÿ â ÈÊ îáëàñòè, íåçíà÷èòåëüíàÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòü ïðè

íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ è õîðîøàÿ èîííàÿ ïðîâîäèìîñòü ïðè âûñî-

êèõ òåìïåðàòóðàõ.

Â êîâàëåíòíûõ êðèñòàëëàõ ñâÿçü îáðàçóåòñÿ ïàðàìè âà-

ëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ, èìåþùèõ ïðîòèâîïîëîæíûå ïðîåêöèè ñïè-

íîâ. Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ ìîæåò îêàçàòü-

ñÿ çíà÷èòåëüíîé â îáëàñòè ìåæäó èîíàìè (â îòëè÷èå îò èîííûõ

êðèñòàëëîâ, â êîòîðûõ âàëåíòíûå ýëåêòðîíû â îñíîâíîì ëîêà-

ëèçîâàíû ó îïðåäåëåííûõ èîíîâ). Äëÿ êîâàëåíòíîé ñâÿçè õàðàê-

òåðíà ïðîñòðàíñòâåííàÿ íàïðàâëåííîñòü, îáóñëîâëåííàÿ ãèáðè-

äèçàöèåé s - è p - ñîñòîÿíèé. Òàê, àòîì óãëåðîäà, èìåþùèé äâà

âàëåíòíûõ ýëåêòðîíà â 2s - ñîñòîÿíèè è äâà âàëåíòíûõ ýëåêòðî-
íà â 2p - ñîñòîÿíèè, îáðàçóåò ÷åòûðå ýëåêòðîííûå ïàðû ñ ñî-

ñåäíèìè àòîìàìè, ðàñïîëîæåííûìè â âåðøèíàõ òåòðàýäðà (óã-

ëåðîäíàÿ ñâÿçü). Ïðèìåðîì êîâàëåíòíûõ êðèñòàëëîâ ÿâëÿåòñÿ

àëìàç. Åñëè ïðî÷íîñòü s - ñâÿçè ïðèíÿòü çà åäèíèöó, òî ïðî÷-

íîñòü p - ñâÿçè áóäåò

√
3, à ïðî÷íîñòü sp - ãèáðèäèçèðîâàííîé

ñâÿçè (1 +
√
3)/

√
2 = 1.932. Ýòîò ðåçóëüòàò îáúÿñíÿåò ëèíåéíóþ

öåíòðîñèììåòðè÷íóþ �îðìó ìîëåêóëû BeF2.

Ïðî÷íîñòü ãèáðèäíîé ñâÿçè äëÿ sp2-ýëåìåíòîâ ðàâíà 1,991 è
ãèáðèäíûå �óíêöèè îáðàçóþò ïëîñêóþ ñèììåòðè÷íóþ êîí�èãó-

ðàöèþ ñ âàëåíòíûìè óãëàìè 1200. Ïðî÷íîñòü ýòèõ ãèáðèäíûõ

ñâÿçåé ïðåâûøàåò ïðî÷íîñòè íå òîëüêî s - è p - ñâÿçåé, íî è

ãèáðèäíûõ sp - ñâÿçåé. Ýòî è îáúÿñíÿåò ïðàâèëüíóþ òðåóãîëü-

íóþ �îðìó ìîëåêóëû BF3. Ïðî÷íîñòü sp
3
ñâÿçè ðàâíà 2. Ýòà

ãèáðèäèçàöèÿ îáúÿñíÿåò òåòðàýäðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó àëìàçà è

äðóãèõ ýëåìåíòîâ IV B ïîäãðóïïû. Òåîðèÿ ãèáðèäíûõ ñîñòîÿíèé

(Ë. Ïîëèíã, 1928 ã.) [12, 79℄ ïîçâîëèëà íå òîëüêî îáúÿñíèòü ðà-
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íåå èçâåñòíûå âàëåíòíûå êîí�èãóðàöèè, íî è ïðåäñêàçàòü íîâûå

òèïû êîí�èãóðàöèé.

Â ïåðåõîäíûõ ìåòàëëàõ ó÷àñòèå â ñâÿçÿõ d - ýëåêòðîíîâ ñ

ïðî÷íîñòüþ îòäåëüíîé d - ñâÿçè, ðàâíîé

√
5 = 2.236, ïîçâîëè-

ëî ïðåäñêàçàòü äëÿ dsp2 - ãèáðèäèçàöèè êâàäðàòíóþ êîí�èãó-

ðàöèþ, íàéäåííóþ âñêîðå â êîìïëåêñàõ ïëàòèíû. Äëÿ ñëó÷àÿ

d2sp3 - ãèáðèäèçàöèè îáðàçóåòñÿ øåñòü ýêâèâàëåíòíûõ ãèáðèä-

íûõ ñâÿçåé, íàïðàâëåííûõ ê âåðøèíàì ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà.

Ýòà êîîðäèíàöèÿ ðàñïðîñòðàíåíà â êîìïëåêñàõ ïåðåõîäíûõ ìå-

òàëëîâ. Ó÷àñòèå d - ýëåêòðîíîâ â ãèáðèäèçàöèè ïîâûøàåò ïðî÷-
íîñòü ñâÿçåé. Íàèáîëüøàÿ ïðî÷íîñòü ñâÿçè, îáðàçóåìîé ãèáðèä-

íûìè �óíêöèÿìè èç s−, p−, d - �óíêöèé, ðàâíà 3. Äëÿ êîâàëåíò-
íûõ êðèñòàëëîâ õàðàêòåðíû áîëüøàÿ òâåðäîñòü è ìàëàÿ ýëåêòðî-

ïðîâîäíîñòü ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ.

Â ðÿäå êðèñòàëëîâ ñâÿçü ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé ìåæäó èîí-

íîé è êîâàëåíòíîé. Òàê, â êðèñòàëëàõ ñîåäèíåíèÿ InSb ïëîòíîñòü

ýëåêòðîíîâ áîëüøå ó ñóðüìû Sb, ÷åì ó èíäèÿ In. Â êðèñòàëëàõ

ñåðíèñòîãî öèíêà ZnS âàëåíòíûå ýëåêòðîíû ñîñðåäîòî÷åíû â îñ-

íîâíîì ó àòîìîâ ñåðû. Êîâàëåíòíûå è èîííûå ñâÿçè ðàññìàòðè-

âàþò êàê äâà ðîäà õèìè÷åñêîé ñâÿçè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê îáðà-

çîâàíèþ ìîëåêóë.

Â ìåòàëëè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ ñâÿçü îáðàçóåòñÿ âçàèìî-

äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ èîíîâ

è êîëëåêòèâèçèðîâàííûõ âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ, êîòîðûå ìîãóò

ïåðåìåùàòüñÿ ïî âñåìó êðèñòàëëó (ýëåêòðîííûé ãàç èëè ýëåê-

òðîííàÿ æèäêîñòü). Â ìåòàëëàõ èìåþùåãîñÿ ÷èñëà âàëåíòíûõ

ýëåêòðîíîâ ó êàæäîãî àòîìà îáû÷íî íåäîñòàòî÷íî äëÿ îáðàçî-

âàíèÿ êîâàëåíòíûõ äâóõýëåêòðîííûõ ñâÿçåé ñî âñåìè áëèæàé-

øèìè ñîñåäÿìè. Íàïðèìåð, â êðèñòàëëå ëèòèÿ Li (ÎÖÊ - ðåøåò-

êà) êàæäûé àòîì èìååò âîñåìü áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Äëÿ îáðàçî-

âàíèÿ äâóõýëåêòðîííûõ ñâÿçåé ñî âñåìè áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè

àòîì ëèòèÿ äîëæåí áûë áû èìåòü íå îäèí, à âîñåìü âàëåíòíûõ

ýëåêòðîíîâ. Òàêèì îáðàçîì, â ìåòàëëè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ (â îò-

ëè÷èå îò èîííûõ è êîâàëåíòíûõ) ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîå ÷èñëî

âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ ñâÿçûâàåò áîëüøîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ

èîíîâ. Äëÿ ìåòàëëîâ õàðàêòåðíû âûñîêàÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòü,

áîëüøàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü è âûñîêàÿ ïëàñòè÷íîñòü.

Ñóùåñòâóåò ðÿä ïðîìåæóòî÷íûõ ãðàäàöèé îò ìåòàëëè÷åñêîé

äî êîâàëåíòíîé. Õàðàêòåð ñâÿçè ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïå-
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íüþ çàñòðîéêè âàëåíòíîé ýëåêòðîííîé îáîëî÷êè àòîìîâ. Ýëåìåí-

òû, çàâåðøàþùèå çàñòðîéêó âàëåíòíîé îáîëî÷êè, îáðàçóþò êîâà-

ëåíòíûå ñâÿçè, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì íàïðàâëåííîñòè è íàñû-

ùåííîñòè. Ýëåìåíòû, íà÷èíàþùèå çàñòðîéêó âàëåíòíîé îáîëî÷-

êè, îáðàçóþò ìåòàëëè÷åñêèå ñâÿçè, ÿâëÿþùèåñÿ íåíàïðàâëåííû-

ìè è íåíàñûùåííûìè.

Â ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëàõ, êàê è â êîâàëåíòíûõ, îñíîâ-

íûìè ñòðóêòóðíûìè åäèíèöàìè ÿâëÿþòñÿ íåéòðàëüíûå îáúåêòû

- àòîìû è ìîëåêóëû, ìåæäó êîòîðûìè äåéñòâóþò ñèëû Âàí-äåð-

Âààëüñà. Ïðè êîâàëåíòíûõ ñâÿçÿõ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ îïðå-

äåëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïåðåêðûòèÿ ýëåêòðîííûõ ïëîòíîñòåé âçàèìî-

äåéñòâóþùèõ àòîìîâ è óáûâàåò ñ ðàññòîÿíèåì ýêñïîíåíöèàëüíî,

òàê êàê ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ óâå-

ëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà àòîìà. Ñèëû Âàí-äåð-Âààëüñà,

èõ åùå íàçûâàþò ìåæìîëåêóëÿðíûìè äèñïåðñèîííûìè ñèëàìè,

óáûâàþò ñ ðàññòîÿíèåì îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî øåñòîé ñòå-

ïåíè ðàññòîÿíèÿ. Ñèëû Âàí-äåð-Âààëüñà âñåãäà èìåþò õàðàêòåð

ïðèòÿæåíèÿ. Êðîìå òîãî, çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ýòèõ ñèë ÿâ-

ëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè äåéñòâóþò ìåæäó îáúåêòàìè (àòîìàìè, ìî-

ëåêóëàìè) íå òîëüêî ýëåêòðè÷åñêè íåéòðàëüíûìè, íî è íå îáëà-

äàþùèìè ýëåêòðè÷åñêèìè ìîìåíòàìè. Òàê, íàïðèìåð, îíè äåé-

ñòâóþò ìåæäó àòîìàìè He, ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà â êîòîðûõ îá-

ëàäàåò øàðîâîé ñèììåòðèåé, òàê ÷òî ýòè àòîìû íå îáëàäàþò íè

äèïîëüíûì, íè êâàäðóïîëüíûì, íè êàêèì-ëèáî âûñøèì ýëåêòðè-

÷åñêèì ìîìåíòîì. Âòîðîå âàæíîå ñâîéñòâî ýòèõ ñèë çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî ýòè ñèëû íå çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû. Ïðèðîäà ýòèõ

ñèë êâàíòîâàÿ.

Ïîÿñíèì íà ïðîñòîì ïðèìåðå îñíîâíóþ èäåþ êâàíòîâîé òåî-

ðèè ñèë Âàí-äåð-Âààëüñà. Âìåñòî ðåàëüíûõ àòîìîâ ðàññìîòðèì

äâà ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðà ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 (êñòà-

òè òàêàÿ ìîäåëü àòîìà èñïîëüçóåòñÿ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèñ-

ïåðñèè). Ïîëîæèòåëüíûå çàðÿäû çàêðåïèì íà îñè x, âäîëü êîòî-
ðîé îñöèëëèðóþò îòðèöàòåëüíûå çàðÿäû. Ïóñòü x1 è x2 - ìãíî-
âåííûå ñìåùåíèÿ çàðÿäîâ, p1 è p2 - èìïóëüñû îñöèëëÿòîðîâ. �àñ-

ñòîÿíèå ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè ïóñòü áóäåò R. Ýëåêòðè÷åñêèé
äèïîëüíûé ìîìåíò ïåðâîãî àòîìà åñòü ex1, à âòîðîãî ex2. Åñ-
ëè ðàññòîÿíèå R ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî

èõ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ åñòü ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìî-
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äåéñòâèÿ äâóõ äèïîëåé:

V =
ex1 · ex2
R3

=
e2

R3
x1x2. (1.1)

Åñëè îñöèëëÿòîðû ïîêîÿòñÿ, òî x1 = x2 = 0 è èõ äèïîëüíûå

ìîìåíòû ðàâíû íóëþ. Òàê êàê êðîìå òîãî, îáà "àòîìà" ýëåêòðè-

÷åñêè íåéòðàëüíû, òî íèêàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè íå

âîçíèêàåò. Ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè âçàèìîäåéñòâèå îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ ëèøü ìåæäó êîëåáëþùèìèñÿ îñöèëëÿòîðàìè. Èíîå äåëî â

êâàíòîâîé òåîðèè. Äàæå ïðè T = 0 êâàíòîâûå îñöèëëÿòîðû õà-

ðàêòåðèçóþòñÿ íóëåâûìè êîëåáàíèÿìè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê òî-

ìó, ÷òî ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ îñöèëëÿòîðîâ íå ðàâ-

íà íóëþ. Äëÿ êâàíòîâûõ ìåõàíè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ

êîëåáàíèé ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé

V (x1, x2) =
mω2

0

2
x21 +

mω2
0

2
x22 +

e2

R3
x1x2 (1.2)

îïåðàòîð �àìèëüòîíà èìååò âèä:

Ĥ = − ~
2

2m

(

∂2

∂x21
+

∂2

∂x22

)

+ V (x1, x2). (1.3)

Ïðè ââåäåíèè íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò q1, q2, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ

x1, x2 ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

x1 =
1√
2
(q1 + q2), x2 =

1√
2
(q1 − q2),

ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ V (q1, q2) âûðàçèòñÿ â âèäå ñóììû êâàä-

ðàòîâ q1 , q2, à êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ - â âèäå ñóììû êâàäðà-

òîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ èìïóëüñà. Â ðåçóëüòàòå, áóäåì

èìåòü äåëî ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè íîðìàëüíûìè êîëåáàíèÿìè ñ

÷àñòîòàìè ω1 è ω2:

Ĥ = − ~
2

2m

(

∂2

∂q21
+

∂2

∂q22

)

+
mω2

1q
2
1

2
+
mω2

2q
2
2

2
, (1.4)

ãäå

ω2
1 = ω2

0 +
e2

mR3
, ω2

2 = ω2
0 −

e2

mR3
.
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Òàêèì îáðàçîì,

Ĥ(q1, q2) = Ĥ(q1) + Ĥ(q2), Ψ(q1, q2) = Ψ(q1) ·Ψ(q2),

E = E1n1 + E2n2 = ~ω1(n1 + 1/2) + ~ω2(n2 + 1/2).
(1.5)

Íóëåâàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ âûðàæåíèåì

E0 =
~

2
(ω1 + ω2). (1.6)

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ω2
0 ≫ e2

mR3 , íàõîäèì

ω1 =ω0

[

1 +
λ

2mω2
0

− 1

8

(

λ

mω2
0

)2

+ ··
]

,

ω2 =ω0

[

1− λ

2mω2
0

− 1

8

(

λ

mω2
0

)2

+ ··
]

,

(1.7)

ãäå λ = e2

R3 . Ñëåäîâàòåëüíî,

ω1 + ω2 = 2ω0 −
1

4

λ2

m2ω3
0

,

è ïîëó÷àåì

E0(R) = ~ω0 −
~

8

e4

m2ω3
0

1

R6
+ · · . (1.8)

Â ðåçóëüòàòå, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ îñöèëëÿòî-

ðîâ - àòîìîâ, ðàçäåëeííûõ ðàññòîÿíèåì R, çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

V (R) = −~

8

e4

m2ω3
0

1

R6
, (1.9)

è îíà èìååò õàðàêòåð ïðèòÿæåíèÿ. Âàí-äåð-Âààëüñîâî ïðèòÿæå-

íèå åñòü ðåçóëüòàò óìåíüøåíèÿ íóëåâîé ýíåðãèè êîëåáàíèé ïðè

ñáëèæåíèè îñöèëëÿòîðîâ. Ôîðìóëó (1.9) äëÿ V (R) ìîæíî ïðåîá-
ðàçîâàòü ê âèäó

V (R) = −~ω0

8

β2

R6
,

ââåäÿ â íåe êîý��èöèåíò àòîìíîé ïîëÿðèçóåìîñòè β = e2/mω2
0.

�àñ÷eò äëÿ ðåàëüíûõ àòîìîâ, ïðîâåäeííûé âî âòîðîì ïîðÿäêå

ïðèáëèæåíèÿ, ïðèâîäèò â îñíîâíîì ê òîìó æå ðåçóëüòàòó:

V (R) = −kI β
2

R6
, (1.10)
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ãäå β - àòîìíàÿ ïîëÿðèçóåìîñòü â ïîñòîÿííîì ïîëå, I - èîíèçàöè-
îííûé ïîòåíöèàë àòîìà, k - íåêîòîðûé ÷èñëåííûé êîý��èöèåíò
ïîðÿäêà åäèíèöû. Òàê êàê â �îðìóëó äëÿ ñèë Âàí-äåð-Âààëüñà

âõîäèò àòîìíàÿ ïîëÿðèçóåìîñòü, îïðåäåëÿþùàÿ òàêæå èõ îïòè-

÷åñêèå ñâîéñòâà (äèñïåðñèþ ñâåòà), òî ñèëû Âàí-äåð-Âààëüñà ïî-

ëó÷èëè íàçâàíèå äèñïåðñèîííûõ.

Äèñïåðñèîííûå ñèëû íåíàïðàâëåííû è íåíàñûùåííû, ïîýòî-

ìó êðèñòàëëû èíåðòíûõ ãàçîâ èìåþò âûñîêîñèììåòðè÷íóþ êó-

áè÷åñêóþ �ÖÊ ñòðóêòóðó, êàê è ìíîãèå ìåòàëëû. Äèñïåðñèîííûå

ñèëû óíèâåðñàëüíû è ïðè äîñòàòî÷íîì ñáëèæåíèè îíè äåéñòâó-

þò ìåæäó àòîìàìè, èîíàìè, ìîëåêóëàìè, ÷åðåç êîíòàêòèðóþ-

ùèå àòîìû ñîñåäíèõ ìîëåêóë. Ìåæìîëåêóëÿðíûå ñèëû Âàí-äåð-

Âààëüñà çíà÷èòåëüíî ñëàáåå ñèë õèìè÷åñêîé ñâÿçè (ýíåðãèè ñâÿçè

ìîëåêóë êðèñòàëëîâ ïîðÿäêà 0,1 ýÂ íà îäíó ìîëåêóëó), íî îíè

äåéñòâóþò íà çíà÷èòåëüíî áóëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Ìîëåêóëÿðíûå

êðèñòàëëû îáðàçóþò âîäîðîä, õëîð, äâóîêèñü óãëåðîäà â òâåðäîì

ñîñòîÿíèè, à òàêæå áîëüøèíñòâî îðãàíè÷åñêèõ âåùåñòâ. Ìîëå-

êóëÿðíûå êðèñòàëëû èìåþò íèçêèå òî÷êè ïëàâëåíèÿ è ñèëüíóþ

ñæèìàåìîñòü, ÷òî îáóñëîâëåíî ñëàáîé ñâÿçüþ, õàðàêòåðíîé äëÿ

ñèë Âàí-äåð-Âààëüñà.

Âîäîðîäíàÿ ñâÿçü íåñêîëüêî ñèëüíåå ñâÿçè Âàí-äåð-Âààëüñà

(ýíåðãèÿ ñâÿçè êðèñòàëëîâ ñ âîäîðîäíîé ñâÿçüþ ïðèáëèçèòåëü-

íî 0,5 ýÂ íà ìîëåêóëó), íî íà ïîðÿäîê ñëàáåå êîâàëåíòíîé ñâÿçè.

Îíà îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ýëåêòðîí âîäîðîäà îáðàçóåò ñâÿçü ñ îä-

íèì àòîìîì, à îñòàâøèéñÿ ïðîòîí îáðàçóåò ñâÿçü ñ äðóãèì àòî-

ìîì. Â ðåçóëüòàòå àòîì âîäîðîäà îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì ñ äâóìÿ

àòîìàìè, õîòÿ ýëåêòðîí âîäîðîäà ìîæåò ó÷àñòâîâàòü òîëüêî â îä-

íîé êîâàëåíòíîé ñâÿçè. Âîäîðîäíàÿ ñâÿçü îáðàçóåòñÿ â ñèñòåìàõ,

ñîäåðæàùèõ âîäîðîä è ýëåêòðîîòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû F, O, N,

C, Cl, S. Îíà ñïîñîáñòâóåò àññîöèàöèè ìîëåêóë è ïîëèìåðèçà-

öèè. Âîäîðîäíàÿ ñâÿçü ïðîÿâëÿåòñÿ â îðãàíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ,

áåëêàõ, æèâûõ îðãàíèçìàõ.
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1.2. Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà

òâåðäûõ òåë

1.2.1. Òðàíñëÿöèîííàÿ ñèììåòðèÿ. Ïðîñòðàí-

ñòâåííàÿ ðåøåòêà

Òåîðèþ �èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ òâåðäûõ òåë áûëî áû ïðàêòè÷åñêè

íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü, åñëè áû íàèáîëåå ñòàáèëüíûå ñòðóêòóðû

äëÿ áîëüøèíñòâà òâåðäûõ òåë íå ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ðåãóëÿðíûõ

êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê. Çàäà÷ó N òåë ìîæíî ïðèâåñòè ê âè-

äó, äîïóñêàþùåìó ðàçóìíîå ðàññìîòðåíèå, áëàãîäàðÿ ñóùåñòâî-

âàíèþ òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñó-

ùåñòâóþò òðè áàçèñíûõ âåêòîðà ~a1,~a2,~a3, òàêèõ, ÷òî ðàññìàòðè-
âàåìàÿ àòîìíàÿ ñòðóêòóðà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé ïðè ïàðàëëåëü-

íûõ ïåðåíîñàõ (òðàíñëÿöèÿõ) íà ëþáîé âåêòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé

ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ýòèõ òðåõ âåêòîðîâ ñ öåëî÷èñëåí-

íûìè êîý��èöèåíòàìè:

~l = l1~a1 + l2~a2 + l3~a3, (1.11)

ãäå l1, l2, l3 - öåëûå ÷èñëà.
Ïðàêòè÷åñêè ýòî åñòü ëèøü èäåàëèçàöèÿ. Ëþáîå òâåðäîå òå-

ëî, ïî ìåíüøåé ìåðå, îãðàíè÷åíî, è ïîýòîìó ìû íå ìîæåì ïå-

ðåíîñèòü ðàññìàòðèâàåìóþ ñòðóêòóðó ÷åðåç åå ãðàíèöû. Îäíàêî

äëÿ òîé îáëàñòè, â êîòîðîé ýòî èìååò çíà÷åíèå - ñëîÿ àòîìîâ

âáëèçè ãðàíèöû, â òàêîé ñëîé âõîäèò âñåãî îêîëî N2/3
àòîìîâ

äëÿ ìîíîêðèñòàëëà èç N àòîìîâ (îäèí àòîì íà 108 àòîìîâ îá-

ðàçöà). Êðîìå òîãî, áîëüøèíñòâî êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåë

îáëàäàåò íåñîâåðøåííîé ñòðóêòóðîé - äå�åêòû ðåøåòêè, ïðèìå-

ñè è äèñëîêàöèè íàðóøàþò ðåãóëÿðíîñòü ðàñïîëîæåíèÿ àòîìîâ.

Ýòè íåñîâåðøåíñòâà ïðèâîäÿò ê ìíîãèì èíòåðåñíûì �èçè÷åñêèì

ÿâëåíèÿì, íî ìû ïîêà íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü èõ. Â áëèæàéøèõ

ñåìè ãëàâàõ ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì èäåàëüíîé ñòðóêòó-

ðû òâåðäûõ òåë.

�ðóïïó òðàíñëÿöèé ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñ ïîìîùüþ ïðî-

ñòðàíñòâåííîé ðåøåòêè. Ìîæíî íà÷àòü ñ êàêîé-ëèáî òî÷êè, â

êîòîðîé ðàñïîëîæåí àòîì è ïîñòðîèòü âñþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðå-

øåòêó ïóòåì òðàíñëÿöèé. Ìíîãîãðàííèê, îáðàçîâàííûé âåêòîðà-

ìè ~a1,~a2,~a3, íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêîé. Êðèñòàëë ìîæåò
áûòü ïîñòðîåí ïóòåì òðàíñëÿöèé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè.
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�èñ. 1.1. Íåîäíîçíà÷íîñòü âûáîðà âåêòîðîâ îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé íà

ïðèìåðå êâàäðàòíîé ïëîñêîé ðåøåòêè

Îäíàêî âûáîð âåêòîðîâ ~a1,~a2,~a3, à ñëåäîâàòåëüíî è ýëåìåí-

òàðíîé ÿ÷åéêè, íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì, ýòî âèäíî èç ðèñ. 1.1.

Ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó, êðîìå òîãî, ìîæíî ïîñòðîèòü òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû îíà áûëà öåíòðàëüíî - ñèììåòðè÷íîé (ÿ÷åéêà

Âèãíåðà-Çåéòöà). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü ïîïîëàì ïðÿ-

ìûå, ñîåäèíÿþùèå óçåë ðåøåòêè ñ ñîñåäíèìè óçëàìè, ïåðïåí-

äèêóëÿðíûìè ê íèì ïëîñêîñòÿìè. Ìíîãîãðàííèê, îãðàíè÷åííûé

ýòèìè ïëîñêîñòÿìè, è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿ÷åéêó Âèãíåðà-Çåéò-

öà. Îáúåìû ïðèìèòèâíûõ ÿ÷ååê è ÿ÷åéêè Âèãíåðà-Çåéòöà îäè-

íàêîâû (ðèñ. 1.2).

Â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå ìîãóò íàõîäèòüñÿ îäèí èëè íåñêîëüêî

àòîìîâ. Åñëè â ÿ÷åéêå íàõîäèòñÿ îäèí àòîì, ìîæíî ñîâìåñòèòü

óçåë ðåøåòêè ñ ýòèì àòîìîì. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåòêà íàçûâàåòñÿ

ðåøåòêîé Áðàâå èëè ïðîñòîé ðåøåòêîé. Åñëè â ÿ÷åéêå íàõîäÿòñÿ

íåñêîëüêî àòîìîâ, ðåøåòêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íåñêîëü-

êèõ ïðîñòûõ ðåøåòîê, âñòàâëåííûõ äðóã â äðóãà. Ïðè ýòîì ðå-

øåòêà îïèñûâàåòñÿ âåêòîðàìè ~a1,~a2,~a3 è áàçèñíûìè âåêòîðàìè

~Ai, îïðåäåëÿþùèìè ñìåùåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ïðîñòûõ ðåøåòîê

îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè ñ âåêòîðàìè ~a1,~a2,~a3. �åøåòêà òàêîãî âè-
äà íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé ñ áàçèñîì.

Â äàííîé êíèãå, ÷òîáû íå ïåðåãðóæàòü åå, ìû íå ñòàëè äàâàòü

áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðå òâåðäûõ

òåë, ìåòîäàõ òåîðèè ãðóïï è òî÷å÷íîé ñèììåòðèè êðèñòàëëîâ.

Èçëîæåíèå ýòèõ âîïðîñîâ ÷èòàòåëü ìîæåò ïî÷åðïíóòü â äîñòà-
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�èñ. 1.2. ß÷åéêà Âèãíåðà-Çåéòöà (à) è ïðèìèòèâíàÿ ÿ÷åéêà (á) â ïëîñ-

êîé ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêå

òî÷íî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ è ìîíîãðà�èÿõ ïî �èçèêå òâåðäîãî òå-

ëà, íàïðèìåð â [4, 33, 45, 65, 92℄.

1.2.2. Îáðàòíàÿ ðåøåòêà êðèñòàëëîâ

Â òåîðèè òâåðäîãî òåëà, êðîìå ïîíÿòèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåò-

êè â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå îáðàò-

íîé ðåøåòêè â òðåõìåðíîì àáñòðàêòíîì ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ

âåêòîðîâ

~k. Âîëíîâûå âåêòîðà èìåþò ðàçìåðíîñòü îáðàòíîé äëè-
íû. Îáðàòíàÿ ðåøåòêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íóþ ñîâîêóï-

íîñòü òî÷åê, îïðåäåëÿåìûõ âåêòîðàìè îáðàòíîé ðåøåòêè:

~g =
∑

gi~bi, (1.12)

ãäå gi - öåëûå ÷èñëà, gi = 0,±1,±2, ..., à ~bi - ýëåìåíòàðíûå âåêòî-
ðû îáðàòíîé ðåøåòêè, ñâÿçàííûå ñ âåêòîðàìè ~ai îñíîâíûõ òðàíñ-
ëÿöèé ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêè ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ:

~b1 =
2π

v
[~a2,~a3], ~b2 =

2π

v
[~a3,~a1], ~b3 =

2π

v
[~a1,~a2], (1.13)
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�èñ. 1.3. Çîíà Áðèëëþýíà ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè

ãäå v = ~a1[~a2,~a3] - îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Êàê ëåãêî âè-

äåòü, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà ìåæäó âåêòîðàìè ïðÿ-

ìîé è îáðàòíîé ðåøåòîê: ~ai~bj = 2πδij . Ýëåìåíòàðíûå âåêòîðû
~b1 îáðàòíîé ðåøåòêè îáðàçóþò ïàðàëëåëåïèïåä îñíîâíîé ÿ÷åé-

êè îáðàòíîé ðåøåòêè ñ îáúåìîì

~b1[~b2,~b3] = (2π)3/v. Ïàðàëëå-
ëåïèïåä îñíîâíîé ÿ÷åéêè îáðàòíîé ðåøåòêè òàê æå, êàê è ýëå-

ìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêè, ÷àñòî íå îòðàæàåò

ñâîéñòâ ñèììåòðèè ðåøåòêè. Ïîýòîìó âìåñòî íåãî îáû÷íî âûáè-

ðàþò ÿ÷åéêó â âèäå ìíîãîãðàííèêà, ãðàíè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ñåðåäèíû ëèíèé (ïåðïåíäèêó-

ëÿðíî ê íèì), ñîåäèíÿþùèõ òî÷êó

~k = 0 ñ áëèæàéøèìè óçëàìè
îáðàòíîé ðåøåòêè. Òàêàÿ ÿ÷åéêà íàçûâàåòñÿ ïåðâîé çîíîé Áðèë-

ëþýíà èëè ïðîñòî çîíîé Áðèëëþýíà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ââåäåíèå çîí Áðèëëþýíà äëÿ

íåêîòîðûõ îáðàòíûõ ðåøåòîê:

À. Ïðîñòàÿ êóáè÷åñêàÿ ðåøåòêà (ÏÊ) ñ âåêòîðàìè îñ-

íîâíûõ òðàíñëÿöèé ~ax,~ay,~az (|~ax| = |~ay| = |~az| = a). Îáðàòíàÿ

ðåøåòêà õàðàêòåðèçóåòñÿ ýëåìåíòàðíûìè âåêòîðàìè

~bx = 2π
a2~ax,

~by = 2π
a2~ay, ~bz = 2π

a2~az. Çîíà Áðèëëþýíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóá ñ
ðåáðàìè 2π/a (ðèñ. 1.3).
Á. Îáúåìíîöåíòðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ ðåøåòêà (ÎÖÊ).
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�èñ. 1.4. ß÷åéêà Âèãíåðà-Çåéòöà â ÎÖÊ-ðåøåòêå (çîíà Áðèëëþýíà â

�ÖÊ-ðåøåòêå)

Ïîëîæåíèå àòîìîâ â ýòîé ðåøåòêå îïðåäåëåíî âåêòîðàìè

~l+ ~Aα,

α = 1, 2, ãäå ~l = lx~ax+ ly~ay+ lz~az, à âåêòîðû áàçèñà ðàâíû

~A1 = 0,
~A2 = (~ax + ~ay + ~az)/2.

ÎÖÊ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êóáè÷åñêóþ ðåøåòêó Áðàâå

ñ îïðåäåëåííûì âûøå áàçèñîì èëè êàê âñòàâëåííûå äðóã â äðó-

ãà äâå ïðîñòûå êóáè÷åñêèå ðåøåòêè. Êàæäûé àòîì îêðóæåí âî-

ñåìüþ ñîñåäÿìè. Ïðèìèòèâíàÿ ÿ÷åéêà ýòîé ðåøåòêè ñîäåðæèò

òîëüêî îäèí àòîì (êðèñòàëëîãðà�è÷åñêàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åé-

êà, îáëàäàþùàÿ ñèììåòðèåé êðèñòàëëè÷åñêîãî êëàññà, ñîäåðæèò

äâà àòîìà). Îíà ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì, îáðàçîâàííûì âåê-

òîðàìè îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé: ~a1 = (−~ax + ~ay + ~az)/2, ~a2 =
= (~ax−~ay+~az)/2, ~a3 = (~ax+~ay−~az)/2 è ïîëîæåíèå âñåõ àòîìîâ
â ÎÖÊ-ðåøåòêå çàäàeòñÿ êàê

~l = l1~a1+ l2~a2+ l3~a3. Åñëè l1+ l2+ l3
- ÷eòíîå ÷èñëî, òî

~l îïðåäåëÿåò âåðøèíû êóáà, åñëè íå÷eòíîå, òî

èõ öåíòðû.

Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà Âèãíåðà-Çåéòöà (ñèììåòðè÷íàÿ ÿ÷åé-

êà, îáëàäàþùàÿ ñèììåòðèåé ðåøåòêè Áðàâå) äëÿ ÎÖÊ êðèñòàëëà

ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíûé ìíîãîãðàííèê - óñå÷åííûé îêòàýäð (ðèñ.

1.4).

Ýëåìåíòàðíûå âåêòîðû îáðàòíîé ðåøåòêè äëÿ ÎÖÊ ñòðóêòó-

ðû õàðàêòåðèçóþòñÿ âûðàæåíèÿìè

~b1 = 2π
a2 (~ay+~az), ~b2 = 2π

a2 (~az+

+~ax), ~b3 = 2π
a2 (~ax + ~ay), è ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 4π/a2 ñîâ-

ïàäàþò ñ âåêòîðàìè îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé �ÖÊ-ðåøåòêè. Ïîýòî-

ìó, çîíà Áðèëëþýíà äëÿ ÎÖÊ-ðåøåòêè èìååò òàêóþ æå �îðìó
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�èñ. 1.5. ß÷åéêà Âèãíåðà-Çåéòöà â �ÖÊ-ðåøåòêå (çîíà Áðèëëþýíà â

ÎÖÊ-ðåøåòêå)

ìíîãîãðàííèêà, êàê ÿ÷åéêà Âèãíåðà-Çåéòöà äëÿ �ÖÊ-ðåøåòêè -

ðîìáîäîäåêàýäð (ðèñ. 1.5).

Â. �ðàíåöåíòðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ ðåøåòêà (�ÖÊ).

Ïîëîæåíèå àòîìîâ â ýòîé ðåøåòêå îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðàìè

~l+ ~Aα,

α = 1, 2, 3, 4, ñ âåêòîðàìè áàçèñà

~A1 = 0, ~A2 = (~ay + ~az)/2,
~A3 = (~az+~ax)/2, ~A4 = (~ax+~ay)/2. �ÖÊ-ðåøåòêó ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü, êàê êóáè÷åñêóþ ðåøåòêó Áðàâå ñ îïðåäåëåííûì âûøå áà-

çèñîì, èëè êàê âñòàâëåííûå äðóã â äðóãà ÷åòûðå ïðîñòûå êóáè-

÷åñêèå ðåøåòêè. Ïîýòîìó êðèñòàëëîãðà�è÷åñêàÿ ýëåìåíòàðíàÿ

ÿ÷åéêà �ÖÊ-ðåøåòêè ñîäåðæèò ÷åòûðå àòîìà, à ïðèìèòèâíàÿ

ÿ÷åéêà - îäèí àòîì è õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì ñ âåê-

òîðàìè îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé: ~a1 = (~ay + ~az)/2, ~a2 = (~az + ~ax)/2,
~a3 = (~ax + ~ay)/2. Êàæäûé àòîì â �ÖÊ-ðåøåòêå îêðóæåí äâåíà-

äöàòüþ ñîñåäÿìè. Ýëåìåíòàðíûå âåêòîðû îáðàòíîé ðåøåòêè ðàâ-

íû

~bi(�ÖÊ) =
4π
a2~ai(ÎÖÊ), ãäå ~ai(ÎÖÊ) - âåêòîðû îñíîâíûõ òðàíñëÿ-

öèé äëÿ ÎÖÊ-ðåøåòêè, è, ñëåäîâàòåëüíî, çîíà Áðèëëþýíà äëÿ

�ÖÊ ñîâïàäàåò ñ ðåøeòêîé Âèãíåðà-Çåéòöà äëÿ ÎÖÊ ñòðóêòóð

è ÿâëÿåòñÿ óñå÷åííûì îêòàýäðîì (ðèñ. 1.4).
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1.3. Êâàíòîâûå ñëåäñòâèÿ òðàíñëÿöèîí-

íîé ñèììåòðèè êðèñòàëëîâ

1.3.1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå

�óíêöèè îïåðàòîðà òðàíñëÿöèè

Ñòðîãóþ òðàíñëÿöèîííóþ ñèììåòðèþ èìååò òîëüêî èäåàëüíûé

êðèñòàëë áåñêîíå÷íûõ ðàçìåðîâ. Âñå ðåàëüíûå êðèñòàëëû êî-

íå÷íû. Íàëè÷èå ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé íàðóøàåò òðàíñëÿöè-

îííóþ ñèììåòðèþ. Åñëè ëèíåéíûå ðàçìåðû êðèñòàëëà äîñòàòî÷-

íî âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíåé äëèíîé âåêòîðîâ îñíîâíûõ

òðàíñëÿöèé, òî ïðè èññëåäîâàíèè îáúåìíûõ ñâîéñòâ ìîæíî íå

ó÷èòûâàòü âëèÿíèå ïîâåðõíîñòè. Òîãäà óäîáíî ââåñòè ñïåöèàëü-

íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà, ïðè êîòîðûõ

òðàíñëÿöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ.

Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèíèìàþò öèêëè÷åñêèå ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå îáû÷íî íàçûâàþò óñëîâèÿìè Áîðíà-

Êàðìàíà. ×òîáû ââåñòè ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ðàññìîòðèì êðè-

ñòàëë â âèäå ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ðåáðàìè N1~a1, N2~a2, N3~a3, ãäå
N1, N2, N3 - áîëüøèå ÷èñëà, ~a1,~a2,~a3 - îñíîâíûå âåêòîðû òðàíñ-

ëÿöèé (N1, N2, N3 - îïðåäåëÿþò ãðàíèöû îñíîâíîãî êðèñòàëëà).

Ìàòåìàòè÷åñêè óñëîâèÿ Áîðíà-Êàðìàíà ñâîäÿòñÿ ê òðåáîâàíèþ,

÷òîáû îïåðàòîðû òðàíñëÿöèé íà âåêòîðû Ni~ai (i = 1, 2, 3) áûëè
òîæäåñòâåííû îïåðàòîðó òðàíñëÿöèè íà íóëåâîé âåêòîð, òî åñòü

T̂N1~a1
= T̂N2~a2

= T̂N3~a3
= T̂0. (1.14)

Ïðè ýòîì êàê áû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ê îñíîâíîìó êðèñòàëëó

ïðèñòàâëåíî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ æå ñàìûõ êðèñòàëëîâ, òî-

ãäà òðàíñëÿöèè ëþáîé òî÷êè îñíîâíîãî êðèñòàëëà íà âåêòîðû

N1~a1, N2~a2, N3~a3 áóäóò ïåðåâîäèòü åå â ñîîòâåòñòâóþùóþ ýêâè-

âàëåíòíóþ òî÷êó äðóãîãî êðèñòàëëà. Íàèáîëåå ëåãêî çðèòåëüíî

ïðåäñòàâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Áîðíà-Êàðìàíà äëÿ ëèíåé-

íîé öåïî÷êè àòîìîâ, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû ïðåâðàùåíèþ öåïî÷-

êè â êîëüöî, êîãäà ïîëîæåíèå N1 àòîìà ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì àòî-

ìîì.

Îñíîâíîé êðèñòàëë ñîäåðæèò N = N1N2N3 ýëåìåíòàðíûõ

ÿ÷ååê, è îáúåì îñíîâíîãî êðèñòàëëà V = Nv. Ïîëîæåíèå ýëå-
ìåíòàðíûõ ÿ÷ååê â îñíîâíîì êðèñòàëëå îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðà-

ìè òðàíñëÿöèè

~l ðåøåòêè, ïðîáåãàþùèìè N çíà÷åíèé. Ñîîòâåò-
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ñòâåííî, èìååòñÿ N îïåðàòîðîâ òðàíñëÿöèé T̂~l, êîòîðûå îáðàçó-
þò N -ìåðíóþ ãðóïïó òðàíñëÿöèé. Ýòà ãðóïïà àáåëåâà, ïîýòîìó

âñå åå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîìåðíû. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ òðàíñëÿöèè íåâûðîæäåíû.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé Ψ(~r) è ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé îïåðàòîðà òðàíñëÿöèé t~a íàäî ðåøèòü óðàâíåíèå

T̂~aΨ(~r) = t~aΨ(~r). (1.15)

Îïåðàòîð òðàíñëÿöèè T̂~a ïðåîáðàçóåò ~r â ~r+~a. Ïðè ýòîì ñîáñòâåí-
íûå �óíêöèè Ψ(~r) ïðåîáðàçóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì

T̂~aΨ(~r) = Ψ(T̂−1~a ~r) = Ψ(~r − ~a). (1.16)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (1.15) ñâîäèòñÿ ê âèäó

Ψ(~r − ~a) = t~aΨ(~r). (1.17)

Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè �óíêöèè Ψ(~r) â îñíîâíîì îáúåìå V êðè-

ñòàëëà è ðàâåíñòâà

∫

V

|Ψ(~r − ~a)|2d3~r =
∫

V

|Ψ(~r)|2d3~r,
(1.18)

ñëåäóþùåãî èç òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè êðèñòàëëà, ïîëó÷àåì

|t~a|2 = 1, t
(~k)
~a = e−i

~k~a, (1.19)

ãäå

~k - ïðîèçâîëüíûé âåùåñòâåííûé âåêòîð, èìåþùèé ðàçìåð-

íîñòü, îáðàòíóþ äëèíå. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

t
(~k)
~a è ñîáñòâåííûå �óíêöèè Ψ~k(~r) îïåðàòîðà òðàíñëÿöèè õàðàê-

òåðèçóþòñÿ âåùåñòâåííûì âåêòîðîì

~k:

T̂~aΨ~k(~r) = e−i
~k~aΨ~k(~r). (1.20)

Èç äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî âîëíîâûå

âåêòîðà

~k
′

è

~k, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì

~k
′

= ~k + ~g, (1.21)

ãäå ~g - ïðîèçâîëüíûé âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè êðèñòàëëà, èç-

çà ñâÿçè ~g~a = 2πn (n = ±1,±2, ..) ýêâèâàëåíòíû ïî îòíîøåíèþ
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ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ e−i
~k~a

îïåðàòîðà òðàíñëÿöèè. Íåýêâè-

âàëåíòíûå âåêòîðû

~k ìîãóò íàõîäèòüñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî

â îäíîé èç îñíîâíûõ ÿ÷ååê îáðàòíîé ðåøåòêè. Îáû÷íî, â êà÷å-

ñòâå òàêîâîé âûáèðàþò ïåðâóþ çîíó Áðèëëþýíà (öåíòð çîíû -

~k = 0). Ýòîò âûáîð ïðåäïî÷òèòåëüíåå äðóãèõ, òàê êàê ïåðâàÿ

çîíà Áðèëëþýíà îòðàæàåò ñâîéñòâà ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Èòàê,

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà òðàíñ-

ëÿöèè êëàññè�èöèðóþòñÿ çíà÷åíèÿìè âîëíîâîãî âåêòîðà

~k, ëå-
æàùèìè â ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà

~k-ïðîñòðàíñòâà. Òàêèå âîëíî-
âûå âåêòîðà íàçûâàþòñÿ ïðèâåäåííûìè. ßâíîå âû÷èñëåíèå äî-

ïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïðèâåäåííûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ

~k ìîæíî

îñóùåñòâèòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñîãëàñíî öèêëè÷íûì ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ òðàíñëÿöèé äîëæíû

óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâàì

e−i
~k~a1N1 = e−i

~k~a2N2 = e−i
~k~a3N3 = 1. (1.22)

Èñïîëüçóÿ ~ai~bj = 2πδij , ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè ðàâåíñòâà óäî-
âëåòâîðÿþòñÿ, åñëè

~k =

3
∑

i=1

~bini

Ni
, (1.23)

ãäå

~bj - ýëåìåíòàðíûå âåêòîðû îáðàòíîé ðåøåòêè, ni = 0,±1,±2,
àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ öåëûõ ÷èñåë îãðàíè÷åíû óñëîâèåì,

÷òîáû âñå çíà÷åíèÿ

~k ëåæàëè âíóòðè ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà,

òî åñòü −π < ~k~ai ≤ π, i = 1, 2, 3, ... Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé
âûðàæåíèå (1.23) îïðåäåëÿåò N ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïðèâåäåí-

íûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ

~k. Êàæäîå èç ýòèõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâó-
åò íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû òðàíñëÿöèé.

�àññòîÿíèÿ ∆~ki ìåæäó ñîñåäíèìè çíà÷åíèÿìè

~k âäîëü ýëå-

ìåíòàðíûõ âåêòîðîâ

~bi îáðàòíîé ðåøåòêè ðàâíû ∆~ki = ~bi/Ni.

×åì áîëüøå Ni, òåì ìåíüøå ∆~ki. Íà îäíî çíà÷åíèå ïðèâåäåííî-
ãî âîëíîâîãî âåêòîðà ïðèõîäèòñÿ îáúåì

~k - ïðîñòðàíñòâà, ðàâ-

íûé ∆~k1[∆~k2,∆~k3] = (2π)3/Nv, ïîýòîìó â åäèíèöå îáúåìà

~k-
ïðîñòðàíñòâà èìååòñÿ Nv/(2π)3 ðàçëè÷íûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðè áîëüøèõ N ñïåêòð çíà÷åíèé äëÿ âîëíîâîãî

âåêòîðà ìîæíî ñ÷èòàòü êâàçèíåïðåðûâíûì è ñóììó ïî âåêòîðàì

~k, ëåæàùèì â ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà, ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðà-
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ëîì ïî ïðàâèëó

∑

~k

· · · = Nv

(2π)3

∫

v

· · ·d3~k, (1.24)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îáúåìó ïåðâîé çîíû Áðèë-

ëþýíà.

Ïðèâåäåííûé âîëíîâîé âåêòîð

~k õàðàêòåðèçóåò ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà òðàíñëÿöèè T̂~a íà âåêòîð ðåøåòêè. Èíòåðåñ-
íî ñðàâíèòü åãî ñ âåêòîðîì

~k, îïðåäåëÿþùèì ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ îïåðàòîðà òðàíñëÿöèè â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Â îòëè÷èå

îò êðèñòàëëà ñâîáîäíîå ïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

ñìåùåíèÿ íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ~r, â ÷àñòíîñòè, è íà áåñêîíå÷-
íî ìàëûé âåêòîð δ~r. Îïåðàòîð áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ T̂δ~r
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïåðàòîð èìïóëüñà

T̂δ~rΨ(~r) = (1− δ~r∇)Ψ(~r) = (1− i
δ~r~̂p

~
)Ψ(~r).

Îïåðàòîð ñìåùåíèÿ íà êîíå÷íûé âåêòîð ~r =
∑

i δ~ri îáðàçóåòñÿ
ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ñìåùå-

íèé

T̂~r = lim
δ~ri→0

ΠiT̂δ~ri = e
−i~r~̂p

~ .

Â ñîñòîÿíèÿõ Ψ~p(~r) ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì èìïóëüñà ~p âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

T~rΨ~p(~r) = e
−i~p~r

~ Ψ~p = e−i
~k~rΨ~p,

ãäå ~p = ~~k. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà òðàí-
ñëÿöèè â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ âîëíîâûì âåêòî-

ðîì

~k, êîòîðûé ñâÿçàí ñ èìïóëüñîì.

Ïî àíàëîãèè è ïðèâåäåííîìó âîëíîâîìó âåêòîðó

~k â êðè-

ñòàëëå ñîïîñòàâëÿþò âåêòîð ~p = ~~k, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ êâàçè-
èìïóëüñîì. Îí îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî èìïóëüñà ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè: 1) êâàçèèìïóëüñ ïðèíèìàåò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ â

êðèñòàëëå êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ, è åìó íåëüçÿ ñîïîñòàâèòü äè��å-

ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð èìïóëüñà; 2) âñëåäñòâèå ýêâèâàëåíòíîñòè

âåêòîðîâ

~k è ~k′ = ~k + ~g â êðèñòàëëå êâàçèèìïóëüñ îïðåäåëÿåòñÿ
ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ ~p′ = ~p+~~g, ãäå ~g - ïðîèçâîëüíûé
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âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè; 3) çàêîí ñîõðàíåíèÿ êâàçèèìïóëüñà â

êðèñòàëëå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∆~p =

{

0
~~g,

(1.25)

âåëè÷èíó ~~g èíîãäà ðàññìàòðèâàþò êàê èìïóëüñ, ïåðåäàííûé

âñåé ðåøåòêå; 4) â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå ðàâåíñòâî λ = 2π/|~k| =
= 2π~/|~p| ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ çíà÷å-

íèé ~p. Â êðèñòàëëå ýòî ðàâåíñòâî èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ λ > 2a.

1.3.2. Ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé êðè-

ñòàëëà, áàçèðóþùèåñÿ íà åãî òðàíñëÿöè-

îííîé ñèììåòðèè. Çîííàÿ ñòðóêòóðà

Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà èìåþò îïðåäåëåííóþ ýíåð-

ãèþ è îïèñûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè îïåðàòîðà �àìèëü-

òîíà Ĥ . Âñëåäñòâèå òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè îïåðàòîð Ĥ êîì-

ìóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì òðàíñëÿöèè T̂~a, òî åñòü

[Ĥ, T̂~a] = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà Ĥ äîëæíû áûòü

îäíîâðåìåííî ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè îïåðàòîðà òðàíñëÿöèè.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè �óíêöèè êëàññè�èöèðóþòñÿ ïî íåïðèâîäè-

ìûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû òðàíñëÿöèé, òî åñòü çàâèñÿò îò ïðè-

âåäåííîãî âîëíîâîãî âåêòîðà

~k è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

T̂~aΨ~k,n = e−i
~k~aΨ~k,n, ĤΨ~k,n = En(~k)Ψ~k,n, (1.26)

ãäå n - îòëè÷àåò âñå îñòàëüíûå êâàíòîâûå ÷èñëà, îò êîòîðûõ ìî-
æåò çàâèñåòü ýíåðãèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðè �èêñèðî-

âàííûõ n ýíåðãèÿ En(~k) ïðèíèìàåò N êâàçèíåïðåðûâíûõ çíà-

÷åíèé, ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ íàçûâàþò ýíåðãåòè÷åñêîé ïîëîñîé

èëè ýíåðãåòè÷åñêîé çîíîé. Ïðè ñòðåìëåíèè N ê áåñêîíå÷íîñòè

�óíêöèÿ En(~k) ïðèíèìàåò íåïðåðûâíûå çíà÷åíèÿ. Ñîâîêóïíîñòü

ýíåðãåòè÷åñêèõ çîí En(~k) äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé n íàçûâàåòñÿ çîí-
íîé ñòðóêòóðîé êðèñòàëëà.

Ñëåäñòâèåì ýêâèâàëåíòíîñòè âåêòîðîâ

~k è ~k+ ~g ÿâëÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî

En(~k) = En(~k + ~g). (1.27)
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Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ìîæíî ïðîäîëæèòü �óíêöèþ En(~k),

îïðåäåëåííóþ äëÿ çíà÷åíèé

~k, ëåæàùèõ â ïåðâîé çîíå Áðèëëþ-
ýíà, íà âñå

~k-ïðîñòðàíñòâî. Îáðàçîâàííàÿ òàêèì îáðàçîì �óíê-

öèÿ En(~k) áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäàìè, ñîâïàäàþùèìè ñ

âåêòîðàìè

~bi îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé â îáðàòíîé ðåøåòêå.

1.4. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Äàòü êëàññè�èêàöèþ òèïîâ ñâÿçåé àòîìîâ â òâåðäûõ òåëàõ

è ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ êðèñòàëëîâ. Îõàðàêòåðèçîâàòü èîí-

íûé, êîâàëåíòíûé, ìåòàëëè÷åñêèé, âîäîðîäíûé òèïû ñâÿçåé. Îõà-

ðàêòåðèçîâàòü ïðèðîäó ñèë Âàí-äåð-Âààëüñà â ìîëåêóëÿðíûõ

êðèñòàëëàõ.

2. Ââåñòè îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå êðèñòàëëè÷å-

ñêóþ ñòðóêòóðó òâåðäûõ òåë, òðàíñëÿöèîííóþ ñèììåòðèþ êðè-

ñòàëëîâ, ïðîñòðàíñòâåííóþ è îáðàòíóþ ðåøåòêè êðèñòàëëîâ.

3. Îïðåäåëèòü è îõàðàêòåðèçîâàòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è

ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà òðàíñëÿöèè.

4. Ïåðå÷èñëèòü è îõàðàêòåðèçîâàòü îñíîâíûå îòëè÷èòåëüíûå

ñâîéñòâà êâàçèèìïóëüñà.

5. Îõàðàêòåðèçîâàòü îñíîâíûå êâàíòîâûå ñëåäñòâèÿ òðàíñëÿ-

öèîííîé ñèììåòðèè êðèñòàëëîâ.

6. Ñ�îðìóëèðîâàòü îáùèå ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ýíåðãåòè-

÷åñêèõ ñîñòîÿíèé êðèñòàëëà, áàçèðóþùèåñÿ íà åãî òðàíñëÿöèîí-

íîé ñèììåòðèè.
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�ëàâà 2

Êîëåáàíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè.

Ôîíîíû

Ââåäåíèå

Äâèæåíèå àòîìîâ, èîíîâ, ñîñòàâëÿþùèõ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðå-

øåòêó, èãðàåò áîëüøóþ ðîëü âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ �èçèêè òâåðäî-

ãî òåëà. Òåïëîâîå äâèæåíèå çàñòàâëÿåò èîíû ðåøåòêè êîëåáàòü-

ñÿ îòíîñèòåëüíî ñâîèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Óäåðæèâàþùèìè

ñèëàìè ÿâëÿþòñÿ ñèëû õèìè÷åñêîé ñâÿçè. Âñå óïðóãèå ñâîéñòâà,

ñæèìàåìîñòü è ðàñïðîñòðàíåíèå àêóñòè÷åñêèõ âîëí â òâåðäûõ

òåëàõ îïðåäåëÿþòñÿ ýòèìè ñèëàìè.

Åñëè ñîîáùèòü òåïëîâóþ ýíåðãèþ îäíîìó èç èîíîâ ðåøåòêè,

òî ñ ïîìîùüþ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó èîíàìè îíà áûñòðî ðàñïðå-

äåëèòñÿ íà âñþ ðåøåòêó. Òàêèì îáðàçîì, âîçáóæäåíèå ëîêàëüíî-

ãî êîëåáàíèÿ ïðèâîäèò ê êîëëåêòèâíîìó êîëåáàíèþ ñîâîêóïíî-

ñòè èîíîâ. Êâàíòîâàíèå êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ èîíîâ ðåøåò-

êè ïðèâîäèò ê ââåäåíèþ êâàçè÷àñòèö-�îíîíîâ - êâàíòîâ ïîëÿ

êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé êðèñòàë-

ëè÷åñêîé ñèñòåìû.

Â êîâàëåíòíûõ è ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëàõ îñíîâíûìè ñòðóê-

òóðàìè åäèíèöàìè ÿâëÿþòñÿ íåéòðàëüíûå îáúåêòû - àòîìû è ìî-

ëåêóëû. Â èîííûõ êðèñòàëëàõ äâèæåíèå èîíîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ

ïîÿâëåíèåì âíóòðè êðèñòàëëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîýòî-

ìó òåîðèÿ êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ â èîííûõ êðèñòàëëàõ áîëåå

ñëîæíà, ÷åì òåîðèÿ äâèæåíèÿ àòîìîâ â êîâàëåíòíûõ è ìîëåêó-

ëÿðíûõ êðèñòàëëàõ.
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�èñ. 2.1. Ëèíåéíàÿ öåïî÷êà àòîìîâ (à); ýêâèâàëåíòíàÿ óïðóãàÿ

ñòðóíà (á)

2.1. Ôîíîíû â êîâàëåíòíûõ è ìîëåêó-

ëÿðíûõ êðèñòàëëàõ

2.1.1. Ôîíîíû â îäíîìåðíîì êðèñòàëëå ñ îä-

íèì àòîìîì â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå

�àññìîòðèì â íà÷àëå äëÿ ïðîñòîòû îäíîìåðíûé êðèñòàëë, ñîñòî-

ÿùèé èç îäèíàêîâûõ àòîìîâ ìàññû m, ðàâíîâåñíûå ïîëîæåíèÿ
êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðîì ðåøåòêè

~l = n~a, n = 1, .., N .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîïåðå÷íûå è ïðîäîëüíûå ñìåùåíèÿ àòîìîâ

íåçàâèñèìû. Ïóñòü ξn - îäíî èç òàêèõ ñìåùåíèé äëÿ àòîìà, çà-

íèìàþùåãî óçåë n (ðèñ. 2.1).

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêîðîñòè ñìåùåíèé

ξ̇n:

T =
m

2

∑

n

ξ̇2n. (2.1)

Â ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè V (ξn) ñìåùåíèé íåéòðàëüíûõ àòîìîâ

èç ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ìîæíî ó÷èòûâàòü òîëüêî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ñîñåäíèõ àòîìîâ. Êðîìå òîãî, îãðàíè÷èìñÿ ïîêà ðàññìîò-

ðåíèåì ãàðìîíè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé:

V =
γ

2

∑

n

(ξn − ξn−1)
2, (2.2)

ãäå γ - êîíñòàíòà óïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
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Ââåäåì öèêëè÷åñêèå óñëîâèÿ: ξn = ξn+N . Îäíîìåðíîé ðåøåò-

êå ñîîòâåòñòâóåò çîíà Áðèëëþýíà â

~k - ïðîñòðàíñòâå ñ ãðàíèöàìè:
−π < ~k~a ≤ π. Âíóòðè ýòîé çîíû ðàñïîëàãàþòñÿ N íåýêâèâàëåíò-

íûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ

~k =
~b
N α = 2π~a

Na2α, ãäå α = 0,±1, ...±N/2.
Îò ñìåùåíèé îòäåëüíûõ àòîìîâ ξn óäîáíî ïåðåéòè ê íîâûì

îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì Ak, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò êîëëåê-

òèâíûå äâèæåíèÿ àòîìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåííûì çíà-

÷åíèÿì

~k. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèå:

ξn =
1√
N

∑

~k

A~ke
i~k~an. (2.3)

Íîâûå ïåðåìåííûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A~k = A∗−~k èëè A
∗
~k
=

= A−~k, ÷òîáû ξn îñòàâàëîñü âåùåñòâåííûì. Ñóììèðîâàíèå ïðî-

èçâîäèòñÿ ïî âñåì äîïóñòèìûì çíà÷åíèÿì âîëíîâûõ âåêòîðîâ.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà âàæíûõ ðàâåíñòâà

1

N

∑

n

ei(
~k+~k′)~an = δ~k′,−~k,

1

N

∑

~k

ei(n+n′)~a~k = δn′,−n. (2.4)

Àíàëîãîì òàêèõ äèñêðåòíûõ ñóìì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå äåëü-

òà-�óíêöèè â âèäå èíòåãðàëà

∞
∫

−∞

eikxdk = 2πδ(x).

Â ðåçóëüòàòå îñóùåñòâëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ξn → A~k, ñîãëàñ-

íî (2.3), áóäóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

∑

n

ξ̇2n =
1

N

∑

~k,~k′

∑

n

Ȧ~kȦ~k′e
i(~k+~k′)~an =

∑

~k

Ȧ~kȦ−~k,

∑

n

(ξn − ξn−1)
2 =

1

N

∑

n,~k,~k′

A~kA~k′e
i(~k+~k′)~an(1− e−i

~k~a)(1 − e−i
~k′~a) =

= 2
∑

~k

A~kA−~k(1 − cos~k~a) = 4
∑

~k

sin2(
~k~a

2
)A~kA−~k.

(2.5)
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Â ðåçóëüòàòå, êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè êðèñòàëëà

âûðàçÿòñÿ ÷åðåç íîâûå êîëëåêòèâíûå êîîðäèíàòû è èõ âðåìåí-

íûå ïðîèçâîäíûå â ñëåäóþùåì âèäå:

T =
m

2

∑

~k

Ȧ~kȦ−~k, V =
m

2

∑

~k

ω2(~k)A~kA−~k, (2.6)

ãäå ω2(~k) = ω2(−~k) = 4 γ
m sin2(~k~a/2).

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò âèä

L = T − V =
m

2

∑

~k

[

Ȧ~kȦ−~k − ω2(~k)A~kA−~k

]

. (2.7)

Îáîáùåííûå èìïóëüñû, ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåííûì êîîðäè-

íàòàì A~k, ââîäÿòñÿ êàê P~k = ∂L/∂Ȧ~k = mȦ−~k. Ôóíêöèÿ �à-

ìèëüòîíà, êàê �óíêöèÿ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò A~k è èìïóëüñîâ

P~k, òîãäà ïðèíèìàåò âèä:

H =
1

2

∑

~k

[

P~kP−~k
m

+mω2(~k)A~kA−~k

]

. (2.8)

Ïåðåõîä ê ãàìèëüòîíîâó�îðìàëèçìó ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü ïðî-

öåäóðó êâàíòîâàíèÿ ñèñòåìû ïóòåì çàìåíû îáîáùåííûõ êîîðäè-

íàò è èìïóëüñîâ îïåðàòîðàìè (A~k, P~k) → (Â~k, P̂~k), óäîâëåòâîðÿ-
þùèì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì

[Â~k, P̂~k′ ] = i~δ~k,~k′ , [Â~k, Â~k′ ] = 0, [P̂~k, P̂~k′ ] = 0. (2.9)

Òîãäà �óíêöèÿ �àìèëüòîíà ïåðåõîäèò â îïåðàòîð �àìèëüòîíà

Ĥ =
1

2

∑

~k

[

P̂~kP̂−~k
m

+mω2(~k)Â~kÂ−~k

]

. (2.10)

Äàííûé ãàìèëüòîíèàí íå îïèñûâàåò ñèñòåìó êàê ñîâîêóïíîñòü

êâàíòîâûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, òàê êàê îí ñîäåðæèò

ñìåøàííûå ÷ëåíû ñ

~k è −~k è ÿâëÿåòñÿ íåäèàãîíàëüíûì. Ñ öå-

ëüþ äèàãîíàëèçàöèè îïåðàòîðà �àìèëüòîíà (2.10) îò îïåðàòîðîâ

P̂~k è Â~k ìîæíî ïåðåéòè ê íîâûì îïåðàòîðàì b~k, b
+
~k
ñ ïîìîùüþ
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ñîîòíîøåíèé:

Â~k =

√

~

2mω(~k)
(b~k + b+−~k),

P̂~k =i

√

m~ω(~k)

2
(b+~k

− b−~k).

(2.11)

Íîâûå îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ïåðåñòàíîâî÷íûì

ñîîòíîøåíèÿì:

[b~k, b
+
~k′
] = δ~k,~k′ , [b~k, b~k′ ] = 0, [b+~k

, b+~k′
] = 0. (2.12)

Îïåðàòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå òàêèì ñîîòíîøåíèÿì, íàçûâàþòñÿ

îïåðàòîðàìè Áîçå. Ïîäñòàâèâ P̂~k è Â~k, âûðàæåííûå ÷åðåç îïåðà-

òîðû b~k, b
+
~k
, â îïåðàòîð �àìèëüòîíà, ïîëó÷èì

Ĥ =
1

2

∑

~k

ε(~k)(b+~k
b~k + b~kb

+
~k
) =

∑

~k

ε(~k)(b+~k
b~k + 1/2), (2.13)

ãäå ε(~k) = ~ω(~k). Äàííûé îïåðàòîð �àìèëüòîíà èìååò äèàãî-

íàëüíûé âèä, ÷üè äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû óæå èìåþò

ñìûñë ýíåðãèé êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì âîëíîâîãî âåêòîðà

~k.
Âûÿñíèì �èçè÷åñêèé ñìûñë íîâûõ ââåäåííûõ îïåðàòîðîâ.

Ýòè îïåðàòîðû äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé |n~k1
, ...n~kN

>,

êîòîðûå çàâèñÿò îò ÷èñåë çàïîëíåíèÿ n~k (n~k = 0, 1, 2, 3...) êâàí-

òîâûõ ñîñòîÿíèé, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ âîëíîâûìè âåêòîðàìè

~k.
Îáîçíà÷èì �óíêöèþ

~k-ãî ñîñòîÿíèÿ ñ ÷èñëîì êâàçè÷àñòèö n~k â

ýòîì ñîñòîÿíèè êàê |n~k >= |0, ..., n~k, ..0 >. Òîãäà äëÿ âûïîëíå-

íèÿ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò îïðåäåëèòü äåéñòâèå

îïåðàòîðîâ b~k è b
+
~k
íà �óíêöèè |n~k > ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

b+~k
|n~k >=

√

n~k + 1|n~k + 1 >, b~k|n~k >=
√
n~k|n~k − 1 > . (2.14)

Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü, ÷òî �óíêöèè |n~k > íîðìèðîâàíû óñëîâèåì

< n~k|n~k′ >= δ~k,~k′ . Èç äàííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð

b+~k
óâåëè÷èâàåò, à b~k óìåíüøàåò ÷èñëî êâàçè÷àñòèö n~k íà åäèíèöó

â ñîñòîÿíèè, îïðåäåëåííîì �óíêöèåé |n~k >. Êðîìå òîãî,

b+~k b~k|n~k >= n~k|n~k >, b~kb
+
~k
|n~k >= (n~k + 1)|n~k > . (2.15)
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Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð b+~k
b~k = n̂~k ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðó ÷èñ-

ëà áîçîíîâ â ñîñòîÿíèè

~k.
Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå êðèñòàëëà îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé |0 >.

Â ýòîì ñîñòîÿíèè ýíåðãèÿ

E0 =< 0|Ĥ|0 >= 1

2

∑

~k

ε(~k) (2.16)

èìååò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå è íàçûâàåòñÿ ýíåðãèåé "íóëåâûõ" êî-

ëåáàíèé. Ýíåðãèÿ êðèñòàëëà â ñîñòîÿíèè |n~k > îïðåäåëÿåòñÿ êàê

En~k
=< n~k|Ĥ |n~k >= E0 + n~kε(

~k). (2.17)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäå-

íèé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, ñâÿçàííûõ ñ êîëåáàíèÿìè ðåøåò-

êè è õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ýíåðãèåé ε(~k) = ~ω(~k), ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ñîñòîÿíèÿì ñ âîëíîâûì âåêòîðîì

~k, à òàêæå êâàçèèìïóëü-
ñîì ~~k. Ýòè âîçáóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ áîçîíàìè, èõ ÷èñëî â ñîñòî-

ÿíèè

~k çàäàåòñÿ ÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ n~k, êîòîðûå ìîãóò ïðèíè-
ìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ. Äàííûå ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ íàçû-

âàþòñÿ �îíîíàìè.

Ôóíêöèÿ |n~k > ñîñòîÿíèÿ ñ n~k �îíîíàìè ìîæåò áûòü ïîëó÷å-

íà ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà b+~k ê �óíê-

öèè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ:

|n~k >=
1

(n~k!)
1/2

(b+~k )
n~k |0 > . (2.18)

×àñòîòà �îíîíîâ ω(~k) = ω(−~k) = 2
√ γ

m | sin (~k~a)
2 |, ÷üÿ çàâèñè-

ìîñòü îò âîëíîâîãî âåêòîðà

~k íîñèò íàçâàíèå çàêîíà äèñïåðñèè

è èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.2.

Çíàÿ çàêîí äèñïåðñèè �îíîíîâ, ìîæíî îïðåäåëèòü �àçîâóþ

vf è ãðóïïîâóþ vg ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ âîç-
áóæäåíèé

vf =
ω(~k)

k
=

2

k

√

γ

m
| sin (~k~a)

2
|,

vg =
dω(~k)

dk
= a

√

γ

m
| cos (

~k~a)

2
|.

(2.19)
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�èñ. 2.2. Çàêîí äèñïåðñèè àêóñòè÷åñêèõ �îíîíîâ â îäíîìåðíîé öå-

ïî÷êå àòîìîâ

Êîãäà âîëíîâîé âåêòîð ïðèáëèæàåòñÿ ê ãðàíèöå çîíû Áðèëëþýíà

ka→ π (èëè λ→ 2a) �àçîâàÿ ñêîðîñòü vf → 2a
π

√

γ
m , à ãðóïïîâàÿ

ñêîðîñòü vg ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Äëèííîâîëíîâûå âîçáóæäåíèÿ ñ

~k~a = 2πa
λ ≪ 1 õàðàêòåðèçó-

þòñÿ âåëè÷èíàìè ω(k) = ka
√

γ
m . Äëèííîâîëíîâûå âîçáóæäåíèÿ

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óïðóãèå âîëíû â ñðåäå. Ñêîðîñòü óïðó-

ãèõ âîëí - ñêîðîñòü çâóêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê vac =
√

E
ρ . Â íàøåì

ñëó÷àå ïëîòíîñòü âåùåñòâà êðèñòàëëà ρ = m/a, à ìîäóëü Þí-

ãà êàê îòíîøåíèå ñèëû óïðóãîñòè ê âûçâàâøåé åå îòíîñèòåëü-

íîé äå�îðìàöèè ðàâåí E = γ(ξn−ξn−1)
(ξn−ξn−1)/a

= γa è, ñëåäîâàòåëüíî,

vac = a
√

γ/m è ω(k) ≃ kvac ïðè ka ≪ 1, òî åñòü ðàññìîòðåí-

íûå âîçáóæäåíèÿ â ïðåäåëå ka ≪ 1 ñîâïàäàþò ñ àêóñòè÷åñêèìè
âîëíàìè â óïðóãîé ñðåäå. Ïîýòîìó ýòè âîçáóæäåíèÿ íàçûâàþòñÿ

àêóñòè÷åñêèìè �îíîíàìè.
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�èñ. 2.3. Îäíîìåðíàÿ öåïî÷êà àòîìîâ ñ äâóìÿ àòîìàìè â ýëåìåíòàð-

íîé ÿ÷åéêå)

2.1.2. Ôîíîíû â îäíîìåðíîì êðèñòàëëå ñ äâó-

ìÿ àòîìàìè â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå

Ïóñòü â îäíîìåðíîé ðåøåòêå â êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå èìå-

åòñÿ äâà íåéòðàëüíûõ àòîìà ñ ìàññàìè m1 è m2. Ïîëîæåíèå ýëå-

ìåíòàðíûõ ÿ÷ååê îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì

~l = n~a. Ñìåùåíèÿ àòî-
ìîâ èç ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé 0 è a/2 â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå ñ
íîìåðîì n îáîçíà÷èì êàê ξn,1 è ξn,2 (ðèñ. 2.3).

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñìåùåíèé àòîìîâ èç ðàâíîâåñíûõ ïî-

ëîæåíèé èìååò âèä

T =
1

2

∑

n,α

mαξ̇
2
n,α, (2.20)

ãäå α = 1, 2.
Â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïðè ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ òîëü-

êî ñîñåäíèõ àòîìîâ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âûðàæàåòñÿ êâàäðà-

òè÷íîé �óíêöèåé

V =
γ

2

∑

n

[2(ξn,1−ξn,2)2+(ξn,1−ξn−1,2)2+(ξn,2−ξn+1,1)
2], (2.21)

ãäå γ - êîý��èöèåíò óïðóãîñòè, õàðàêòåðèçóþùèé ñèëû âçàèìî-

äåéñòâèÿ. Öèêëè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä ξn,α =
= ξn+N,α, ãäå N - ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê â êðèñòàëëå.

Îò ñìåùåíèé ξn,α óäîáíî ïåðåéòè ê êîëëåêòèâíûì îáîáùåí-

íûì êîîðäèíàòàì eα(~k)A~k ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé

ξn,α =
1√
mαN

∑

~k

eα(~k)A~ke
i~kn~a, (2.22)

ãäå eα(~k) = eα(−~k) - âåùåñòâåííûå �óíêöèè (èãðàþò ðîëü ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ äèíàìè÷åñêîé ìàòðèöû),

~k - ïðèâåäåííûé âîë-

íîâîé âåêòîð, êîòîðûé ïðèíèìàåò N çíà÷åíèé

~k =
~b
N µ = 2π~a

Na2µ,

µ = 0,±1, ...,±N
2 , −π ≤ ~k~a < π.
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Èç óñëîâèÿ âåùåñòâåííîñòè ξn,α ñëåäóåò, ÷òî A~k = A∗−~k. Ïîä-

ñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ ξn,α ÷åðåç îáîáùåííûå êîîðäèíàòû â ñî-

îòíîøåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè ðàâåíñòâà

1
N

∑

n
ei(

~k+~k′)n~a = δ~k′,−~k, ïîëó÷èì

T =
1

2

∑

~k,α

e2α(
~k)Ȧ~kȦ−~k, V =

1

2

∑

~k,α,β

Dαβ(~k)eα(~k)eβ(~k)A~kA−~k,

(2.23)

ãäå

D11(~k) = 4γ/m1, D22(~k) = 4γ/m2,

D12(~k) = D21(−~k) = D∗21(~k) = − 2γ√
m1m2

(1 + exp (i~k~a))

- ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñèëîâîé ìàòðèöû Dαβ(~k).
Ñîñòàâèì �óíêöèþ Ëàãðàíæà L = T − V . Òîãäà óðàâíåíèÿ

Ëàãðàíæà

d

dt

∂L

∂q̇α,~k
− ∂L

∂qα,~k
= 0,

ãäå qα,~k = eαA−~k, ïðèíèìàþò âèä

eα(~k)Ä~k +
∑

β

Dαβ(~k)eβ(~k)A~k = 0. (2.24)

Ýòà ñèñòåìà äâóõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ïîä-

ñòàíîâêè Ä~k = −ω2(~k)A~k ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó ëèíåéíûõ îä-

íîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

�óíêöèé eα(~k):

ω2(~k)eα(~k)−
∑

β

Dαβ(~k)eβ(~k) = 0. (2.25)

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû ñâî-

äèòñÿ ê ðàâåíñòâó íóëþ îïðåäåëèòåëÿ

|Dαβ(~k)− ω2(~k)δαβ | = 0. (2.26)

Ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëü-

íî ω2(~k) - íîðìàëüíîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé, êîòîðîå èìååò äâà
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�èñ. 2.4. Çàêîí äèñïåðñèè àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â

îäíîìåðíîì êðèñòàëëå ñ äâóìÿ àòîìàìè â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå

çíà÷åíèÿ

ω2
s(
~k) = 2γ





1

µ
+ (−1)s

√

1

µ2
− 4

m1m2
sin2(

~k~a

2
)



 , (2.27)

ãäå s = 1, 2, µ = m1m2/(m1 + m2) - ïðèâåäåííàÿ ìàññà äâóõ

àòîìîâ. Äâå �óíêöèè ωs(~k) îïðåäåëÿþò ÷àñòîòû äâóõ âåòâåé êî-

ëåáàíèé. Ïðè

~k~a≪ 1

ω1(~k) ≃
√

4γ

m1 +m2
| sin(

~k~a

2
)| ≃ ~k~a

√

γ

m1 +m2
,

ω2(~k) ≃2

√

γ

µ
[1− 2µ

m1 +m2
sin2(

~k~a

2
)] ≃ 2

√

γ

µ
.

(2.28)

Ôóíêöèÿ ω1(~k) ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé àêóñòè÷åñêèõ âîëí â îä-
íîìåðíîé ðåøåòêå ñ îäíèì àòîìîì â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå, åñëè

åãî ìàññà ðàâíà ñóììå ìàññ m1 è m2. Ïîýòîìó ω1(~k) íàçûâàåòñÿ

àêóñòè÷åñêîé âåòâüþ. Ôóíêöèÿ ω2(~k) õàðàêòåðèçóåò êîëåáàíèÿ,

÷àñòîòû êîòîðûõ íå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè

~k → 0, òî åñòü ïðè

ïðèáëèæåíèè ê öåíòðó çîíû Áðèëëþýíà. Îíà íàçûâàåòñÿ îïòè-
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÷åñêîé âåòâüþ êîëåáàíèé. Ïóñòü m1 ≥ m2, òîãäà íà ãðàíèöå çî-

íû Áðèëëþýíà, òî åñòü ïðè k = π/a ÷àñòîòû ω1(
π
a ) = 2

√

γ
m1

,

ω2(
π
a ) = 2

√

γ
m2

.

Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ωs(~k) ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå ãðà-

�èêîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 2.4. Ïîäñòàâèâ ÷àñòîòû ωs(~k) â
(2.25), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

ω2
s(
~k)eα,s(~k)−

∑

β

Dαβ(~k)eβ,s(~k) = 0, (2.29)

îïðåäåëÿþùèå �óíêöèè eα,s. �åøåíèÿ eα,s, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç-
íûì s, îðòîãîíàëüíû ìåæäó ñîáîé. Ïîñêîëüêó îíè îïðåäåëÿþòñÿ

èç äàííûõ ñîîòíîøåíèé òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíî-

æèòåëÿ, òî èõ ìîæíî íîðìèðîâàòü óñëîâèåì

∑

α
eα,seα,s′ = δs,s′ .

Òàêèì îáðàçîì, eα,s - îðòû íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò êîëåáàíèé.

Åñëè ïîäñòàâèòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñè-

ëîâîé ìàòðèöû â óðàâíåíèå (2.29) äëÿ eα,s, òî ïðè ~k~a ≪ 1 íàõî-
äèì

e1s(~k)

e2s(~k)
≃ 4γ

√
m1m2 [ 4γm1

− ω2
s(
~k)]

. (2.30)

Îòíîøåíèå àìïëèòóä ñìåùåíèé àòîìîâ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì

ξn,1
ξn,2

≃ e1s(~k)
√
m2

e2s(~k)
√
m1

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àêóñòè÷åñêîé âåòâè êîëåáàíèé ξn,1/ξn,2 ≈ 1,
òî åñòü àòîìû â îäíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå êîëåáëþòñÿ â îäèíà-

êîâîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ îïòè÷åñêîé âåòâè ξn,1/ξn,2 ≃ −m2/m1,

òî åñòü àòîìû â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå ñîâåðøàþò êîëåáàíèÿ â

ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Íà ðèñ. 2.5. ïðåäñòàâëåíà ðàñ-

ñ÷èòàííàÿ çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ àìïëèòóä ñìåùåíèÿ àòîìîâ

ξn,1/ξn,2 öåïî÷êè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà
k â ðàìêàõ ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà äëÿ àêóñòè÷åñêîé è îïòè÷å-

ñêîé âåòâåé êîëåáàíèé, à íà ðèñ. 2.6 äàíî íàãëÿäíîå èçîáðàæåíèå

ñìåùåíèé àòîìîâ äëÿ ýòèõ âåòâåé êîëåáàíèé ïðè k = 0 è k = π/a.
Â èîííûõ êðèñòàëëàõ â ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó âõîäÿò èîíû

ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çàðÿäàìè. Ïîýòîìó îïòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
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�èñ. 2.5. Çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ àìïëèòóä ñìåùåíèÿ àòîìîâ ξn,1/ξn,2

îò âîëíîâîãî âåêòîðà k â îäíîìåðíîì êðèñòàëëå ñ äâóìÿ àòîìàìè â

ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå äëÿ àêóñòè÷åñêîé (âåðõíÿÿ êðèâàÿ) è îïòè÷åñêîé

(íèæíÿÿ êðèâàÿ) âåòâåé êîëåáàíèé

ñâÿçàíû ñ áîëüøèì èçìåíåíèåì äèïîëüíîãî ìîìåíòà ÿ÷åéêè. Îíè

îïðåäåëÿþò îïòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êðèñòàëëà â ýòîé îáëàñòè ÷à-

ñòîò. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî è âûçâàëî íàçâàíèå ýòîé âåòâè êîëåáà-

íèé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äâóìÿ íàáîðàìè ñîáñòâåííûõ íîðìàëüíûõ

êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìûõ eα,s, êèíåòè÷åñêóþ è ïîòåíöèàëüíóþ

ýíåðãèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

T =
1

2

∑

~k,α,s,s′

eα,s(~k)eα,s′(~k)Ȧ~k,sȦ−~k,s′ =
1

2

∑

~k,s

Ȧ~k,sȦ−~k,s,

V =
1

2

∑

~k,α,s,s′

Dαβ(~k)eα,s(~k)eβ,s′(~k)A~k,sA−~k,s′ =

=
1

2

∑

~k,s

ω2
s(
~k)A~k,sA−~k,s.

(2.31)

Îáîáùåííîé êîîðäèíàòå A~k,s ñîîòâåòñòâóåò îáîáùåííûé èìïóëüñ

P~k,s =
∂T

∂Ȧ~k,s

= Ȧ−~k,s
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�èñ. 2.6. �ðà�è÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñìåùåíèé àòîìîâ öåïî÷êè äëÿ

àêóñòè÷åñêîé (à, â) è îïòè÷åñêîé (á, ã) âåòâåé êîëåáàíèé ïðè k = 0
(à,á) è k = π/a (â, ã)

è, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ �àìèëüòîíà ïðèíèìàåò âèä:

H =
1

2

∑

~k,s

[P~k,sP−~k,s + ω2
s(
~k)A~k,sA−~k,s]. (2.32)

Ïåðåõîä ê êâàíòîâîìó îïåðàòîðó �àìèëüòîíà îñóùåñòâëÿåòñÿ çà-

ìåíîé îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ îïåðàòîðàìè:

A~k,s → Â~k,s =

√

~

2ωs(~k)
(b~k,s + b+−~k,s);

P~k,s → P̂~k,s = i

√

~ωs(~k)

2
(b+~k,s − b−~k,s),

(2.33)

ãäå îïåðàòîðû Â~k,s è P̂~k,s óäîâëåòâîðÿþò ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîò-

íîøåíèÿì

[Â~k,s, P̂~k′,s′ ] = i~δ~k,~k′δs,s′ , [Â~k,s, Â~k′,s′ ] = [P̂~k,s, P̂~k′,s′ ] = 0,

à îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ �îíîíîâ óäîâëåòâîðÿþò

ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì

[b~k,s, b
+
~k′,s′

] = δ~k,~k′δs,s′ ; [b~k,s, b~k′,s′ ] = [b+~k,s
, b+~k′,s′

] = 0.

Òîãäà îïåðàòîð �àìèëüòîíà çàïèøåòñÿ â âèäå:

Ĥ =
∑

~k,s

~ωs(~k)(b
+
~k,s
b~k,s + 1/2); (2.34)

44



à îïåðàòîð ñìåùåíèÿ àòîìîâ èç ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé

ξ̂(s)n,α =

√

~

2Nmα

∑

~k,s

eα,s(~k)
√

ωs(~k)
(b~k,s + b+−~k,s). (2.35)

2.1.3. Ôîíîíû â òðåõìåðíîì êðèñòàëëå

�àññìîòðèì âíà÷àëå êðèñòàëëû, ó êîòîðûõ â ñîñòàâ ýëåìåíòàð-

íîé ÿ÷åéêè âõîäèò ïî îäíîìó àòîìó (ìîíîàòîìíûå êðèñòàëëû).

Ïóñòü m - ìàññà àòîìîâ è r~n,α (α = 1, 2, 3) - òðè êîìïîíåíòû âåê-

òîðà ñìåùåíèÿ àòîìà èç óçëà ÿ÷åéêè, îïðåäåëÿåìûé âåêòîðîì

ðåøåòêè ~n = n1~a1 + n2~a2 + n3~a3. Òîãäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

T =
m

2

∑

n,α

ṙ2~n,α. (2.36)

Â òðåõìåðíîì êðèñòàëëå ÷èñëî ñîñåäåé ó êàæäîãî àòîìà ðàñòåò

ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ. Ïîýòîìó îáû÷íî íåëü-

çÿ îãðàíè÷èòüñÿ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ òîëüêî ìåæäó áëèæàé-

øèìè ñîñåäÿìè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì çàïèøåì ïîòåíöèàëüíóþ

ýíåðãèþ êðèñòàëëà â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè â âèäå

V =
γ

2

∑

~n,α,~m,β

Vαβ(~n− ~m)r~n,αr~m,β , (2.37)

ãäå êîìïîíåíòû òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà Vαβ óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì

Vαβ(~n− ~m) = Vβα(~m− ~n),
∑

~n

Vαβ(~n− ~m) = 0. (2.38)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ðàâíà íóëþ ñóììàðíàÿ

ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îòäåëüíûé àòîì ñî ñòîðîíû âñåõ îñòàëü-

íûõ, åñëè îíà îáóñëîâëåíà ïåðåíîñîì âñåãî êðèñòàëëà êàê öåëîãî:

F~m,β = − ∂V

∂r~m,β
= −

∑

~n,α

Vαβ(~n− ~m)r~n,α.

Ïðè ñìåùåíèè êðèñòàëëà êàê öåëîãî r~n,α = rα è

F~m,β = −
∑

~n,α

Vαβ(~n− ~m)rα = 0
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è òàê êàê rα - ïðîèçâîëüíû, òî ðàâíû íóëþ äîëæíû áûòü êîý�-

�èöèåíòû ïðè êàæäîì rα. Èñïîëüçóåì öèêëè÷åñêèå ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî â îñíîâíîé îáëàñòè êðèñòàëëà èìååò-

ñÿ N ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê (N = N1N2N3),

r~n,α = r~n+N~a,α.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íàáîð äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé âîëíîâîãî

âåêòîðà ñ êîìïîíåíòàìè

kα =
bαnα

Nα
,

ãäå nα = 0± 1, ...±Nα/2 ñ −π ≤ kαaα < π.
Ïðîâåäåì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåõîäà ê êîëëåê-

òèâíûì ïåðåìåííûì

r~n,α =
1√
mN

∑

~k

eα(~k)A~ke
i~k~n, (2.39)

ãäå ââåäåííûå ïåðåìåííûå îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

A~k = A∗−~k, à eα(
~k) = eα(−~k) - âåùåñòâåííûå �óíêöèè. Â ðåçóëü-

òàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåì:

K =
1

2

∑

~k,α

e2α(
~k)Ȧ~kȦ−~k, V =

1

2

∑

~k,α,β

Dαβ(~k)eα(~k)eβ(~k)A~kA−~k,

(2.40)

ãäå

Dαβ(~k) = D∗βα(~k) = D∗αβ(−~k) =
1

m

∑

n

Vαβ(~n)e
i~k~n

- ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñèëîâîé ìàòðèöû.

Ââåäåì �óíêöèþ Ëàãðàíæà L = T − V . Òîãäà óðàâíåíèÿ

Ëàãðàíæà

d

dt

∂L

∂q̇~k,α
− ∂L

∂q~k,α
= 0,

ãäå q~k,α = eα(~k)A−~k, ïðèíèìàþò âèä:

eα(~k)Ä~k +
∑

β

Dαβ(~k)eβ(~k)A~k = 0. (2.41)
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Ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè Ä~k = −ω2(~k)A~k ýòè äè��åðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ â ñèñòåìó òðåõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ eα(~k):

ω2(~k)eα(~k)−
∑

β

Dαβ(~k)eβ(~k) = 0. (2.42)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

|ω2(~k)δαβ −Dαβ(~k)| = 0, (2.43)

êàê óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû, çà-

äàåò òðè êîðíÿ ω2
s(
~k) (s = 1, 2, 3) - ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëëåê-

òèâíûõ âîçáóæäåíèé. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì òðè ðåøåíèÿ îïðå-

äåëÿþò òðè âåêòîðà ~es(~k) ñ êîìïîíåíòàìè eα,s(~k). Ýòè âåêòîðû

âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, è òàê êàê îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ

äî ïðîèçâîëüíîãî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, òî ìîæíî ïîëîæèòü

∑

α

eα,s(~k)eα,s′(~k) = δs,s′ , (2.44)

ââîäÿ òåì ñàìûì òðåáîâàíèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè äëÿ ~es(~k).

Ïðè

~k → 0 ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

Dαβ(~k) =
1

m

∑

~n

Vαβ(~n)e
i~k~n,

ñîãëàñíî

∑

~n

Vαβ(~n− ~m) = 0,

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ âñåõ òðåõ ÷à-

ñòîò ωs(~k) → 0 ïðè ~k → 0. Ýòè ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ òðåìÿ âåò-

âÿìè àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

Â êðèñòàëëàõ êóáè÷åñêîé ñèíãîíèè îäèí èç âåêòîðîâ ~es(~k)

íàïðàâëåí âäîëü âåêòîðà

~k. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîëåáàíèÿ íàçû-

âàþòñÿ ïðîäîëüíûìè. Äâà äðóãèõ - âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è

ïåðïåíäèêóëÿðíû

~k. Îíè îïðåäåëÿþò âåòâè ïîïåðå÷íûõ êîëåáà-
íèé. Â èçîòðîïíîì êðèñòàëëå ÷àñòîòà ωs(~k) çàâèñèò îò íàïðàâ-

ëåíèÿ

~k. Ïðè ýòîì äâå âåòâè ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ωt(~k) èìåþò

îäèíàêîâûå ÷àñòîòû äëÿ êàæäîãî

~k. ×àñòîòà ïðîäîëüíîé âîëíû
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ωl(~k) îáû÷íî âûøå. Â àíèçîòðîïíûõ êðèñòàëëàõ òðè ðåøåíèÿ

~es(~k) âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, îäíàêî òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ âû-

äåëåííûõ íàïðàâëåíèé â êðèñòàëëå îäèí èç íèõ ñîâïàäàåò ñ

~k.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåìÿ ðåøåíèÿìè êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìå-

ùåíèÿ àòîìîâ â êðèñòàëëå áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ òðåìÿ êîëëåêòèâ-

íûìè ïåðåìåííûìè A~k,s äëÿ êàæäîãî âåêòîðà
~k:

r~n,α =
1√
mN

∑

~k,s

eα,s(~k)A~k,se
i~k~n, s = 1, 2, 3. (2.45)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèé îðòîíîðìèðîâàííîñòè (2.44) è

óðàâíåíèé (2.42) äëÿ eα,s(~k) ïîëó÷èì:

T =
1

2

∑

~k,s

Ȧ~k,sȦ−~k,s, V =
1

2

∑

~k,s

ω2
s(
~k)A~k,sA−~k,s. (2.46)

Ââîäÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû P~k,s = ∂L
∂Ȧ~k,s

= Ȧ−~k,s è ïðåîáðàçóÿ

ñ èõ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ïîëó÷èì

�óíêöèþ �àìèëüòîíà â ñëåäóþùåì âèäå:

H =
1

2

∑

~k,s

[P~k,sP−~k,s + ω2
s(
~k)A~k,sA−~k,s]. (2.47)

Ïðîâåäåì ïðîöåäóðó êâàíòîâàíèÿ è ïåðåõîäà ê îïåðàòîðó �à-

ìèëüòîíà:

A~k,s → Â~k,s =

√

~

2ωs(~k)
(b~k,s + b+−~k,s),

P~k,s → P̂~k,s = i

√

~ωs(~k)

2
(b+~k,s − b−~k,s),

H(P~k,s, A~k,s) → Ĥ =
∑

~k,s

~ωs(~k)(b
+
~k,s
b~k,s + 1/2),

(2.48)

ãäå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ b+~k,s
è b~k,s óíè÷òîæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò

îáû÷íûì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ áîçå-îïåðàòîðîâ

[b~k,s, b
+
~k′,s′

] = δ~k,~k′δs,s′ , [b~k,s, b~k′,s′ ] = [b+~k,s
, b+~k′,s′

]δ~k,~k′ = 0,
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�èñ. 2.7. Çàêîí äèñïåðñèè àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â

òðåõìåðíîì êðèñòàëëå ñ äâóìÿ àòîìàìè â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå

à îïåðàòîð n̂~k,s = b+~k,s
b~k,s õàðàêòåðèçóåò ÷èñëî �îíîíîâ â êàæ-

äîé âåòâè s êîëåáàíèé â ñîñòîÿíèÿõ |n~k,s >, ïðè ýòîì îïåðàòîð

âåêòîðà ñìåùåíèÿ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

~̂rn =

√

~

2mN

∑

~k,s

~es(~k)
√

ωs(~k)
(b~k,s + b+−~k,s)e

i~k~n. (2.49)

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî îáîáùèòü è íà ñëó÷àé êðè-

ñòàëëîâ ñ ν àòîìàìè â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå. Ôîíîííûé ñïåêòð

òàêèõ êðèñòàëëîâ ñîñòîèò èç 3ν âåòâåé ñ ÷àñòîòàìè ωs(~k),
s = 1, ..., 3ν. ×àñòîòû òðåõ èç ýòèõ âåòâåé ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ

ïðè

~k → 0. Îíè íàçûâàþòñÿ àêóñòè÷åñêèìè âåòâÿìè. Îñòàëüíûå
3(ν − 1) âåòâåé êîëåáàíèÿ íàçûâàþòñÿ îïòè÷åñêèìè. Â êà÷åñòâå

ïðèìåðà íà ðèñ. 2.7. äàíî ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå çàêîíà äèñ-

ïåðñèè àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé äëÿ òðåõìåðíîãî

êðèñòàëëà ñ äâóìÿ àòîìàìè â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå.

Îïåðàòîð �àìèëüòîíà äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà áîçå-êâàçè÷àñòèö -

àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ �îíîíîâ ìíîãîàòîìíîãî êðèñòàëëà

ïðèíèìàåò âèä:

Ĥ =
∑

~k,s

~ωs(~k)(b
+
~k,s
b~k,s + 1/2); (2.50)
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à îïåðàòîðû ñìåùåíèÿ àòîìîâ â ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷åéêàõ õàðàêòå-

ðèçóþòñÿ âûðàæåíèÿìè

~̂rn,α =

√

~

2N

∑

~k,s

~e
(s)
α (~k)

√

mαωs(~k)
(b~k,s + b+−~k,s)e

i~k~n, (2.51)

ãäå

3
∑

l=1

ν
∑

α=1
e
(s)
αl (

~k)e
(s′)
αl (~k′) = δs,s′δ~k,~k′ , α = 1, ...ν.

2.1.4. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó �îíîíàìè

Ìû ðàññìîòðåëè ïîäõîä ê îïèñàíèþ êîëåáàíèé àòîìîâ íà ÿçûêå

ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé - �îíîíîâ â òàê íàçûâàåìîì ãàðìî-

íè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè, êîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êîëåáàíèÿ

àòîìîâ ñîäåðæàëà òîëüêî ÷ëåíû, êâàäðàòè÷íûå ïî ñìåùåíèÿì

àòîìîâ èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ýòîì îïåðàòîð �àìèëüòî-

íà èìååò âèä:

H =
∑

~k,s

~ωs(~k)(b
+
~k,s
b~k,s + 1/2). (2.52)

Îïåðàòîð ÷èñëà �îíîíîâ n̂~k,s = b+~k,sb~k,s êîììóòèðóåò ñ îïåðàòî-

ðîì �àìèëüòîíà [Ĥ, n̂~k,s] = 0, ïîýòîìó ÷èñëî �îíîíîâ â êàæäîì
ñîñòîÿíèè ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ãàð-

ìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè �îíîíû íåçàâèñèìû è íå âçàèìîäåé-

ñòâóþò ìåæäó ñîáîé.

Òàêàÿ ïðîñòàÿ êàðòèíà íàðóøàåòñÿ ïðè ó÷åòå â ðàçëîæåíèè

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè êðèñòàëëà ïî ñòåïåíÿì ñìåùåíèé èç ïî-

ëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ÷ëåíîâ êóáè÷åñêîé è áîëåå âûñîêèõ ñòåïå-

íåé, òî åñòü

W =
1

3!

∑

Vα,β,γ(~m− ~n,~l − ~n)r~n,αr~m,βr~l,γ + ..... (2.53)

Ñëàãàåìûå íàçûâàþòñÿ àíãàðìîíè÷åñêèìè ïîïðàâêàìè. Åñëè â

äàííîì âûðàæåíèè çàìåíèòü ñìåùåíèÿ r~n,α îïåðàòîðàìè

r̂~n,α =

√

~

2mN

∑

~k,s

es,α(~k)
√

ωs(~k)
ϕ̂~k,se

i~k~n, (2.54)
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�èñ. 2.8. Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå òðåõ�îíîííûõ ïðîöåññîâ: ñëè-

ÿíèÿ äâóõ �îíîíîâ â îäèí - à); ðàñïàäà îäíîãî �îíîíà íà äâà äðóãèõ

- á)

ãäå ϕ̂~k,s = b~k,s + b+−~k,s, òî ïîëó÷èì îïåðàòîð àíãàðìîíè÷åñêîãî

âîçìóùåíèÿ

Ŵ =
∑

Vs,s′,t(~k, ~k′, ~q)ϕ̂~k,sϕ̂~k′,s′ ϕ̂−~q,t, (2.55)

Vs,s′,t(~k, ~k′, ~q, ) =
1

12

√

~3

2m3N3ωsωs′ωt
×

×
∑

α,β,γ,~n,~m

Vα,β,γes,α(~k)es′,β(~k
′)et,γ(−~q)ei(~k~n+~k′ ~m),

(2.56)

ãäå ~q = ~k + ~k′ + ~g, ~g - âåêòîð, êîòîðûé ðàâåí íóëþ, ëèáî òà-

êîìó âåêòîðó îáðàòíîé ðåøåòêè, ïðè êîòîðîì âîëíîâîé âåêòîð

~q îñòàåòñÿ â ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà. Ñëàãàåìûå â Ŵ , ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ~q ïðè ~g 6= 0, îòâåòñòâåííû çà ïðîöåññû, êîòîðûå ïî-

ëó÷èëè íàçâàíèå "ïðîöåññîâ ïåðåáðîñà". Èìååòñÿ òîëüêî ÷åòûðå

òèïà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà Ŵ íà �óíêöèÿõ îò ÷èñåë

çàïîëíåíèÿ:

V s,s′,t(~k, ~k′, ~q)
√

n~k,s, n~k′,s′ , n~q,t×
× < n~k,s − 1, n~k′,s′ − 1, n−~q,t − 1|b~k,sb~k′,s′b−~q,t|n~k,s, n~k′,s′ , n−~q,t >,

V s,s′,t(~k, ~k′, ~q)
√

n~k,s, n~k′,s′ , n~q,t + 1×

× < n~k,s − 1, n~k′,s′ − 1, n−~q,t + 1|b~k,sb~k′,s′b
+
−~q,t|n~k,s, n~k′,s′ , n−~q,t >

(2.57)

è ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûå èì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû.

Ïåðâûé òèï ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññàì

èñ÷åçíîâåíèÿ òðåõ �îíîíîâ, à ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûå èì ñîîò-
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�èñ. 2.9. Èëëþñòðàöèÿ ïðîöåññà ïåðåáðîñà ïðè ñëèÿíèè äâóõ �îíîíîâ

â îäèí

âåòñòâóþò ïðîöåññàì ðîæäåíèÿ òðåõ �îíîíîâ. Âñå ýòè ïðîöåññû

çàïðåùåíû çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Âòîðîé òèï ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïèñûâàåò ïðîöåññû ñëè-

ÿíèÿ äâóõ �îíîíîâ â îäèí (ðèñ. 2.8, à). Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû,

ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûå, îïèñûâàþò ïðîöåññû ðàñïàäà îäíîãî �î-

íîíà íà äâà äðóãèå (ðèñ. 2.8, á).

Ïðîöåññû ñëèÿíèÿ è ðàñïàäà ìîãóò ïðîèñõîäèòü òîëüêî ïðè

âûïîëíåíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

ωt(~q) = ωs(~k) + ωs′(~k
′).

Åñëè ïðè ýòîì ~q = ~k+~k′, òî âûïîëíèì è çàêîí ñîõðàíåíèÿ êâàçè-

èìïóëüñîâ �îíîíîâ. Åñëè æå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîöåññ ïåðåáðîñà,

òî åñòü

~q = ~k + ~k′ + ~g,

ãäå ~g - âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè, òî êâàçèèìïóëüñ íå ñîõðàíÿåò-
ñÿ.

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ó÷åò â ïîòåíöèàëü-

íîé ýíåðãèè ÷ëåíîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî ñìåùåíèÿì àòîìîâ

ïðèâîäèò ê ÷åòûðåõ�îíîííûì ïðîöåññàì, â êîòîðûõ äâà �îíîíà

ðàññåèâàþòñÿ äðóã íà äðóãå, èëè îäèí �îíîí ðàñïàäàåòñÿ íà òðè

äðóãèõ, èëè òðè �îíîíà ñëèâàþòñÿ â îäèí.

�èñóíîê 2.9 èëëþñòðèðóåò ÿâëåíèå ñëèÿíèÿ äâóõ �îíîíîâ

~k, s
è

~k′, s′ â îäèí �îíîí ~q, t ïðè íàðóøåíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ êâà-
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çèèìïóëüñà (ïðîöåññ ïåðåáðîñà). Ïóíêòèðîì èçîáðàæåíà êðèâàÿ

ωs′(~k
′), ñîîòâåòñòâóþùàÿ çíà÷åíèþ âîëíîâîãî âåêòîðà

~k′, ïåðå-
íåñåííàÿ â òî÷êó À. Òî÷êà Â ïåðåñå÷åíèÿ ïóíêòèðíîé ëèíèè ñ

êðèâîé ωt(~q) îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ ~k
′
è ÷àñòîò ωs′(~k

′) è ωt(~q), äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

ωt(~q) = ωs(~k) + ωs′(~k
′).

Ïðè ýòîì ~q = ~k + ~k′ − 2π
a2~a, ãäå

2π
a2~a - âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè.

Îïåðàòîðû àíãàðìîíè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ îáóñëîâëèâàþò òåï-

ëîâîå ðàñøèðåíèå êðèñòàëëîâ è óñòàíîâëåíèå òåðìîäèíàìè÷å-

ñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñðåäè �îíîíîâ. Îíè îòâåòñòâåííû çà òåïëîïðî-

âîäíîñòü òâåðäûõ òåë. Ïðè òåïëîâîì âîçáóæäåíèè êðèñòàëëà â

íåì ðîæäàþòñÿ �îíîíû. Îíè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â êðèñòàëëå ñî

ñêîðîñòüþ çâóêà è ïåðåíîñÿò òåïëîâóþ ýíåðãèþ. Ïîòîê òåïëà

~J
íàïðàâëåí â îáëàñòü ìåíüøèõ òåìïåðàòóð è îïðåäåëÿåòñÿ âûðà-

æåíèåì

~J = −κ∇T,

ãäå κ - êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè. Åñëè âçàèìîäåéñòâèå

ìåæäó �îíîíàìè îòñóòñòâóåò èëè îñóùåñòâëÿåòñÿ áåç ïðîöåñ-

ñîâ ïåðåáðîñà, òî ñóììàðíûé èìïóëüñ âñåõ �îíîíîâ ñîõðàíÿ-

åòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå �îíîíû áóäóò ïåðåíîñèòü ýíåðãèþ äàæå

áåç ãðàäèåíòà òåìïåðàòóð, òî åñòü îòñóòñòâóåò òåïëîñîïðîòèâ-

ëåíèå (∼ 1/κ). Íàëè÷èå òåïëîñîïðîòèâëåíèÿ óêàçûâàåò, ÷òî â

ïðîöåññå âçàèìîäåéñòâèÿ �îíîíîâ íàðóøàåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ

èìïóëüñà, òî åñòü îñóùåñòâëÿþòñÿ ïðîöåññû ïåðåáðîñà. Îäíà-

êî ïðîöåññû ïåðåáðîñà âîçìîæíû òîëüêî ïðè âçàèìîäåéñòâèè

�îíîíîâ ñ ýíåðãèåé ~ω, ïðåâûøàþùåé íåêîòîðóþ êðèòè÷åñêóþ

ýíåðãèþ E0. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ñðåäíåå ÷èñëî òàêèõ �î-

íîíîâ ∼ exp(−E0/kT ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íèçêèõ òåìïåðàòó-

ðàõ òåïëîñîïðîòèâëåíèå ∼ exp(−E0/kBT ), à òåïëîïðîâîäíîñòü

∼ exp(E0/kBT ).

Òàêàÿ òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü áûëà âûÿâëåíà ýêñïåðè-

ìåíòàëüíî [115℄ äëÿ êðèñòàëëîâ àëìàçà (E0 ∼ 0.38kBTD) è òâåð-
äîãî ãåëèÿ (E0 ∼ 0.43kBTD), ãäå TD - òåìïåðàòóðà Äåáàÿ äëÿ

ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåðèàëîâ.
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2.2. Ôîíîííàÿ òåïëîåìêîñòü òâåðäûõ

òåë

Â êðèñòàëëå â êàæäîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè

~k, s ìîæåò áûòü âîç-
áóæäåíî ëþáîå ÷èñëî n~k,s �îíîíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, �îíîíû îá-

ðàçóþò ãàç êâàçè÷àñòèö, ïîä÷èíÿþùèõñÿ ñòàòèñòèêå Áîçå. Èç-çà

âçàèìîäåéñòâèÿ �îíîíîâ, îáóñëîâëåííûõ àíãàðìîíè÷åñêèìè ý�-

�åêòàìè, ÷èñëî �îíîíîâ â êðèñòàëëå íå ñîõðàíÿåòñÿ, è îíè ïåðå-

ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî ðàçíûì ñîñòîÿíèÿì òàê, ÷òî íàñòóïàåò òåï-

ëîâîå ðàâíîâåñèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåííîé òåìïåðàòóðå.

Òàê, ñðåäíåå ÷èñëî �îíîíîâ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿ-

åòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñâîáîäíîé ýíåðãèè

(

∂F
∂N

)

T,V

= µ = 0

(�îíîíû íåïðåðûâíî ïîãëîùàþòñÿ è èçëó÷àþòñÿ êðèñòàëëè÷å-

ñêîé ðåøåòêîé) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà êâàí-

òîâîãî ãàçà �îíîíîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

Áîçå-Ýéíøòåéíà [60℄

< n~k,s >=

(

exp
εs(~k)− µ

kBT
− 1

)−1

, (2.58)

â êîòîðîé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå õèìè÷åñêîãî ïîòåí-

öèàëà µ = 0.

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êâàçè÷àñòèö - �îíî-

íîâ ê ðàñ÷åòó ðåøåòî÷íîé òåïëîåìêîñòè êðèñòàëëà, ñâÿçàííîé ñ

êîëåáàíèÿìè àòîìîâ. Ñîñòîÿíèÿ �îíîíîâ õàðàêòåðèçóþòñÿ âîë-

íîâûì âåêòîðîì

~k è çàäàíèåì âåòâè êîëåáàíèé s. Ïðè ýòîì, åñëè
îòñ÷èòûâàòü ýíåðãèþ îò ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ E0, îïåðà-

òîðû ýíåðãèè è ÷èñëà �îíîíîâ áóäóò

Ĥ =
∑

~k,s

~ωs(~k)b
+
~k,s
b~k,s + Ŵ , N̂ =

∑

~k,s

b+~k,s
b~k,s, (2.59)

ãäå Ŵ - îïåðàòîð àíãàðìîíè÷åñêèõ ïîïðàâîê. Ýòîò îïåðàòîð âíî-

ñèò ìàëûé âêëàä â ýíåðãèþ �îíîíîâ; îäíàêî îí îáåñïå÷èâàåò

óñòàíîâëåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå è îòâåò-

ñòâåíåí çà íåñîõðàíåíèå ÷èñëà �îíîíîâ. Ìû áóäåì ó÷èòûâàòü Ŵ
òîëüêî òåì, ÷òî â ðàñïðåäåëåíèè Áîçå-Ýéíøòåéíà äëÿ ñðåäíåãî
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÷èñëà �îíîíîâ (2.58) ïîëîæèì µ = 0

< n~k,s >=

(

exp
~ωs(~k)

kBT
− 1

)−1

. (2.60)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè âûðàæåíèÿìè ñòàòèñòè÷åñêîé �èçè-

êè äëÿ èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà [60℄ çàïèøåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè êðèñòàëëà

F = kBT
∑

~k,s

ln

[

1− exp

(

−~ωs(~k)

kBT

)]

, (2.61)

â êîòîðîì ìû óæå ñðàçó ïîëîæèëè µ = 0.
Îñîáåííî ïðîñòî âû÷èñëÿåòñÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ èçîòðîï-

íûõ êðèñòàëëîâ â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ íèçêèõ è âûñîêèõ òåìïå-

ðàòóð.

À. Íèçêèå òåìïåðàòóðû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåìïåðàòóðà òàêîâà, ÷òî âîçáóæäàþòñÿ

òîëüêî �îíîíû àêóñòè÷åñêîé âåòâè ñ ýíåðãèåé, ïðîïîðöèîíàëü-

íîé âîëíîâîìó âåêòîðó

~ωs(~k) ≃ ~usk, akmax ≈ 0, 1, (2.62)

ãäå us - ñêîðîñòü çâóêà ñîîòâåòñòâóþùåé âåòâè êîëåáàíèé. Ïî

ïîðÿäêó âåëè÷èíû us ∼ 105 ñì/ñåê. Åñëè ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè

a ≈ 10−8 ñì, òî ~ωmax = ~uskmax ≈ 10−15 ýðã. Òàêèì îáðàçîì,

ïîñòàâëåííûå âûøå óñëîâèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ, åñëè òåìïåðàòóðà

êðèñòàëëà ìåíüøå 10◦K.
Ïðè áîëüøîì ÷èñëå N ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê â êðèñòàëëå ñóì-

ìó ïî âîëíîâûì âåêòîðàì ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðàëîì. Â ñîîò-

âåòñòâèè ñ

∑

~k

· · · = Nv

(2π)3

∫

· · · d3k

èìååì

∑

~k,s

· · · = Nv

(2π)3

∑

s

kmax
∫

0

· · · d3k =
Nv

2π2

∑

s

ωmax
∫

0

· · · ω
2dω

u3s
. (2.63)
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Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà ñâîáîäíîé ýíåðãèè êðèñòàëëà ïðè-

íèìàåò âèä

F =
3NvkBT

2π2ū3

∞
∫

0

ln

[

1− exp

(

− ~ω

kBT

)]

ω2dω, (2.64)

ãäå 3ū−3 ≡ ∑

s
u−3s ; âåðõíèé ïðåäåë â èíòåãðàëå ïðèíÿò ðàâíûì

áåñêîíå÷íîñòè, òàê êàê áîëüøèå ÷àñòîòû íå äàþò âêëàäà â èí-

òåãðàë. Ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ x = ~ω/kBT è èíòåãðèðóÿ ïî

÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

F =
Nvπ2(kBT )

4

30(~ū)3
. (2.65)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ �îíîíîâ ïðè òåìïåðàòóðå T ðàâ-

íà

E = −kBT 2 ∂

∂T

(

F

kBT

)

=
π2Nv(kBT )

4

10(~ū)3
, (2.66)

à òåïëîåìêîñòü êðèñòàëëà

Cv =
∂E

∂T
=

2π2kBNv(kBT )
3

5(~ū)3
∼ T 3. (2.67)

Á. Âûñîêèå òåìïåðàòóðû.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ~ωs(~k) ≪ kBT äëÿ âñåõ �îíî-

íîâ, òî �îðìóëó ñâîáîäíîé ýíåðãèè êðèñòàëëà ìîæíî çàìåíèòü

ïðèáëèæåííûì âûðàæåíèåì

F ≃ kBT
∑

~k,s

ln

(

~ωs(~k)

kBT

)

. (2.68)

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ

E ≃ 3(Nν − 1)vkBT ≈ 3NνvkBT, (2.69)

ãäå ν - ÷èñëî àòîìîâ â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå êðèñòàëëà. Òåïëîåì-
êîñòü êðèñòàëëà õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññè÷åñêèì âûðàæåíèåì

Cv ≃ 3NνvkB , (2.70)

ïîëó÷èâøèì íàçâàíèå çàêîíà Äþëîíãà-Ïòè.
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Â. Ñðåäíèå òåìïåðàòóðû.

Ïðè ñðåäíèõ òåìïåðàòóðàõ âû÷èñëåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè �î-

íîíîâ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû ñâîáîäíîé ýíåðãèè êðèñòàëëà òðåáóåò

çíàíèÿ äåòàëüíîé çàâèñèìîñòè ωs(~k) îò s è ~k. Ïðèáëèæåííîå âû-
÷èñëåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè êðèñòàëëà áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùèõ

óïðîùåíèÿõ: à) ïðè âû÷èñëåíèè âêëàäà â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ F
�îíîíîâ îïòè÷åñêèõ âåòâåé êîëåáàíèé ïðåíåáðåãàþò çàâèñèìî-

ñòüþ èõ ÷àñòîòû îò âîëíîâîãî âåêòîðà (ïðèáëèæåíèå Ýéíøòåé-

íà), òî åñòü ïîëàãàþò ωs(~k) = ωs,0, òîãäà

Fopt = kBTN
∑

s

ln

[

1− exp

(

−~ωs,0

kBT

)]

, (2.71)

ãäå ñóììèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà 3ν − 3 âåòâè îïòè÷åñêèõ
êîëåáàíèé êðèñòàëëà, ñîäåðæàùåãî N ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê ñ ν
àòîìàìè â êàæäîé; á) ïðè âû÷èñëåíèè âêëàäà â ñâîáîäíóþ ýíåð-

ãèþ àêóñòè÷åñêèõ �îíîíîâ èñïîëüçóþò ïðèáëèæåíèå Äåáàÿ. Ýòî

ïðèáëèæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýíåðãèè �îíîíîâ òðåõ àêóñòè-

÷åñêèõ âåòâåé êîëåáàíèé ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè

~ωs(~k) =

{

ūk, k ≤ ωmax/ū,

0, k > ωmax/ū,
(2.72)

ãäå ū - ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü àêóñòè÷åñêèõ �îíîíîâ  3/ū3 =
(

2/u3t+

+1/u3l
)

, à ωmax îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òîáû ïîëíîå ÷èñëî

�îíîíîâ, âû÷èñëÿåìîå ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà

ωmax
∫

0

g(ω)dω =
3Nv

2π2ū3

ωmax
∫

0

ω2dω =
Nvω3

max

2π2ū3
, (2.73)

ðàâíÿëîñü 3N . Çäåñü �óíêöèÿ g(ω) - �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷à-
ñòîò. Èç ýòîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì

~ωmax = kBTmax = ū

(

6π2

v

)1/3

. (2.74)

Òîãäà ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ àêóñòè÷åñêèõ �îíîíîâ âû÷èñëÿåòñÿ ñ

ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè êðèñòàëëà äëÿ íèçêîé
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òåìïåðàòóðû, â êîòîðîì ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü �îíîíîâ ū âûðàæàåò-
ñÿ ÷åðåç ωmax:

Fac =
9NvkBT

ω3
max

ωmax
∫

0

ω2 ln

[

1− exp

(

− ~ω

kBT

)]

dω. (2.75)

Ââîäÿ ïåðåìåííóþ x = ~ω/kBT è äåáàåâñêóþ òåìïåðàòóðó TD =
= ~ωmax/kB, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì îêîí÷à-

òåëüíîå âûðàæåíèå

Fac = NvkBT [3 ln (1− e−ξ)−D(ξ)], ξ ≡ TD
T
, (2.76)

ãäå

D(ξ) ≡ 3

ξ3

ξ
∫

0

x3dx

ex − 1
(2.77)

- �óíêöèÿ Äåáàÿ, èìåþùàÿ ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ:

D(ξ) =















1− 3

8
ξ +

1

20
ξ2, ξ ≪ 1,

π4

5ξ3
+O(e−ξ), ξ ≫ 1.

(2.78)

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ àêóñòè÷åñêèõ �îíîíîâ â êðèñòàëëå

Eac = 3NvkBTD(ξ) (2.79)

è òåïëîåìêîñòü êðèñòàëëà

Cac = 3NvkB

(

4D(ξ)− 3ξ

eξ − 1

)

, ξ =
TD
T
. (2.80)

Ïðè âûñîêèõ, à òàêæå íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ îòíîñèòåëüíî TD
äëÿ òåïëîåìêîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì

Cac =















3NvkB

(

1− 1

20
ξ2 + · · ·

)

, ξ ≪ 1,

12π4NvkB
5ξ3

+O(e−ξ), ξ ≫ 1.

(2.81)
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Ïðîñòîòà äåáàåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåñü

ñïåêòð àêóñòè÷åñêèõ �îíîíîâ êðèñòàëëà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îäèí

ïàðàìåòð - äåáàåâñêóþ òåìïåðàòóðó TD. Â òàáëèöå 2.1 ïðèâåäåíû

çíà÷åíèÿ äåáàåâñêîé òåìïåðàòóðû TD äëÿ ðÿäà ìàòåðèàëîâ.

Òàáëèöà 2.1. Äåáàåâñêèå òåìïåðàòóðû äëÿ íåêîòîðûõ

êðèñòàëëîâ.

Êðèñòàëë Pb Na Ag W Cu Fe

TD,K 94.5 160 225 270 339 467

Êðèñòàëë Be Ge Si KBr NaCl C, àëìàç

TD,K 1160 366 658 180 320 1850

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îïòè÷åñêèõ �îíîíîâ â êðèñòàëëå â ïðèáëè-

æåíèè Ýéíøòåéíà

Eopt = NvkBT

3(ν−1)
∑

s=1

σs
eσs − 1

, σs =
~ωs,0

kBT
(2.82)

è òåïëîåìêîñòü êðèñòàëëà

Copt = NvkB

3(ν−1)
∑

s=1

σ2
se

σs

(eσs − 1)2
= NkB

3(ν−1)
∑

s=1

E(σs), (2.83)

ãäå E(σs) - �óíêöèÿ Ýéíøòåéíà.
Ôóíêöèÿ Ýéíøòåéíà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðåäåëü-

íûìè çàâèñèìîñòÿìè:

E(σs) =







1− σ2
s

12
, σs ≪ 1,

σ2
se
−σs , σs ≫ 1,

(2.84)

à ñîîòâåòñòâåííî è âêëàä îïòè÷åñêèõ �îíîíîâ â òåïëîåìêîñòü

êðèñòàëëà

Copt = NvkB



























3(ν − 1)−
3(ν−1)
∑

s=1

1

12

(

~ωs,0

kBT

)2

,
~ωs,0

kBT
≪ 1,

3(ν−1)
∑

s=1

(

~ωs,0

kBT

)2

e−~ωs,0/kBT ,
~ωs,0

kBT
≫ 1.

(2.85)
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Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè íèçêèõ òåìïåðàòóð (TD/T ≫ 1) âêëàä
îïòè÷åñêèõ �îíîíîâ â òåïëîåìêîñòü êðèñòàëëà ýêñïîíåíöèàëüíî

ìàë è ðåøåòî÷íàÿ òåïëîåìêîñòü êðèñòàëëà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî

àêóñòè÷åñêèìè �îíîíàìè, ò.å.

Cv ∼ NvkB

(

T

TD

)3

. (2.86)

Â îáëàñòè âûñîêèõ òåìïåðàòóð (~ωs/kBT ≪ 1) òåïëîåìêîñòü

êðèñòàëëà õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññè÷åñêèì çàêîíîì Äþëîíãà-Ïòè

Cv ≃ 3NνvkB . (2.87)

Â îáëàñòè ñðåäíèõ òåìïåðàòóð ðåøåòî÷íàÿ òåïëîåìêîñòü êðè-

ñòàëëà îïðåäåëÿåòñÿ àääèòèâíûìè âêëàäàìè àêóñòè÷åñêèõ (2.80)

è îïòè÷åñêèõ (2.83) �îíîíîâ.

2.3. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ òâåðäûõ òåë

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü äàâëåíèÿ P ñ îáúå-

ìîì V è òåìïåðàòóðîé T òâåðäîãî òåëà. Âûâåäåì óðàâíåíèå ñî-

ñòîÿíèÿ òâåðäûõ òåë ðàññìàòðèâàÿ äëÿ óïðîùåíèÿ îäíîàòîìíûå

êðèñòàëëû â äåáàåâñêîì ïðèáëèæåíèè.

Íàèáîëåå ïðÿìîé ïóòü ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñîñòî-

èò â âû÷èñëåíèè ñâîáîäíîé ýíåðãèè êðèñòàëëà F (T, V ), ò.ê. òîãäà
òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

P = −
(

∂F (T, V )

∂V

)

T

(2.88)

êàê ðàç è áóäåò çàäàâàòü èñêîìîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ. Ïðèìå-

íèì êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå �èááñà, ñîãëàñíî êîòîðîìó òåð-

ìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñâîáîäíîé ýíåðãèè F õàðàêòåðèçóåò-

ñÿ ïðîñòîé ñâÿçüþ ñî ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììîé Z

F = −kBT lnZ. (2.89)

�àññìîòðåíèå êîëåáàíèé àòîìîâ â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè

ïðèâîäèò ê ñèñòåìå íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ êâàçè÷àñòèö - �îíî-

íîâ ñ ýíåðãèåé

ε~q,s = ~ω~q,s(n~q,s + 1/2), (2.90)
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ãäå âîëíîâîé âåêòîð ~q ïðèíèìàåò N çíà÷åíèé, ðàâíûì ÷èñëó ýëå-

ìåíòàðíûõ ÿ÷ååê â êðèñòàëëå, ÷èñëî âåòâåé êîëåáàíèé s = 1, 2, 3
äëÿ îäíîàòîìíûõ êðèñòàëëîâ, n~q,s - ÷èñëî �îíîíîâ â ñîñòîÿíèè

(~q, s), êîòîðîå ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå, âïëîòü äî áåñ-
êîíå÷íîñòè. Òîãäà ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó äëÿ ñèñòåìû �îíîíîâ

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Z =
∏

~q,s

Z~q,s(ω~q,s); (2.91)

ñ

Z~q,s =

∞
∑

n~q,s=0

e
− ~ω~q,s

kBT
(n~q,s+

1
2 ) =

e
− ~ω~q,s

2kBT

1− e
− ~ω~q,s

kBT

. (2.92)

Â ðåçóëüòàòå ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ âûðàæåíèåì

F = −kBT lnZ = −kBT
∑

~q,s

ln
e
− ~ω~q,s

2kBT

1− e
−~ω~q,s

kBT

. (2.93)

Îò ñóììèðîâàíèÿ ïî âîëíîâûì âåêòîðàì è âåòâÿì êîëåáàíèé

ìîæíî ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ÷àñòîòàì êîëåáàíèé, ââî-

äÿ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò êîëåáàíèé g(ω) â äåáàåâñêîì
ïðèáëèæåíèè, ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (2.72) è (2.73). Â ðåçóëüòàòå

F =− kBT

ωmax
∫

0

ln
e
− ~ω

2kBT

1− e−
~ω
kT

g(ω)dω =

=− kBT
3V

2π2ū3

ωmax
∫

0

ω2 ln
e
− ~ω

2kBT

1− e
− ~ω

kBT

dω.

(2.94)

Ââîäÿ ïåðåìåííóþ x = ~ω/kBT è äåáàåâñêóþ òåìïåðàòóðó TD =
= ~ωmax/kB, ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (2.74), äàþùèì

äëÿ TD ñîîòíîøåíèå

TD =
~ū

kB

(

6π2N

V

)1/3

,

61



ïîëó÷àåì

F =− 9NkBT

(

T

TD

)3
TD/T
∫

0

x2 ln
e−

x
2

1− e−x
dx =

=
9NkTD

8
+ 9NkBT

(

T

TD

)3
TD/T
∫

0

x2 ln (1− e−x)dx.

(2.95)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå F0 = 9NkBTD/8 äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè êðè-
ñòàëëà ïðè T = 0 è ïðîâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì
ïîñëåäîâàòåëüíî âûðàæåíèÿ

F =F0 + 3NkBT

(

T

TD

)3











(

TD
T

)3

ln (1− e−TD/T )−

TD
T
∫

0

x3dx

ex − 1











=

=F0 + 3NkBT ln (1− e−TD/T )− 3NkBT

(

T

TD

)3
TD/T
∫

0

x3dx

ex − 1
=

=F0 + 3NkBT

[

ln (1− e−TD/T )− 1

3
D

(

TD
T

)]

,

(2.96)

ãäå ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (2.77) ââåäåíà D(TD/T ) - �óíêöèÿ Äå-
áàÿ.

Òàê êàê â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè êðè-

ñòàëëà çàâèñèìîñòü îò îáúåìà V çàêëþ÷åíà â ïàðàìåòðå TD, òî
äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.88) ïðèìåíèì îïå-

ðàöèþ ïðîìåæóòî÷íîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî TD â âèäå

P =−
(

∂F

∂TD

)

T,N

(

∂TD
∂V

)

N

=

=

[

−
(

∂F0

∂TD

)

− 3NkB

(

T

TD

)

D

(

TD
T

)](

∂TD
∂V

)

,

(2.97)

ïðè

∂TD
∂V

= −1

3

TD
V
. (2.98)
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà

P =
3NkBTD

8V
+
NkBT

V
D

(

TD
T

)

= P0 + PT , (2.99)

ãäå ïåðâûé ÷ëåí P0 îò òåìïåðàòóðû íå çàâèñèò, à çàâèñÿùàÿ îò

òåìïåðàòóðû ñîñòàâëÿþùàÿ äàâëåíèÿ PT îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöè-

åé Äåáàÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ ñëåäóþùåé àñèìïòîòè÷åñêîé çà-

âèñèìîñòüþ

D

(

TD
T

)

=







1, T ≫ TD

π4

5

(

T
TD

)3

, T ≪ TD.
(2.100)

Âûâåäåì èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ òàê íàçûâàåìîå ñîîòíîøå-

íèå �ðþíàéçåíà. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïàðàìåòð �ðþíàéçåíà

γG = −∂ lnTD
∂ lnV

= −∂ lnωmax

∂ lnV
, (2.101)

êîòîðûé ñ ó÷åòîì (2.98) ðàâåí ïðîñòî γG = 1/3.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (2.79) óäåëüíàÿ ýíåðãèÿ àêó-

ñòè÷åñêèõ �îíîíîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ âûðàæåíèåì

ET = 3NkBTD

(

TD
T

)

. (2.102)

Òîãäà ñîîòíîøåíèå (2.97) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

P = P0 +
γGET

V
, (2.103)

êîòîðîå áóäó÷è ïðîäè��åðåíöèðîâàííûì ïî òåìïåðàòóðå T ñ

ó÷åòîì, ÷òî óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü

cV =

(

∂ET

∂T

)

V

äàåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

(

∂P

∂T

)

V

=
γGcV
V

. (2.104)
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Âîñïîëüçóåìñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèì òîæäåñòâîì [11℄

(

∂P

∂T

)

V

= −

(

∂V
∂T

)

P
(

∂V
∂P

)

T

, (2.105)

è ââåäåì êîý��èöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ

α =
1

3V

(

∂V

∂T

)

P

è êîý��èöèåíò èçîòåðìè÷åñêîé ñæèìàåìîñòè

KT = − 1

V

(

∂V

∂P

)

T

.

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (2.104) ñ ó÷åòîì òåðìîäèíàìè÷åñêîãî

òîæäåñòâà è ââåäåííûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ ïðè-

ìåò âèä

3V α = γGKT cV , (2.106)

êîòîðîå è ïîëó÷èëî íàçâàíèå ñîîòíîøåíèÿ �ðþíàéçåíà. Îíî õà-

ðàêòåðèçóåò òðåáîâàíèå, ÷òî îòíîøåíèå V α/(KT cV ) äîëæíî íå
çàâèñåòü îò òåìïåðàòóðû äëÿ òâåðäûõ òåë.

2.4. Ôîíîíû â èîííûõ êðèñòàëëàõ

2.4.1. Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòè÷åñêèõ

âåòâåé êîëåáàíèé

Áîëüøèíñòâî äèýëåêòðèêîâ îòíîñèòñÿ ê èîííûì êðèñòàëëàì. Â

òàêèõ êðèñòàëëàõ êóëîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ èãðàåò ãëàâíóþ ðîëü âî

âçàèìîäåéñòâèÿõ èîíîâ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Íà ìàëûõ ðàñ-

ñòîÿíèÿõ ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò îòòàëêèâàíèå çàìêíóòûõ

ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê èîíîâ, îáóñëîâëåííîå îáìåííûì âçàèìî-

äåéñòâèåì. Ñóììàðíûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä êàæäîé ÿ÷åéêè êðè-

ñòàëëà ðàâåí íóëþ. Îòêëîíåíèÿ èîíîâ èç ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ

ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ óïðóãèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ñèë, âîçâðàùà-

þùèõ èõ â ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
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Ïðè äëèííîâîëíîâûõ àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ èîíû, âõîäÿ-

ùèå â ñîñòàâ îäíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ñìåùàþòñÿ îäèíàêîâî,

åå ýëåêòðè÷åñêàÿ íåéòðàëüíîñòü íå íàðóøàåòñÿ è â êîëåáàíèÿõ

ó÷àñòâóþò òîëüêî óïðóãèå ñèëû. Ïîýòîìó àêóñòè÷åñêèå êîëåáà-

íèÿ â èîííûõ êðèñòàëëàõ ñóùåñòâåííî íå îòëè÷àþòñÿ îò àêóñòè-

÷åñêèõ êîëåáàíèé àòîìîâ â êîâàëåíòíûõ êðèñòàëëàõ. Îäíàêî îï-

òè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ îòíîñèòåëüíûì ïåðåìåùåíèåì

ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííûõ èîíîâ, îáëàäàþò ðÿäîì îñîáåííîñòåé.

Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êóáè÷åñêèå êðè-

ñòàëëû, ñîäåðæàùèå ïî äâà èîíà â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå. Ê òà-

êèì êðèñòàëëàì îòíîñÿòñÿ NaCl, CsCl, ZnS è äðóãèå. Áóäåì èñ-

ñëåäîâàòü òîëüêî äëèííîâîëíîâûå (ka ≪ 1) ýëåìåíòàðíûå âîç-
áóæäåíèÿ. Îòíîñèòåëüíî òàêèõ âîçáóæäåíèé êðèñòàëëû êóáè-

÷åñêîé ñèíãîíèè èçîòðîïíû. Ïðè èññëåäîâàíèè äëèííîâîëíîâûõ

âîçáóæäåíèé êðèñòàëë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåïðåðûâíóþ

ñðåäó è èñïîëüçîâàòü ìàêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå. Òàêàÿ ìàê-

ðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ äëèííîâîëíîâûõ îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â

èîííûõ êðèñòàëëàõ áûëà ðàçâèòà â ðàáîòå [152℄.

Îïòè÷åñêèå äëèííîâîëíîâûå êîëåáàíèÿ â èîííûõ êðèñòàë-

ëàõ, ñîäåðæàùèõ ïî äâà èîíà â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå, ñîîòâåò-

ñòâóþò ñìåùåíèÿì

~R+ − ~R− ðåøåòîê ïîëîæèòåëüíûõ èîíîâ îò-

íîñèòåëüíî îòðèöàòåëüíûõ. Òàêîå îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå õà-

ðàêòåðèçóåòñÿ ïðèâåäåííîé ìàññîé µ = m+m−/(m++m−). Åñëè
v - îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, òî ρ = µ/v - ïëîòíîñòü ïðèâå-

äåííîé ìàññû.

Ââåäåì âåêòîð ñìåùåíèÿ

~ξ =
~R+ − ~R−√

ρ
. (2.107)

Òîãäà ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îòíîñèòåëüíîãî äâèæå-

íèÿ èîíîâ:

T =
~̇ξ2

2
, (2.108)

à ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè óïðóãèõ ñèë

Vξ =
ω2

2
~ξ2. (2.109)

Â èîííûõ êðèñòàëëàõ íàðÿäó ñ óïðóãèìè ñèëàìè, ïðîïîðöèî-

íàëüíûìè ñìåùåíèÿì

~F = −ω2~ξ, ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò
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ýëåêòðè÷åñêèå äàëüíîäåéñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó èîíà-

ìè. Ñìåùåíèÿ èîíîâ èç ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé ñîçäàþò ýëåê-

òðè÷åñêóþ ïîëÿðèçàöèþ, ïîñëåäíÿÿ âûçûâàåò ïîÿâëåíèå ïîëÿ,

êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü âçàèìîäåéñòâóåò ñ èîíàìè. Óäåëüíàÿ ïî-

ëÿðèçàöèÿ

~P îáóñëîâëåíà êàê ñìåùåíèåì èîíîâ, òàê è âíóòðåí-

íåé ïîëÿðèçàöèåé èîíîâ (ñìåùåíèå ýëåêòðîíîâ îòíîñèòåëüíî

ÿäåð) ïîä âëèÿíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó â îáùåì âèäå

ìîæíî íàïèñàòü

~P = γ1~ξ + γ2 ~E, (2.110)

ãäå γ1,γ2 - íåêîòîðûå ïàðàìåòðû.
Ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ñâÿçàííàÿ ñ ïîëÿðèçàöè-

åé, áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âûðàæåíèåì:

VP = −
~E
∫

0

~Pd~E = −γ1~ξ ~E − 1

2
γ2 ~E

2. (2.111)

Ïëîòíîñòü ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

V = Vξ + VP =
1

2
(ω2ξ2 − 2γ1 ~E~ξ − γ2 ~E

2). (2.112)

Â ðåçóëüòàòå, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

~̈ξ = −ω2~ξ + γ1 ~E. (2.113)

×àñòü óäåëüíîé ïîëÿðèçàöèè, îáóñëîâëåííàÿ òîëüêî âíóòðåííåé

ïîëÿðèçóåìîñòüþ èîíîâ, ðàâíà

P∞ = γ2 ~E.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòó æå âåëè÷èíó ìîæíî îïðåäåëèòü �îðìóëîé

~P∞ =
ε∞ − 1

4π
~E

÷åðåç äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü êðèñòàëëà ε∞ ïðè ÷àñòî-

òàõ, ìåíüøèõ ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ýëåêòðîíîâ â èîíàõ

(∼ 1015ñ−1), íî áîëüøèõ ÷àñòîò êîëåáàíèé èîíîâ (∼ 1013ñ−1).
Ñðàâíèâàÿ íàõîäèì

γ2 =
ε∞ − 1

4π
.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà γ1 ïðèìåì, ÷òî â ñòàòè÷åñêîì ïî-

ëå

~E0 ñîãëàñíî óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ (2.113) èîíû ñìåùàþòñÿ íà

âåëè÷èíó

~ξ0 = γ1 ~E0/ω
2
, ïðè ýòîì â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.110) âîçíè-

êàåò óäåëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ:

~P0 = (
γ21
ω2

+ γ2) ~E0. (2.114)

Ñðàâíèâàÿ ýòî çíà÷åíèå ñ óäåëüíîé ïîëÿðèçàöèåé, âûðàæåííîé

÷åðåç äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ε0 â ñòàòè÷åñêîì ïîëå

~P0 =
ε0 − 1

4π
~E0,

ïîëó÷àåì

γ1 = ω

√

ε0 − ε∞
4π

.

Èññëåäóåì òåïåðü ñîáñòâåííûå äëèííîâîëíîâûå îïòè÷åñêèå

êîëåáàíèÿ èîíîâ (òî åñòü êîëåáàíèÿ áåç âíåøíèõ ñèë), ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ

~k (~ka ≪ 1). Â èçîòðîïíîé

ñðåäå òàêèå êîëåáàíèÿ ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ïðîäîëüíûå

~ξl||~k è

ïîïåðå÷íûå

~ξt⊥~k. Åñëè íå ó÷èòûâàòü çàïàçäûâàíèÿ âçàèìîäåé-

ñòâèÿ, ïåðåíîñèìîãî ïîïåðå÷íûì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì

~Et, òî

ïðè ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ

~Et = 0 è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, à

òàêæå ðåøåíèå äëÿ íèõ ïðèíèìàåò âèä:

~̈
tξ + ω2~ξt = 0, → ~ξt = ~ξt(0)e

−iωtt, ω = ωt. (2.115)

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòîòà ωt ñîáñòâåííûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé

èîíîâ (áåç ó÷åòà çàïàçäûâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ) îïðåäåëÿåòñÿ

òîëüêî óïðóãèìè ñèëàìè. Äëÿ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé èîíîâ âåê-

òîðû

~ξl, ~Pl, ~El ïàðàëëåëüíû è óðàâíåíèÿ äëÿ íèõ ïðèíèìàþò âèä:

~P l = γ1~ξl + γ2 ~El,

~̈ξl + ω2
t
~ξl − γ1 ~El = 0.

(2.116)

Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ ρch â êðèñòàëëå ðàâíà
íóëþ, ïîýòîìó èç óðàâíåíèÿ ýëåêòðîñòàòèêè div ~D = 4πρch ïîëó-
÷àåì div( ~E + 4π ~P ) = 0. Äëÿ ïðîäîëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ èç ýòîãî

ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

~El + 4π ~Pl = 0. Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé,
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ñâÿçûâàþùèõ

~Pl è
~El ñ

~ξl, ìîæíî èñêëþ÷èòü èç óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ ïîëå

~El è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ñîáñòâåííûõ ïðîäîëüíûõ

êîëåáàíèé èîíîâ:

~̈
lξ + ω2

l
~ξl = 0, → ~ξl = ~ξl(0)e

−iωlt, (2.117)

ãäå

ω2
l = ω2

t +
4πγ21

1 + 4πγ22
=

ε0
ε∞

ω2
t . (2.118)

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòîòû äëèííîâîëíîâûõ ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷-

íûõ îïòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñâÿçàíû â èîííûõ êðè-

ñòàëëàõ ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì

ωl = ωt

√

ε0
ε∞

, (2.119)

êîòîðîå èçâåñòíî êàê ñîîòíîøåíèå Ëèääåíà-Ñàêñà-Òåëëåðà.

�àññìîòðèì òåïåðü âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ èîíîâ êðèñòàëëà

ïîä âëèÿíèåì âíåøíåãî ïîïåðå÷íîãî ïîëÿ Eω(t) ∼ exp(−iωt).
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä:

~̈ξ + ω2
t
~ξ = γ1 ~Eω(t). (2.120)

Ïîëîæèâ

~ξ = ~ξ0exp(−iωt), ïîëó÷èì ðåøåíèå äëÿ âûíóæäåííûõ

êîëåáàíèé

~ξω =
γ1

ω2
t − ω2

~Eω(t). (2.121)

Òåïåðü óäåëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ, âîçíèêàþùàÿ ïîä âëèÿíèåì âíåø-

íåãî ïîëÿ

~Eω(t) ÷àñòîòû ω, õàðàêòåðèçóåòñÿ âûðàæåíèåì:

~Pω(t) = γ1~ξω(t) + γ2 ~Eω(t) = (
γ21

ω2
t − ω2

+ γ2) ~Eω(t). (2.122)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óäåëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äèýëåê-

òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε(ω):

~Pω(t) =
ε(ω)− 1

4π
~Eω(t). (2.123)

Ñðàâíèâàÿ (2.122) è (2.123), ïîëó÷àåì ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëó-

÷åííûõ âûøå âûðàæåíèé äëÿ γ1 è γ2:

ε(ω) = ε∞ +
(ε0 − ε∞)ω2

t

ω2
t − ω2

=
ε∞(ω2

l − ω2)

ω2
t − ω2

. (2.124)
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�èñ. 2.10. Çàâèñèìîñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè èîííîãî êðè-

ñòàëëà ε, êâàäðàòîâ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ n2
è êîý��èöèåíòà

ïîãëîùåíèÿ κ2
îò ÷àñòîòû

Èç äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íóëü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-

íèöàåìîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì ïðîäîëüíûõ êî-

ëåáàíèé, à ïîëþñ - ÷àñòîòàì ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé. Íà ðèñ. 2.10

ãðà�è÷åñêè ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-

öàåìîñòè ε(ω) èîííîãî êðèñòàëëà îò ÷àñòîòû ω. Ïðè ÷àñòîòàõ

ω < ωt è ω > ωl äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ε(ω) > 0, à â

èíòåðâàëå ÷àñòîò ωt < ω < ωl äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü

êðèñòàëëà ε(ω) < 0.

Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿÌàêñ-

âåëëà îïðåäåëÿåò çàêîí ïðîõîæäåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ÷å-

ðåç êðèñòàëë. Â êðèñòàëëå ïëîñêàÿ âîëíà ÷àñòîòû ω èìååò âèä:

~E(~r, t) = ~E0exp[i(~k~r − ωt)], ãäå âîëíîâîé âåêòîð ~k çàâèñèò îò ÷à-
ñòîòû ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà

~k2 =
ω2

c2
ε(ω). (2.125)

Ïîëàãàÿ

~k = ~k1 + i~k2 è ââîäÿ ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n(ω) è
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êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ κ(ω) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

(~k1 + i~k2)
2 =

ω2

c2
(n+ iκ)2 (2.126)

èç (2.125) ïîëó÷àåì, ÷òî

n2 − κ2 = ε(ω), nκ = 0. (2.127)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ε > 0 è κ = 0

n(ω) =
√

ε(ω),

ïîýòîìó ïëîñêàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ âåùåñòâåííûì âîëíî-

âûì âåêòîðîì (îáëàñòü ïðîçðà÷íîñòè)

k1 =
ω

c

√

ε(ω), k2 = 0. (2.128)

Ïðè ε(ω) < 0, n = 0, κ =
√

−ε(ω) ïëîñêàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿ-
åòñÿ ñ ìíèìûì âîëíîâûì âåêòîðîì

k1 = 0, k2 =
ω

c

√

−ε(ω),

òî åñòü â îáëàñòè ÷àñòîò ωt < ω < ωl, ïðè êîòîðûõ ε(ω) < 0 ïðè
ïðîõîæäåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â êðèñòàëëå åå àìïëèòóäà

ýêñïîíåíöèàëüíî óìåíüøàåòñÿ (îáëàñòü ïîãëîùåíèÿ).

2.4.2. Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿðèòîíîâ

Ïðè èññëåäîâàíèè õàðàêòåðèñòèê ïîïåðå÷íûõ îïòè÷åñêèõ �îíî-

íîâ â èîííûõ êðèñòàëëàõ ìû ó÷èòûâàëè òîëüêî ñòàòè÷åñêîå êó-

ëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó èîíàìè. Çàïàçäûâàþùåå âçàè-

ìîäåéñòâèå ïåðåíîñèòñÿ ïîïåðå÷íûìè ýëåêòðîìàãíèòíûìè âîë-

íàìè, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ ïðè ïîïåðå÷íûõ îïòè÷åñêèõ êîëå-

áàíèÿõ èîíîâ. Âçàèìîäåéñòâèå êâàíòîâ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ - �îòîíîâ è �îíîíîâ ïîïåðå÷íûõ îïòè÷åñêèõ êî-

ëåáàíèé îñîáåííî âåëèêî, êîãäà èõ ýíåðãèè ïî÷òè ðàâíû. Â ýòèõ

óñëîâèÿõ ñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèåì êðèñòàëëà îòâå÷àþò "ñìåñü"

ñîñòîÿíèé �îíîíîâ è �îòîíîâ. Ýòè íîâûå ýëåìåíòàðíûå âîçáóæ-

äåíèÿ áûëè íàçâàíû ïîëÿðèòîíàìè. Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ

ïîëÿðèòîíîâ â èçîòðîïíûõ ñðåäàõ ìîæåò áûòü ðàçâèòà, åñëè ïðè
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èññëåäîâàíèè ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé èîíîâ ìû ñîõðàíèì ïîïå-

ðå÷íîå ïîëå:

~̈ξt + ω2
t
~ξt = γ1 ~Et, ~Pt = γ1~ξt + γ2 ~Et (2.129)

è äîïîëíèì èõ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà

rot ~H =
1

c
( ~̇Et + 4π ~̇Pt), rot ~Et = −

~̇H

c
,

div ~H =0, div( ~Et + 4π ~Pt) = 0,

(2.130)

ñâÿçûâàþùèìè ïîïåðå÷íûå ïîëÿ

~H , ~Et ñ ïîïåðå÷íîé óäåëüíîé

ïîëÿðèçàöèåé

~Pt.

Òàê êàê äëÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé

~H⊥( ~E||~P ||~ξt)⊥~k, òî ðåøå-
íèå óðàâíåíèé áóäåì èñêàòü â âèäå

Ex

Ex0
=

Px

Px0
=

ξx
ξx0

=
Hy

Hy0
= exp[i(kz − ωt)]. (2.131)

Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

(ω2
t − ω2)ξx + γ1Ex = 0, kHy =

ω

c
(Ex + 4πPx),

P x = γ1ξx + γ2Ex, kEx =
ω

c
Hy.

(2.132)

Óñëîâèå íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ýòîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê

ðàâåíñòâó:

c2k2

ω2
= 4π(γ2 +

γ21
ω2
t − ω2

) + 1. (2.133)

Ïîäñòàâëÿÿ γ1 = ωt

√

ε0−ε∞
4π è γ2 = ε∞−1

4π , ïîëó÷èì

c2k2

ω2
=
ε∞(ω2

l − ω2)

ω2
t − ω2

. (2.134)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ñîâïàäàåò ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-

íèöàåìîñòüþ êðèñòàëëà ε(ω). Óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü

çíà÷åíèå âîëíîâîãî âåêòîðà

~k ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ýëåêòðîìàã-
íèòíîé âîëíû îïðåäåëåííîé ÷àñòîòû ω. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàç-

ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ω

ε∞ω
4 − ω2(ε∞ω

2
l + k2c2) + k2c2ω2

t = 0, (2.135)
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îïðåäåëèì ÷àñòîòû íîâûõ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé - ïîëÿðè-

òîíîâ êàê �óíêöèþ âåùåñòâåííîãî âîëíîâîãî âåêòîðà

~k

ω2
1,2 =

ε0ω
2
t + c2k2 ±

√

(ω2
t ε0 + c2k2)2 − 4ω2

t c
2k2ε∞

2ε∞
(2.136)

ïðè èñïîëüçîâàíèè ω2
t /ω

2
l = ε∞/ε0.

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ k (k ≪ ω
√
ε0

c ) äâà ðåøåíèÿ ïðèíèìàþò

âèä:

ω2
1(k) ≃

c2k2

ε0
, ω2

2(k) ≃ω2
t

ε0
ε∞

+ c2k2(
1

ε∞
− 1

ε0
) =

=ω2
l + c2k2(

1

ε∞
− 1

ε0
).

(2.137)

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k (k ≫ ω
√
ε0

c ), íî åùå óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ka≪ 1

ω2
1 ≃ ω2

t , ω2
2 ≃ c2k2

ε∞
+ ω2

l − ω2
t ≃ c2k2

ε∞
. (2.138)

Òàêèì îáðàçîì, èìåþòñÿ äâå âåòâè ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé -

ïîëÿðèòîíîâ: ïåðâàÿ âåòâü ñ ÷àñòîòàìè, ëåæàùèìè â èíòåðâàëå

0 ≤ ω1(~k) < ωt, è âòîðàÿ âåòâü ñ ÷àñòîòàìè â èíòåðâàëå

ωl ≤ ω2(~k) <∞.

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k âîçáóæäåíèÿ ïåðâîé âåòâè ñîâïà-

äàþò ñ ïîïåðå÷íûìè �îíîíàìè, à âòîðîé - ñ �îòîíàìè â ñðåäå

ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε∞. Îäíàêî â îêðåñòíîñòè

çíà÷åíèé k = ωt
√
ε0/c ïîëÿðèòîíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåñüìà

ñëîæíóþ "ñìåñü" �îòîíîâ è �îíîíîâ. Â îáëàñòè ïðîçðà÷íîñòè

ïðè ìàëûõ k ïåðâàÿ âåòâü ïîëÿðèòîíîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �î-

òîíû â êðèñòàëëå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε0. Íà ðè-
ñóíêå 2.11 ïðåäñòàâëåíî ãðà�è÷åñêîå èçîáðàæåíèå çàêîíà äèñ-

ïåðñèè äëÿ ïîëÿðèòîíîâ.

Ïîëÿðèòîííûå âîçáóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè ýëåê-

òðîìàãíèòíûìè âîëíàìè âíóòðè êðèñòàëëà. Ýíåðãèÿ ýòèõ âîëí

âêëþ÷àåò è ýíåðãèþ ïîëÿðèçàöèîííûõ êîëåáàíèé êðèñòàëëà.

Ïåðâàÿ ïîëÿðèòîííàÿ âåòâü îïèñûâàåò �îòîíû ñ ω < ωt, à âòî-

ðàÿ �îòîíû ñ ω > ωl.

Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå íå ó÷èòûâàëàñü äèñïåðñèÿ ïîïåðå÷-

íûõ �îíîíîâ. Òàêæå ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî �îðìóëà (2.124)
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�èñ. 2.11. Çàâèñèìîñòè ÷àñòîò äâóõ âåòâåé ïîëÿðèòîííûõ êîëåáàíèé

îò âîëíîâîãî âåêòîðà è êâàäðàòîâ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ n2
è êî-

ý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ κ2
îò ÷àñòîòû

ñïðàâåäëèâà òîëüêî âíå îáëàñòè ïîãëîùåíèÿ (ω 6= ωt). Ïîýòî-

ìó íàéäåííûå ïîëÿðèòîííûå âåòâè ñîîòâåòñòâóþò ýëåêòðîìàã-

íèòíûì âîëíàì â êðèñòàëëå â îáëàñòè ïðîçðà÷íîñòè. Ïðè ó÷åòå

êîíå÷íîãî âðåìåíè æèçíè ïîïåðå÷íûõ �îíîíîâ è ïîëÿðèòîííûå

ñîñòîÿíèÿ áóäóò îáëàäàòü êîíå÷íûì âðåìåíåì æèçíè.

Íåîáõîäèìî òàêæå ó÷èòûâàòü, ÷òî ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ äèýëåê-

òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü îïðåäåëåíà òîëüêî äëÿ êðèñòàëëîâ äî-

ñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàçìåðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî èçëó÷åíèÿ. Ïîýòîìó î ïîëÿðèòîííûõ ñîñòîÿíèÿõ ìîæíî

ãîâîðèòü òîëüêî â ñëó÷àå êðèñòàëëîâ, ðàçìåðû êîòîðûõ áîëüøå

äëèíû âîëíû èçëó÷åíèÿ.

Â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ýëåêòðî-

ìàãíèòíîå ïîëå íàõîäèòñÿ â êðèñòàëëå è íå ïîêèäàåò åãî. Ýòî

ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ êðèñòàëëîâ, îêðóæåííûõ èäåàëüíûìè

çåðêàëàìè, èëè èìåþùèìè áåñêîíå÷íûå ðàçìåðû. Èç êðèñòàë-

ëîâ êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå èçëó÷àåòñÿ. Ýòî

ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó ñîêðàùåíèþ âðåìåíè æèçíè ïîëÿ-

ðèòîíîâ.
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2.4.3. Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿðèòîíîâ

Ïîëÿðèòîíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ

èîííûõ êðèñòàëëîâ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ïîïåðå÷íîå ýëåêòðî-

ìàãíèòíîå ïîëå è îòíîñèòåëüíûå ñìåùåíèÿ èîíîâ. Ñìåùåíèÿ

èîíîâ èç ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñîçäàþò â êðèñòàëëå ïîëÿðèçà-

öèþ. Êðîìå òîãî, ïîëÿðèçàöèÿ êðèñòàëëà âîçíèêàåò è ïðè çà-

êðåïëåííûõ èîíàõ ïðè ñìåùåíèè èõ ýëåêòðîíîâ îòíîñèòåëüíî

ÿäåð. Ýòà ýëåêòðîííàÿ ïîëÿðèçàöèÿ êðèñòàëëà â îáëàñòè ÷à-

ñòîò êîëåáàíèé èîíîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-

íèöàåìîñòüþ ε∞. Ìû ó÷òåì ýëåêòðîííóþ ïîëÿðèçàöèþ, åñëè áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â

êðèñòàëëå êàê â íåïðåðûâíîé ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöà-

åìîñòüþ ε∞. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ ñêîðîñòü, â îòëè÷èå îò ñêîðîñòè
ñâåòà â ïóñòîòå c, áóäåò ðàâíà c/

√
ε∞.

×òîáû ïðîâåñòè êâàíòîâàíèå òàêîãî ïîëÿ, ðàññìîòðèì ïëîò-

íîñòü �óíêöèè Ëàãðàíæà

Lf =
1

8π
(ε∞ ~E

2 − ~H2), (2.139)

ãäå

~E è

~H - íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé,

êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîðíûé ïîòåíöèàë

~A ñ ïîìîùüþ

ðàâåíñòâ

~E = −1

c
~̇A, ~H = rot ~A, div ~A = 0. (2.140)

Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå Ëàãðàíæà â âèäå

d

dt

∂Lf

∂ ~̇A
− ∂Lf

∂ ~A
= 0 (2.141)

ñ ó÷åòîì, ÷òî

∂Lf

∂ ~A
= − 1

4π
rotrot ~A,

ïîëó÷èì ïåðâîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà

ε∞
c

∂ ~E

∂t
= rot ~H. (2.142)

Òðè äðóãèõ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñëåäóþò àâòîìàòè÷åñêè èç ðà-

âåíñòâ (2.140)

1

c

∂ ~H

∂t
= −rot ~E, div ~H = 0, div ~E = 0. (2.143)
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Èç (2.142) è (2.140) íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöè-

àëà

~̈A− c2

ε∞
∇2 ~A = 0. (2.144)

Ñîãëàñíî (2.139) îáîáùåííûé èìïóëüñ

~B, ñîïðÿæåííûé âåêòîð-

íîìó ïîòåíöèàëó

~A, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

~B =
∂Lf

∂ ~̇A
=

ε∞
4πc2

~̇A. (2.145)

Ôóíêöèÿ �àìèëüòîíà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â êðèñòàëëå, âû-

ðàæåííàÿ ÷åðåç âåêòîðíûé ïîòåíöèàë è îáîáùåííûé èìïóëüñ,

ïðèíèìàåò âèä

Hf =
1

8π

∫

(ε∞ ~E
2 + ~H2)d3r =

∫ (

2πc2

ε∞
~B2 +

1

8π
(rot ~A)2

)

d3r.

(2.146)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî êðèñòàëë êóáè÷åñêîé ñèíãîíèè ñ ïîñòîÿííîé

ðåøåòêè a èìååò �îðìó êóáà ñ ðåáðîì L = Na è îáúåìîì V = L3
.

Íà ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, çàêëþ÷åííîå â êðèñòàëëå, è íà ñìå-

ùåíèÿ èîíîâ íàêëàäûâàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Òîãäà ìîæíî ïðîâåñòè �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ

~A(~r, t) =
1√
V

∑

~q,α

~eα(~q)A~q,α(t)e
i~q~r, A~q,α = A∗−~q,α, (2.147)

~B(~r, t) =
1√
V

∑

~q,α

~eα(~q)B~q,α(t)e
−i~q~r, B~q,α = B∗−~q,α, (2.148)

ãäå êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà ~q ïðîáåãàþò áåñêîíå÷íûé ðÿä
äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé

qi =
2πni

L
, i = 1, 2, 3; ni = 0,±1,±2, ..., (2.149)

~eα(~q) - åäèíè÷íûå âåêòîðû ïîëÿðèçàöèè âîëí, óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèÿì

~q~eα = 0, ~eα~eβ = δα,β , α, β = 1, 2. (2.150)

Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë (2.147) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.144),

åñëè A~q,α(t) èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó

A~q,α(t) = A~q,α(0)e
−iω~qt, ω2

~q =
c2

ε∞
~q2. (2.151)
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Ïåðåõîä ê êâàíòîâîìó îïèñàíèþ ñîñòîèò â çàìåíå A~q,α è B~q,α

îïåðàòîðàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíè-

ÿì

[Â~q,α, B̂~q′,α′ ] = i~δ~q~q′δαα′ .

Â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ îïåðàòîðû Â~q,α è B̂~q,α âûðà-

æàþòñÿ ÷åðåç áîçå-îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ a+~q,α è óíè÷òîæåíèÿ a~q,α
ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (�îòîíîâ)

Â~q,α =

√

2π~c2

ω~qε∞
(a~q,α + a+~q,α), B̂~q,α = i

√

~ω~qε∞
8πc2

(a+~q,α − a~q,α).

(2.152)

Ïðè ýòîì

[a~q,α, a
+
~q′,α′ ] = δ~q,~q′δα,α′ , [a~q,α, a~q′,α′ ] = 0.

Ïðîâåäÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.152) â (2.147) è (2.148), ïîëó÷èì îïå-

ðàòîðû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà è ñîïðÿæåííîãî ê íåìó îáîáùåí-

íîãî èìïóëüñà

~̂A(~r, t) =
∑

~q,α

√

2π~c2

V ω~qε∞
~eα(~q)e

i~q~r(a~q,α + a+−~q,α),

~̂B(~r, t) =
∑

~q,α

i
√

~ω~qε∞
8πc2V ~eα(~q)e

−i~q~r(a+~q,α − a−~q,α).

(2.153)

Ïåðåõîäÿ â (2.146) ê îïåðàòîðàì (2.153), èíòåãðèðóÿ ïî îáúåìó

êðèñòàëëà è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

[~q~eα(~q)][~q~eα′(~q)] = ~q2δαα′ ,

ïîëó÷èì ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â êðèñòàëëå

Ĥ =
∑

~q,α

~ω~q

(

a+~q,αa~q,α +
1

2

)

. (2.154)

Îïåðàòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

~E(~r, t) = i
∑

~q,α

√

2π~ω~q

V ε∞
~eα(~q)e

i~q~r(a~q,α − a+~q,α) (2.155)
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ïîëó÷àåòñÿ èç (2.140) ïðè ïåðåõîäå ê îïåðàòîðàì (2.153). Â èçî-

òðîïíîé ñðåäå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ïîïåðå÷íû è âçàèìîäåé-

ñòâóþò îíè òîëüêî ñ ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçàöèåé êðèñòàëëà. Ïóñòü

~P - âåêòîð óäåëüíîé ïîëÿðèçàöèè, îáóñëîâëåííîé òîëüêî ñìåùå-

íèåì èîíîâ èç ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Òîãäà ïëîòíîñòü ýíåðãèè

âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëÿ ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçàöèè ñ ïîëåì íàïðÿ-

æåííîñòè

~E áóäåò

Uint = − ~P ~E. (2.156)

Ïðåíåáðåãàÿ äèñïåðñèåé ÷àñòîò ωt ïîïåðå÷íûõ îïòè÷åñêèõ êîëå-

áàíèé, ìîæíî çàïèñàòü ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè ïîëÿ ïîëÿðèçàöèè êðèñòàëëà â âèäå

T =
1

2
β ~̇P 2, U =

1

2
βω2

t
~P 2. (2.157)

Ïàðàìåòðû β è ωt, âõîäÿùèå â (2.157), áóäóò îïðåäåëåíû íèæå.

Èòàê, ïëîòíîñòü �óíêöèè Ëàãðàíæà äëÿ ïîëÿ ïîëÿðèçàöèè

êðèñòàëëà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, ñî-

ãëàñíî (2.157) è (2.156) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

LP =
1

2
β( ~̇P 2 − ω2

t
~P 2) + ~P ~E. (2.158)

Ñ ïîìîùüþ (2.158) íàõîäèì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ïîëÿ ïî-

ëÿðèçàöèè

β( ~̈P + ω2
t
~P ) = ~E. (2.159)

Òàêèì îáðàçîì, â îòñóòñòâèå ïîëÿ

~E ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ âåê-

òîðà ïîëÿðèçàöèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

~̈P + ω2
t
~P = 0,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà ωt ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ÷à-

ñòîòîé ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ïîëÿðèçàöèè. Â ñòàòè÷åñêîì ïîëå

~E = ~E0 ñîãëàñíî (2.159) ïðè ñìåùåíèè èîíîâ âîçíèêàåò ïîëÿðè-

çàöèÿ

~P0 =
~E0

βω2
t

.

Åñëè ε0 - äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü êðèñòàëëà â ñòàòè÷å-
ñêîì ïîëå, òî óäåëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ

~P0 îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå ðà-

âåíñòâîì

~P0 =
ε0 − ε∞

4π
~E0.
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Ñðàâíèâàÿ ýòè äâà âûðàæåíèÿ, íàõîäèì

β =
4π

ω2
t (ε0 − ε∞)

. (2.160)

Ïëîòíîñòü �óíêöèè Ëàãðàíæà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïî-

ïåðå÷íîé ïîëÿðèçàöèè ðàâíà ñóììå (2.139) è (2.158), òî åñòü

L =
1

8π

[

ε∞
c2

~̇A2 − (rot ~A)2
]

+
1

2β
( ~̇P 2 − ω2

t
~P 2)− 1

c
~P ~̇A. (2.161)

Ñîïðÿæåííûå èìïóëüñû

~B è

~Π ê âåêòîðíîìó ïîòåíöèàëó

~A è

ïîëÿðèçàöèè

~P îïðåäåëÿþòñÿ ïî îáùèì ïðàâèëàì

~B =
∂L

∂ ~̇A
=

ε∞
4πc2

~̇A− 1

c
~P , ~Π =

∂L

∂ ~̇P
= β ~̇P. (2.162)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü ýíåðãèè

E =
1

8π

{ε∞
c2

~̇A2 + (rot ~A)2
}

+
1

2
β( ~̇P 2 + ω2

t
~P 2). (2.163)

×òîáû îáëåã÷èòü ïåðåõîä ê êâàíòîâîìó îïèñàíèþ, íàäî â ýòîì

âûðàæåíèè îáîáùåííûå ñêîðîñòè çàìåíèòü ñ ïîìîùüþ (2.162)

îáîáùåííûìè èìïóëüñàìè. Òîãäà ïîëó÷èì ïîëíóþ �óíêöèþ �à-

ìèëüòîíà ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî îáúåìó êðèñòàëëà

H = Hf +Hp +Hint, (2.164)

ãäå

Hf =

∫

d3r

[

2πc2

ε∞
~B2 +

(rot ~A)2

8π

]

, (2.165)

Hp =
v

2β

∑

n

[

~Π2
n + β2ω2

t
~P 2
n

]

, (2.166)

Hint =
4πcv

ε∞

∑

n

~B(n)~Pn, (2.167)

ãäå v - îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè êðèñòàëëà;

~Pn,
~Πn - çíà÷åíèÿ

óäåëüíîé ïîëÿðèçàöèè è ñîïðÿæåííîãî ê íåé èìïóëüñà äëÿ n-é
ÿ÷åéêè êðèñòàëëà.
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Âûðàæåíèå (2.165) ñîâïàäàåò ñ (2.146). Êàê áûëî ïîêàçàíî

âûøå, çàìåíÿÿ

~A è

~B îïåðàòîðàìè (2.153), ìû ïðåîáðàçóåì åãî

â îïåðàòîð �àìèëüòîíà (2.154). Ôóíêöèÿ �àìèëüòîíà ïîëÿ ïîëÿ-

ðèçàöèè (2.166) ïðåîáðàçóåòñÿ â îïåðàòîð �àìèëüòîíà

Ĥp =
∑

~k,α

~ωl

(

b+~k,α
b~k,α +

1

2

)

(2.168)

ïðè çàìåíå

~Pn è

~Πn îïåðàòîðàìè

~̂Pn =

√

~

2βV ωl

∑

~k,α

~eα(~k)e
i~k~n(b~k,α + b+−~k,α), (2.169)

~̂Πn = i

√

~βωl

2V

∑

~k,α

~eα(~k)e
−i~k~n(b+~k,α − b−~k,α). (2.170)

Â (2.168)-(2.170) ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåì N çíà÷å-

íèÿì âåêòîðà

~k, ëåæàùèì â ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà è ïî äâóì

çíà÷åíèÿì α, õàðàêòåðèçóþùèì äâå âîçìîæíûå ïîëÿðèçàöèè ïî-

ïåðå÷íûõ êîëåáàíèé èîíîâ. Íàêîíåö, ïåðåõîäÿ â (2.167) ê îïåðà-

òîðàì (2.153) è (2.169), ïîëó÷èì îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëÿ

ïîëÿðèçàöèè è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ĥint =
∑

~k,α

~D~k(a−~k,α − a+~k,α
)(b~k,α + b+−~k,α), (2.171)

ãäå

Dk = −D∗k = − i

2

√

ωtω~q(ε0 − ε∞)√
ε0ε∞

, ~k = ~q. (2.172)

Èç (2.171) ñëåäóåò, ÷òî �îòîíû ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè ~q, ëå-
æàùèìè âíå ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà, íå âçàèìîäåéñòâóþò ñ �î-

íîíàìè îïòè÷åñêèõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé èîíîâ â êðèñòàëëå.

Îïóñêàÿ ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé è ÷àñòü îïåðàòîðà Ĥf  âåê-

òîðàìè ~q, íå ïîïàäàþùèìè â ïåðâóþ çîíó Áðèëëþýíà, ìîæíî

çàïèñàòü îïåðàòîð �àìèëüòîíà ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïî-

ïåðå÷íûõ îïòè÷åñêèõ �îíîíîâ è �îòîíîâ â âèäå

Ĥ =
1

2

∑

~k,α

Ĥ~k,α, (2.173)
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ãäå

Ĥ~k,α = ~ω~k(a
+
~k,α
a~k,α + a+−~k,αa−~k,α) + ~ωl(b

+
~k,α
b~k,α + b+−~k,αb−~k,α)−

−Dk[(a
+
~k,α

− a−~k,α)(b~k,α + b+−~k,α) + (a+−~k,α − a~k,α)(b−~k,α + b+~k,α)].

(2.174)

Â èçîòðîïíûõ êðèñòàëëàõ ω~k è Dk íå çàâèñÿò îò èíäåêñà ïîëÿ-

ðèçàöèè α, íèæå äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû áóäóò ýòîò èíäåêñ

îïóñêàòü.

Äèàãîíàëèçàöèÿ îïåðàòîðà (2.174) îñóùåñòâëÿåòñÿ êàíîíè÷å-

ñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì ê íîâûì áîçå-îïåðàòîðàì

βµ = uµ1a~k + uµ2b~k − vµ1a
+

−~k − vµ2b
+

−~k, µ = 1, 2, (2.175)

ãäå uµi è vµi - ÷åòûðå âåùåñòâåííûå ÷åòíûå �óíêöèè ~k, êîòîðûå
âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû îïåðàòîð (2.174) ïðèíÿë âèä

Ĥ~k =

2
∑

µ=1

~ωµ(~k)β
+
µ βµ + E0 (2.176)

è îïåðàòîðû βµ óäîâëåòâîðÿëè áîçåâñêèì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñî-

îòíîøåíèÿì

[βµ, β
+
µ′ ] = δµµ′ . (2.177)

Ïîäñòàâèâ (2.175) è (2.177) è ó÷òÿ êîììóòàöèþ îïåðàòîðîâ �î-

íîíîâ ñ îïåðàòîðàìè �îòîíîâ, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

2
∑

l=1

(uµluµ′l − vµlvµ′l) = δµµ′ . (2.178)

Çíà÷åíèÿ ~ωµ â (2.176) äëÿ êàæäîãî

~k â ïåðâîé çîíå Áðèëëþ-

ýíà ñîîòâåòñòâóþò ýíåðãèè íîâûõ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé -

ïîëÿðèòîíîâ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ~ωµ âû÷èñëèì êîììóòàòîð [βµ, Ĥ~k] äâóìÿ
ñïîñîáàìè:

à) ïîäñòàâèì â êîììóòàòîð çíà÷åíèå (2.176), òîãäà

[βµ, Ĥ~k] = ~ωµ(~k)βµ; (2.179)
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á) ïîäñòàâèì â êîììóòàòîð çíà÷åíèÿ (2.174) è (2.175), òîãäà

1

~
[βµ, Ĥ~k] = [uµ1ω~k+Dk(uµ2+vµ2)]a~k+[uµ2ωl−Dk(uµ1−vµ1)]b~k+

+[vµ1ω~k−Dk(uµ2+vµ2)]a
+

−~k+[vµ1ωl−Dk(uµ1−vµ1)]b+−~k. (2.180)

Ñðàâíèâàÿ (2.179) ñ (2.180) ïðè ó÷åòå (2.175), íàõîäèì ñèñòåìó

óðàâíåíèé

(ωµ − ω~k)uµ1 = Dk(uµ2 + vµ2), (ωµ + ω~k)vµ1 = Dk(uµ2 + vµ2),

(ωµ − ωl)uµ2 = Dk(vµ1 − uµ1), (ωµ + ωl)vµ2 = Dk(uµ1 − vµ1).
(2.181)

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóþò ðàâåíñòâà

vµ1 =
ωµ − ω~k
ωµ + ω~k

uµ1, vµ2 =
ωl − ωµ

ωl + ωµ
uµ2,

ïîçâîëÿþùèå èñêëþ÷èòü vµ1 è vµ2. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñè-

ñòåìó äâóõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

(ωµ − ω~k)(ωµ + ωl)uµ1 − 2ωlDkuµ2 = 0,

2ω~kDkuµ1 + (ωµ + ω~k)(ωµ − ωl)uµ2 = 0.
(2.182)

Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ýòîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

ω4 − ω2

(

ω2
l +

c2k2

ε∞

)

+
ω2
t c

2k2

ε∞
= 0, (2.183)

îïðåäåëÿþùåìó äâå âåòâè íîâûõ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé

ω2
µ(
~k) =

1

2ε∞

[

ω2
t ε0 + c2k2 ±

√

(ε0ω2
t + c2k2)2 − 4ω2

t c
2k2ε∞

]

.

(2.184)

Ýòè çíà÷åíèÿ â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ ðåøåíèÿìè (2.136), ïîëó-

÷åííûìè â êëàññè÷åñêîé òåîðèè.

�åøàÿ óðàâíåíèå (2.183) îòíîñèòåëüíî c2k2 ïðè �èêñèðîâàí-
íîé ÷àñòîòå ω, îïðåäåëèì äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü êðè-

ñòàëëà

ε(ω) ≡ c2k2

ω2
=
ε∞(ω2

l − ω2)

ω2
t − ω2

, (2.185)

õàðàêòåðèçóþùóþ îòêëèê êðèñòàëëà íà âíåøíåå âîçäåéñòâèå.

Âûðàæåíèå (2.185) èìååò ñìûñë è äëÿ ÷àñòîò ω, ëåæàùèõ â îá-
ëàñòè (ωt ≤ ω ≤ ωt) â ñïåêòðå ïîëÿðèòîíîâ. Â ýòîé îáëàñòè k
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ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì è îïðåäåëÿåò çàêîí óáûâàíèÿ àìïëèòó-

äû ïëîñêîé âîëíû ÷àñòîòû ω ïðè åå ïðîõîæäåíèè â êðèñòàëëå.

Ïðè ó÷åòå (2.119) äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü (2.185) ïðåîá-

ðàçóåòñÿ ê âèäó

ε(ω) ≡ c2k2

ω2
=
ω2
t (ε0 − ε∞)

ω2
t − ω2

+ ε∞. (2.186)

2.5. Îïðåäåëåíèå ñïåêòðà êîëåáàíèé ðå-

øåòêè ñ ïîìîùüþ ðàññåÿíèÿ íåé-

òðîíîâ

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé àòîìîâ â òâåðäûõ òåëàõ øèðîêî èñ-

ïîëüçóåòñÿ ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ (ýíåðãèÿ ìåíüøå 0,025 ýÂ) íåé-

òðîíîâ. Äëèíà âîëíû òàêèõ íåéòðîíîâ ìåíüøå 2 ·10−8 ñì, òî åñòü
ñðàâíèìà ñ ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó ÿäðàìè â òâåðäîì òåëå (∼ 10−8

ñì), ïîýòîìó â ðàññåÿíèè íàáëþäàþòñÿ èíòåð�åðåíöèîííûå ý�-

�åêòû, îáóñëîâëåííûå ñîãëàñîâàííûì ðàññåÿíèåì íåéòðîíîâ íà

ìíîãèõ ÿäðàõ. Èíòåð�åðåíöèÿ îñîáåííî çíà÷èòåëüíà â êðèñòàë-

ëàõ îäíîèçîòîïíûõ ÿäåð, íå èìåþùèõ ñïèíà.

Åñëè â ñîñòàâ êðèñòàëëà âõîäÿò ÿäðà ñ ðàçíûì èçîòîïíûì

ñîñòàâîì èëè ÿäðà, èìåþùèå îòëè÷íûé îò íóëÿ ñïèí, òî ÷àñòü

ðàññåÿíèÿ áóäåò íåêîãåðåíòíîé (èçîòîïíàÿ è ñïèíîâàÿ íåêîãå-

ðåíòíîñòè).

Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäóò äàíû îñíîâû òåîðèè êîãåðåíòíîãî

ðàññåÿíèÿ íà êðèñòàëëàõ îäíîèçîòîïíîãî ñîñòàâà ñ îäíèì ÿäðîì

â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå. Áîëåå ïîëíàÿ òåîðèÿ èçëîæåíà â îáçîðàõ

[160,209℄ è ìîíîãðà�èÿõ [9, 40, 41, 74℄.

Îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ìåäëåííîãî íåéòðîíà ìàññû µ ñ

êðèñòàëëîì, ñîñòîÿùèì èç àòîìîâ îäíîèçîòîïíîãî ýëåìåíòà ñ íó-

ëåâûì ñïèíîì, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

V̂ (~r) = −2π~2A

µ

∑

n

δ(~r − ~Rn), (2.187)

ãäå A - àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ìåäëåííîãî íåéòðîíà ÿäðîì;

~R~n = ~n+ ~ξ~n
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- ðàäèóñ-âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé ïîëîæåíèå ÿäðà âáëèçè óçëà ~n;

~ξ~n =
∑

~q,s

√

~

2MNωs(~q)
~es(~q)[b~qse

i~q~n + b+~qse
−i~q~n] (2.188)

- îïåðàòîð ñìåùåíèÿ ÿäðà àòîìà èç óçëà ~n ðåøåòêè.

Êîãåðåíòíîå ðàññåÿíèå íåéòðîíîâ êðèñòàëëîì ìîæåò áûòü ëè-

áî óïðóãèì, ëèáî íåóïðóãèì. Îáîçíà÷èì íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå

ñîñòîÿíèÿ íåéòðîíà ïëîñêèìè âîëíàìè

ϕa(~r) = ei
~ka~r, ϕb(~r) = ei

~kb~r, (2.189)

íîðìèðîâàííûìè íà îäèí íåéòðîí â åäèíèöå îáúåìà. Ïðè óïðó-

ãîì ðàññåÿíèè ýíåðãèÿ íåéòðîíà íå èçìåíÿåòñÿ, òî åñòü

~
2

2µ
(k2b − k2a) = 0. (2.190)

Ïðè íåóïðóãîì ðàññåÿíèè íåéòðîíà â êðèñòàëëå âîçíèêàåò èëè

èñ÷åçàåò îäèí èëè íåñêîëüêî �îíîíîâ. Ïîýòîìó ýíåðãèÿ íåéòðîíà

ìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Íàïðè-

ìåð, ïðè ïîãëîùåíèè íåéòðîíîì îäíîãî �îíîíà äîëæíî âûïîë-

íÿòüñÿ ðàâåíñòâî

~
2

2µ
(k2b − k2a) = ~ωs(~q), ~kb = ~ka + ~q, (2.191)

à ïðè èñïóñêàíèè - ðàâåíñòâî

~
2

2µ
(k2a − k2b ) = ~ωs(~q), ~kb = ~ka − ~q. (2.192)

Íà÷àëüíîå |a〉 è êîíå÷íîå |b〉 ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç
íåéòðîíà è êðèñòàëëà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå

|a〉 = ϕa(~r)
∏

~q,s

|n~qs〉, |b〉 = ϕb(~r)
∏

~q,s

|n′~qs〉, (2.193)

ãäå |n~qs〉 - âîëíîâàÿ �óíêöèÿ êîëåáàòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ n~qs �î-

íîíàìè âåòâè s è ñ âîëíîâûì âåêòîðîì ~q.
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Â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöó

âðåìåíè èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ïîä âëè-

ÿíèåì âîçìóùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çîëîòûì ïðàâèëîì Ôåðìè

dwba

dt
=

2π

~
|〈b|V̂ |a〉|2 dρ, (2.194)

ãäå dρ = µkb/(8π
3
~
2) - ïëîòíîñòü ÷èñëà êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé íà

åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà ðàññåÿííîãî íåéòðîíà. ×åðòà íàä ìàò-

ðè÷íûì ýëåìåíòîì îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàò óñðåäíÿåòñÿ ïî âîç-

ìîæíûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèÿì êîëåáàíèé ðåøåòêè. �àçäåëèâ

dωba/dt íà ïëîòíîñòü ïîòîêà ïàäàþùèõ ÷àñòèö ~ka/µ, ïîëó÷èì
äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ â åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà.

Ïðè óïðóãîì ðàññåÿíèè ñîñòîÿíèå êîëåáàíèé ðåøåòêè íå ìå-

íÿåòñÿ, ïîýòîìó ìàòðè÷íûé ýëåìåíò, âõîäÿùèé â (2.194), ïðèíè-

ìàåò âèä

|〈b|V̂ |a〉| = −2π~2A

µ

∑

~n

ei
~Q~n|〈Φa|ei ~Q~ξ~n |Φa〉|, (2.195)

ãäå

Φa =
∏

~q,s

|n~qs〉, ~Q ≡ ~ka − ~kb. (2.196)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

〈ns|eαbs+βb+s |ns〉 = exp

[

−αβ
(

ns +
1

2

)]

,

ñëåäóþùåå èç îïåðàòîðíîãî òîæäåñòâà

expαbs + βb+s = exp

(

−1

2
αβ

)

expβb+s expαbs,

ìîæíî ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé èç (2.188) è (2.196) â (2.195)

ïðåîáðàçîâàòü äàííûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ê âèäó

|〈Φa|ei ~Q~ξ~n |Φa〉|2 = exp (−2W ), (2.197)

ãäå

W =
∑

~q,s

(

n̄~qs +
1
2

)

(~es(~q) ~Q)
2 ~

2MNωs(~q)
,

n̄~qs =

[

exp
~ω~qs

kBT − 1

]−1
.

(2.198)
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Ó÷èòûâàÿ (2.197), èìååì

|〈b|V̂ |a〉|2 =

∣

∣

∣

∣

2π~A

µ

∣

∣

∣

∣

2

e−2W
∣

∣

∣

∣

∑

~n

ei
~Q~n

∣

∣

∣

∣

2

. (2.199)

Ïðè N → ∞ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∣

∣

∣

∣

∑

~n

ei
~Q~n

∣

∣

∣

∣

2

=
(2π)3N

V
δ(~kb − ~ka + ~g), (2.200)

ãäå ~g - âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè.
Ïîäñòàâèâ (2.199) â (2.194), ïðè ó÷åòå (2.200) ïîëó÷àåì îêîí-

÷àòåëüíîå âûðàæåíèå

dwba

dt
=

~kbN

µV
|A|2e−2W δ(~kb − ~ka + ~g). (2.201)

Ìíîæèòåëü exp (−2W ) íàçûâàåòñÿ �àêòîðîì Äåáàÿ - Âàëëåðà.

Îí çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è ñâîéñòâ êðèñòàëëà è ïðèâîäèò ê

îñëàáëåíèþ óïðóãîãî êîãåðåíòíîãî ðàññåÿíèÿ äëÿ âñåõ óãëîâ ðàñ-

ñåÿíèÿ θ 6= 0. Âåëè÷èíà W âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì óãëà ðàññåÿíèÿ,

ýíåðãèè íåéòðîíà è òåìïåðàòóðû êðèñòàëëà. Ïðè òåìïåðàòóðå

êðèñòàëëà, áëèçêîé ê äåáàåâñêîé, W ∼ µ
M , ãäå M - ìàññà ÿäðà

ðàññåèâàòåëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òÿæåëûõ ÿäåð exp (−W ) ∼ 1 è
ñìåùåíèå ÿäåð èç ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâåííî íå âëèÿåò

íà èíòåíñèâíîñòü êîãåðåíòíîãî ðàññåÿíèÿ.

Ôóíêöèÿ (2.201) èìååò ðåçêèå ìàêñèìóìû â íàïðàâëåíèè âåê-

òîðîâ ðàññåÿíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì Áðåããà:

~kb − ~ka = ~g, |~kb| = |~ka|. (2.202)

Óñëîâèÿ Áðåããà âûïîëíÿþòñÿ âñåãäà äëÿ ðàññåÿíèÿ âïåðåä

(~g = 0). Ïîñêîëüêó ðàññåÿíèåì íàçûâàþò îòêëîíåíèå íåéòðîíîâ

îò ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, òî ñëó÷àé ~g = 0 ñëåäóåò èñ-

êëþ÷àòü. Äëÿ êðèñòàëëîâ êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ äåëüòà-�óíêöèÿ â

(2.201) äîëæíà áûòü çàìåíåíà �óíêöèåé, èìåþùåé ìàêñèìóì ñ

êîíå÷íîé óãëîâîé øèðèíîé, ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíîé (kaL)
−2
,

ãäå L - ñðåäíèå ëèíåéíûå ðàçìåðû êðèñòàëëà.

Óñëîâèÿ Áðåããà (2.202) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå

sin
θ

2
=

1

2

∣

∣

∣

∣

~g

~k

∣

∣

∣

∣

2d sin
θ

2
= λ, (2.203)
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ãäå θ - óãîë ðàññåÿíèÿ, d = 2π/|~g| - ðàññòîÿíèå ìåæäó áðåããîâ-

ñêèìè ïëîñêîñòÿìè. Âêëàä â ðàññåÿíèå äàþò òîëüêî çíà÷åíèÿ |~g|,
óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì

|~g| < 2|~k| λ ≤ 2d.

Íåéòðîíû ñ äëèíîé âîëíû, ïðåâûøàþùåé óäâîåííîå íàèáîëü-

øåå ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèñòàëëè÷åñêèìè ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿò

êðèñòàëë, íå ðàññåèâàÿñü â ñòîðîíû. Íà ýòîì ñâîéñòâå îñíîâàíî

äåéñòâèå �èëüòðîâ, îáðåçàþùèõ â ïðîõîäÿùåì ïó÷êå íåéòðîíîâ

êîðîòêîâîëíîâóþ îáëàñòü ñïåêòðà. Â êà÷åñòâå �èëüòðîâ áåðóò-

ñÿ ìåëêîêðèñòàëëè÷åñêèå âåùåñòâà, îáëàäàþùèå ìàëûì ïîãëî-

ùåíèåì íåéòðîíîâ è òîëüêî êîãåðåíòíûì ðàññåÿíèåì. ×àñòî èñ-

ïîëüçóþò îêèñü áåðèëëèÿ (d = 4, 4A) è ãðà�èò (d = 6, 7A).
Ïðè íåóïðóãîì ðàññåÿíèè íåéòðîíà ñ ïîãëîùåíèåì îäíîãî �î-

íîíà, íàðÿäó ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (2.191) äîëæåí âû-

ïîëíÿòüñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñîâ

~kb − ~ka = ~g + ~q. (2.204)

Åñëè îäíî�îíîííîå êîãåðåíòíîå ðàññåÿíèå ìîæíî ýêñïåðèìåí-

òàëüíî âûäåëèòü èç ìíîãî�îíîííîãî, òî, èçìåðÿÿ ýíåðãèþ ðàñ-

ñåÿíèÿ ïðè ðàçíûõ óãëàõ ðàññåÿíèÿ, ìîæíî ñ ïîìîùüþ (2.191) è

(2.192) îïðåäåëèòü çàêîí äèñïåðñèè ωs(~q).
Èñïîëüçóÿ (2.204) è óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè �îíîííûõ ÷àñòîò

ωs(~q) = ωs(~q + ~g), ïðåîáðàçóåì (2.191) ê âèäó

(k2b − k2a) =
2µ

~
ωs(~kb − ~ka). (2.205)

Äëÿ äàííîãî íà÷àëüíîãî âåêòîðà

~ka äëÿ êàæäîé âåòâè êîëåáà-

íèé s óðàâíåíèå (2.205) îïèñûâàåò â ~k-ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòü
Ss, êîòîðóþ íàçûâàþò ïîâåðõíîñòüþ ðàññåÿíèÿ. Äëÿ íåéòðîíîâ,

ðàññåÿííûõ ïðè èñïóñêàíèè �îíîíà, óðàâíåíèå (2.205) çàìåíÿåò-

ñÿ óðàâíåíèåì

(k2a − k2b ) =
2µ

~
ωs(~ka − ~kb). (2.206)

Ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé ïðè |~ka|, ìåíüøåì íåêîòîðîãî

êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ

~k1. Ñîãëàñíî (2.204) ýòî çíà÷åíèå äîëæíî
óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

|~k1| ≤ π|~g0|,
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ãäå ~g0 - íàèìåíüøèé âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè. Âåðîÿòíîñòü ðàñ-
ñåÿíèÿ íåéòðîíà ñ ðîæäåíèåì èëè ïîãëîùåíèåì îäíîãî �îíîíà

ïðîïîðöèîíàëüíà

1

ω2
s(~q)

|(~kb − ~ka)~es(~q)|2.

Êðèâàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåéòðîíîâ ïî ýíåðãèè ïðè íåóïðóãîì êî-

ãåðåíòíîì ðàññåÿíèè â äàííîì íàïðàâëåíèè îáëàäàåò òðåìÿ ìàê-

ñèìóìàìè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòîòàì �îíîíîâ òðåõ âåòâåé êî-

ëåáàíèé.

Ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ áåñïîðÿäî÷íî ðàñïîëîæåííûõ â ðå-

øåòêå èçîòîïîâ èëè ÿäåð, îáëàäàþùèõ ñïèíîì, ðàññåÿíèå ÷à-

ñòè÷íî ïðîèñõîäèò íà êàæäîì ÿäðå íåçàâèñèìî (íåêîãåðåíòíî).

Ïðè íåêîãåðåíòíîì ðàññåÿíèè çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñîâ íå

âûïîëíÿåòñÿ. Ýíåðãèÿ íåéòðîíà íå çàâèñèò îò óãëà ðàññåÿíèÿ. Èç

åñòåñòâåííûõ ýëåìåíòîâ ïî÷òè öåëèêîì íåêîãåðåíòíî ðàññåèâàþò

êðèñòàëëû âàíàäèÿ è âîäîðîäà [204℄. Ñðåäè ìåòàëëè÷åñêèõ ýëå-

ìåíòîâ ïî÷òè ïîëíîå êîãåðåíòíîå ðàññåÿíèå äàåò àëþìèíèé [118℄.

Åñëè ìàãíèòíûé ìîìåíò îáîëî÷êè àòîìà íå ðàâåí íóëþ, òî

âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ìàãíèòíûì ìîìåíòîì íåéòðîíà è ìàãíèò-

íûì ìîìåíòîì àòîìà ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó ðàññåÿíèþ,

êîòîðîå íàçûâàþò ìàãíèòíûì ðàññåÿíèåì. Èçó÷åíèå ìàãíèòíî-

ãî ðàññåÿíèÿ íåéòðîíîâ äàåò öåííåéøèå ñâåäåíèÿ î ìàãíèòíîé

ñòðóêòóðå âåùåñòâà [40℄.

2.6. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Êàêîâ çàêîí äèñïåðñèè àêóñòè÷åñêèõ �îíîíîâ â äëèííî-

âîëíîâîì ïðèáëèæåíèè? Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîý��èöèåíòà ïðè

çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû àêóñòè÷åñêîãî �îíîíà îò âîëíîâîãî âåêòî-

ðà.

2. Êàê çàâèñèò ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð �îíîíîâ îò ðàçìåðíî-

ñòè ñèñòåìû è ÷èñëà àòîìîâ â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå?

3. Ïî÷åìó îïòè÷åñêèå âåòâè êîëåáàíèé ïîëó÷èëè òàêîå íàçâà-

íèå? Îáîñíîâàòü.

4. Îñíîâíûå ïðèíöèïû ââåäåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ �îíîíîâ â

òâåðäûõ òåëàõ. Êàêèå ñâîéñòâà òâåðäûõ òåë îáóñëîâëåíû ý��åê-

òàìè âçàèìîäåéñòâèÿ �îíîíîâ?
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5. Âûäåëèòü îñíîâíûå îòëè÷èòåëüíûå ñâîéñòâà �îíîííîãî

ñïåêòðà â èîííûõ êðèñòàëëàõ îò �îíîííîãî ñïåêòðà â êîâàëåíò-

íûõ è ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëàõ. Äàòü îïðåäåëåíèå ïîëÿðèòîíà.

6. Êàê ñâÿçàíà äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü èîííîãî êðè-

ñòàëëà ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé àòîìîâ?

7. Êàêîâû îñîáåííîñòè ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà, â êîòîðîì äè-

ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü èîííîãî êðèñòàëëà îòðèöàòåëüíà?
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�ëàâà 3

Ïëàçìåííûå âîëíû â òâåðäûõ òåëàõ.

Ïëàçìîíû

3.1. Ïëàçìåííûå êîëåáàíèÿ â ìåòàëëàõ

è ïîëóïðîâîäíèêàõ êàê êîëëåêòèâ-

íîå äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ

�àññìîòðèì ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ êîëëåêòèâ-

íûì äâèæåíèåì ýëåêòðîíîâ îòíîñèòåëüíî èîíîâ â òâåðäûõ òåëàõ.

Ýòè ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ îáóñëîâëåíû êóëîíîâñêèì âçà-

èìîäåéñòâèåì ìåæäó ýëåêòðîíàìè è ïîëîæèòåëüíûìè èîíàìè.

Èì ñîîòâåòñòâóþò ïðîäîëüíûå âîëíû, êîòîðûå ïîëó÷èëè íàçâà-

íèå ïëàçìåííûõ âîëí. Êâàíòû ïëàçìåííûõ âîëí íàçûâàþò ïëàç-

ìîíàìè.

Ïëàçìåííûå êîëåáàíèÿ âîçíèêàþò â ìåòàëëàõ è ïîëóïðîâîä-

íèêàõ, òî åñòü â òâåðäûõ òåëàõ, èìåþùèõ ñëàáî ñâÿçàííûå ñ èîíà-

ìè ýëåêòðîíû. Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ýëåêòðîíû ïîëíîñòüþ êîì-

ïåíñèðóþò ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä èîíîâ è êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ

ÿ÷åéêà êðèñòàëëà íåéòðàëüíà. Ïóñòü n0 - ñðåäíåå ÷èñëî ýëåêòðî-

íîâ â åäèíèöå îáúåìà êðèñòàëëà, ñîîòâåòñòâóþùåå òàêîìó íåé-

òðàëüíîìó ñîñòîÿíèþ. Îòêëîíåíèå ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè n îò

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ n0 ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ íåéòðàëüíîñòè è

ïîÿâëåíèþ ýëåêòðè÷åñêèõ ñèë, âîññòàíàâëèâàþùèõ ðàâíîâåñèå.

Òàê âîçíèêàþò êîëåáàíèÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ îòíîñèòåëüíî

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ n0.

Â ïðîñòåéøåé òåîðèè ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé â òâåðäûõ òå-

ëàõ äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëîæèòåëüíûõ èîíîâ çàìåíÿåò-

ñÿ îäíîðîäíî ðàñïðåäåëåííûì ïîëîæèòåëüíûì çàðÿäîì ñ ïëîò-

íîñòüþ, ðàâíîé ñðåäíåé ïëîòíîñòè çàðÿäà ýëåêòðîíîâ n0. Òà-

êàÿ ìîäåëü òâåðäîãî òåëà íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ "æåëå". Âàëåíò-

íûå ýëåêòðîíû è ýëåêòðîíû ïðîâîäèìîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê

ýëåêòðîííûé ãàç, ðàçðåæåíèÿ è ñæàòèÿ êîòîðîãî îòíîñèòåëüíî

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðîäîëüíûì êîëåáàíèÿì. Ïëîò-
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íîñòü ýëåêòðîíîâ â òâåðäîì òåëå ïîðÿäêà 1023ñì−3. Ïðè áîëü-

øîé ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ èõ "íóëåâîãî

äâèæåíèÿ"(T = 0) çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ýíåðãèþ òåïëîâîãî

äâèæåíèÿ, ïîýòîìó ïîñëåäíåå íå ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå.

3.1.1. Äëèííîâîëíîâîå ïðèáëèæåíèå.

Ïëàçìîíû

�àññìîòðèì äëèííîâîëíîâûå ïëàçìåííûå êîëåáàíèÿ â èçîòðîï-

íîì êðèñòàëëå. Äëÿ äëèííîâîëíîâûõ êîëåáàíèé ýëåêòðîíû ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê íåïðåðûâíóþ ñðåäó. Èçìåíåíèå ýëåêòðîí-

íîé ïëîòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ n0 ìîæíî çàïè-

ñàòü â âèäå:

δn(r, t) = n(~r, t)− n0 = n0div ~R(~r, t), (3.1)

ãäå

~R(~r, t) - âåêòîð ìàëîãî ñìåùåíèÿ ýëåêòðîííîãî ãàçà èç ñâîåãî
íîðìàëüíîãî ïîëîæåíèÿ. Èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ íàðó-

øàåò íåéòðàëüíîñòü. Ïîÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë

ϕ(~r, t), óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ Ïóàññîíà:

∇2ϕ(~r, t) = 4πen0div ~R(~r, t). (3.2)

Åñëèm - ìàññà ýëåêòðîíà, òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñìåùåíèé

ýëåêòðîíîâ

T =
mn0

2

∫

~̇R2(~r, t)d3r. (3.3)

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, âîçíèêàþùàÿ ïðè ñìåùåíèè ýëåêòðî-

íîâ, áóäåò ñëàãàòüñÿ èç èçìåíåíèÿ óïðóãîé è ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé

ýíåðãèé:

U =
1

2

∫

[γ(div ~R)2 − eδnϕ]d3r, (3.4)

ãäå γ - ìîäóëü óïðóãîñòè ýëåêòðîííîãî ãàçà áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ

çàðÿäà ýëåêòðîíîâ. Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïðîäîëüíûå ñìå-

ùåíèÿ, òî åñòü ïîëàãàåì rot ~R = 0. Â ïðèáëèæåíèè ìîäåëè "æå-

ëå" íà ñäâèãîâûå âîëíû íå äåéñòâóþò êàêèå-ëèáî âîññòàíàâëè-

âàþùèå ñèëû, ïîñêîëüêó òàêèå âîëíû íå èçìåíÿþò ëîêàëüíîé

íåéòðàëüíîñòè ñèñòåìû. Ïîýòîìó ïîïåðå÷íûå ñîáñòâåííûå êîëå-

áàíèÿ îòñóòñòâóþò. Ïðîäîëüíûå âîëíû âûçûâàþò ðàçðåæåíèÿ è

90



ñæàòèÿ â ýëåêòðîííîì ãàçå, íàðóøàÿ òåì ñàìûì åãî íåéòðàëü-

íîñòü è ââîäÿ â äåéñòâèå ìîùíûå êóëîíîâñêèå ñèëû, âîññòàíàâ-

ëèâàþùèå íåéòðàëüíîñòü. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ïðîäîëüíûõ êî-

ëåáàíèé, íàçûâàåìûå ïëàçìåííûìè ÷àñòîòàìè, - ýòî äîâîëüíî

âûñîêèå ÷àñòîòû.

Ïóñòü êðèñòàëë èìååò �îðìó êóáà ñî ñòîðîíîé L = Na è

îáúåìîì V = L3
. Ââåäåì öèêëè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

~R(~r) =

= ~R(~r+N~a). Òîãäà âîëíîâûå �óíêöèè ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè
(âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ)

ψ~k(~r) =
1√
V

exp(i~k~r), (3.5)

ãäå êîìïîíåíòû ki õàðàêòåðèçóþòñÿ çíà÷åíèÿìè 2πni/N (ni =
= 0,±1, ..±N/2), îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó

�óíêöèé. �àçëîæèì ñìåùåíèå

~R(~r, t) ïî ýòîé ñèñòåìå îðòîíîð-

ìèðîâàííûõ �óíêöèé:

~R(~r, t) =
1√
V

∑

~k

~e(~k)A~k(t)e
i~k~r. (3.6)

Çäåñü ~e(~k) - åäèíè÷íûé âåêòîð ïðîäîëüíîé ïîëÿðèçàöèè, óäîâëå-
òâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

~e2(~k) = 1, ~e(~k) = ~e(−~k), ~k||~e. (3.7)

Èç óñëîâèÿ âåùåñòâåííîñòè ñìåùåíèé âûòåêàåò ðàâåíñòâî A~k =
= A∗−~k. Òîãäà

div ~R(~r, t) =
i√
V

∑

~k

(~k~e(~k))A~ke
i~k~r. (3.8)

�àçëîæèì è ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñè-

ñòåìå �óíêöèé

ϕ(~r, t) =
1√
V

∑

~k

ϕ~k(t)e
i~k~r. (3.9)

Èç óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (3.2) ïðè ýòîì ïîëó÷àåì

ϕ0 = 0, ϕ~k = −4πin0e

k2
(~k~e(~k))A~k, k 6= 0. (3.10)
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Ïðè ó÷åòå äàííûõ ñîîòíîøåíèé ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðåîáðà-

çóåòñÿ ê âèäó

U =
1

2

∑

~k

(γk2 + 4πe2n2
0)A~kA−~k, (3.11)

à êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

T =
mn0

2

∑

~k

Ȧ~kȦ−~k (3.12)

(èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå

1
V

∫

ei(
~k+~k′)~rd3r = δ~k,−~k′). Òîãäà óðàâ-

íåíèÿ Ëàãðàíæà

d

dt

∂L

∂Ȧ−~k
− ∂L

∂A−~k
= 0, (3.13)

ãäå L = T − U - �óíêöèÿ Ëàãðàíæà, äëÿ ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé

ïðèíèìàþò âèä:

mn0Ä~k + (γk2 + 4πe2n2
0)A~k = 0. (3.14)

Ïîëàãàÿ A~k(t) ∼ exp(−iωt), ïîëó÷àåì çàêîí äèñïåðñèè ïëàçìåí-

íûõ êîëåáàíèé â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé

~k:

ω2(~k) = ω2
p +

γ

mn0
k2, (3.15)

ãäå ω2
p = 4πe2n0/m - êâàäðàò ïëàçìåííîé ÷àñòîòû. Ïðè e → 0

ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ý��åêòû èñ÷åçàþò è ω(k) ≃ k
√

γ/mn0 =

= ωac(~k). Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ñîâïàäàåò ñ çàêîíîì äèñïåðñèè ÷à-

ñòîòû äëÿ çâóêîâûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñî ñêîðîñòüþ

√

γ/mn0. Çíà÷åíèå
√

γ/mn0 ∼ 5 · 105 ñì/ñ. Ïðè kmax ≈ 108 ñì−1

çíà÷åíèå ωac ≈ 5 · 1013 

−1
. Äëÿ îöåíêè ωp ïðèìåì n0 = 1023

ñì

−3
, m = 9 · 10−28 ã è e = 5 · 10−10 åä. Ñ�ÑÝ, ÷òî äàåò

ωp =

√

4πe2n0

m
≈ 2 · 1016c−1

èëè ~ωp ≈ 12 ýÂ. Ñëåäîâàòåëüíî, ωp ≫ ωac, à äèñïåðñèÿ ïëàç-

ìåííûõ âîëí î÷åíü ìàëà. Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ω(~k) â ïðå-
äåëàõ ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà ìåíåå 10−3. Âåëè÷èíà γ/mn0 â
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(3.15) èìååò ðàçìåðíîñòü êâàäðàòà ñêîðîñòè, ïîýòîìó äëÿ ìåòàë-

ëîâ åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî γ/mn0 ∼ v2F , ãäå vF - ñêî-

ðîñòü ýëåêòðîíà íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè. Áîëåå òî÷íûé àíàëèç

ïîêàçûâàåò [70℄, ÷òî γ/mn0 = 3v2F /5, è, ñëåäîâàòåëüíî, ω
2
ac(k) =

= 3v2Fk
2/5.

Îáîáùåííûé èìïóëüñ P~k, ñîïðÿæåííûé êîëëåêòèâíîé êîîð-

äèíàòå A~k, ðàâåí P~k = ∂L
∂Ȧ~k

= ∂(T−U)

∂Ȧ~k

= mn0Ȧ−~k, ïîýòîìó �óíê-

öèÿ �àìèëüòîíà ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíè-

åì:

H(P,A) =
1

2mn0

∑

~k

P~kP−~k +
mn0

2

∑

~k

ω2(~k)A~kA−~k. (3.16)

Ïðîâåäåì ïðîöåäóðó êâàíòîâàíèÿ ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé â ñè-

ñòåìå, ïåðåõîäÿ ê îïåðàòîðó �àìèëüòîíà â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë

çàïîëíåíèÿ ïëàçìîíîâ. Äëÿ ýòîãî îñóùåñòâèì â (3.16) ñëåäóþ-

ùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

A~k → Â~k =

√

~

2mn0ω~k
(a~k + a+−~k),

P~k → P̂~k = i

√

2~ω~kmn0

2
(a+~k

− a−~k),

[Â~k, P̂~k′ ] = i~δ~k,~k′ → [a~k, a
+
~k′
] = δ~k,~k′ ,

(3.17)

ãäå a+~k
, a~k - áîçåâñêèå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ïëàç-

ìîíîâ ñ âîëíîâûì âåêòîðîì

~k. Â ðåçóëüòàòå äàííûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé ïîëó÷àåì îïåðàòîð �àìèëüòîíà äëÿ ïëàçìîíîâ êàê ýëåìåí-

òàðíûõ áîçå-âîçáóæäåíèé ñèñòåìû

Ĥ =
∑

~k

~ω~k(a
+
~k
a~k + 1/2), (3.18)

ãäå ýíåðãèÿ ïëàçìîíîâ â ñîñòîÿíèÿõ, çàäàâàåìûõ âîëíîâûìè âåê-

òîðàìè

~k, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ε(~k) = ~ω(~k) ñ ω(~k) èç ñîîòíîøåíèÿ
(3.15). Â ðàññìîòðåííîì ïðèáëèæåíèè ïëàçìîíû âåäóò ñåáÿ êàê

íåâçàèìîäåéñòâóþùèå áîçå-êâàçè÷àñòèöû.
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3.2. Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè äëèííîâîë-

íîâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðèáëèæåíèå

õàîòè÷åñêèõ �àç

Âûÿñíèì ïðåäåë ïðèìåíèìîñòè ïðîâåäåííîãî äëèííîâîëíîâîãî

îïèñàíèÿ ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé, òî åñòü èññëåäóåì, ïðè êàêèõ

óñëîâèÿõ îïðàâäûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå îá ýëåêòðîíàõ êðèñòàëëà

êàê î íåïðåðûâíîé ñðåäå. Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ýëåêòðîí - òî÷å÷íàÿ

÷àñòèöà, òî ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ è âåêòîð ïîòîêà ýëåêòðîíîâ â

òî÷êå ~r ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

n(~r) =
∑

i

δ(~r − ~ri), ~j(~r) =
∑

i

~viδ(~r − ~ri), (3.19)

ãäå ~ri - ðàäèóñ-âåêòîð i-ãî ýëåêòðîíà, ~vi - åãî ñêîðîñòü. Áóäåì

ó÷èòûâàòü òîëüêî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå. Òîãäà ïî-

òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ i-ãî ýëåêòðîíà ñî âñåìè äðó-
ãèìè ýëåêòðîíàìè è ïîëîæèòåëüíûì îäíîðîäíî ðàñïðåäåëåííûì

çàðÿäîì èîíîâ èìååò âèä

U(~ri) =
∑

j

e2

rij
− e2

∫

d3rj
rij

, rij = |~ri − ~rj |, j 6= i. (3.20)

Ïîëîæèì e2/rij =
∑

~k

c~ke
i~k~rij

, òî åñòü ðàçëîæèì ïî ñèñòåìå

îðòîíîðìèðîâàííûõ âîëíîâûõ �óíêöèé ψ~k = ei
~k~r

ïðè V = 1.
Îòñþäà ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ

c~k =e2
∫

e−i
~k ~rij

rij
d3rij =

4πe2

k2
, k 6= 0,

c0 =e2
∫

d3rij
rij

.

(3.21)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè äàííûõ ñîîòíîøåíèé â (3.20) ïîëó÷àåì âû-

ðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â âèäå

U(~ri) =
∑

j 6=i,~k 6=0

4πe2

k2
ei

~k~rij , (3.22)
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ãäå ó ñóììû îòñóòñòâóþò ñëàãàåìûå  j = i è ~k = 0.
Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ èìååò îáû÷íûé âèä

T =
m

2

∑

i

~v2i . (3.23)

Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îòäåëüíûõ ýëåêòðîíîâ áóäóò õàðàê-

òåðèçîâàòüñÿ âûðàæåíèÿìè

m~̇vi = −4πie2
∑

j 6=i,~k 6=0

~k

k2
ei

~k ~rij . (3.24)

×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå èçìåíåíèå ïëîò-

íîñòè ýëåêòðîíîâ, ïðèìåíèì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè

ṅ + div~j(~r) = 0. Ïðîâåäåì �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ïëîòíîñòè

ýëåêòðîíîâ n(~r) =
∑

~k

n~ke
i~k~r

è ïîëó÷èì

n~k =

∫

n(~r)e−i
~k~rd3r =

∑

i

∫

δ(~r − ~ri)e
−i~k~rd3r =

=
∑

i

e−i
~k~ri , n~k=0 = n0.

(3.25)

Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âåêòîðà ïîòîêà ýëåê-

òðîíîâ

~j(~r) =
∑

i

~viδ(~r − ~ri) =
∑

~k

~j~ke
i~k~r
, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

~j~k =
∑

i

~vie
−i~k~ri

.

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïðèîáðåòàåò âèä:

ṅ~k +
∑

i

i(~k~vi)e
−i~k~ri = 0. (3.26)

Äè��åðåíöèðóÿ äàííîå óðàâíåíèå åùå ðàç ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì

n̈~k +
∑

i

[(~k~vi)
2 + i(~k~̇vi)]e

−i~k~ri = 0. (3.27)

Ïîäñòàâèâ â äàííîå óðàâíåíèå çíà÷åíèå ~̇vi èç óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ (3.24), íàõîäèì

n̈~k +
∑

i

(~k~vi)
2e−i

~k~ri +
4πe2

m

∑

~q

~k~q

q2
n~qn~k−~q = 0. (3.28)
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Åñëè âî âòîðîé ñóììå âûäåëèòü ÷ëåí ñ ~q = ~k, ðàâíûé ω2
pn~k

ñ ω2
p = 4πe2n0/m, òî îñòàâøóþñÿ ñóììó

∑

~q 6=~k

~k~q
q2 n~qn~k−~q ìîæíî

îïóñòèòü, òàê êàê îíà ñîäåðæèò áîëüøîå ÷èñëî ìàëûõ çíàêîïå-

ðåìåííûõ ñëàãàåìûõ. Îòáðàñûâàÿ ýòó ñóììó, ìû ïðåíåáðåãàåì

ñâÿçüþ ìåæäó èçìåíåíèÿìè �óðüå-îáðàçîâ ïëîòíîñòåé, îòíîñÿ-

ùèõñÿ ê ðàçíûì äëèíàì âîëí n~k è n~k′ . Òàêîå ïðèáëèæåíèå íàçû-

âàåòñÿ ïðèáëèæåíèåì õàîòè÷åñêèõ �àç (ÏÕÔ), êîãäà ïðåíåáðå-

ãàåòñÿ ý��åêòàìè êîððåëÿöèè ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè. Â ðàìêàõ

ïðèáëèæåíèÿ õàîòè÷åñêèõ �àç ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

n̈~k + ω2
pn~k = −

∑

i

(~k~vi)
2e−i

~k~ri . (3.29)

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò ñêîðîñòåé ýëåêòðîíîâ. Ýòî

äâèæåíèå îêàçûâàåò ðàçóïîðÿäóþùåå äåéñòâèå íà êîëëåêòèâíûå

ïëàçìåííûå êîëåáàíèÿ. Åãî âëèÿíèå òåì ìåíüøå, ÷åì ìåíüøå

~k.
Äëÿ îöåíêè çíà÷åíèé

~k, ïðè êîòîðûõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðàâîé
÷àñòüþ óðàâíåíèÿ, ìîæíî çàìåíèòü ~vi ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì

ñêîðîñòè ýëåêòðîíà íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè vF = ~

m (3π2n0)
1/3

.

Òîãäà

∑

i

(~k~vi)
2e−i

~k~ri < v2F k
2
∑

i

e−i
~k~ri = v2F k

2nk.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

k2 < k2c =
ω2(k)

v2F
≃ ω2

p/v
2
F = 2πe2n0/EF (3.30)

óðàâíåíèå èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ ïåðåõî-

äèò â óðàâíåíèå êîëëåêòèâíûõ ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé:

n̈~k + ω2
pn~k = 0. (3.31)

Çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîãî âîëíîâîãî âåêòîðà kc ìîæíî ïðèíÿòü çà
âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ âîëíîâûõ âåêòîðîâ ïëàçìîíîâ. Çíà÷åíèå

kc ìîæåò áûòü óòî÷íåíî ñ ó÷åòîì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îäíî-

÷àñòè÷íûõ ýëåêòðîííî-äûðî÷íûõ âîçáóæäåíèé è îïðåäåëÿåòñÿ

óñëîâèåì [70℄

~ω(kc) =
~
2k2c
2m

+ ~kcvF . (3.32)
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�èñ. 3.1. Ñïåêòð âîçáóæäåíèé îäíîðîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà ñ

ó÷åòîì ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé. Ïàðíûå ýëåêòðîííî-äûðî÷íûå âîç-

áóæäåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ ìåæäó êðèâûìè k2/2 + kkF è k2/2 − kkF .
Øòðèõîâîé ëèíèåé ïîêàçàíà ïëàçìåííàÿ ìîäà, ïåðåñåêàþùàÿ ãðàíèöó

ýëåêòðîííî-äûðî÷íîãî êîíòèíóóìà [70℄

Kðèòè÷åñêîå âîëíîâîå ÷èñëî kc ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå â ïðîñòðàí-
ñòâå âîëíîâûõ âåêòîðîâ ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà, â êîòîðîé äèñ-

ïåðñèîííàÿ êðèâàÿ ïëàçìîíîâ âïåðâûå äîñòèãàåò âåðõíåé ãðà-

íèöû ñóùåñòâîâàíèÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ýëåêòðîííî-äûðî÷íûõ âîç-

áóæäåíèé (ðèñ. 3.1).

Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâûå âåêòîðà ïëàçìîíîâ çàíèìàþò öåí-

òðàëüíóþ îáëàñòü çîíû Áðèëëþýíà îáúåìîì 4πk3c/3. Òàê êàê íà
äîëþ îäíîãî çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå âîëíî-

âûõ âåêòîðîâ ïðèõîäèòñÿ îáúåì (2π)3/V , òî â êðèñòàëëå ìîæåò
áûòü k3cV/6π

2
ïëàçìîíîâ.

Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (3.30) �àçîâàÿ ñêîðîñòü ïëàç-

ìîíîâ, ðàâíàÿ ωp/k, ïðåâûøàåò ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü ýëåê-

òðîíîâ è ïîýòîìó ý��åêòû çàòóõàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïåðåäà÷åé

ýíåðãèè ïëàçìîíîâ â ýíåðãèþ äâèæåíèÿ îòäåëüíûõ êâàçè÷àñòèö-

ýëåêòðîíîâ, îêàçûâàþòñÿ íåâîçìîæíûìè. Çàòóõàíèå ïëàçìîíîâ

â òâåðäîì òåëå îáóñëîâëåíî âçàèìîäåéñòâèåì ñ êîëåáàíèÿìè ðå-

øåòêè, ïðèìåñÿìè è äðóãèìè äå�åêòàìè ðåøåòêè.
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3.3. Ýêðàíèðîâàíèå êóëîíîâñêîãî âçàè-

ìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ïëàçìåííû-

ìè êîëåáàíèÿìè

Ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè k > kc íå
èìåþò êîëëåêòèâíîãî õàðàêòåðà è ïëàçìîíû ðàñïàäàþòñÿ íà îä-

íî÷àñòè÷íûå âîçáóæäåíèÿ - ýëåêòðîíû è äûðêè. Ïðè ýòèõ óñëî-

âèÿõ ýëåêòðîííûé ãàç ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó îò-

äåëüíûõ êâàçèöàñòèö ñ ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ

Uscr(~ri) =
∑

j 6=i

∑

~k>~kc

4πe2

k2
ei

~k~rij . (3.33)

Íåó÷òåííîå â ïëàçìåííûõ êîëåáàíèÿõ âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðî-

íîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè ~r äðóã îò äðóãà, îïðåäåëÿåòñÿ
îòñþäà âûðàæåíèåì

Uscr(~r) =
∑

~k>~kc

4πe2

k2
ei

~k~r. (3.34)

Ïåðåõîäÿ â (3.34) îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî

~k, ïî-
ëó÷èì

Uscr(~r) =
e2

2π2

∫

k>kc

exp(i~k~r)

k2
d3~k =

=
2e2

π

∞
∫

kc

sinkr

kr
dk ≃ e2

r
exp(−kcr).

(3.35)

Òàêèì îáðàçîì, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè ïðîÿâëÿåòñÿ

òîëüêî íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ r < k−1c . Âûðàæåíèå

Vscr(r) =
e

r
exp(−kcr) (3.36)

íàçûâàåòñÿ ýêðàíèðîâàííûì êóëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì çàðÿäà

e. �àäèóñ ýêðàíèðîâàíèÿ RTF = 1/kc = vF /ωp íàçûâàåòñÿ ðà-

äèóñîì ýêðàíèðîâàíèÿ Òîìàñà-Ôåðìè. Ïðè ýòîì ìû èñõîäèëè èç

ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëàõ n0 âåëèêà
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è îíè çàïîëíÿþò âñå ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé E < EF - âûðîæäåí-

íûé ñëó÷àé.

Â ïîëóïðîâîäíèêàõ ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ n0, êàê ïðàâèëî,

çíà÷èòåëüíî íèæå è âûðîæäåíèå çà èñêëþ÷åíèåì ñèëüíî ëåãè-

ðîâàííûõ ïîëóïðîâîäíèêîâ íå îñóùåñòâëÿåòñÿ. �àñïðåäåëåíèå

ýëåêòðîíîâ ïî ýíåðãåòè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðå-

äåëåíèåì Áîëüöìàíà. Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ýêðàíèðóåòñÿ

è â ïîëóïðîâîäíèêàõ, òàê êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå e2/ε0r çà-
ìåíÿåòñÿ ýêðàíèðîâàííûì âçàèìîäåéñòâèåì:

Uscr(~r) =
e2

ε0r
exp

(

− r

RD

)

, (3.37)

ãäå RD - äåáàåâñêèé ðàäèóñ ýêðàíèðîâàíèÿ.

R2
D =

ε0kT

4πǫ2n0

- êâàäðàò äåáàåâñêîãî ðàäèóñà ýêðàíèðîâàíèÿ. Äàííîå âûðàæå-

íèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç âûðàæåíèÿ äëÿ êâàäðàòà ðàäèóñà

ýêðàíèðîâàíèÿ Òîìàñà-Ôåðìè ñ R2
TF = EF /2πe

2n0 ïóòåì çàìåíû

ýíåðãèè Ôåðìè íà ñðåäíþþ áîëüöìàíîâñêóþ ýíåðãèþ ýëåêòðîí-

íîãî ãàçà kBT/2 íà ÷àñòèöó è e â ìåòàëëàõ íà e/
√
ε0 â ïîëóïðî-

âîäíèêàõ.

3.4. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå íàáëþäåíèÿ

ïëàçìîíîâ

Ýíåðãèÿ ïëàçìîíîâ âåëèêà, ïîýòîìó îíè íå âîçáóæäàþòñÿ ïðè

íàãðåâàíèè. Âîçáóæäåíèå ïëàçìîíîâ îñóùåñòâëÿþò áûñòðûìè

ýëåêòðîíàìè ñ ýíåðãèÿìè ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ êèëîâîëüò, ïðîõî-

äÿùèìè ÷åðåç òîíêèå ïîðÿäêà 100 A ïëåíêè. Ïðè ïðîõîæäåíèè

áûñòðûõ ýëåêòðîíîâ ÷åðåç ïëåíêè áåðèëëèÿ, ìàãíèÿ, àëþìèíèÿ

îíè òåðÿþò ýíåðãèþ ~ωp, 2~ωp, . . . â ñîîòâåòñòâèè ñ ÷èñëîì ïëàç-

ìîíîâ, êîòîðûå îíè âîçáóäèëè. Ïðè ýòîì íàáëþäàåìàÿ ïëàçìåí-

íàÿ ÷àñòîòà õîðîøî ñîâïàäàåò ñ âû÷èñëåííîé ïðè ó÷åòå âàëåíò-

íûõ ýëåêòðîíîâ (äâà â Be è Mg è òðè â Al). Â íåêîòîðûõ ìå-

òàëëàõ è ïîëóïðîâîäíèêàõ (C, Si, Ge) ýëåêòðîíû âîçáóæäàþò ïî

îäíîìó ïëàçìîíó. Â óãëåðîäå, êðåìíèè è ãåðìàíèè ïëàçìåííàÿ
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Òàáëèöà 3.1. Çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ïëàçìîíîâ äëÿ ðÿäà

ìåòàëëîâ è ïîëóïðîâîäíèêîâ

ìàòåðèàëû Be Mg Al C Cu Ag

~ωp,ýÂ 18.9 10.6 15.3 22.0 17.8 23.1

ìàòåðèàëû Pb Ni W Si Ge ZnS

~ωp,ýÂ 14.0 22.1 23.5 16.9 16.0 17.0

÷àñòîòà òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ âàëåíòíûìè ýëåêòðîíàìè - ïî ÷åòû-

ðå íà àòîì. Â ìåòàëëàõ Cu, Ag, Au è ìíîãèõ äðóãèõ ïåðåõîäíûõ

ìåòàëëàõ â ïëàçìåííûõ êîëåáàíèÿõ íàðÿäó ñ âàëåíòíûìè ïðè-

íèìàþò ó÷àñòèå è äðóãèå ýëåêòðîíû. Â òàáëèöå 3.1 ïðèâåäåíû

çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ïëàçìîíîâ äëÿ íåêîòîðûõ òâåðäûõ òåë.

Ïëàçìåííûå êîëåáàíèÿ ïðîÿâëÿþòñÿ òàêæå ïðè âçàèìîäåé-

ñòâèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ñ òâåðäûìè òåëàìè. �àññìîòðèì

ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó, ïàäàþùóþ ïåðïåíäèêóëÿðíî íà ïëîñ-

êóþ ïëàñòèíó ìåòàëëà,

Ex = E(0)
x exp[i(kz − ωt)].

Åñëè òîëùèíà ïëàñòèíû ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû, òî

âíóòðè ïëàñòèíû exp(ikz) ≈ 1. Â ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ ýëåê-

òðîíîâ, èíäóöèðîâàííûõ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé, ýëåêòðîñòà-

òè÷åñêèå ñèëû íå ó÷àñòâóþò, ïîýòîìó ñ ó÷åòîì óïðóãèõ ñèë âû-

íóæäåííûå êîëåáàíèÿ ýëåêòðîííîãî ãàçà îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíå-

íèåì

m
(

ẍ+ ω2
ac(k)x

)

= −eEx, ω2
ac(k) =

3

5
v2Fk

2. (3.38)

Åãî ðåøåíèå x = eEx/m(ω2 − ω2
ac(k)). Ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàþ-

ùàÿ â êðèñòàëëå ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ óäåëü-

íàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîëÿðèçàöèÿ, âûçâàííàÿ ñìåùåíèåì ýëåêòðî-
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íîâ, ïðîïîðöèîíàëüíà ïîëþ

Px = −en0x = − e2n0Ex

m(ω2 − ω2
ac(k))

. (3.39)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Px =
ε(ω)− 1

4π
Ex. (3.40)

Ñðàâíèâàÿ (3.39) è (3.40), ïîëó÷àåì

ε(ω) = 1 +
ω2
p

(ω2
ac(k)− ω2)

. (3.41)

Èç (3.41) ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòîòà ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé, îïðåäåëÿ-

åìàÿ ñîîòíîøåíèåì ω2(k) = ω2
p + ω2

ac(k), ÿâëÿåòñÿ íóëåì äèýëåê-

òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå

ε(ω) = 0 (3.42)

ìîæåò ñëóæèòü óñëîâèåì, çàäàþùèì ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû îáú-

åìíûõ ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé.

Âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ �îíîíàìè, ïðèìå-

ñÿìè è äðóãèìè äå�åêòàìè êðèñòàëëà ñâîáîäíîå äâèæåíèå ýëåê-

òðîíîâ âîçìîæíî òîëüêî â òå÷åíèå ñðåäíåãî âðåìåíè τ ìåæäó

ñòîëêíîâåíèÿìè. Ñ ó÷åòîì ýòèõ �àêòîðîâ óðàâíåíèå (3.38) íàäî

çàìåíèòü óðàâíåíèåì

m

(

ẍ+
ẋ

τ
+ ω2

ac(k)x

)

= −eEx. (3.43)

Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå (3.41) ïðèíèìàåò âèä

ε(ω) = 1 +
ω2
p

(ω2
ac(k)− ω(ω + i/τ))

. (3.44)

Ìíèìàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè õàðàêòåðèçóåò

çàòóõàíèå ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé. Â ÷èñòûõ ìåòàëëàõ ïðè íèç-

êèõ òåìïåðàòóðàõ çíà÷åíèå τ ïîðÿäêà 10−9ñ è óñëîâèå ωpτ ≫ 1
ñëàáîãî çàòóõàíèÿ ëåãêî âûïîëíÿåòñÿ.

101



3.5. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ïëàçìîíîâ. Â êàêèõ òèïàõ òâåðäûõ òåë

âîçíèêàþò ïëàçìåííûå êîëåáàíèÿ?

2. Çàïèñàòü çàêîí äèñïåðñèè ïëàçìîíîâ è îõàðàêòåðèçîâàòü

îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïëàçìîíîâ. Êàêîâû òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ

ýíåðãèè ïëàçìîíîâ?

3. Îáîñíîâàòü, ïî÷åìó äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîííûõ ñâîéñòâ ìå-

òàëëîâ è ïîëóïðîâîäíèêîâ äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðèìåíèìà ìîäåëü

èäåàëüíîãî �åðìè-ãàçà. Êàê äàííîå îáîñíîâàíèå ñâÿçàíî ñ ñóùå-

ñòâîâàíèåì êîëëåêòèâíûõ ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé â êðèñòàëëàõ?
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�ëàâà 4

Ýëåêòðîííûå ñâîéñòâà êðèñòàëëîâ

4.1. Ýëåêòðîíû â ïåðèîäè÷åñêîì ïîëå.

Ïðèíöèïû îäíîýëåêòðîííîé òåîðèè

Â êðèñòàëëå ñ çàêðåïëåííûìè èîíàìè â óçëàõ ðåøåòêè (àäèàáà-

òè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå - èîíû íå ïîñïåâàþò çà áûñòðûì äâèæå-

íèåì ýëåêòðîíîâ, ïîýòîìó êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé èîíîâ ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü) âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ìåæäó ñîáîé è ñ ïîëî-

æèòåëüíî çàðÿæåííûìè èîíàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóì-

ìû íåêîòîðîãî ñðåäíåãî ïîëÿ V̂i(~ri), çàâèñÿùåãî òîëüêî îò êîîð-
äèíàò ~ri ýòîãî ýëåêòðîíà è îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì ïåðèîäè÷íî-

ñòè Vi(~ri) = Vi(~ri+n~a), è íåêîòîðîãî îñòàòî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
Vr(~r1, · · ·~rn), êîòîðîå çàâèñèò îò êîîðäèíàò âñåõ ýëåêòðîíîâ:

Û(~r1, · · ·~rn) =
n
∑

i

V̂i(~ri) + V̂r(~r1, · · ·~rn). (4.1)

Â ðÿäå ñëó÷àåâ îñòàòî÷íîå âçàèìîäåéñòâèå ìàëî

n
∑

i

V̂i(~ri) ≫ V̂r(~r1, · · ·~rn)

è â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå îò-

äåëüíîãî i-ãî ýëåêòðîíà òîëüêî â ïîëå V̂i(~ri) - ïðèáëèæåíèå ñðåä-

íåãî ïîëÿ. Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíà â òàêîì ïîëå íà-

çûâàþòñÿ îäíîýëåêòðîííûìè. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ Øðåäèíãåðà

[

~̂p2

2m
+ V̂ (~r)− Eα(~k)

]

ψ~k,α(~r) = 0, ~̂p = −i~∇. (4.2)

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, îäíîýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëÿåìûå

äàííûì óðàâíåíèåì, ÿâëÿþòñÿ òîëüêî êâàçèñòàöèîíàðíûìè. Îñ-

òàòî÷íîå âçàèìîäåéñòâèå V̂r(~r1, · · ·~rn), âçàèìîäåéñòâèå ñ äðóãèìè
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ñòåïåíÿìè ñâîáîäû êðèñòàëëà (äâèæåíèåì èîíîâ) è äå�åêòàìè

êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñìåùàþò è ïåðåìåøèâàþò îäíîýëåê-

òðîííûå ñîñòîÿíèÿ, à òàêæå ïðèâîäÿò ê ïðîöåññàì ðåëàêñàöèè.

Ëèøü â î÷åíü ÷èñòûõ êðèñòàëëàõ è ïðè íèçêèõ òåìïåðàòó-

ðàõ âðåìÿ æèçíè â îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèÿõ ñðàâíèòåëüíî

âåëèêî, ïîýòîìó â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðîöåññàìè ðåëàêñàöèè

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ïðèíèìàòü îäíîýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ çà

ñòàöèîíàðíûå.

Åñòåñòâåííî, íàèáîëåå ïðàâèëüíîå îïèñàíèå êðèñòàëëîâ äî-

ñòèãàåòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè ìíîãèõ òåë, íî ýòî î÷åíü ñëîæíûé

ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò è ïîýòîìó ëèøü íåìíîãèå êîíêðåòíûå

çàäà÷è òâåðäîãî òåëà óäàåòñÿ ðåøèòü ñ åãî ïîìîùüþ. Îòñþäà è

âûòåêàåò íåèçáåæíîñòü øèðîêîãî èñïîëüçîâàíèÿ áîëåå ïðîñòîé è

áîëåå íàãëÿäíîé îäíîýëåêòðîííîé òåîðèè, ñ ïîñëåäóþùèìè ìíî-

ãîýëåêòðîííûìè ïîïðàâêàìè.

Ñîáñòâåííûå �óíêöèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â îäíîýëåê-

òðîííîì ïðèáëèæåíèè ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ñîáñòâåííûìè

�óíêöèÿìè îïåðàòîðà òðàíñëÿöèè, ïîýòîìó îäíèì èç êâàíòîâûõ

÷èñåë, îïðåäåëÿþùèõ ñîñòîÿíèÿ, ÿâëÿåòñÿ âîëíîâîé âåêòîð

~k,
âñå îñòàëüíûå êâàíòîâûå ÷èñëà îáîçíà÷àþòñÿ áóêâîé α. Ýíåðãèÿ
Eα(~k) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè Eα(~k) = Eα(~k + ~g)
â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ âåêòîðîâ îáðàòíîé ðåøåòêè êðèñòàëëà.

Â êðèñòàëëå ñN ýëåìåíòàðíûìè ÿ÷åéêàìè ïðè �èêñèðîâàííîì α
ýíåðãèÿ Eα(~k) ïðèíèìàåò N êâàçèíåïðåðûâíûõ çíà÷åíèé, îáðà-

çóþùèõ ýíåðãåòè÷åñêóþ çîíó îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé. Åñëè

êðèñòàëë íå íàõîäèòñÿ âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå, òî âñëåä-

ñòâèå èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðå-

ìåíè (áåç ó÷åòà ñïèíîâîãî ñîñòîÿíèÿ) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

Eα(~k) = Eα(−~k).
�åøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿ-

íèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìîäóëèðîâàííûõ ïëîñêèõ âîëí

ψ~k,α(~r) =
1√
V
u~k,α(~r)e

i~k~r, (4.3)

ãäå u~k,α(~r) = u~k,α(~r + n~a) - ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè, V - îáú-

åì êðèñòàëëà. Òàêèå �óíêöèè íàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè Áëîõà.

Àìïëèòóäû ìîäóëÿöèè u~k,α(~r) â �óíêöèè Áëîõà óäîâëåòâîðÿþò
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óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà â âèäå

[

(~̂p+ ~~k)2

2m
+ V̂ (~r)− Eα(~k)

]

u~k,α(~r) = 0. (4.4)

Íàëè÷èå ñïèíà ýëåêòðîíà ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ðåëÿòèâèñòñêîì

äâèæåíèè â ïîëå V̂ (~r) â âèäå äîïîëíèòåëüíîãî - ñïèí-îðáèòàëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ

V̂so(~r, sz) =
~

4m2c2

[

~̂σ,∇V̂ (~r)
]

~̂p, (4.5)

îïåðàòîð êîòîðîãî ñîäåðæèò îïåðàòîð ñïèíà ~̂s = 1
2~~̂σ, ãäå

σx =

(

0 1
1 0

)

, σy =

(

0− i
i 0

)

, σz =

(

1 0
0− 1

)

- ìàòðèöû Ïàóëè, äåéñòâóþùèå íà ñïèíîâûå ïåðåìåííûå sz. Òà-
êèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì ñïèíà ýëåêòðîíà óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

äëÿ îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ïðèíèìàåò âèä:

[

~̂p2

2m
+ V̂ (~r) + V̂so(~r, sz)− Eα,sz(

~k)

]

ψ~k,α,sz
(~r, sz) = 0. (4.6)

Âñëåäñòâèå èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìå-

íè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî Eα↑(~k) = Eα↓(−~k). Ôóíêöèÿ
Áëîõà ïðè ýòîì çàâèñèò è îò ñïèíîâîé ïåðåìåííîé sz

ψ~k,α,sz
(~r, sz) =

1√
V
u~k,α,sz (~r, sz)e

i~k~r. (4.7)

Çäåñü êâàíòîâîå ÷èñëî sz ó÷èòûâàåò äâà âîçìîæíûõ ñïèíîâûõ

ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíà. Äëÿ �óíêöèé Áëîõà óðàâíåíèå ñ ó÷åòîì

ñïèíà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ïàóëè è èìååò âèä:

( (~̂p+ ~~k)2

2m
+ V̂ (~r) +

~

4m2c2

[

~̂σ,∇V̂ (~r)
]

(~p+ ~~k)−

−Eα(~k)
)

u~k,α,sz(~r, sz) = 0.

(4.8)

Âñëåäñòâèå ïåðèîäè÷íîñòè V̂ (~r) è u~k,α,sz óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü òîëüêî â îäíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå, ââîäÿ óñëîâèå

ïåðèîäè÷íîñòè íà åå ïîâåðõíîñòè.
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Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè âëèÿíèå ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Áóäåì ïîêà ïðîâîäèòü ðàññìîò-

ðåíèå â ðàìêàõ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ôóíêöèþ u~k,α(~r), êàê ïåðèî-

äè÷åñêóþ �óíêöèþ ñ ïåðèîäîì ðåøåòêè ~a, ìîæíî ðàçëîæèòü ïî
ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå �óíêöèé, çàäàííûõ â îáúå-

ìå ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè v,

ϕ~g(~r) =
1√
v
ei~g~r,

1

v

∫

v

ei(~g−~g
′)~r = δ~g~g′ , (4.9)

ãäå ~g - âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè.
Òîãäà

u~k,α(~r) =
1√
v

∑

~g

A~k,α(~g)e
i~g~r. (4.10)

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äàåò ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

îòíîñèòåëüíî àìïëèòóä A~k,α(~g):
[

~
2

2m
(~k + ~g)2 − Eα(~k)

]

A~k,α(~g) = −
∑

~g′

< ~g|V̂ |~g′ > A~k,α(~g
′),

(4.11)

ãäå

< ~g|V̂ |~g′ >= 1

v

∫

ei(~g
′−~g)~rV̂ (~r)d3~r.

Åñëè ïîòåíöèàë V̂ (~r) äîñòàòî÷íî ïëàâíûé, òî â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (4.11) áóäóò ñóùåñòâåííû ëèøü íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ,

äëÿ êîòîðûõ âåêòîð ~g′ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ~g. �åøèâ ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé è îïðåäåëèâ àìïëèòóäû A~k,α(~g), ìîæíî îïðåäåëèòü ñðåä-
íèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè, ñêîðîñòè è äðóãèõ âåëè÷èí, îòíîñÿùèõñÿ

ê ýëåêòðîíó. Íàïðèìåð, ýíåðãèÿ â ñîñòîÿíèè |~k, α > èìååò çíà÷å-

íèå

Eα(~k) =< ψ~k,α|Ĥ |ψ~k,α >=
~
2

2m

∑

~g

(~k + ~g)2|A~k,α(~g)|
2+

+
∑

~g,~g′

A∗~k,α(~g) < ~g|V̂ |~g′ > A~k,α(~g
′),

(4.12)

ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü

~v~k,α =< ψ~k,α|
~̂p

m
|ψ~k,α >=

~

m

∑

~g

(~k + ~g)|A~k,α(~g)|
2. (4.13)
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Åñëè íå ó÷èòûâàòü ñëàáóþ çàâèñèìîñòü àìïëèòóä A~k,α îò

~k, ïðè

ñðàâíåíèè âûðàæåíèé äëÿ Eα(~k) è ~v~k,α ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

~v~k,α ≃ 1

~
∇~kEα(~k).

4.2. Òåíçîð îáðàòíîé ý��åêòèâíîé ìàñ-

ñû ýëåêòðîíà. Ìåòîä ý��åêòèâíîé

ìàññû

Òàê êàê ýíåðãèÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé Eα(~k)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè Eα(~k) = Eα(~k + ~g), òî
îíà âñåãäà â ðàìêàõ ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà áóäåò èìåòü òî÷êè

ýêñòðåìóìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýíåðãèÿ Eα(~k) ïðè �èêñèðîâàí-

íîì α èìååò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè

~k = ~k0. Ââîäÿ âåêòîð

~q = ~k−~k0, ìîæíî ïðè ìàëûõ ~q (~q~a≪ 1) çàìåíèòü (4.12) ïðèáëè-
æåííûì âûðàæåíèåì

Eα(~k) = Eα(~k0 + ~q) = Eα(~k0) +

3
∑

i,j=1

~
2

2m∗ij,α
qiqj , (4.14)

ãäå

1

m∗ij,α
=

1

~2

(

∂2Eα(~k)

∂qi∂qj

)

0

≃ δij
1

m
+

+
1

2m

∑

~g

[

(gi
∂

∂qj
+ gj

∂

∂qi
)|A~k,α(~g)|

2

]

0

.

(4.15)

Âåëè÷èíà (m∗ij,α)
−1

íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì îáðàòíîé ý��åêòèâíîé

ìàññû ýëåêòðîíà â ñîîòâåòñòâóþùåé ýíåðãåòè÷åñêîé ïîëîñå α.
Âòîðîå ñëàãàåìîå ó÷èòûâàåò ý��åêòèâíîå èçìåíåíèå ìàññû ñâî-

áîäíîãî ýëåêòðîíà âñëåäñòâèå äåéñòâèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöè-

àëà.

Òåíçîð îáðàòíîé ý��åêòèâíîé ìàññû ñèììåòðè÷åí è â êàæ-

äîé ýêñòðåìàëüíîé òî÷êå çîíû ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê ãëàâíûì

îñÿì. Íàïðàâëÿÿ êîîðäèíàòíûå îñè x, y, z âäîëü ãëàâíûõ îñåé
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�èñ. 4.1. Èçîáðàæåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé â k-

ïðîñòðàíñòâå: à) ñëó÷àé ñ m∗

x 6= m∗

y 6= m∗

z > 0; á) ñëó÷àé ñ

m∗

x 6= m∗

y > 0, m∗

z < 0; â) ñëó÷àé ñ m∗

x 6= m∗

y < 0, m∗

z > 0

òåíçîðà ïîëó÷èì

Eα(~k) = Eα(~k0) +
3
∑

i=1

~
2q2i

2m∗i,α
, m∗i = m∗ii, i = x, y, z. (4.16)

Çíà÷åíèÿ ðàâíîé ýíåðãèè Eα(~k)−Eα(~k0) = E0 = const îáðàçóþò â
ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ âåêòîðîâ èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

âòîðîãî ïîðÿäêà

3
∑

i=1

q2i
a2i

= 1 (4.17)

ñ ïîëóîñÿìè

a2i =
2m∗iE0

~2
.

Ýòà ïîâåðõíîñòü ñîîòâåòñòâóåò:

à) òðåõîñíîìó ýëëèïñîèäó ñ m∗x 6= m∗y 6= m∗z > 0 (ðèñ.4.1,à);
á) îäíîïîëîñòíîìó ãèïåðáîëîèäó, åñëè îäíà èç ìàññ, íàïðèìåð

m∗z , îòðèöàòåëüíà, à îñòàëüíûå ïîëîæèòåëüíû (ðèñ.4.1,á);

â) äâóõïîëîñòíîìó ãèïåðáîëîèäó, åñëè äâå ìàññû, íàïðèìåðm∗x 6=
6= m∗y îòðèöàòåëüíû, à m

∗
z ïîëîæèòåëüíà (ðèñ.4.1,â).

Ïîäâîäÿ èòîãè, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè èñõîäíûé ãàìèëü-

108



òîíèàí çàäà÷è èìååò âèä

Ĥ = −~
2∇2

2m
+ V̂ (~r),

òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ q âîëíîâîãî âåêòîðà ~q = ~k − ~k0, õàðàê-
òåðèçóþùåãî îòêëîíåíèå îò òî÷êè ýêñòðåìóìà äëÿ ýíåðãèè îä-

íî÷àñòè÷íûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé Eα(~k0), òî åãî ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå �óíêöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Eα(~k) = Eα(~k0) +

3
∑

i=1

~
2q2i

2m∗i,α
,

ψ~k,α(~r) =
1√
V
u~k,α(~r)e

i~k~r.

Òå æå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íî òîëüêî äëÿ ñîáñòâåííûõ �óíê-

öèé â âèäå ïëîñêèõ âîëí

ϕ~k =
1√
V
ei

~k~r

èìååò ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîí

Ĥ = −~
2

2

3
∑

i=1

1

m∗i,α
∇2

i + E(~k0),

çàïèñàííûé â ãëàâíûõ îñÿõ òåíçîðà îáðàòíîé ý��åêòèâíîé ìàñ-

ñû. Òî åñòü ïðè èññëåäîâàíèè äëèííîâîëíîâûõ âîçáóæäåííûõ

ñîñòîÿíèé âëèÿíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ðåøåòêè ìîæíî

ó÷åñòü, çàìåíèâ â ïîëíîì ãàìèëüòîíèàíå ìàññó ýëåêòðîíà òåíçî-

ðîì ý��åêòèâíîé ìàññû. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íîñèò íàçâàíèå

ìåòîäà ý��åêòèâíîé ìàññû.

4.3. Âû÷èñëåíèå ý��åêòèâíîé ìàññû

ýëåêòðîíà,

~k~p - ìåòîä

Â îáëàñòè ýêñòðåìóìà �óíêöèè Eα(~k) òåíçîð ý��åêòèâíîé ìàñ-
ñû ýëåêòðîíà â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî âû÷èñëèòü ìåòîäîì
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òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïóñòü äëÿ óïðîùåíèÿ ýêñòðåìóì Eα(~k) íà-

õîäèòñÿ ïðè

~k0 = 0. Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (4.4) ê

âèäó:

[

~̂p2

2m
+ V̂ (~r)− εα

]

u~k,α(~r) = −~~k

m
~̂pu~k,α(~r), (4.18)

ãäå εα = Eα(~k)− ~
2k2/2m.

Ïðè ìàëûõ

~k ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê âîçìóùåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû çíàåì ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ áåç ïðàâîé ÷àñòè âíóòðè îäíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè:

[

~̂p2

2m
+ V̂ (~r)− ε(0)α

]

u(0)α = 0. (4.19)

Åñëè óðîâåíü ε
(0)
α íå âûðîæäåí, òî âîëíîâóþ �óíêöèþ óðàâíå-

íèÿ (4.18) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè òåîðèè âîçìóùåíèé ìîæíî çà-

ïèñàòü â âèäå:

u~k,α = u(0)α − ~

m

3
∑

i=1

∑

α′ 6=α

kiu
(0)
α′ < u

(0)
α′ |p̂i|u(0)α >

ε
(0)
α − ε

(0)
α′

. (4.20)

Òàê êàê äëÿ âñåõ êðèñòàëëîâ ñ öåíòðîì ñèììåòðèè äèàãîíàëüíûå

ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû < u
(0)
α |p̂i|u(0)α > ðàâíû íóëþ, òî ïîïðàâêè

ê ýíåðãèè âîçíèêàþò ëèøü íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî ïîðÿäêà òåîðèè

âîçìóùåíèÿ. Ñîõðàíÿÿ ñëàãàåìûå, êâàäðàòè÷íûå îòíîñèòåëüíî

~k, ïîëó÷èì äëÿ ïîëîñû α ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè:

Eα(~k) = ε(0)α +
~
2~k2

2m
+

+
~
2

m2

3
∑

i,j=1

∑

α′ 6=α

< u
(0)
α |p̂i|u(0)α′ >< u

(0)
α′ |p̂j |u(0)α > kikj

ε
(0)
α − ε

(0)
α′

.

(4.21)

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì òåíçîðà îáðàòíîé ý��åêòèâíîé ìàññû

(4.15), èìååì

1

m∗ij,α
=
δij
m

+
2

m2

∑

α′

< u
(0)
α |p̂i|u(0)α′ >< u

(0)
α′ |p̂j |u(0)α >

ε
(0)
α − ε

(0)
α′

. (4.22)
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Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé ε
(0)
α′ < ε

(0)
α âíîñÿò ïî-

ëîæèòåëüíûé âêëàä â ñóììó, à ñîñòîÿíèÿ ñ ε
(0)
α′ > ε

(0)
α - îòðèöà-

òåëüíûé. Ïîýòîìó òåíçîð îáðàòíîé ý��åêòèâíîé ìàññû ìîæåò

áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì. ×åì ìåíüøå

ðàçíîñòü |ε(0)α − ε
(0)
α′ |, òåì áîëüøåå âëèÿíèå îêàçûâàåò ñîñòîÿíèå

ñ ε
(0)
α′ íà ý��åêòèâíóþ ìàññó ýëåêòðîíà â ñîñòîÿíèè ε

(0)
α .

4.4. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ

îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé

Òåîðåòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå çàêîíà äèñïåðñèè Eα(~k) è âîëíîâûõ

�óíêöèé îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â òâåðäûõ òåëàõ ñâÿçàíà

ñ áîëüøèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè äàæå â òîì ñëó÷àå,

êîãäà èçâåñòíà �óíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ïîëÿ V̂ (~r).
Ïðåîäîëåòü ýòè òðóäíîñòè óäàåòñÿ òîëüêî â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ

ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ. Ìû ðàññìîòðèì äâà

íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ ìåòîäà: ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ ïî÷òè

ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ è ñèëüíî ñâÿçàííûõ ýëåêòðîíîâ.

4.4.1. Ïðèáëèæåíèå ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðî-

íîâ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà (4.2), îïðåäåëÿþ-

ùåì îäíîýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ, ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë V̂ (~r)
èìååò ìàëóþ àìïëèòóäó, òîãäà åãî ìîæíî ó÷åñòü ìåòîäàìè òåî-

ðèè âîçìóùåíèé. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè îïåðàòîð Ĥ0 = ~̂p2

2m , åãî

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ε(~k) = ~
2k2

2m ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ

~k

ìíîãîêðàòíî âûðîæäåíû, òàê êàê çíà÷åíèþ ε(~k) ñîîòâåòñòâóþò

âñå �óíêöèè ϕ~k = 1√
V
ei

~k~r
, ó êîòîðûõ |~k| = k. Ìàòðè÷íûå ýëå-

ìåíòû îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ V̂ (~r) ñâÿçûâàþò òîëüêî ñîñòîÿíèÿ,
ðàçëè÷àþùèåñÿ íà âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè, òî åñòü

V~k~k′ =< ~k′|V̂ (~r)|~k >= 1

V

∫

V

ei(
~k−~k′)~rV̂ (~r)d3~r =

=

{

V~g, ~k′ = ~k + ~g

0, ~k′ 6= ~k + ~g.

(4.23)

111



Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê V̂ (~r) = V̂ (~r + n~a), òî
∫

V

ei
~k~rV̂ (~r)d3~r =

∑

n

∫

v

ei
~k(~r+n~a)V̂ (~r + n~a)d3~r =

=
∑

n

ei
~kn~a

∫

v

ei
~k~rV̂ (~r)d3~r =







N
∫

v

ei
~k~rV̂~rd

3~r,~k = ~g

0, ~k 6= ~g.

Óñëîâèå

~k′ = ~k+ ~g ïðè |~k′| = |~k| ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ 2~k~g =

= ±~g2, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ âåêòîðîâ

~k, ëåæàùèõ íà

êðàÿõ çîí Áðèëëþýíà.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå âûðîæäåíèå ñòàíîâèòñÿ äâóêðàòíûì è

îòëè÷íûìè îò íóëÿ áóäóò òîëüêî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû:

Vk,−k = V−k,k = Vg =
1

a

a/2
∫

−a/2

V̂ (x)ei
2π
a
nxdx

ïðè k = g/2 = nπ/a, n = ±1,±2, · · ·.
Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ çíà÷åíèé k ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

[

− ~
2

2m

d2

dx2
+ V̂ (x)− E

]

ψ(x) = 0 (4.24)

ìîæíî èñêàòü â âèäå

ψ = αϕk + βϕ−k, ϕk =
1√
a
eikx. (4.25)

Òîãäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé

[ε(k)− E]α+ Vgβ = 0,

V ∗g α+ [ε(k)− E]β = 0,
(4.26)

ãäå ε(k) = ~
2k2/2m, èç êîòîðûõ ñëåäóåò äâà ðåøåíèÿ:

E1 = ε(k)−
√

|Vg |2, (4.27)

ïðè ïîëîæèòåëüíîì Vg äàííîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóåò íîðìè-

ðîâàííàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ψ1(x) =
√

2
a sin kx;

E2 = ε(k) +
√

|Vg|2 (4.28)
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�èñ. 4.2. Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé îò âîë-

íîâîãî âåêòîðà: à) ðàñøèðåííàÿ çîííàÿ ñõåìà, á) çîííàÿ ñòðóêòóðà

îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé, âîçíèêàþùàÿ êàê çàâèñèìîñòü ýíåðãèè

îò ïðèâåäåííûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ

ñ ψ2(x) =
√

2
a cos kx.

Òàêèì îáðàçîì, íà ãðàíèöàõ çîí Áðèëëþýíà íàáëþäàþòñÿ

ðàçðûâû â ýíåðãåòè÷åñêîì ñïåêòðå, âåëè÷èíà êîòîðûõ 2|Vg|. Äàí-
íûå ýíåðãèè îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ çíà÷åíèé âîëíîâûõ âåêòîðîâ

~k
(ðàñøèðåííàÿ çîííàÿ ñõåìà) (ðèñ. 4.2,à).

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ïåðèîäè÷íîñòè ýíåðãèè è ñâîéñòâî ýêâè-

âàëåíòíîñòè âîëíîâûõ âåêòîðîâ, îòëè÷àþùèõñÿ íà âåêòîðû ~g îá-
ðàòíîé ðåøåòêè, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ýíåðãèþ E(~k) â ìíîãî-

çíà÷íóþ �óíêöèþ Eα(~k) ïðèâåäåííûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ

~k.
Â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèÿ ðàñïàäàþòñÿ íà êâàçèíåïðåðûâíûå ïî-

ëîñû ýíåðãèè (ðèñ. 4.2,á). �ðàíè÷íûì ñîñòîÿíèÿì â ýòèõ ïîëîñàõ

ñîîòâåòñòâóþò ñòîÿ÷èå âîëíû. Ïðè óäàëåíèè îò ãðàíèöû çîíû

Áðèëëþýíà ðîëü âîçìóùåíèÿ ñòàíîâèòñÿ íåçíà÷èòåëüíîé.

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî âûäåëåííîãî íàïðàâëå-

íèÿ

~k â ñïåêòðå ýíåðãèè áóäóò òàêæå ðàçðûâû â ýíåðãåòè÷åñêîì

ñïåêòðå äëÿ çíà÷åíèé

~k, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå çîíû Áðèëëþýíà

(ðèñ.4.3). Â áîëüøèíñòâå ìåòàëëîâ, ñîñòîÿùèõ èç àòîìîâ ñ çà-

ïîëíåííûìè âíóòðåííèìè îáîëî÷êàìè è íå ïîëíîñòüþ çàïîëíåí-

íûìè îáîëî÷êàìè ns è np, â ïðîâîäèìîñòè ó÷àñòâóþò s- è p-
ñîñòîÿíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü Ôåðìè êà÷åñòâåííî ìàëî
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îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, ðàññ÷èòàííîé â ìîäåëè ïî÷òè

ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ (ψ1 → ψs, ψ2 → ψp).
Îáðàçîâàíèå çîí â ñëó÷àå ñëàáîé ñâÿçè èìååò ñëåäóþùèé �è-

çè÷åñêèé ñìûñë. Åñëè â óñëîâèå íà âîëíîâûå âåêòîðà 2~k~g = g2

èëè k cos θ = g/2 ïîäñòàâèòü k = 2π/λ, ãäå λ - äëèíà âîëí äå

Áðîéëÿ, g = 2πn/d, d - ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèñòàëëè÷åñêèìè

ïëîñêîñòÿìè, òî ïîëó÷èì 2d cos θ = nλ - �îðìóëó Âóëü�à-Áðåããà,
ñîîòâåòñòâóþùóþ êîãåðåíòíîìó îòðàæåíèþ ïëîñêîé âîëíû, îïè-

ñûâàþùåé äâèæåíèå ýëåêòðîíà, îò êðèñòàëëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé.

Êàê òîëüêî ýòî óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ, "ñâîáîäíûé" ýëåêòðîí,

äâèæóùèéñÿ â ðåøåòêå, èíòåíñèâíî îòðàæàåòñÿ êðèñòàëëè÷åñêè-

ìè ïëîñêîñòÿìè è åãî âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ïîäâåðãàåòñÿ çíà÷èòåëü-

íîìó èçìåíåíèþ.

4.4.2. Ïðèáëèæåíèå ñèëüíîé ñâÿçè

Â áëàãîðîäíûõ è ïåðåõîäíûõ ìåòàëëàõ, â ìåòàëëàõ ðåäêîçåìåëü-

íûõ ýëåìåíòîâ è àêòèíèäîâ àòîìû ñîäåðæàò íå ïîëíîñòüþ çà-

ïîëíåííûå d- è f -îáîëî÷êè, ýëåêòðîíû êîòîðûõ ëèøü ÷àñòè÷íî

ó÷àñòâóþò â ïðîâîäèìîñòè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîäåëü ïî÷òè ñâîáîä-

íûõ ýëåêòðîíîâ ñîâåðøåííî íåïðèãîäíà. Äëÿ îïèñàíèÿ çîííîé

ñòðóêòóðû òàêèõ ìåòàëëîâ ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ïðèáëèæå-

íèÿ, â ÷àñòíîñòè ïðèáëèæåíèå ñèëüíîé ñâÿçè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ

ýëåêòðîíà ñ èîíîì, íàõîäÿùèìñÿ â óçëå ñ íîìåðîì n, îïèñûâàåòñÿ
�óíêöèåé v̂(~r+n~a) è ìû çíàåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

[− ~
2

2m
∇2 + v̂(~r + n~a)− εα]ϕα(~r + n~a) = 0. (4.29)

Ïðåäïîëîæåíèå î ñèëüíîé ñâÿçè ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà â

ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïåðåêðûòèåì âîëíîâûõ

�óíêöèé - ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçíûì

óçëàì ðåøåòêè. Ñèëüíàÿ ñâÿçü ýëåêòðîíà ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ

äëÿ îñíîâíîãî è âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé ϕα(~r + n~a) è ìàòåìà-

òè÷åñêè âûðàæàåòñÿ óñëîâèåì:

∫

ϕα(~r + n~a)ϕβ(~r + n′~a)d3~r ≃ 0 (4.30)

ïðè n 6= n′.
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Â ñèëó òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè êðèñòàëëîâ �óíêöèÿ ϕα(~r)
îáëàäàåò ïåðèîäîì, ðàâíûì ïîñòîÿííîé ðåøåòêè: ϕα(~r) = ϕα(~r+
+n~a). Â êðèñòàëëå, ñîäåðæàùåì ïî îäíîìó èîíó â ýëåìåíòàðíîé

ÿ÷åéêå, ýëåêòðîí èìååò ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ

V̂ (~r) = V̂ (~r + n~a) =
∑

n

v̂(~r + n~a)

è

Ĥ = − ~
2

2m
∇2 + V̂ (~r).

Åñëè εα - íåâûðîæäåííûé óðîâåíü ýíåðãèè, òî âîëíîâîé �óíêöèè
ϕα(~r) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè N âîëíîâûõ

�óíêöèé

Ψ~k,α(~r) =
1√
N

∑

n

ei
~kn~aϕα(~r + n~a), (4.31)

ðàçëè÷àþùèõñÿ N çíà÷åíèÿìè âîëíîâûõ âåêòîðîâ. Äàííîé âîë-

íîâîé �óíêöèè ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèÿ

Eα(~k) =< Ψ~k,α|Ĥ |Ψ~k,α >= εα −
∑

n

ei
~kn~aṽn, (4.32)

ãäå

ṽn = −
∫

ϕα(~r + n~a)[V̂ (~r)− v̂(~r)]ϕα(~r)d
3~r,

V̂ (~r)− v̂(~r) =
∑

n6=0

v̂(~r + n~a).
(4.33)

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé íåâûðîæäåííûé "àòîìíûé" óðîâåíü εα
â êðèñòàëëå ïðåâðàùàåòñÿ â êâàçèíåïðåðûâíóþ ïîëîñó ýíåðãèé.

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ṽn áûñòðî óáûâàþò ïðè âîçðàñòàíèè n,
ïîýòîìó â ñóììå ìîæíî ó÷èòûâàòü òîëüêî áëèæàéøèõ ñîñåäåé

èîíà, ðàñïîëîæåííîãî ïðè n = 0.
ßâíûé âèä �óíêöèè Eα(~k) çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ âîëíîâûõ

�óíêöèé âíå àòîìíûõ îñòîâîâ è îò ðàññòîÿíèé ìåæäó áëèæàé-

øèìè ñîñåäÿìè. Øèðèíû ðàçðåøåííûõ ïîëîñ ýíåðãèè ìàëû äëÿ

ñîñòîÿíèé α, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèëüíî ëîêàëèçîâàííûì ñîñòîÿ-

íèÿì. Ïðè âû÷èñëåíèè Eα(~k) â ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêå ñ

ïîñòîÿííîé a ìîæíî ó÷åñòü òîëüêî 6 áëèæàéøèõ ñîñåäåé, òîãäà

Eα(~k) = εα − ṽ0 − 2ṽa[cos (~k~ax) + cos (~k~ay) + cos (~k~az)], (4.34)
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�èñ. 4.3. Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé

äëÿ êðèñòàëëîâ ñ ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêîé: à) èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ

ïîâåðõíîñòü â

~k-ïðîñòðàíñòâå, á) ñå÷åíèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõ-

íîñòåé ïëîñêîñòüþ kz = 0

ãäå

ṽ0 =−
∫

ϕ∗(~r)[V̂ (~r)− v̂(~r)]ϕ(~r)d3~r,

ṽa =−
∫

ϕ∗(~r + ~a)[V̂ (~r)− v̂(~r)]ϕ(~r)d3~r.

(4.35)

Øèðèíà êâàçèíåïðåðûâíîé ïîëîñû ýíåðãèé Eα(~k) ðàâíà 12|ṽa|.
Äëÿ äëèííîâîëíîâûõ ñîñòîÿíèé ñ ka≪ 1

Eα(~k) = εα − ṽ0 − 6ṽa + ṽaa
2k2, (4.36)

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ý��åêòèâíàÿ ìàññà ýëåêòðîíà â îáëà-

ñòè öåíòðà çîíû îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ~
2/2m∗ = ṽaa

2
ñ

m∗ = ~
2/2ṽaa

2
. Çíàê ý��åêòèâíîé ìàññû îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì

ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ṽa.
Â öåíòðå çîíû Áðèëëþýíà èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

ýëåêòðîíà èìåþò ñ�åðè÷åñêóþ �îðìó. Îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè k,
ýòè ñ�åðû äå�îðìèðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (4.34)
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�èñ. 4.4. Çàêîí äèñïåðñèè îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â ïðèáëèæå-

íèè ñèëüíîé ñâÿçè äëÿ íàïðàâëåíèÿ (100) â ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðå-

øåòêå

äëÿ Eα(~k). Ïðèìåð èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîíà,

õàðàêòåðíîé äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ñèëüíîé ñâÿçè â ïðîñòîé êóáè-

÷åñêîé ðåøåòêå, èçîáðàæåí íà ðèñ. 4.3,à. Ñå÷åíèÿ èçîýíåðãåòè-

÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ âåêòîðîâ ïëîñêî-

ñòüþ kz = 0 ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.3,á. Íà ãðàíèöàõ çîíû Áðèëëþ-

ýíà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ki = π/a, ïðîèçâîäíûå
∂Eα/∂ki = 2aṽa sin (kia) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõíîñòü ðàâ-

íîé ýíåðãèè ïåðåñåêàåò ãðàíèöû çîí ïîä ïðÿìûì óãëîì. Âáëè-

çè âîñüìè âåðøèí çîíû Áðèëëþýíà, òî åñòü äëÿ çíà÷åíèé

~k =
= π(±~ax ±~ay ±~az)/a2 − ~q ïðè ~q~a≪ 1 ýíåðãèè ïðèíèìàþò çíà÷å-
íèÿ

Eα(~q) = εα − ṽ0 + 2ṽa[cos (~q~ax) + cos (~q~ay) + cos (~q~az)] ≈

≈ εα − ṽ0 + 6ṽa − ṽaa
2q2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè âáëèçè âåð-

øèí çîíû Áðèëëþýíà òàêæå ñ�åðè÷åñêèå. Ïðè ýòîì ý��åêòèâ-

íàÿ ìàññà ýëåêòðîíà ðàâíà −m∗.
Ôóíêöèÿ Eα(~k), ðàññìàòðèâàåìàÿ â íàïðàâëåíèè îñè (100) êó-

áà, èìååò ìèíèìóì ïðè k = 0 è ìàêñèìóì íà ãðàíèöå çîíû Áðèë-

ëþýíà (ðèñ. 4.4). Âíåøíå ýòî íàïîìèíàåò êðèâûå, ïîëó÷àåìûå â
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�èñ. 4.5. à) ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå íåâûðîæäåííûõ ýëåêòðîí-

íûõ óðîâíåé â àòîìíîì ïîòåíöèàëå, á) ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè äëÿ N
àòîìîâ, îáðàçóþùèõ ïåðèîäè÷åñêóþ ðåøåòêó, êàê �óíêöèè îáðàòíîãî

ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ

ìîäåëè ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, îäíàêî êðèâèçíà ó îñíîâà-

íèÿ çîíû, òî åñòü ý��åêòèâíàÿ ìàññà ýëåêòðîíà, â äàííîì ñëó÷àå

çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ṽa. Â öåëîì ñòðóêòóðà çîíû îïðåäåëÿåòñÿ

èíòåãðàëàìè òèïà ṽ0, ṽa, êîòîðûå ÷óâñòâèòåëüíû ê äåòàëÿì ïîâå-

äåíèÿ àòîìíûõ âîëíîâûõ �óíêöèé âíå àòîìíîãî îñòîâà, à òàêæå

ê âåëè÷èíå ïîñòîÿííîé ðåøåòêè. Òàê, øèðèíà çîíû îêàçûâàåòñÿ

ïðîïîðöèîíàëüíîé ìàëîìó èíòåãðàëó ïåðåêðûòèÿ ṽa. Ïîýòîìó â
ìåòîäå ñèëüíîé ñâÿçè çîíû óçêè, è ÷åì ìåíüøå ïåðåêðûòèå, òåì

óæå çîíà. Â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïåðåêðûòèÿ øèðèíà çî-

íû îáðàùàåòñÿ â íóëü è çîíà ñòàíîâèòñÿN -êðàòíî âûðîæäåííîé.
Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ýëåêòðîíà, ëîêàëèçîâàííîãî íà îäíîì

èç N èçîëèðîâàííûõ àòîìîâ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, ìåòîä ñèëüíîé ñâÿçè ïîçâîëÿåò óñìîòðåòü

îäíó âàæíóþ çàêîíîìåðíîñòü. Âîçüìåì N àòîìîâ è ðàçìåñòèì

èõ âäàëè äðóã îò äðóãà. Êàæäûé àòîì îáëàäàåò ðàçëè÷íûìè

óðîâíÿìè; ñîîòâåòñòâóþùèå èì âîëíîâûå �óíêöèè ïóñòü áóäóò

ϕa, ϕb, ϕc. Î÷åâèäíî, îíè îïèñûâàþò N -êðàòíî âûðîæäåííûå îä-
íîýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ âñåé ñèñòåìû.

Ïðè ïðèáëèæåíèè àòîìîâ àòîìíûå �óíêöèè ïåðåêðûâàþòñÿ

è óðîâíè, ðàíåå N -êðàòíî âûðîæäåííûå, ðàñùåïëÿþòñÿ, îáðàçóÿ
çîíû (ðèñ. 4.5). Êàæäîìó àòîìíîìó óðîâíþ îòâå÷àåò çîíà, ñîäåð-

æàùàÿ N ñîñòîÿíèé. Ìîæíî ãîâîðèòü î 3s-çîíàõ, 4p-çîíàõ è òàê
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äàëåå, âîçíèêàþùèõ èç ñîîòâåòñòâåííûõ àòîìíûõ óðîâíåé. Ýòà

êëàññè�èêàöèÿ îñîáåííî óäà÷íà â ñëó÷àå ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ,

ó êîòîðûõ àòîìíûå d-�óíêöèè äîâîëüíî ëîêàëèçîâàíû â ïðåäå-

ëàõ àòîìíîãî îñòîâà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îáðàçóåòñÿ îòíîñèòåëü-

íî óçêàÿ è õîðîøî îïðåäåëåííàÿ d-çîíà. Îäíàêî ÿñíî, ÷òî ðàç-

ëè÷íûå çîíû ìîãóò ñòîëü çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèòüñÿ, ÷òî íà÷íóò

ïåðåêðûâàòüñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå, ðàññìîòðåííàÿ âûøå ìåòîäèêà

äîëæíà áûòü âèäîèçìåíåíà: âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñèñòåìû äîëæ-

íà ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ àòîìíûõ �óíêöèé

(ìåòîä ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé àòîìíûõ �óíêöèé)

Ψ~k,α(~r) =
1√
N

∑

n,j

ei
~kn~aβjϕα,j(~r + n~a), (4.37)

ãäå ϕα,j(~r+n~a) åñòü îäíà èç àòîìíûõ �óíêöèé, öåíòðèðîâàííûõ
îêîëî óçëà n~a ñ j = 1, 2, .., l, ãäå l - êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíÿ
ýíåðãèè εα - ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.34).

Òåïåðü íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äàííîé ïðîáíîé �óíêöèåé ïðè

âû÷èñëåíèè ýíåðãèè Eα(~k), êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåòñÿ

δEα(β)/δβj = 0

ïîäõîäÿùèì âûáîðîì êîý��èöèåíòîâ βj . Òàêèì ïóòåì ìû ïðè-

äåì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

l
∑

j′=1

βj′ < ~k, α, j′|Ĥ |~k, α, j > −βjEα(~k) = 0, (4.38)

ïðè÷åì êîý��èöèåíòû - ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â íåé, áóäóò çàâè-

ñåòü îò âûðàæåíèé òèïà ṽa, òîëüêî âûðàæåíèÿ áóäóò âêëþ÷àòü
èíòåãðàëû, ïîñòðîåííûå íà àòîìíûõ �óíêöèÿõ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ðàçëè÷íûì óðîâíÿì àòîìîâ, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû â ðàç-

íûõ óçëàõ ðåøåòêè. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.38) äàåò l ðåøåíèé

Eα,ν(~k) ñ ν = 1, 2, ..., l. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíîìó l-êðàòíî âûðîæ-
äåííîìó óðîâíþ â êðèñòàëëå ñîîòâåòñòâóåò l êâàçèíåïðåðûâíûõ
ïîëîñ ýíåðãèè, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ.

Äàííûé ìåòîä ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé àòîìíûõ �óíêöèé ïðè-

ìåíÿëñÿ ïðè ðàñ÷åòå çîííîé ñòðóêòóðû, è çäåñü âûäåëÿëèñü ñëå-

äóþùèå åãî íåäîñòàòêè: àòîìíûå âîëíîâûå �óíêöèè ñëèøêîì

áûñòðî óáûâàþò â îáëàñòè âíå àòîìíîãî îñòîâà, ãäå ïîòåíöèàë
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ïî÷òè íå ìåíÿåòñÿ. Â ýòîé îáëàñòè ñ èõ ïîìîùüþ î÷åíü òðóäíî

âûðàçèòü âîëíîâûå �óíêöèè ìîäåëè ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðî-

íîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, �óíêöèè, îïèñûâàþùèå ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ

ñâîáîäíîãî àòîìà, íå îáðàçóþò ïîëíîé ñèñòåìû, â íèõ íå âêëþ÷à-

þòñÿ âîëíîâûå �óíêöèè èîíèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé, òî åñòü ïëîñ-

êèå âîëíû.

�àñøèðåíèåì ìåòîäà ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé àòîìíûõ �óíê-

öèé, óñòðàíÿþùèì íåêîòîðûå åãî íåäîñòàòêè, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä

ïðèñîåäèíåííûõ ïëîñêèõ âîëí, â êîòîðîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â

íåêîòîðîé îáëàñòè ðàäèóñà Rs îòíîñèòåëüíî êàæäîãî èîíà ðå-

øåòêè, ïîòåíöèàë ñèñòåìû ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷åí (óðàâíåíèå

Øðåäèíãåðà âíóòðè êàæäîé ñ�åðû ðàäèóñà Rs ìîæíî ðåøèòü

òî÷íî, âûðàçèâ ðåøåíèå ÷åðåç ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêè), à ìåæäó

èîíàìè ïîñòîÿíåí (îáëàñòÿìè ðàäèóñà Rs). Ïîòåíöèàëó â îáëà-

ñòÿõ ìåæäó ñ�åðàìè ðàäèóñà Rs ìîæíî ñîïîñòàâèòü âîëíîâóþ

�óíêöèþ â âèäå ïëîñêîé âîëíû. Ñøèâàÿ ýòè ðåøåíèÿ íà ïîâåðõ-

íîñòè êàæäîé ñ�åðû, ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿØðå-

äèíãåðà âî âñåì êðèñòàëëå. Ôàêòè÷åñêè ïðîöåäóðà ñîñòîèò â ñëå-

äóþùåì: ïóñòü E - ýíåðãèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñîñòîÿíèÿ. Âíóòðè

êàæäîé ñ�åðû ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà èìååò âèä:

ϕ(~r) =
∑

lm

ClmRl(r, E)Ylm(θ, ϕ), (4.39)

ãäå Ylm(θ, ϕ) - ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè, θ, ϕ - ïîëÿðíûå óçëû âåê-

òîðà ~r, à Rl - ðåøåíèå ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (â àòîìíûõ åäè-

íèöàõ):

− 1

r2
∂

∂r
(r2

∂Rl

∂r
) +

[

l(l+ 1)

r2
+ V̂ (r)

]

Rl = ERl. (4.40)

Âûáåðåì òåïåðü êîý��èöèåíò Clm òàê, ÷òîáû �óíêöèÿ ϕ(~r) òî÷-
íî ñøèâàëàñü íà ïîâåðõíîñòè r = Rs ñ åäèíñòâåííîé ïëîñêîé âîë-

íîé ei
~k~r
. Ïîëüçóÿñü ñòàíäàðòíûì ðàçëîæåíèåì ïëîñêîé âîëíû ïî

ñ�åðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì

ei
~k~r = 4π

∞
∑

l=0

+l
∑

m=−l
iljl(kr)Ylm(θ, ϕ)Y ∗lm(θ~k, ϕ~k), (4.41)

ãäå jl(x) =
√

π/2xJl+1/2(x) - ñ�åðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ, k,
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θ~k, ϕ~k - ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû âåêòîðà

~k, íàõîäÿòñÿ êîý��è-
öèåíòû ðàçëîæåíèÿ, çàäàâàåìûå âûðàæåíèåì

Clm = (2l + 1)il
(

Jl+1/2(kRs)

Rl(Rs, E)

)

Ylm(θ~k, ϕ~k). (4.42)

Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå êîý��èöèåíòû Clm ïîëó÷àåì �óíêöèþ ϕ~k(~r),
íàçûâàåìóþ ïðèñîåäèíåííîé ïëîñêîé âîëíîé. Â ïðîñòðàíñòâå

ìåæäó ñ�åðàìè îíà ðàâíà ei
~k~r
, à âíóòðè ñ�åðû ñ öåíòðîì â òî÷-

êå n~a óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ϕ~k(~r) = ei
~kn~aϕ~k(~r + n~a).

Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ âñåé ðåøåòêè ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ïëîñêîé

ïðèñîåäèíåííîé âîëíû (ìû íå ïðåäïîëàãàëè çäåñü ñâÿçè ýíåð-

ãèè E îò âîëíîâîãî âåêòîðà

~k è òî, ÷òî E(~k) = E(~k + ~g))

ψ~k(~r) =
∑

~g

α~k+~gϕ~k+~g(~r), (4.43)

ãäå êîý��èöèåíòû α~k+~g ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ èç óñëîâèÿ ìè-

íèìèçàöèè �óíêöèîíàëà ýíåðãèè

E[ψ] =

∫

( ~
2

2m |∇ψ|2 + V̂ (~r)|ψ|2)d3~r
∫

|ψ|2d3~r . (4.44)

Äëÿ ðàñ÷åòà çîííîé ñòðóêòóðû êðèñòàëëîâ èñïîëüçóþò òàêæå

ìåòîä îðòîãîíàëèçîâàííûõ ïëîñêèõ âîëí, ìåòîä ïñåâäîïîòåíöè-

àëà, ìåòîä �óíêöèé �ðèíà è òàê äàëåå [43, 46, 102℄.

4.5. Âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå ñèñòåìû

ýëåêòðîíîâ

Îäíîýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ â êðèñòàëëå õàðàêòåðèçóþòñÿ âîë-

íîâûìè �óíêöèÿìè ψ~k,α,sz
(~r, sz) è ýíåðãèåé Eα,sz (

~k). Äëÿ óïðî-

ùåíèÿ ñîâîêóïíîñòü êâàíòîâûõ ÷èñåë

~k, α, sz áóäåì îáîçíà÷àòü

áóêâîé λ, à êîîðäèíàòû ÷àñòèöû ~r, sz - áóêâîé ξ. Ñðåäíåå ïî-
ëå V̂ (~r) ó÷èòûâàåò âçàèìîäåéñòâèå äàííîãî ýëåêòðîíà ñî âñåìè
äðóãèìè ýëåêòðîíàìè è èîíàìè êðèñòàëëà. Ïîýòîìó Eλ, ψλ(ξ)
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õàðàêòåðèçóþò, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà, à ñîñòî-

ÿíèå êâàçè÷àñòèöû, êîòîðàÿ îòðàæàåò ñâîéñòâà âñåãî êðèñòàë-

ëà è íå ñîâïàäàåò ñî ñâîáîäíûì ýëåêòðîíîì. Îäíàêî, ïî òðà-

äèöèè, äàííóþ êâàçè÷àñòèöó òàêæå íàçûâàþò ýëåêòðîíîì, ïî-

ñêîëüêó îíà îáëàäàåò ñïèíîì s = 1/2 è ÿâëÿåòñÿ �åðìèîíîì.

Åñëè ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì îñòàòî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ V̂r, òî
êâàçè÷àñòèöû-ýëåêòðîíû íå âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé, òî

åñòü ñîñòîÿíèÿ ψλ íåçàâèñèìû. Ôóíêöèè ψλ(ξ) îáðàçóþò ïîëíóþ
îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó �óíêöèé, çàäàâàåìûõ óñëîâèÿìè:

∑

sz

∫

ψ∗λ(~r, sz)ψλ′(~r, sz)d
3~r = δλ,λ′ . (4.45)

Â îäíî÷àñòè÷íîì ïðèáëèæåíèè ãàìèëüòîíèàí N ýëåêòðîíîâ âñå-

ãî êðèñòàëëà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Ĥ =

N
∑

i=1

Ĥi(~ri, szi), (4.46)

ãäå Ĥi(~ri, szi) - ãàìèëüòîíèàí äëÿ i-ãî ýëåêòðîíà çàäàåò óðàâíå-
íèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé:

[
~̂p2i
2m

+ V̂ (~ri) + V̂so(~ri, szi)− Eλi
]ψλi

(~ri, szi) = 0 (4.47)

 V̂so = ~

4m2c2 [~̂σ,∇V̂ ]~̂p - ãàìèëüòîíèàíîì ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçà-

èìîäåéñòâèÿ.

Ñîñòîÿíèå äâèæåíèÿ âñåõ N ýëåêòðîíîâ êðèñòàëëà äîëæíî

îïèñûâàòüñÿ âîëíîâîé �óíêöèåé, çàâèñÿùåé îò 4N êîîðäèíàò

(òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ è îäíîé ñïèíîâîé äëÿ êàæäîé êâàçè-

÷àñòèöû). Ýòà �óíêöèÿ äîëæíà áûòü àíòèñèììåòðè÷íîé îòíî-

ñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ëþáîé ïàðû êâàçè÷àñòèö-�åðìèîíîâ. Òà-

êóþ �óíêöèþ ìîæíî ïîñòðîèòü, ïðîèçâîäÿ àíòèñèììåòðèçàöèþ

ïðîèçâåäåíèé N �óíêöèé ψλ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñîñòîÿíèå äâè-

æåíèÿ êàæäîé êâàçè÷àñòèöû. Òàêàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä äåòåð-

ìèíàíòà Ñëåòåðà

Ψ(ξ1, ξ2, . . . , ξN ) =
1√
N !

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ψλ1(ξ1) ψλ2(ξ1) . . . ψλN
(ξ1)

ψλ1(ξ2) ψλ2(ξ2) . . . ψλN
(ξ2)

. . . . . . . . . . . .
ψλ1(ξN ) ψλ2(ξN ) . . . ψλN

(ξN )

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

(4.48)
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Îäíàêî â ñèëó òîæäåñòâåííîñòè ýëåêòðîíîâ, òàêîå îïèñàíèå ÿâ-

ëÿåòñÿ èçëèøíå ïîäðîáíûì.

4.5.1. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ äëÿ

ýëåêòðîíîâ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ïàóëè â êàæäîì îäíîýëåêòðîííîì

ñîñòîÿíèè ψλ ñ ó÷åòîì ñïèíîâîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò íàõîäèòüñÿ

òîëüêî îäèí ýëåêòðîí, èëè ñîñòîÿíèå ñâîáîäíî. Ïîýòîìó ñîñòî-

ÿíèå âñåõ N ýëåêòðîíîâ áóäåò ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî, åñëè ìû

óêàæåì, êàêèå èç âîçìîæíûõ îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé çàíÿ-

òû ýëåêòðîíàìè. Òàêîå îïèñàíèå íîñèò íàçâàíèå: ïðåäñòàâëåíèå

÷èñåë çàïîëíåíèÿ äëÿ �åðìèîíîâ. Â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîë-

íåíèÿ îïåðàòîðû âñåõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ α+
λ è óíè÷òîæåíèÿ αλ ÷àñòèö â ñîñòîÿíè-

ÿõ ψλ. Íîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå áåç ÷àñòèö áóäåì îáîçíà÷àòü

|0>, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì αλ|0 >= 0 äëÿ ëþáîãî λ. Ñîñòîÿ-
íèå ñèñòåìû N ýëåêòðîíîâ, çàíèìàþùèõ ïî îäíîìó ñîñòîÿíèþ

λ1, λ2, · · ·λN , îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé α+
λ1
, α+

λ2
· · · α+

λN
|0 >. ×òîáû

ýòà �óíêöèÿ áûëà àíòèñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâ-

êè ëþáîé ïàðû ýëåêòðîíîâ, à îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè

ψλ èìåë âèä N̂λ = α+
λαλ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïåðà-

òîðû αλ, α
+
λ óäîâëåòâîðÿëè ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì

{αλ, α
+
λ′} = δλ,λ′ , {αλ, αλ′} = 0,

ãäå {a, b} = ab+ ba - àíòèêîììóòàòîð.

Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè (T = 0) ýëåêòðîíû çàíèìàþò N îäíî-

ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ψλ, îáëàäàþùèõ ýíåðãèÿìè Eλ ≤ EF , âñå

ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé Eλ > EF íåçàïîëíåíû. �ðàíè÷íàÿ ýíåðãèÿ

íàçûâàåòñÿ ýíåðãèåé Ôåðìè EF . Åñëè ïåðåíóìåðîâàòü ñîñòîÿíèÿ

ñ ýíåðãèÿìè Eλ ≤ EF â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èíäåêñàìè λi, òîãäà

îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ýíåðãèÿ E0 =
N
∑

i=1

Eλi

è �óíêöèÿ |ϕ0 >= α+
λ1
, α+

λ2
· · · α+

λN
|0 >. Âîçáóæäåííûå ñîñòîÿ-

íèÿ ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþò ïåðåõîäó ýëåêòðîíà èç çàïîëíåííîãî

ñîñòîÿíèÿ λi â ñâîáîäíûå λj . Äëÿ òàêîãî ïåðåõîäà íàäî ñèñòåìå
ñîîáùèòü ýíåðãèþ Eλj

> Eλi
. Ïîñëå ïåðåõîäà ñèñòåìà îêàæåòñÿ

â ñîñòîÿíèè α+
λj
αλi

|ϕ0 >. Ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå îïðå-
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äåëÿåòñÿ óñëîâèåì N̂ =
∑

λ

α+
λ αλ. Äëÿ ïåðåõîäà îò êîîðäèíàòíî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ â ñèñòåìå

ýëåêòðîíîâ ââîäÿòñÿ îïåðàòîðíûå �óíêöèè:

Ψ̂(ξ) =
∑

λ

αλψλ(ξ), (4.49)

ξ = {~r, sz}. Òîãäà îäíî÷àñòè÷íûå îïåðàòîðû, èçîáðàæàåìûå â

êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñóììîé îïåðàòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ

ê êàæäîìó ýëåêòðîíó, òî åñòü F̂1(ξ) =
N
∑

i=1

F̂ (ξi) ïðåîáðàçóþòñÿ ê

ïðåäñòàâëåíèþ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ

F̂1 =

∫

Ψ̂+(ξ)F̂ (ξ)Ψ̂(ξ)dξ =
∑

λ

α+
λFλλ′αλ′ , (4.50)

ãäå Fλλ‘ =
∫

ψ∗λ(ξ)F̂ (ξ)ψλ(ξ)dξ. Â ÷àñòíîñòè ãàìèëüòîí îäíîýëåê-

òðîííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

Ĥ =
∑

λ

Eλα
+
λ αλ. (4.51)

Äâóõ÷àñòè÷íûå îïåðàòîðû, èçîáðàæàåìûå â êîîðäèíàòíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè ñóììîé îïåðàòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê äâóì ýëåêòðîíàì,

òî åñòü F̂2 =
∑

i,j

F̂ (ξi, ξj) ïðåîáðàçóþòñÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ ÷èñåë

çàïîëíåíèÿ ïî ïðàâèëó

F̂2 =

∫

Ψ̂+(ξ)Ψ̂+(ξ′)F̂ (ξ, ξ′)Ψ̂(ξ)Ψ̂(ξ′)dξdξ′ =

=
∑

λ,λ′

α+
λ α

+
λ1
Fλ,λ1,λ′

1,λ
′αλ′

1
αλ′ ,

(4.52)

ãäå

Fλ,λ1,λ′

1,λ
′ =

∫

ψ∗λ(ξ)ψ
∗
λ1
(ξ′)F̂ (ξ, ξ′)ψλ′

1
(ξ′)ψλ′ (ξ)dξdξ′.

Îïåðàòîðû ïîäîáíîãî òèïà èçîáðàæàþò, â ÷àñòíîñòè, ïàðíûå âçà-

èìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìîòðåííîå

âûøå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ïðèìåíèòü è ê ýëåêòðîíàì â êðè-

ñòàëëå. Ïóñòü â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîð ýíåðãèè
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ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ èìååò âèä:

Ĥ =

N
∑

i=1

Ĥi(ξi) +
1

2

∑

i,j

V̂r(ξi, ξj), (4.53)

ãäå V̂r - îïåðàòîð îñòàòî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, à Eλ è ψλ(ξ) -
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå �óíêöèè îäíî÷àñòè÷íîãî

îïåðàòîðà Ĥi(ξi). Òîãäà â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ îïå-

ðàòîð ýíåðãèè ïðèîáðåòàåò âèä:

Ĥ =
∑

λ

Eλα
+
λαλ +

1

2

∑

α+
λ α

+
λ1
Vλ,λ1,λ′

1,λ
′αλ′

1
αλ′ , (4.54)

ãäå

Vλ,λ1,λ′

1,λ
′ =

∫

ψ∗λ(ξ)ψ
∗
λ1
(ξ′)V̂r(ξ, ξ

′)ψλ′

1
(ξ′)ψλ′(ξ)dξdξ′.

Åñëè îïåðàòîð îñòàòî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ V̂r â êîîðäèíàò-

íîì ïðåäñòàâëåíèè çàâèñèò òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîð-

äèíàò ýëåêòðîíîâ, òî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò Vλ,λ1,λ′

1,λ
′
îòëè÷åí îò

íóëÿ ëèøü â ñëó÷àÿõ, êîãäà îäèíàêîâû ñïèíû ñîñòîÿíèé λ è λ′,
λ1 è λ

′
1 èëè λ è λ

′
1, λ1 è λ

′
.

4.5.2. Äûðî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

Ñîñòîÿíèå ñëàáîâîçáóæäåííîé ýëåêòðîííîé ñèñòåìû èç N êâàçè-

÷àñòèö-ýëåêòðîíîâ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ E0.

Ïðè âîçáóæäåíèè èçìåíåíèå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñâîäèòñÿ ê îñ-

âîáîæäåíèþ íåêîòîðûõ óðîâíåé ñ ýíåðãèåé Eλ ≤ EF è çàïîë-

íåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà óðîâíåé ñ ýíåðãèåé Eλ > EF .

Ñîñòîÿíèÿ îñòàëüíûõ êâàçè÷àñòèö îñòàþòñÿ ïðè ýòîì íåèçìåí-

íûìè. Ïîýòîìó îïèñàíèå ìíîãîýëåêòðîííûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ

�óíêöèé

α+
λ1

· · · α+
λN

|0 >,
â êîòîðûõ óêàçûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ âñåõ N ýëåêòðîíîâ ñèñòåìû

î÷åíü ãðîìîçäêî.

Óäîáíî âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþ-

ùèõ êâàçè÷àñòèö-ýëåêòðîíîâ õàðàêòåðèçîâàòü óêàçàíèåì òîëüêî
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ñîñòîÿíèé, çàíÿòûõ ýëåêòðîíàìè ñ ýíåðãèåé Eλ′ > EF è îñâîáî-

äèâøèõñÿ ñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèåé Eλ ≤ EF . Òàêèå îñâîáîäèâøèåñÿ

ñîñòîÿíèÿ λ íàçûâàþòñÿ "äûðêàìè".
Ïåðåõîä ýëåêòðîíà èç çàíÿòîãî ñîñòîÿíèÿ λ â ñâîáîäíîå λ′

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðîæäåíèå ïàðû êâàçè÷àñòèö: ýëåêòðî-

íà â ñîñòîÿíèè λ′ è êâàçè÷àñòèöû-äûðêè â ñîñòîÿíèè λ. Ïðè ýòîì
îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñ E0 è |ϕ0 > ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âàêóóìíîå

ñîñòîÿíèå (áåç êâàçè÷àñòèö), îáëàäàþùåå íóëåâîé ýíåðãèåé, îò

êîòîðîé îòñ÷èòûâàåòñÿ ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèÿ. Âîçáóæäåííûå ñî-

ñòîÿíèÿ ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðîæäåíèþ è íåñêîëüêèõ ïàð äû-

ðîê è ÷àñòèö. Ïåðåõîä ñèñòåìû â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâó-

åò àííèãèëÿöèè ïàðû äûðêà-÷àñòèöà. Ýòî îïèñàíèå âîçáóæäåí-

íûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ äûðî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì.

×òîáû îïèñàòü ïðîöåññû ðîæäåíèÿ è àííèãèëÿöèè ïàð êâàçè-

÷àñòèö - ýëåêòðîíà è äûðêè, ââåäåì, íàðÿäó ñ �åðìè - îïåðàòî-

ðàìè α+
λ′ , αλ′

ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîíà äëÿ ñîñòîÿíèé

Eλ′ > EF , îïåðàòîðû β+
λ , βλ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ äûðîê â

ñîñòîÿíèè ñ Eλ < EF . Èíäåêñ λ õàðàêòåðèçóåò ñîñòîÿíèå ~k, α, sz.
Óíè÷òîæåíèå ýëåêòðîíà â ýòîì ñîñòîÿíèè ýêâèâàëåíòíî ðîæäå-

íèþ äûðêè â ñîñòîÿíèè −~k, α,−sz. Ýòî ñîñòîÿíèå áóäåì êðàò-

êî îáîçíà÷àòü −λ. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðû β+
λ ,βλ ñâÿçàíû ñ

îïåðàòîðàìè α+
λ ,αλ ñîîòíîøåíèÿìè β+

λ = α−λ, βλ = α+
−λ, åñëè

Eλ < EF .

Âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå Φ0 â äûðî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè îïðåäå-

ëÿåòñÿ óñëîâèÿìè αλ′Φ0 = 0, åñëè Eλ′ > EF , è βλΦ0 = 0, åñëè
Eλ < EF , êîòîðûå óêàçûâàþò, ÷òî íåò ýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèåé

Eλ′ > EF è äûðîê ñ Eλ ≤ EF .

Âîçáóæäåíèå ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíèåì n ≪ N ÷àñòèö â ñîñòî-

ÿíèÿõ íàä óðîâíåì Ôåðìè è n äûðîê â ñîñòîÿíèè ïîä óðîâíåì

Ôåðìè. Ïðè ýòîì âîëíîâàÿ �óíêöèÿ âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ

ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ âûðàæåíèåì

Φn = α+
λ′

1
. . . α+

λ′
n
β+
λ1
. . . β+

λn
Φ0, (4.55)

à íà ÷èñëî âîçáóæäåíèé â ñèñòåìå íàêëàäûâàåòñÿ òðåáîâàíèå

∑

λ′(Eλ′>EF )

α+
λ′αλ′ =

∑

λ(Eλ<EF )

β+
λ βλ, (4.56)

òî åñòü ÷èñëî ýëåêòðîíîâ âñåãäà ðàâíî ÷èñëó äûðîê.
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Åñëè ýíåðãèþ ÷àñòèö îòñ÷èòûâàòü ââåðõ îò óðîâíÿ Ôåðìè

ε
(e)
λ′ = Eλ′ − EF > 0, à ýíåðãèþ äûðîê âíèç îò óðîâíÿ Ôåðìè

ε
(h)
λ = EF −Eλ > 0, òî ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèÿ ýëåêòðîííûõ ñîñòî-
ÿíèé êðèñòàëëà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

△Ĥ = Ĥ−E0 =
∑

λ′(Eλ′>EF )

ε
(e)
λ′ α

+
λ′αλ′ +

∑

λ(Eλ<EF )

ε
(h)
λ β+

λ βλ. (4.57)

4.6. Òèïû òâåðäûõ òåë. Çîííàÿ êàðòèíà

Ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé Eα,sz (
~k) äëÿ ðàçíûõ ~k, ïðèíèìàþùèõ N

çíà÷åíèé, îáðàçóþò çîíó ðàçðåøåííûõ ýíåðãèé. Ýòè çîíû ðàçðå-

øåííûõ ýíåðãèé ðàçäåëÿþòñÿ çàïðåùåííûìè îáëàñòÿìè ýíåðãèé

èëè ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàþòñÿ. Îäíàêî äàæå ïðè ïåðåêðûâàíèè

çîí ðàçðåøåííûõ ýíåðãèé èõ èíäèâèäóàëüíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ, åñ-

ëè îíè îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóï-

ïû ñèììåòðèè êðèñòàëëà.

Ïðè T = 0 ýëåêòðîíû êðèñòàëëà çàíèìàþò â ñîîòâåòñòâèè ñ

ïðèíöèïîì Ïàóëè íèæíèå îäíîýëåêòðîííûå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâ-

íè âïëîòü äî óðîâíÿ Ôåðìè. Îïòè÷åñêèå, ýëåêòðè÷åñêèå è êèíå-

òè÷åñêèå ñâîéñòâà êðèñòàëëà îïðåäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðîé ýíåðãå-

òè÷åñêèõ çîí è ïîëîæåíèåì óðîâíÿ Ôåðìè.

Ïóñòü ýíåðãèÿ Ôåðìè EF ëåæèò âíóòðè çîíû ðàçðåøåííûõ

ýíåðãèé èëè íà âåðõíåé ãðàíèöå çîíû, êîòîðàÿ ïåðåêðûâàåòñÿ ñ

çîíîé, ñîäåðæàùåé óðîâíè ñ áîëüøèìè ýíåðãèÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå

â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò EF áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ ñâîáîä-

íûå ñîñòîÿíèÿ. Ïîä âëèÿíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â êðèñòàëëå

ýëåêòðîíû áóäóò ïåðåõîäèòü â ñâîáîäíûå ñîñòîÿíèÿ íàä EF , îñó-

ùåñòâëÿÿ ïåðåíîñ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, òî åñòü òîê. Òâåðäûå

òåëà ñ òàêîé ñòðóêòóðîé ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà íàçûâàþòñÿ ìå-

òàëëàìè (ðèñ. 4.6). Â ïðîâîäèìîñòè ìåòàëëà ìîãóò ó÷àñòâîâàòü

òîëüêî ýëåêòðîíû, èìåþùèå ýíåðãèþ, áëèçêóþ ê EF . Äëÿ èç-

ìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíîâ, íàõîäÿùèõñÿ çíà÷èòåëüíî íèæå

EF èëè â äðóãèõ âíóòðåííèõ çàïîëíåííûõ çîíàõ òðåáóåòñÿ çíà-

÷èòåëüíàÿ ýíåðãèÿ, òàê êàê áëèæàéøèå ê íèì ýíåðãåòè÷åñêèå

ñîñòîÿíèÿ çàíÿòû. Â ïðîâîäèìîñòè ó÷àñòâóþò òîëüêî ýëåêòðîíû

÷àñòè÷íî çàïîëíåííûõ çîí. Ýòè çîíû íàçûâàþòñÿ çîíàìè ïðî-

âîäèìîñòè. Áëèæàéøàÿ ê çîíå ïðîâîäèìîñòè çîíà çàïîëíåííûõ

ñîñòîÿíèé íàçûâàåòñÿ âàëåíòíîé çîíîé.
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�èñ. 4.6. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ çîí äëÿ ðàçëè÷-

íûõ òèïîâ òâåðäûõ òåë: à) äëÿ äèýëåêòðèêîâ, á) äëÿ ïîëóïðîâîäíèêîâ,

â) äëÿ ìåòàëëîâ.

Ê ìåòàëëàì îòíîñÿòñÿ âñå òâåðäûå òåëà, ñîäåðæàùèå íå÷åòíîå

÷èñëî ýëåêòðîíîâ â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå. Äåéñòâèòåëüíî, ýíåð-

ãåòè÷åñêèå óðîâíè ýëåêòðîíîâ äâàæäû âûðîæäåíû ïî ïðîåêöè-

ÿì ñïèíà, ïîýòîìó íå÷åòíûå ýëåêòðîíû ìîãóò çàïîëíèòü òîëüêî

ïîëîâèíó ñîñòîÿíèé â âåðõíåé çîíå. Ê òàêèì òâåðäûì òåëàì îò-

íîñÿòñÿ âñå ùåëî÷íûå ìåòàëëû (Li, Na, K, Rb, Cs), áëàãîðîäíûå

ìåòàëëû (Cu, Ag, Au) - ñ îäíèì âàëåíòíûì ýëåêòðîíîì íà àòîì;

Al, Ga, In, Tl - ñ òðåìÿ âàëåíòíûìè ýëåêòðîíàìè íà àòîì. Îäíà-

êî As, Sb, Bi, â êîòîðûõ íà àòîì ïðèõîäèòñÿ ïî ïÿòü ýëåêòðîíîâ,

êðèñòàëëèçóþòñÿ â ñòðóêòóðå ñ äâóìÿ àòîìàìè íà ýëåìåíòàð-

íóþ ÿ÷åéêó, â ñèëó ÷åãî óêàçàííîå ïðàâèëî ê íèì íåïðèìåíèìî.

Äåñÿòü ýëåêòðîíîâ ïîëíîñòüþ çàïîëíÿþò ïÿòü ýíåðãåòè÷åñêèõ

çîí, îäíàêî ïîñëåäíÿÿ èç íèõ çàïîëíåíà íå äî êîíöà è ñëåãêà

ïåðåêðûâàåòñÿ ñ øåñòîé çîíîé. Ïîýòîìó ïðè ëþáîé òåìïåðàòóðå

âñåãäà èìååòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ, ñïîñîáíûõ ïå-

ðåíîñèòü òîê. Òàêèå âåùåñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëóìåòàëëû.

Ê ìåòàëëàì ìîãóò îòíîñèòüñÿ è òâåðäûå òåëà, ñîñòîÿùèå èç àòî-

ìîâ ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ, åñëè èõ çîíû ïåðåêðûâàþòñÿ.
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Ê òàêèì òâåðäûì òåëàì îòíîñÿòñÿ ùåëî÷íî-çåìåëüíûå ìåòàëëû,

îëîâî (îäíà �àçà - ìåòàëë, äðóãàÿ ñåðîå îëîâî - ïîëóïðîâîäíèê),

ñâèíåö.

Åñëè ýíåðãèÿ Ôåðìè ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé ãðàíèöåé îäíîé èç

çîí, à ñëåäóþùàÿ çîíà ðàçðåøåííûõ ñîñòîÿíèé ïóñòà è îòäåëå-

íà îò íåå ýíåðãåòè÷åñêèì èíòåðâàëîì, òî ïðè T = 0 òàêîå òåëî
ÿâëÿåòñÿ äèýëåêòðèêîì. Â ýòîì ñëó÷àå áåç ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè,

ðàâíîé èëè áîëüøåé øèðèíû çàïðåùåííîé çîíû, ýëåêòðîíû íå

ìîãóò èçìåíèòü ñîñòîÿíèÿ ñâîåãî äâèæåíèÿ. Çàïðåùåííàÿ çîíà,

ðàçäåëÿþùàÿ çîíó ñâîáîäíóþ è çàíÿòóþ, èìååò ñâîþ õàðàêòåð-

íóþ âåëè÷èíó: ó àëìàçà - 6-7 ýÂ, êðåìíèÿ Si - 1.11 ýÂ, CdS - 2.5

ýÂ, Ge - 0.72 ýÂ, ñåðîå îëîâî Sn - 0.1 ýÂ. Âñå ýòè òåëà â ÷èñòîì

âèäå (áåç ïðèìåñåé) ïðè T = 0 ÿâëÿþòñÿ èçîëÿòîðàìè.

Ó Ge è Si çàïîëíåííàÿ è ñâîáîäíàÿ çîíû ðàñïîëîæåíû ñðàâ-

íèòåëüíî áëèçêî äðóã îò äðóãà. Â ýòîì ñëó÷àå óæå ïðè êîìíàò-

íîé òåìïåðàòóðå kBT ≃ 0.025 ýÂ çàìåòíîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ ïå-

ðåáðàñûâàåòñÿ èç çàïîëíåííîé çîíû â ñâîáîäíóþ. Ïðè ýòîì â

ñâîáîäíîé çîíå ïîÿâëÿþòñÿ ýëåêòðîíû, à â âàëåíòíîé çîíå îá-

ðàçóþòñÿ ñâîáîäíûå ñîñòîÿíèÿ - äûðêè. Â ýòîì ñëó÷àå â ïðîâî-

äèìîñòè ó÷àñòâóþò êàê ýëåêòðîíû â çîíå ïðîâîäèìîñòè (ýëåê-

òðîííàÿ ïðîâîäèìîñòü), òàê è äûðêè â âàëåíòíîé çîíå (äûðî÷-

íàÿ ïðîâîäèìîñòü). Ïðîâîäèìîñòü Ge è Si ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì

òåìïåðàòóðû. Òâåðäûå òåëà, ïðîâîäèìîñòü êîòîðûõ ïðè T = 0
îòñóòñòâóåò è çàìåòíî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì òåìïåðàòóðû, íàçû-

âàåòñÿ ïîëóïðîâîäíèêàìè. (Ó ìåòàëëîâ íàîáîðîò, ìàêñèìàëüíàÿ

ïðîâîäèìîñòü ïðè T = 0 è óáûâàåò ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû). Â ÷è-

ñòûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ ïðîâîäèìîñòü îáóñëîâëåíà òåïëîâûì ïå-

ðåáðîñîì ýëåêòðîíîâ èç âàëåíòíîé çîíû â çîíó ïðîâîäèìîñòè è

îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê ýëåêòðîíàìè, òàê è äûðêàìè.

Áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìåþò ëåãèðîâàííûå ïîëó-

ïðîâîäíèêè. Ìàëûå êîëè÷åñòâà ïðèìåñíûõ àòîìîâ â îñíîâíîì

êðèñòàëëå ïîñòàâëÿþò ýëåêòðîíû â çîíó ïðîâîäèìîñòè (äîíîðû),

ëèáî çàõâàòûâàþò ýëåêòðîíû èç âàëåíòíîé çîíû (àêöåïòîðû).

Àòîìû ïðèìåñè áóäóò äîíîðíûìè, åñëè èõ âàëåíòíîñòü âûøå âà-

ëåíòíîñòè àòîìîâ îñíîâíîãî êðèñòàëëà, è àêöåïòîðíûìè, åñëè

èõ âàëåíòíîñòü íèæå. Ýòî ïðèâîäèò ê äâóì òèïàì íåñîáñòâåí-

íûõ ïîëóïðîâîäíèêîâ: n-òèïà (ýëåêòðîííàÿ ïðîâîäèìîñòü) è p-
òèïà (äûðî÷íàÿ ïðîâîäèìîñòü). Åñòåñòâåííî, â ëåãèðîâàííûõ ïî-

ëóïðîâîäíèêàõ ðàâåíñòâî ìåæäó ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ â çîíå ïðî-
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âîäèìîñòè è äûðîê â âàëåíòíîé çîíå íàðóøàåòñÿ.

Ê ý��åêòàì, â íåêîòîðîì ñìûñëå ïîäîáíûì, ïðèâîäÿò â ëåãè-

ðîâàííûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ íå òîëüêî àòîìû ïðèìåñè, íî è ñîá-

ñòâåííûå äå�åêòû ñòðóêòóðû - ìåæäîóçåëüíûå àòîìû è âàêàí-

ñèè.

Â ïîëóìåòàëëàõ çîíà ïðîâîäèìîñòè è âàëåíòíàÿ çîíà ÷àñòè÷-

íî ïåðåêðûâàþòñÿ. Ïîýòîìó äàæå ïðè T = 0 ÷àñòü ýëåêòðîíîâ

èç âàëåíòíîé çîíû, îáðàçóÿ äûðêè, ïåðåõîäèò â çîíó ïðîâîäèìî-

ñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëóìåòàëëû èìåþò äûðêè â âàëåíòíîé çîíå

è òàêîå æå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â çîíå ïðîâîäèìîñòè. Â îòëè÷èå

îò ìåòàëëîâ ïðîâîäèìîñòü ïîëóìåòàëëîâ ðàñòåò ïðè ïîâûøåíèè

òåìïåðàòóðû âñëåäñòâèå ðîñòà ÷èñëà ýëåêòðîíîâ â çîíå ïðîâîäè-

ìîñòè è äûðîê â âàëåíòíîé çîíå. Õîòÿ ïîëóìåòàëë èìååò îäèíà-

êîâîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ è äûðîê, èõ ðîëü â ïðîâîäèìîñòè ìîæåò

áûòü íå îäèíàêîâîé èç-çà èõ ðàçíîé ïîäâèæíîñòè. Â âèñìóòå è â

ñïëàâàõ, áîãàòûõ âèñìóòîì, ïîäâèæíîñòü ýëåêòðîíîâ â îïðåäå-

ëåííûõ êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèõ íàïðàâëåíèÿõ çíà÷èòåëüíî áîëü-

øå ïîäâèæíîñòè äûðîê, ïîýòîìó ýòè ñïëàâû îòíîñÿò ê n-òèïó.
Â ñóðüìå è ñïëàâàõ, áîãàòûõ ñóðüìîé, ïîäâèæíîñòü äûðîê âûøå,

ïîýòîìó ýòè ñïëàâû îòíîñÿòñÿ ê p-òèïó.

4.7. Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè.

Ïëîòíîñòü ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé

Íîñèòåëÿìè òîêà â ìåòàëëàõ è ïîëóïðîâîäíèêàõ ÿâëÿþòñÿ êâà-

çè÷àñòèöû: ýëåêòðîíû â çîíå ïðîâîäèìîñòè è äûðêè â âàëåíòíîé

çîíå. Ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ýòè êâàçè÷àñòèöû ñóùåñòâåííî îòëè÷à-

þòñÿ îò ñâîáîäíûõ ÷àñòèö. Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà êâàçè÷àñòèö

îïðåäåëÿþòñÿ çàâèñèìîñòüþ èõ ýíåðãèè îò âîëíîâûõ âåêòîðîâ.

Ýòà çàâèñèìîñòü íîñèò íàçâàíèå çàêîíà äèñïåðñèè.

Äëÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö E(~k) = ~
2k2/2m, ýíåðãèÿ êâàçè÷àñòèö

Eα,sz (
~k) â êðèñòàëëå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöè-

åé E(~k) = E(~k+~g) âîëíîâîãî âåêòîðà. Â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ

âåêòîðîâEα,sz (
~k) ìîæíî âûðàçèòü ãåîìåòðè÷åñêè èçîýíåðãåòè÷å-

ñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè

~k-ïðîñòðàíñòâà, êîòî-
ðûì ñîîòâåòñòâóåò îäèíàêîâàÿ ýíåðãèÿ.

Äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ýëåê-

òðîíîâ ïðîâîäèìîñòè èìåþò âñåãäà ñ�åðè÷åñêóþ �îðìó. Èçî-
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�èñ. 4.7. Èçîáðàæåíèå èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè äëÿ êðèñòàë-

ëîâ ñ ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêîé â ñõåìå ïîâòîðÿþùèõñÿ çîí

ýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîíîâ è äûðîê â êðèñòàëëàõ

âåñüìà ñëîæíîé �îðìû (ðèñ.4.7). Ñòðóêòóðà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòåé çàâèñèò îò ýíåðãèè è ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè êðè-

ñòàëëîâ. Âáëèçè ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé Eα,sz (
~k) âíóòðè çîíû

Áðèëëþýíà èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â

~k-ïðîñòðàíñòâå
çàìêíóòû, âáëèçè

~k0 - ýòî ýëëèïñîèäû. Ïðè ýòîì ãëàâíûå çíà-

÷åíèÿ ý��åêòèâíûõ ìàññ m∗ > 0, åñëè ýíåðãèÿ Eα(~k0) èìååò
ìèíèìóì, è m∗ < 0, åñëè ýíåðãèÿ ìàêñèìàëüíà. �ðóïïîâàÿ ñêî-

ðîñòü ýëåêòðîíà ~v~k = 1
~
∇~kE(~k) íàïðàâëåíà âñåãäà ïî íîðìàëè

ê èçîýíåðãåòè÷åñêèèì ïîâåðõíîñòÿì: ïî âíåøíåé íîðìàëè ê ïî-

âåðõíîñòÿì âáëèçè òî÷åê ìèíèìóìà è ïî âíóòðåííåé íîðìàëè

ê ïîâåðõíîñòÿì âáëèçè òî÷åê ìàêñèìóìà. Ïðè óäàëåíèè îò òî-

÷åê ýêñòðåìóìà èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, îñòàâàÿñü åùå

çàìêíóòûìè, äå�îðìèðóþòñÿ.

Âñëåäñòâèå ïåðèîäè÷íîñòè �óíêöèè Eα(~k) çàìêíóòûå èçî-

ýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ ïî âñåìó

~k-ïðîñòðàíñòâó. Ìåæäó çàìêíóòûìè ïîâåðõíîñòÿìè, îêðóæàþ-

ùèìè ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ Eα,sz (
~k), ðàñïîëàãàþòñÿ áîëåå

ñëîæíûå ïîâåðõíîñòè - ñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ è îòêðûòûå, ïðî-

õîäÿùèå íåïðåðûâíî ÷åðåç âñå

~k-ïðîñòðàíñòâî. Îòêðûòûå ïî-

âåðõíîñòè ìîãóò áûòü ñàìûìè ðàçíîîáðàçíûìè - îäíîñâÿçíûìè

è ìíîãîñâÿçíûìè.

Ïîâåðõíîñòü Ôåðìè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ïðè-

ìåðîâ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Íà ðèñ. 4.8 ïðèâåäå-

íî èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè Ôåðìè äëÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ
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�èñ. 4.8. Ïîâåðõíîñòü Ôåðìè äëÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëàõ

ñ �ÖÊ-ðåøåòêîé ñ âàëåíòíîñòüþ 4: à) è á) èçîáðàæåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ

ñ�åðû Ôåðìè ñ ïîâåðõíîñòüþ âòîðîé è òðåòüåé çîí Áðèëëþýíà; â)

èçîáðàæåíèå "äûðî÷íîé ïîâåðõíîñòè", ïîëó÷åííîé ïðè ïåðåíîñå ÷à-

ñòåé ñ�åðû Ôåðìè èç âòîðîé çîíû Áðèëëþýíà â ïåðâóþ çîíó; ã) ìíî-

ãîñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷åííàÿ ïðè ïåðåíîñå ÷àñòåé ñ�åðû Ôåðìè

èç òðåòüåé çîíû Áðèëëþýíà â ïåðâóþ çîíó; ä) "ýëåêòðîííûå êàðìà-

íû", âîçíèêàþùèå â ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà ïðè ïåðåíîñå ÷àñòåé ñ�å-

ðû Ôåðìè èç ÷åòâåðòîé çîíû [10℄.

(ñ�åðû Ôåðìè) â ìåòàëëàõ ñ �ÖÊ-ðåøåòêîé ñ âàëåíòíîñòüþ ðàâ-

íîé ÷åòûðåì [10℄. Ñ�åðà Ôåðìè íå ïðîñòèðàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå

âîëíîâûõ âåêòîðîâ äàëüøå ÷åòâåðòîé çîíû Áðèëëþýíà. Ïåðâàÿ

çîíà Áðèëëþýíà ïðè ýòîì ëåæèò ïîëíîñòüþ âíóòðè ñ�åðû Ôåð-

ìè. Íà ðèñ. 4.8,à è 4.8,á ïîêàçàíû ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè Ôåð-

ìè ñ ïîâåðõíîñòÿìè âòîðîé è òðåòüåé çîí Áðèëëþýíà, ñîîòâåò-

ñòâåííî. Åñëè ÷àñòè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, íàõîäÿùèåñÿ âî âòîðîé

çîíå Áðèëëþýíà, ïåðåíåñòè â ïåðâóþ çîíó Áðèëëþýíà ïðè ïî-

ìîùè òðàíñëÿöèé íà âåêòîðû îáðàòíîé ðåøåòêè, òî îíè îáðàçó-

þò â íåé ïðîñòóþ îäíîñâÿçíóþ �èãóðó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.

4.8,â, êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå "äûðî÷íîé ïîâåðõíîñòè". Óðîâíè

ýíåðãèè, íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè "äûðî÷íîé ïîâåðõíîñòè", îáëàäà-

þò áîëüøèìè ýíåðãèÿìè, ÷åì óðîâíè âíå åå. Åñëè ÷àñòè ïîâåðõ-

íîñòè Ôåðìè, íàõîäÿùèåñÿ â òðåòüåé çîíå Áðèëëþýíà, ïåðåíåñòè
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â ïåðâóþ çîíó Áðèëëþýíà ïðè ïîìîùè òðàíñëÿöèé íà âåêòîðû

îáðàòíîé ðåøåòêè, òî îíè îáðàçóþò â íåé ìíîãîñâÿçíóþ �èãóðó,

èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 4.8,ã. ×àñòè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, íàõîäÿ-

ùèåñÿ â ÷åòâåðòîé çîíå Áðèëëþýíà è ïåðåíåñåííûå â ïåðâóþ çîíó

Áðèëëþýíà, îáðàçóþò â íåé "ýëåêòðîííûå êàðìàíû", èçîáðàæåí-

íûå íà ðèñ. 4.8,ä.

Çàïîëíåíèå ñîñòîÿíèé âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïîâåðõ-

íîñòüþ Ôåðìè, çàâèñèò îò ïëîòíîñòè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ρ(E),
ïðèõîäÿùåé íà åäèíèöó ýíåðãèè. Ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ îäíî-

ðîäíî ðàñïðåäåëåíû â

~k-ïðîñòðàíñòâå è íåîäíîðîäíî ïî øêàëå

ýíåðãèé.

×èñëî ñîñòîÿíèé dN , çàêëþ÷åííûõ â ïðåäåëàõ ε ÷ ε + dε, ñ
ó÷åòîì g-êðàòíîñòè âûðîæäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

dN =
gV

(2π)3

ε+dε
∫

ε

d3~k. (4.58)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

d3~k =
dεdS

|grad~kε(~k)|
,

ãäå dS - ýëåìåíò èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷àåì îêîí-

÷àòåëüíî äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â ýíåðãåòè÷åñêîé øêàëå:

ρ(ε) =
dN

dε
=

gV

(2π)3

∮

dS

|∇~kε(
~k)|

. (4.59)

Èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

â ïðåäåëàõ îäíîé çîíû Áðèëëþýíà âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâ-

ëÿåòñÿ ëè èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü çàìêíóòîé èëè îòêðû-

òîé.

Â ïðèáëèæåíèè èçîòðîïíîé ý��åêòèâíîé ìàññû

ε(~k) = ~
2k2/2m∗.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|∇~kε(
~k)| = ~

2|~k|/m∗,
∮

dS = 4πk2,

è òîãäà

ρ(ε) =
gm∗V |~k|
2π2~2

=
gV

4π2~3
(2m∗)3/2

√
ε. (4.60)
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�èñ. 4.9. Ïëîòíîñòü îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé: à) ïðèáëèæåíèå

ñèëüíîé ñâÿçè, á) ïðèáëèæåíèå ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ.

Â ñëó÷àå ýëëèïñîèäàëüíîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íàäî

çàìåíèòü (m∗)3/2 íà (m∗xm
∗
ym
∗
z)

1/2
.

Â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçè ïðè îòñ÷åòå ýíåðãèè ýëåêòðî-

íîâ îò äíà çîíû â ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêå

ε(~k) = 2ṽa(3− cos~k~ax − cos~k~ay − cos~k~az).

Âáëèçè öåíòðà çîíû

ε(~k) = ~
2k2/2m∗, m∗ = ~

2/2a2ṽa

è ρ(ε) ∼ √
ε. Âáëèçè âåðøèí êóáà ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà

ε(~q) = ~
2~q2/2m∗h + 12ṽa, m∗h = −m∗,

ãäå ~q~a = ~k~a± π ≪ 1. Â ðåçóëüòàòå,

ρ(ε) ∼
√

12ṽa − ε.

Â ïðèáëèæåíèè ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ ïëîòíîñòü ñî-

ñòîÿíèé ρ(ε) ∼ √
ε âïëîòü äî ýíåðãèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíî-

âûì âåêòîðîì, êàñàþùèìñÿ öåíòðîâ ãðàíåé çîíû Áðèëëþýíà, à
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�èñ. 4.10. Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà âåðõíèõ çîí: à) îäíîâàëåíòíîãî

ìåòàëëà è á) äèýëåêòðèêà â ïðèáëèæåíèè ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ

â âèäå çàâèñèìîñòè ýíåðãèè îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ýòèõ çîí îò

ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé.

çàòåì îíà ïàäàåò äî íóëÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê âåðøèíå çîíû.

Èçîáðàæåíèÿ çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿ-

íèé îò ýíåðãèè äëÿ ïðèáëèæåíèé ñèëüíîé ñâÿçè è ïî÷òè ñâîáîä-

íûõ ýëåêòðîíîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.9.

Åñëè ýíåðãåòè÷åñêèå çîíû ïåðåêðûâàþòñÿ, òî ïîëíàÿ ïëîò-

íîñòü ñîñòîÿíèé ïîëó÷èòñÿ ñóììèðîâàíèåì âêëàäîâ ïåðåêðûâàþ-

ùèõñÿ îáëàñòåé.

Íà ðèñ. 4.10 èçîáðàæåíà ñòðóêòóðà âåðõíèõ çîí îäíîâàëåíò-

íîãî ìåòàëëà è äèýëåêòðèêà â ïðèáëèæåíèè ïî÷òè ñâîáîäíûõ

ýëåêòðîíîâ. Â îäíîâàëåíòíûõ ìåòàëëàõ çàíÿòà ïîëîâèíà ñîñòî-

ÿíèé â çîíå ïðîâîäèìîñòè è ïîâåðõíîñòü Ôåðìè èìååò ñ�åðè÷å-

ñêóþ �îðìó. Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè äèýëåêòðèêà çîíà ïðîâîäè-

ìîñòè ïóñòà, à âàëåíòíàÿ çîíà ïîëíîñòüþ çàïîëíåíà. Âîçáóæäåí-

íûå ñîñòîÿíèÿ îáðàçóþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ýëåêòðîíà èç âàëåíòíîé

çîíû â çîíó ïðîâîäèìîñòè.
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Â äûðî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè îñíîâíîå ñîñòîÿíèå äèýëåêòðèêà

ÿâëÿåòñÿ "âàêóóìíûì", ò.å. áåç êâàçè÷àñòèö ýëåêòðîíîâ è äû-

ðîê, è âñå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû îòñ÷èòûâàþòñÿ îò ýòîãî îñíîâ-

íîãî ñîñòîÿíèÿ. Ýëåêòðîí èìååò îòðèöàòåëüíûé çàðÿä è îòðèöà-

òåëüíóþ ý��åêòèâíóþ ìàññó ó ïîòîëêà âàëåíòíîé çîíû - m∗ =
= −~

2/2a2ṽa. Äûðêå íàäî ñîïîñòàâèòü ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä è

ïîëîæèòåëüíóþ ý��åêòèâíóþ ìàññó m∗h = m∗ = ~
2/2a2ṽa. Ýíåð-

ãèþ äûðêè εh îòñ÷èòûâàþò îò ïîòîëêà çîíû

εh(~q) = 12ṽa − ε(~q) = ~
2q2/2m∗h.

4.8. Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýëåêòðî-

íîâ â òâåðäûõ òåëàõ

4.8.1. Ñòàòèñòèêà ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëàõ

Ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû N ýëåêòðîíîâ çîíû ïðî-

âîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèå Φ0, â êîòîðîì çàïîëíåíû âñå

ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé, ìåíüøåé èëè ðàâíîé ýíåðãèè Ôåðìè εF ,
îòñ÷èòûâàåìîé îò äíà çîíû, è ñâîáîäíû âñå ñîñòîÿíèÿ ñ áîëü-

øåé ýíåðãèåé. Òàêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ íàçûâàþò

ïîëíîñòüþ âûðîæäåííûì. Åñëè ñèñòåìà N ýëåêòðîíîâ íàõîäèò-

ñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè ïðè òåìïåðàòóðå T , òî ðàñïðåäåëåíèå
ýëåêòðîíîâ â çîíå ïðîâîäèìîñòè ïî ýíåðãåòè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì

õàðàêòåðèçóåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè-Äèðàêà

n̄(ε(k)) =

(

1 + exp
ε(k)− µ

kBT

)−1
, (4.61)

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ñðåäíåå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â îäíîì ñîñòîÿíèè

~k ñ ýíåðãèåé ε(k), îòñ÷èòûâàåìîé îò äíà çîíû. Â âûðàæåíèå âõî-

äèò âåëè÷èíà µ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè. Îíà íàçûâàåòñÿ
õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, îòñ÷èòûâàåòñÿ òàêæå îò äíà çîíû è

îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïîëíîå

÷èñëî ýëåêòðîíîâ

Ne =
∑

k

(

1 + exp
ε(k)− µ

kBT

)−1
. (4.62)

Â ïðåäåëå T → 0 (ïîëíîå âûðîæäåíèå) �óíêöèÿ n̄(ε(k)) ðàâ-
íÿåòñÿ åäèíèöå äëÿ âñåõ ε(k) < µ è ðàâíà íóëþ ïðè ε(k) > µ.

136



Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ýëåêòðîííîãî ãàçà

ïðè àáñîëþòíîì íóëå òåìïåðàòóð ñîâïàäàåò ñ ýíåðãèåé Ôåðìè.

Ïðè òåìïåðàòóðå, îòëè÷íîé îò íóëÿ, âûðàæåíèå Ne îïðåäåëÿåò

õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë êàê íåÿâíóþ �óíêöèþ ÷èñëà ýëåêòðîíîâ

Ne è òåìïåðàòóðû T . Äëÿ ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ õèìè÷åñêîãî ïî-

òåíöèàëà íàäî â âûðàæåíèè Ne îò ñóììû ïåðåéòè ê èíòåãðàëó

Ne =

∞
∫

0

n̄(ε)ρ(ε)dε, (4.63)

ãäå ρ(ε) - ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â ýíåðãåòè÷åñêîé øêàëå. Â ïðè-

áëèæåíèè èçîòðîïíîé ý��åêòèâíîé ìàññû âûðàæåíèå ρ(ε) îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê

ρ(ε) =
m∗V |k|
π2~

=
V

2π2~3
(2m∗)

3
2
√
ε, (4.64)

ïîýòîìó

Ne =

√
2V

π2

(

m∗kBT

~2

)
3
2

F

(

µ

kBT

)

, (4.65)

ãäå

F (x) ≡
∞
∫

0

√
xdx

exp

(

x− µ
kBT

)

+ 1

.

Ïðè ïîëíîì âûðîæäåíèè (T → 0)

F

(

µ

kBT

)

=

µ
kBT
∫

0

√
xdx =

2

3

(

εF
kBT

)
3
2

,

ñëåäîâàòåëüíî

Ne =
2
√
2V

3π2

(

m∗εF
~2

)
3
2

, µ = εF =
~
2

2m∗

(

3π2Nε

V

)
2
3

. (4.66)

Ýíåðãèÿ Ôåðìè òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå ïëîòíîñòü ýëåêòðî-

íîâ è ìåíüøå èõ ý��åêòèâíàÿ ìàññà. Â ìåòàëëàõ ýíåðãèÿ Ôåðìè

ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè εF ≃ 3 − 5 ýÂ. Ýòà ýíåðãèÿ íàñòîëüêî
áîëüøå ñðåäíåé òåïëîâîé ýíåðãèè ïðè êîìíàòíûõ (kBT ≈ 0, 03
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ýÂ) è áîëåå íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

n̄(ε(k)) ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû kBT ≪ εF . Òà-
êèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ íàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè.

Òåìïåðàòóðó kBTF = εF íàçûâàþò òåìïåðàòóðîé âûðîæäåíèÿ.

Ýíåðãèÿ ýëåêòðîííîãî ãàçà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Ee =

∞
∫

0

εn̄(ε)ρ(ε)dε. (4.67)

Ïðè ïîëíîì âûðîæäåíèè (T → 0) èíòåãðàë ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ,

è ïðåíåáðåãàÿ òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòüþ ýíåðãèè â óñëîâèÿõ

ñèëüíîãî âûðîæäåíèÿ, ïîëó÷àåì

Ee =
3

5
NeεF . (4.68)

Îäíàêî äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè òåïëîåì-

êîñòè ýëåêòðîííîãî ãàçà ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâíî íå äîñòàòî÷-

íî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé (4.63), (4.67) äëÿ

ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö è ýíåðãèè ýëåêòðîííîãî ãàçà ñ èñïîëü-

çîâàíèåì â êà÷åñòâå ìàëîãî ïàðàìåòðà ðàçëîæåíèÿ âåëè÷èíû

kBT/εF ≃ kBT/µ ≪ 1 âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì.

Â ïðèáëèæåíèè êâàäðàòè÷íîãî çàêîíà äèñïåðñèè ε(k) ∼ k2, êîã-
äà ïëîòíîñòü ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ρ(ε) õàðàêòåðèçóåòñÿ âû-

ðàæåíèåì (4.64), â ñîîòíîøåíèÿ (4.63) è (4.67) âõîäÿò èíòåãðàëû

âèäà (ñ α = 1/2 äëÿ Ne è α = 3/2 äëÿ Ee)

I =

∞
∫

0

εαn̄(ε)dε, (4.69)

êîòîðûå áóäó÷è ïðîèíòåãðèðîâàíû ïî ÷àñòÿì ïðèíèìàþò âèä:

I = n̄(ε)
εα+1

(α + 1)

∣

∣

∣

∣

∞

0

− 1

(α+ 1)

∞
∫

0

εα+1 ∂n̄

∂ε
dε. (4.70)

Ïðè ïîäñòàíîâêå ïðåäåëîâ ïåðâîå ñëàãàåìîå îáðàùàåòñÿ â íóëü,
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â ðåçóëüòàòå

I =
1

kBT (α+ 1)

∞
∫

0

εα+1 e
ε−µ
kBT

(

e
ε−µ
kBT + 1

)2
dε,

∂n̄

∂ε
=− 1

kBT

e
ε−µ
kBT

(

e
ε−µ
kBT + 1

)2
= − 1

kBT
n̄(ε)(1 − n̄(ε))

(4.71)

- ýòà �óíêöèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü â óçêîé îáëàñòè ýíåðãèé

âáëèçè ýíåðãèè Ôåðìè, øèðèíà êîòîðîé ïîðÿäêà kBT , êðîìå òî-
ãî, ∂n̄/∂ε - ÷åòíàÿ �óíêöèÿ àðãóìåíòà.

Ââåäåì ïåðåìåííóþ x = (ε− µ)/kBT , òîãäà

I =
1

(α+ 1)

−µ
kBT
∫

0

(µ+ kBTx)
α+1 ex

(

ex + 1
)2 dx. (4.72)

Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì îáëàñòü íèçêèõ òåìïåðàòóð, íèæíèé

ïðåäåë ìîæíî çàìåíèòü íà −∞. Â òîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ, â êî-

òîðîé ∂n̄/∂ε èìååò çíà÷åíèå îòëè÷íîå îò íóëÿ, òî åñòü ïðè ε ≈ µ,
âåëè÷èíà x âåñüìà ìàëà, à ïîòîìó âåëè÷èíó (µ+kBTx)

α+1
ìîæíî

ðàçëîæèòü â ðÿä ïî x:

(µ+kBTx)
α+1 = µα+1

{

1 + (α+ 1)
kBTx

µ
+

(α+ 1)α

2

(

kBT

µ

)2

x2

}

.

(4.73)

Òàê êàê ex/(ex + 1)2 - ÷åòíàÿ �óíêöèÿ x, òî âêëàä â èíòåãðàë

∞
∫

−∞
{ · · · }dx äàþò òîëüêî ÷åòíûå ñòåïåíè ïî x â ðàçëîæåíèè.

Äëÿ ïåðâîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ 2
∞
∫

0

ex

(ex+1)2 dx = − 2
ex+1

∣

∣

∣

∣

∞

0

= 1,

äëÿ 2n-ãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàë (áåðåì ïî ÷àñ-

òÿì)

2

∞
∫

0

x2n
ex

(

ex + 1
)2 dx = 2 ·2n

∞
∫

0

x2n−1

ex + 1
= 2(22n−1−1)π2nBn, (4.74)

ãäå Bn - õîðîøî èçâåñòíûå è òàáóëèðîâàííûå ÷èñëà Áåðíóëëè:

B1 = 1/6, B2 = 1/30, B3 = 1/42, B4 = 1/30, · · · . Ó÷èòûâàÿ òîëüêî
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ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæå-

íèå äëÿ èíòåãðàëà:

I =
µα+1

(α+ 1)
+
µα−1α(kBT )2π2

6
+
µα−3α(α− 1)(α− 2)(kBT )

4

12

7π4

30
.

(4.75)

Èñïîëüçóÿ ýòîò èíòåãðàë ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî

÷èñëà ýëåêòðîíîâ

Ne =
8π

√
2V m∗3/2

(2π~)3

∞
∫

0

ε1/2dε

e
ε−µ
kT + 1

=

=
8π

√
2V m∗3/2

(2π~)3

{

2µ3/2

3

[

1 +
π2

8

(

kBT

µ

)2

+ · · ·
]

}

,

(4.76)

èëè

µ0 = µ3/2

[

1 +
π2

8

(

kBT

µ

)2

+ · · ·
]

, (4.77)

ãäå µ0 = εF . Ïîëàãàÿ â ÷ëåíå ïðîïîðöèîíàëüíîì (kT/µ)2 µ ≈ µ0,

íàõîäèì òåìïåðàòóðíóþ ïîïðàâêó ê õèìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó â

âèäå

µ = µ0

[

1− π2

12

(

kBT

µ0

)2

+ · · ·
]

,

òî åñòü

µ = εF

[

1− π2

12

(

kBT

εF

)2

+ · · ·
]

(4.78)

- çàâèñèìîñòü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà îò òåìïåðàòóðû è ïëîò-

íîñòè ÷àñòèö.

Äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè ýëåêòðîííîãî ãàçà àíàëîãè÷íûì îá-

ðàçîì òîëüêî ïðè α = 3/2 ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæå-
íèå

Ee =
3

5
NeεF

( µ

µ0

)5/2[
1 +

5π2

8

(kBT

µ

)2
+ · · ·

]

, (4.79)

è èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ µ, ïîëó÷àåì

Ee =
3

5
NeεF

[

1 +
5π2

12

(kBT

εF

)2
+ · · ·

]

. (4.80)

140



Îòñþäà ìîæíî íàéòè òåïëîåìêîñòü �åðìè-ãàçà

CV =
NekBπ

2

2

kBT

εF
(4.81)

 ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ òåïëîåìêîñòè îò òåìïåðàòóðû âáëèçè

T = 0, õàðàêòåðíîé äëÿ ýëåêòðîííîãî ãàçà.

Òèïè÷íûå ïîðÿäêè âåëè÷èíû òåìïåðàòóðû âûðîæäåíèÿ TF
äëÿ ýëåêòðîííîãî ãàçà äëÿ òèïè÷íûõ ìåòàëëîâ Li - TF = 4.84×
×104 K, Na - TF = 3.3 · 104 K, Cu - TF = 8.2 · 104 K, Ag -

TF = 6.4 · 104 K, Au - TF = 6.4 · 104 K. Âèäíî, ÷òî TF íà-

ñòîëüêî âûñîêà, ÷òî ýëåêòðîííûé ãàç ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûðîæ-

äåííûì äàæå ïðè êîìíàòíûõ òåìïåðàòóðàõ è âûøå. Ýëåêòðîí-

íàÿ òåïëîåìêîñòü äëÿ ìåòàëëîâ åñòü âåëè÷èíà CV ∼ 10−4Nek
2
BT ,

ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ îïûòíûìè äàííûìè âåñüìà ìàëà, è

ïðè íîðìàëüíîé òåìïåðàòóðå ñîñòàâëÿåò íåèçìåðèìî ìàëóþ äî-

ëþ òåïëîåìêîñòè êðèñòàëëà. Îäíàêî, õîòÿ ýëåêòðîííàÿ òåïëîåì-

êîñòü ñóùåñòâåííî ìåíüøå êëàññè÷åñêîé òåïëîåìêîñòè ðåøåòêè

CV = 3NkB, îíà äàæå ñòàíîâèòñÿ áîëüøå ðåøåòî÷íîé òåïëîåì-

êîñòè ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ T < 10 K, òàê êàê â
ýòîé îáëàñòè CV ðåø ∼ T 3

, à CV ýë ∼ T .

Ìîäåëü èäåàëüíîãî �åðìè-ãàçà òàê õîðîøî îïèñûâàåò ýëåê-

òðîíû â ìåòàëëàõ, ÷òî äàæå âûçûâàåò âîïðîñû, òàê êàê èçâåñòíî,

÷òî ýëåêòðîíû êàê çàðÿæåííûå êâàçè÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò

äðóã ñ äðóãîì ïîñðåäñòâîì êóëîíîâñêèõ ñèë, áëàãîäàðÿ ÷åìó ãàç

äîëæåí áûòü ñèëüíî íåèäåàëüíûì. Îòâåò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíû îêðóæàþò äðóã äðóãà ïîëÿ-

ðèçàöèîííûìè îáëàêàìè, êîòîðûå ýêðàíèðóþò êóëîíîâñêîå âçàè-

ìîäåéñòâèå. Â ðåçóëüòàòå ñâîéñòâà ìåòàëëîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïî÷òè

íåçàâèñèìûìè "êâàçè÷àñòèöàìè" - ýëåêòðîíàìè. Â ãëàâå 4 äàí-

íîé êíèãè áûëè ââåäåíû òàêèå êîëëåêòèâíûå ÿâëåíèÿ ýëåêòðîí-

íîãî ãàçà - ïëàçìåííûå êîëåáàíèÿ, ó÷åò êîòîðûõ è ïðèâîäèò ê

ýêðàíèðîâàííîìó êóëîíîâñêîìó ïîòåíöèàëó âçàèìîäåéñòâèÿ îä-

íî÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé - ýëåêòðîíîâ. Íî ïîñêîëüêó ïëàçìåí-

íûå êîëåáàíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ áîëüøèìè ýíåðãèÿìè, îíè íå

ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè îáû÷íûõ òåìïåðàòóðàõ.
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4.8.2. Ñòàòèñòèêà ýëåêòðîíîâ â ïîëóïðîâîäíè-

êàõ è ïîëóìåòàëëàõ

Â ïîëóïðîâîäíèêàõ èñòèííàÿ ýíåðãèÿ Ôåðìè êàê ìàêñèìàëüíàÿ

ýíåðãèÿ, êîòîðóþ çàíèìàþò ýëåêòðîíû ïðè àáñîëþòíîì íóëå,

ñîâïàäàåò ñ ýíåðãèåé ïîòîëêà âàëåíòíîé çîíû. Çîíà ïðîâîäè-

ìîñòè ïðè àáñîëþòíîì íóëå íå ñîäåðæèò ýëåêòðîíîâ. Ïðè êîì-

íàòíîé òåìïåðàòóðå ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ â çîíå ïðîâîäèìîñòè

îáû÷íî ðàâíà 1011− 1015 ñì−3. Åñëè áû ýòî ÷èñëî ýëåêòðîíîâ íå

ìåíÿëîñü ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû, òî åìó ñîîòâåòñòâîâàëà

áû ýíåðãèÿ Ôåðìè, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò äíà çîíû ïðîâîäèìîñòè,

10−6−10−4 K. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå ýëåê-
òðîíû â çîíå ïðîâîäèìîñòè ïîëóïðîâîäíèêà äàëåêè îò âûðîæäå-

íèÿ.

Â ïîëóìåòàëëàõ è ñèëüíî ëåãèðîâàííûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ

ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ñîäåðæàíèÿ

ïðèìåñè îò 1018 äî 1021 ñì

−3. Ïðè Ne/V ≈ 1019 ñì

−3
ýíåð-

ãèÿ Ôåðìè εF ≃ 0, 03 ýÂ è îêàçûâàåòñÿ ñðàâíèìîé ñî ñðåäíåé

òåïëîâîé ýíåðãèåé ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå. Â ýòîì ñëó÷àå

ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëî-

æåíèå ìåæäó âûðîæäåíèåì è îòñóòñòâèåì âûðîæäåíèÿ. Ïðè

kBT < εF ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåííûìè âûðàæåíèÿìè

(4.76), (4.78), (4.80) è (4.81).

Â ìåòàëëàõ ýëåêòðîííûé ãàç âûðîæäåí óæå ïðè êîìíàòíûõ

òåìïåðàòóðàõ è åãî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ ïðàêòè÷åñêè íå çà-

âèñèò îò òåìïåðàòóðû è ñîâïàäàåò ñ ýíåðãèåé Ôåðìè. Â ïîëóìå-

òàëëàõ è ïîëóïðîâîäíèêàõ ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå âûðîæäå-

íèå íàðóøàåòñÿ è çàâèñèìîñòü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà îò òåìïå-

ðàòóðû ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé. Ïðè îòñóòñòâèè âûðîæäåíèÿ

ìíîãèå ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé, ïðåâûøàþùåé ýíåðãèþ Ôåðìè, ÷àñ-

òè÷íî çàïîëíåíû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè îòñóòñòâèè âûðîæäå-

íèÿ äëÿ ñîñòîÿíèé ñ ε≫ µ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

n̄(ε) =

(

exp
ε− µ

kBT
+ 1

)−1
≪ 1, (4.82)

èëè

exp
ε− µ

kBT
≫ 1. (4.83)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îòñóòñòâèè âûðîæäåíèÿ �óíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ n̄(ε) ïåðåõîäèò â �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà -
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Áîëüöìàíà

n̄(ε) = exp
ε− µ

kBT
. (4.84)

Ïîäñòàâèâ äàííîå âûðàæåíèå �óíêöèè n̄(ε) â èíòåãðàë äëÿ Ne

(4.63), ïîëó÷àåì

Ne = Aee
µ

kBT , Ae ≡ 2V

(

m∗kBT

2π~2

)3/2

. (4.85)

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè âûðîæäåíèÿ õèìè÷åñêèé

ïîòåíöèàë ýëåêòðîíîâ, îòñ÷èòûâàåìûé îò äíà çîíû ïðîâîäèìî-

ñòè, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

µ = kBT ln

[

4

3
√
π

(

εF
kBT

)3/2]

< 0. (4.86)

Îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ýëåêòðîíîâ ïðè

îòñóòñòâèè âûðîæäåíèÿ ìîæíî ïîíÿòü èç ïðîñòûõ êà÷åñòâåííûõ

ñîîáðàæåíèé. Ñîãëàñíî �óíêöèè n̄(ε(k)) ïðè T 6= 0 õèìè÷åñêèé
ïîòåíöèàë ðàâåí çíà÷åíèþ ε, ïðè êîòîðîì n̄(ε(k)) = 1/2. Ïðè
îòñóòñòâèè âûðîæäåíèÿ kBT ≫ εF çíà÷åíèå n̄(ε) ≪ 1 äëÿ âñåõ

ïîëîæèòåëüíûõ ε. Åñëè �îðìàëüíî ïðîäîëæèòü êðèâóþ n̄(ε) â
îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ε, òî ðàâåíñòâî n̄(ε(k)) = 1/2
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îòðèöàòåëüíîìó ε è, ñëåäîâàòåëüíî, îòðè-
öàòåëüíîìó µ.

Åñëè εg - ðàçíîñòü ýíåðãèè ìåæäó äíîì çîíû ïðîâîäèìîñòè è

ïîòîëêîì âàëåíòíîé çîíû (øèðèíà çàïðåùåííîé çîíû), òî ýíåð-

ãèÿ äûðîê εh, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò äíà çîíû ïðîâîäèìîñòè, áóäåò

îòðèöàòåëüíà:

εh(k) = −εg − εk, εk =
~
2k2

2m∗h
, (4.87)

ãäå m∗h > 0 - ý��åêòèâíàÿ ìàññà äûðêè. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
äûðîê ïî ýíåðãåòè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì âàëåíòíîé çîíû, õàðàêòå-

ðèçóåìûì çíà÷åíèÿìè k, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

n̄h(εh(k)) = 1− n̄(εh(k)) =

(

1 + exp
µ− εh(k)

kBT

)−1
. (4.88)
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Ïðè îòñóòñòâèè âûðîæäåíèÿ

n̄h(εh(k)) = exp

(

−µ+ εg + εk
kBT

)

≪ 1. (4.89)

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äûðîê â âàëåíòíîé çîíå òàê æå, êàê ïëîò-

íîñòü ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ ρ(ε) â çîíå ïðîâîäèìîñòè, îïðåäåëÿ-
åòñÿ âûðàæåíèåì

ρh(εk) =
V

2π2

(

2m∗h
~3

)3/2√
εk. (4.90)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíîå ÷èñëî äûðîê â âàëåíòíîé çîíå

Nh =

∞
∫

0

ρh(εk)n̄(εh(k))dεk = Ah exp

(

−εg + µ

kBT

)

, (4.91)

Ah = 2V

(

m∗hkBT

2π~2

)3/2

.

Â ïîëóïðîâîäíèêàõ ñ ñîáñòâåííîé ïðîâîäèìîñòüþ (òî åñòü

áåç ïðèìåñåé) óñëîâèå ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè ïðèâîäèò ê òðåáî-

âàíèþ, ÷òîáû ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â çîíå ïðîâîäèìîñòè ðàâíÿëàñü

÷èñëó äûðîê â âàëåíòíîé çîíå. Ïðèðàâíèâàÿ ïîëíîå ÷èñëî ýëåê-

òðîíîâ è ïîëíîå ÷èñëî äûðîê, íàõîäèì õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

ýëåêòðîíîâ è äûðîê â òàêîì ïîëóïðîâîäíèêå:

µ = −εg
2

+
3

4
kBT ln

(

m∗h
m∗

)

. (4.92)

Âòîðîå ñëàãàåìîå çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ïåðâîãî (ïðè íå î÷åíü âû-

ñîêèõ òåìïåðàòóðàõ), ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü

µ ≈ −εg/2. (4.93)

Èòàê, õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè è äûðîê

â âàëåíòíîé çîíå ÷èñòîãî ïîëóïðîâîäíèêà ëåæèò âáëèçè öåíòðà

çàïðåùåííîé çîíû.

Â íåêîòîðûõ êíèãàõ ïî òåîðèè òâåðäîãî òåëà (íàïðèìåð, â [98,

106℄) óðîâåíü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íàçûâàþò óðîâíåì Ôåð-

ìè. Ýòî íàçâàíèå ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íåóäà÷íûì. Îáû÷íî óðîâíåì
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Ôåðìè íàçûâàþò ðåàëüíîå îäíîýëåêòðîííîå ñîñòîÿíèå, êîòîðûì

çàêàí÷èâàåòñÿ çàïîëíåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ïðè àáñî-

ëþòíîì íóëå. Â ÷èñòîì ïîëóïðîâîäíèêå óðîâåíü Ôåðìè ñîâïà-

äàåò ñ ïîòîëêîì âàëåíòíîé çîíû. Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë íå ñî-

îòâåòñòâóåò ðåàëüíîìó óðîâíþ, - ýòî òîëüêî ïàðàìåòð �óíêöèé

ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè n̄(ε(k)) è n̄h(εh(k)). Â ñèñòåìå ýëåêòðîíîâ

ìåòàëëà îí ñîâïàäàåò ñ óðîâíåì Ôåðìè òîëüêî ïðè àáñîëþòíîì

íóëå. À ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ îí èìååò îòðèöàòåëüíîå çíà-

÷åíèå µ < 0, òî åñòü ðàñïîëîæåí â îáëàñòè çàïðåùåííûõ çíà-

÷åíèé ýíåðãèè äëÿ ýòèõ ýëåêòðîíîâ. Â ÷èñòûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ

õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïðè ìàëûõ òåìïåðàòóðàõ ïðîõîäèò âáëè-

çè öåíòðà çàïðåùåííûõ ýíåðãèé ìåæäó âàëåíòíîé çîíîé è çîíîé

ïðîâîäèìîñòè.

Ïîäñòàâèâ �îðìóëó ñâÿçè ìåæäó õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì è

ýíåðãèåé Ôåðìè â �îðìóëû ïîëíîãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ è ïîëíîãî

÷èñëà äûðîê, íàõîäèì ÷èñëî ýëåêòðîíîâ è äûðîê â ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ çîíàõ

Ne = Nh = 2V

(

m∗hm
∗
e

4π2~4

)3/2

(kBT )
3/2 exp

(

− εg
2kBT

)

. (4.94)

Îïðåäåëèì ïîëîæåíèå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â ïîëóïðîâîäíè-

êå, ñîäåðæàùåì â çàïðåùåííîé çîíå äèñêðåòíûå óðîâíè ïðèìåñ-

íûõ àòîìîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèìåñíûå àòîìû îáðàçóþò â

êðèñòàëëå äîíîðíûå óðîâíè ýíåðãèè εd, ðàñïîëîæåííûå ïîä äíîì
çîíû ïðîâîäèìîñòè íà íåáîëüøîì ðàññòîÿíèè εd < εg. Â òàêîì

ïîëóïðîâîäíèêå ýëåêòðîíû â çîíå ïðîâîäèìîñòè ïîÿâëÿþòñÿ ïî

äâóì ïðè÷èíàì: çà ñ÷åò ïåðåáðîñîâ ñ äîíîðíûõ óðîâíåé è çà ñ÷åò

ïåðåáðîñîâ èç âàëåíòíîé çîíû.

Èç óñëîâèÿ ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè êðèñòàëëà ÷èñëî ýëåêòðî-

íîâ Ne â çîíå ïðîâîäèìîñòè äîëæíî ðàâíÿòüñÿ ÷èñëó äûðîê Nd

â âàëåíòíîé çîíå ïëþñ ÷èñëî nd îäíîêðàòíî èîíèçîâàííûõ ïðè-

ìåñíûõ àòîìîâ, òî åñòü

Ne = Nh + nd. (4.95)

Åñëè N
(0)
d - ÷èñëî ýëåêòðîíîâ íà ïðèìåñíûõ àòîìàõ ïðè àáñîëþò-

íîì íóëå, òîãäà ïðè òåìïåðàòóðå T ñîãëàñíî �óíêöèè ðàñïðåäå-
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ëåíèÿ Ôåðìè íà íèõ îñòàíåòñÿ ýëåêòðîíîâ

Nd = N
(0)
d n̄(−εd) =

N
(0)
d

1 + exp

(

− εd+µ
kBT

) . (4.96)

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ïåðåøåäøèõ â çîíó ïðîâîäèìîñòè ýëåêòðî-

íîâ ðàâíî

nd = Nd −N
(0)
d = N

(0)
d

[

1 + exp
µ+ εd
kBT

]−1
. (4.97)

Çàìåíèâ çíà÷åíèÿ â

Ne = Nh + nd

ñîîòâåòñòâóþùèìè �îðìóëàìè, ïîëó÷èì òðàíñöåíäåíòíîå óðàâ-

íåíèå, îïðåäåëÿþùåå õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

Ae exp
µ

kBT
= Ah exp

(

−µ+ εg
kBT

)

+N
(0)
d

[

1 + exp
µ+ εd
kBT

]−1
.

(4.98)

Åñëè òåìïåðàòóðà êðèñòàëëà íåäîñòàòî÷íà äëÿ ïåðåáðîñà ýëåê-

òðîíîâ èç âàëåíòíîé çîíû â çîíó ïðîâîäèìîñòè, òî åñòü åñëè âû-

ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

exp

(

− εg
kBT

)

≪ 1, (4.99)

òî ðàâåíñòâî Ae exp
µ

kBT çàìåíÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì óðàâíåíèåì

Ae exp
µ

kBT
= N

(0)
d

(

exp
εd + µ

kBT
+ 1

)−1
, (4.100)

êâàäðàòè÷íûì îòíîñèòåëüíî exp
(

µ
kBT

)

. �åøàÿ åãî, íàõîäèì

µ = −εd + kBT ln
1

2

(

−1 +

√

1 +
2N

(0)
d

V

(

2π~2

m∗ekBT

)3/2

exp
εd
kBT

)

.

(4.101)

Â îáëàñòè íèçêèõ òåìïåðàòóð, êîãäà âòîðîå ñëàãàåìîå ïîä

êîðíåì çíà÷èòåëüíî áîëüøå åäèíèöû, èìååì

µ = −εd
2

+ kBT ln

√

N
(0)
d

2V

(

2π~2

m∗ekBT

)3/2

. (4.102)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè T = 0 óðîâåíü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðî-
õîäèò ïîñðåäèíå ìåæäó äíîì çîíû ïðîâîäèìîñòè è äîíîðíûìè

óðîâíÿìè. Ïðè âîçðàñòàíèè òåìïåðàòóðû óðîâåíü õèìè÷åñêîãî

ïîòåíöèàëà âíà÷àëå íåìíîãî ïîäíèìàåòñÿ, à çàòåì ñ ðîñòîì T
çíà÷åíèå êîðíÿ ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå åäèíèöû è óðîâåíü õèìè÷å-

ñêîãî ïîòåíöèàëà îïóñêàåòñÿ. Êîãäà òåìïåðàòóðà T âîçðàñòàåò

íàñòîëüêî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

2N
(0)
d

V

(

2π~2

m∗ekBT

)3/2

≪ exp

(

− εd
kBT

)

, (4.103)

ìîæíî ðàçëîæèòü êâàäðàòíûé êîðåíü â ðÿä è ïîëó÷èòü â ïåðâîì

ïðèáëèæåíèè

µ ≈ kBT ln

[

N
(0)
d

2V

(

2π~2

m∗ekBT

)3/2]

. (4.104)

Âçÿâ ëîãàðè�ì îò îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà (4.103) è ó÷èòûâàÿ

ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (4.104) äëÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ìû

óáåäèìñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà âûïîëíÿåòñÿ äðóãîå

íåðàâåíñòâî

µ < −εd, (4.105)

êîòîðîå óêàçûâàåò, ÷òî â ýòèõ óñëîâèÿõ óðîâåíü õèìè÷åñêîãî ïî-

òåíöèàëà îïóñêàåòñÿ íèæå äîíîðíûõ óðîâíåé è âñå äîíîðíûå àòî-

ìû èîíèçîâàíû.

Ïðè äàëüíåéøåì ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû âñå áîëüøóþ ðîëü

íà÷èíàþò èãðàòü ïåðåõîäû ýëåêòðîíîâ èç âàëåíòíîé çîíû â çîíó

ïðîâîäèìîñòè, è äëÿ îïðåäåëåíèÿ µ íàäî ïîëüçîâàòüñÿ óðàâíå-

íèåì (4.98). Åñëè ÷èñëî ïåðåáðîñîâ ýëåêòðîíîâ èç âàëåíòíîé çî-

íû â çîíó ïðîâîäèìîñòè çíà÷èòåëüíî ïðåâûñèò ÷èñëî ïðèìåñíûõ

óðîâíåé, òî ðîëü ïîñëåäíèõ ñòàíîâèòñÿ ìàëî ñóùåñòâåííîé è õè-

ìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñòàíåò ïðèáëèæàòüñÿ ê çíà÷åíèþ, êîòîðîå

îí èìåë áû â ÷èñòîì ïîëóïðîâîäíèêå, òî åñòü ê çíà÷åíèþ

µ ≈ −εg
2
. (4.106)

Êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå óðîâíÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ ïðè

ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû â ïîëóïðîâîäíèêàõ n-òèïà óêàçàíî íà
ðèñ. 4.11.
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�èñ. 4.11. Òåìïåðàòóðíûå èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ óðîâíÿ õèìè÷åñêîãî

ïîòåíöèàëà â çîííîé ýíåðãåòè÷åñêîé ñòðóêòóðå ïîëóïðîâîäíèêà

n-òèïà

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî èññëåäîâàòü ïîëîæåíèå óðîâ-

íÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ â ïîëóïðîâîäíèêàõ p-òèïà. Òàê, â

ïîëóïðîâîäíèêå, ñîäåðæàùåì N
(0)
a àêöåïòîðíûõ óðîâíåé â ïîëî-

æåíèè −εg + εa, òî åñòü íà ðàññòîÿíèè εa ≪ εg îò ïîòîëêà âà-

ëåíòíîé çîíû, â îáëàñòè íèçêèõ òåìïåðàòóð, êîãäà ïðîâîäèìîñòü

îáóñëîâëåíà òîëüêî îáðàçîâàíèåì äûðîê â âàëåíòíîé çîíå

µ ≈ −εg +
εa
2

+ kBT ln

√

N
(0)
a

2V

(

2π~2

m∗hkBT

)3/2

. (4.107)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè T = 0 óðîâåíü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðî-
õîäèò ïîñåðåäèíå ìåæäó àêöåïòîðíûìè óðîâíÿìè è ïîòîëêîì

âàëåíòíîé çîíû. Ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû ðîëü ïåðåõîäîâ

ýëåêòðîíîâ èç âàëåíòíîé çîíû â çîíó ïðîâîäèìîñòè âîçðàñòàåò,

à ïåðåõîäû ýëåêòðîíîâ íà àêöåïòîðíûå óðîâíè ñòàíîâÿòñÿ ìå-

íåå ñóùåñòâåííûìè, òàê êàê ïîñëåäíèå ïî÷òè çàïîëíåíû. Ïðè

òåìïåðàòóðàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëíîìó çàïîëíåíèþ àêöåïòîð-

íûõ óðîâíåé ýëåêòðîíàìè, åäèíñòâåííûì ìåõàíèçìîì óâåëè÷å-

íèÿ ïðîâîäèìîñòè ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû áóäåò ïåðåõîä ýëåêòðî-

íîâ èç âàëåíòíîé çîíû â çîíó ïðîâîäèìîñòè. Â ýòèõ óñëîâèÿõ

õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñîâïàäàåò ñ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ÷è-

ñòîãî ïîëóïðîâîäíèêà.
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4.8.3. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ òåïëî-

åìêîñòè ìåòàëëîâ è âûäåëåíèå ýëåêòðîí-

íîé ñîñòàâëÿþùåé

Ïðè òåìïåðàòóðàõ ìíîãî íèæå òåìïåðàòóðû Äåáàÿ è òåì áîëåå

çíà÷èòåëüíî íèæå òåìïåðàòóðû Ôåðìè òåïëîåìêîñòü ìåòàëëîâ

ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ñóììû äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ, îäíà èç

êîòîðûõ îïèñûâàåò âêëàä ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè, à âòîðàÿ -

âêëàä ðåøåòêè

CV = αT + βT 3, (4.108)

ãäå α è β - ïàðàìåòðû, õàðàêòåðíûå äëÿ äàííîãî ìàòåðèàëà.

Â ïðèáëèæåíèè èäåàëüíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà, ñîãëàñíî âû-

ðàæåíèþ (4.81), ïàðàìåòð α = Nek
2
Bπ

2/2εF , à â ïðèáëèæåíèè Äå-
áàÿ, ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (2.81), ïàðàìåòð β = 12π4NvkB/(5T

3
D).

Ýëåêòðîííàÿ ÷àñòü òåïëîåìêîñòè ëèíåéíî çàâèñèò îò òåìïå-

ðàòóðû, ïîýòîìó îíà äîìèíèðîâàòü ìîæåò ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî

íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ. Ïîëó÷åííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ

CV óäîáíî èíòåðïðåòèðîâàòü, ñòðîÿ ãðà�èê çàâèñèìîñòè âåëè-

÷èíû CV /T îò T 2
:

CV

T
= α+ βT 2. (4.109)

Óäîáñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè ýêñïåðèìåí-

òàëüíûå òî÷êè ðàñïîëàãàþòñÿ âäîëü ïðÿìîé, íàêëîí êîòîðîé êàê

ðàç îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì β, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèÿ

ýòîé ïðÿìîé ñ îñüþ îðäèíàò äàåò íåïîñðåäñòâåííî âåëè÷èíó α.
Òàêàÿ ïðÿìàÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî äàííûì ýêñïåðèìåíòà äëÿ êàëèÿ,

ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.12. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ α (îòíåñåí-

íûå ê îäíîìó ìîëþ) äëÿ ðÿäà ìåòàëëîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 4.1.

Çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóð Äåáàÿ TD, îïðåäåëåííûå ïî èçìåðåííûì

çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà β, áûëè ïðèâåäåíû â òàáë. 2.1.

Òàáëèöà 4.1. Çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé α (ìÄæ/(ìîëü· ãðàä2)) â
âûðàæåíèè Cel = αT äëÿ ýëåêòðîííîé òåïëîåìêîñòè ìåòàëëîâ è

îòíîøåíèÿ m∗/m äëÿ íåêîòîðûõ ìåòàëëîâ.

Ìåòàëë Pb Na K Ag Cu Fe

α 2.98 1.38 2.08 0.646 0.695 4.98

m∗/m 1.97 1.26 1.25 1.00 1.38

Ìåòàëë Be Mg Zn Au Al Sn

α 0.17 1.3 0.64 0.729 1.35 1.78

m∗/m 0.34 1.3 0.85 1.14 1.48 1.26
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�èñ. 4.12. �åçóëüòàòû èçìåðåíèé òåïëîåìêîñòè êàëèÿ, ïðåäñòàâëåí-

íûå â âèäå ãðà�èêà çàâèñèìîñòè C/T îò T 2
. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà-

÷åíèÿ òåïëîåìêîñòè ïîëó÷åíû ïî äàííûì àäèàáàòè÷åñêîãî ðàçìàãíè-

÷èâàíèÿ [171℄

Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α îêàçû-

âàþòñÿ çàìåòíî îòëè÷àþùèìèñÿ îò çíà÷åíèé, ïðåäñêàçûâàåìûìè

�îðìóëîé (4.81) äëÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ. Îáû÷íî äëÿ îïèñà-

íèÿ ñòåïåíè îòêëîíåíèÿ ýëåêòðîííîé òåïëîåìêîñòè äëÿ ðåàëü-

íûõ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè â ìåòàëëå îò ìîäåëè ãàçà ñâîáîä-

íûõ ýëåêòðîíîâ ââîäÿò îòíîøåíèå ý��åêòèâíîé ìàññû ýëåêòðî-

íà m∗ ê åãî òàáëè÷íîé ìàññå m, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøå-

íèåì ýêñïåðèìåíòàëüíîãî çíà÷åíèÿ αexp ê òåîðåòè÷åñêîìó çíà-

÷åíèþ αtheor:

m∗

m
=

αexp

αtheor
. (4.110)

Ýòî ñîîòíîøåíèå âîçíèêàåò âïîëíå åñòåñòâåííî, ò.ê. â âûðàæåíèè

äëÿ αtheor ïðèñóòñòâóåò âåëè÷èíà ýíåðãèè Ôåðìè εF ∼ 1/m è,

ñëåäîâàòåëüíî, αtheor ∼ m. Çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ (4.110) òàêæå

ïðèâåäåíû â òàáë. 4.1.

Îòêëîíåíèÿ âåëè÷èíû îòíîøåíèÿ m∗/m îò åäèíèöû îáóñëîâ-

ëåíû ñëåäóþùèìè ý��åêòàìè:

1. âçàèìîäåéñòâèåì ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè ñ ïåðèîäè÷å-

ñêèì ïîòåíöèàëîì êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ñ çàêðåïëåííûìè

â óçëàõ èîíàìè;

2. ïîëÿðîííûìè ý��åêòàìè ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ïåðåíîðìèðîâêå ý��åêòèâíîé ìàññû

ýëåêòðîíà (ñì. ãëàâó 5 "Ýëåêòðîí-�îíîííîå âçàèìîäåéñòâèå");
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3. ý��åêòàìè îñòàòî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ïðî-

âîäèìîñòè ìåæäó ñîáîé, íåó÷òåííîãî â ïðèáëèæåíèè îäíîýëåê-

òðîííûõ ñîñòîÿíèé è â ïåðåíîðìèðîâêå ìàññû çà ñ÷åò ýëåêòðîí-

�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ý��åêòû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó

ýëåêòðîíàìè ìîãóò áûòü ó÷òåíû â ðàìêàõ òåîðèè �åðìè - æèä-

êîñòè Ëàíäàó [57,58, 62℄ (ñì. ïàðàãðà� 4.10).

4.9. Ìàãíåòèçì ýëåêòðîííîãî ãàçà

4.9.1. Ìàãíåòèçì ýëåêòðîííîãî ãàçà: ñëàáûå

ïîëÿ

Íàìàãíè÷åííîñòè ýëåêòðîííîãî ãàçà â ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ

ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ íåçàâèñèìûõ ÷àñòåé: èç ïàðàìàãíèòíîé íà-

ìàãíè÷åííîñòè, ñâÿçàííîé ñ ñîáñòâåííûì (ñïèíîâûì) ìàãíèòíûì

ìîìåíòîì ýëåêòðîíîâ, - ýòî òàê íàçûâàåìûé ïàðàìàãíåòèçì Ïà-

óëè (1927 ã.) [190℄; è èç äèàìàãíèòíîé íàìàãíè÷åííîñòè, ñâÿçàí-

íîé ñ êâàíòîâàíèåì îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ â ìàã-

íèòíîì ïîëå, - äèàìàãíåòèçì Ëàíäàó (1930 ã.) [163℄. �àáîòà Ïàó-

ëè î ïàðàìàãíåòèçìå ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå áûëà ïåð-

âûì ïðèìåíåíèåì êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè Ôåðìè-Äèðàêà ê ýëåê-

òðîíàì â ìåòàëëå. Îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùèå íàìàãíè÷åííî-

ñòè è ìàãíèòíûå âîñïðèèì÷èâîñòè, ïðåäïîëàãàÿ ýëåêòðîííûé ãàç

âûðîæäåííûì, òî åñòü kT ≪ εF .
Êàæäûé ýëåêòðîí èìååò ñïèí ~~s è ìàãíèòíûé ìîìåíò 2µB~s,

ãäå ~s ìîæåò èìåòü ïðîåêöèè íà îïðåäåëåííîå íàïðàâëåíèå (íà-

ïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ), ðàâíóþ +1/2 èëè −1/2, à µB =
= e~/(2mec) - ìàãíåòîí Áîðà. Â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ìàãíèòíûå ìîìåíòû ýëåêòðîíîâ âûñòðàèâàþòñÿ ïî ïîëþ è âîç-

íèêàåò ïîëíûé ìàãíèòíûé ìîìåíò. Ýòî ÿâëåíèå è íàçûâàåòñÿ

ñïèíîâûì ïàðàìàãíåòèçìîì èëè ïàðàìàãíåòèçìîì Ïàóëè. Ýíåð-

ãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà ñ ïîëåì ðàâ-

íà −µB~s ~H . Ïîýòîìó, åñëè ñïèí ýëåêòðîíà íàïðàâëåí âäîëü ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, òî åãî ýíåðãèÿ áóäåò εk −µBH , à åñëè ñïèí ïðîòè-
âîïîëîæåí ïîëþ, òî εk + µBH , ãäå k - êâàíòîâûå ÷èñëà, õàðàê-

òåðèçóþùèå ýíåðãåòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíà. Íî â �åðìè -

ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèÿ âõîäèò â êîìáèíàöèè ñ õèìè÷åñêèì ïî-

òåíöèàëîì εk −µ. Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî òîãî ÷òîáû ðàññìàòðè-

âàòü èçìåíåíèå ýíåðãèè ïîä âëèÿíèåì ïîëÿ, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
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÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë äåëàåòñÿ ðàâíûì µ+ µBH äëÿ ýëåê-

òðîíîâ ñî ñïèíîì ïî ïîëþ è µ− µBH äëÿ ýëåêòðîíîâ ñî ñïèíîì

ïðîòèâ ïîëÿ, èëè µσ = µ+ σµBH ñ σ = ±1.
Â ðàìêàõ ïðèìåíåíèÿ ê îïèñàíèþ íàìàãíè÷åííîñòè ýëåêòðîí-

íîãî ãàçà áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (êâàíòîâàÿ ñòà-

òèñòèêà èäåàëüíûõ �åðìè- è áîçå - ãàçîâ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-

÷àåì áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ) âûðàæåíèå äëÿ

óäåëüíîé íàìàãíè÷åííîñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì ñîîòíîøå-

íèé [60℄

~M = − 1

V

(

∂Ω

∂ ~H

)

T,V,µ

, (4.111)

ãäå

Ω = −kBT
∑

k,σ

ln(1 + e
µ−εk,σ
kBT ) = −kBT

∑

k,σ

(1 + e
µσ−εk
kBT ) (4.112)

- áîëüøîé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ýëåêòðîííîãî ãàçà 

ýíåðãèåé ýëåêòðîíà âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå

εk,σ =
p2k
2me

− µBHσ. (4.113)

Ìàãíèòíîå ïîëå ñíèìàåò äâóêðàòíîå âûðîæäåíèå ýëåêòðîííûõ

ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, â òî æå âðåìÿ ñóììà ïî êâàíòîâûì

ñîñòîÿíèÿì k â âûðàæåíèè (4.112) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå êàê è äëÿ
ýëåêòðîííîãî ãàçà â îòñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîýòîìó Ω çà-

ïèñûâàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü áîëüøîãî òåð-

ìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Ω0 ýëåêòðîííîãî ãàçà â îòñóòñòâèè

ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ω(µ,H) =
1

2
Ω0(µ+ µBH) +

1

2
Ω0(µ− µBH). (4.114)

Äëÿ ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé ñ µBH ≪ kBT ìîæíî ïðîâåñòè

ðàçëîæåíèå

Ω(µ,H) ≃ Ω0(µ) +
1

2
µ2
BH

2

(

∂2Ω0

∂µ2

)

T,V

. (4.115)

Òàê êàê èç îáùèõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé

(

∂Ω0

∂µ

)

T,V

= −Ne, (4.116)
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ãäå Ne - ÷èñëî ÷àñòèö â ýëåêòðîííîì ãàçå, òî ìàãíèòíàÿ âîñïðè-

èì÷èâîñòü ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä

χ =

(

∂M

∂H

)

H=0

=
µ2
B

V

(

∂Ne

∂µ

)

T,V

. (4.117)

Èñïîëüçóÿ äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè ýëåêòðîííîãî ãàçà Ne/V ñîîò-

íîøåíèå (4.76) è ïðîäè��åðåíöèðîâàâ åãî ïî õèìè÷åñêîìó ïî-

òåíöèàëó µ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ìàãíèòíîé âîñ-

ïðèèì÷èâîñòè

χ ≃ µ2
B(2m)3/2µ1/2

2π2~3

[

1− π2

24

(

kT

µ

)2]

. (4.118)

Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííóþ â (4.78) òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü äëÿ

õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äëÿ ñèëüíî âûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî

ãàçà, ïîëó÷èì, ÷òî

χ ≃ µ2
B(2m)3/2ε

1/2
F

2π2~3

[

1− π2

12

(

kT

εF

)2]

= µ2
Bg(εF )

[

1− π2

12

(

kT

εF

)2]

,

(4.119)

ãäå

g(ε) =
(2me)

3/2

2π2~3
ε1/2 (4.120)

- ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ýëåêòðîííîãî ãàçà. Äëÿ ýëåêòðîííîãî ãà-

çà â ìåòàëëàõ, ÿâëÿþùåãîñÿ ñèëüíî âûðîæäåííûì, òåìïåðàòóð-

íàÿ çàâèñèìîñòü âîñïðèèì÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìà-

ëîé, ïîýòîìó ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïàðàìàãíèòíóþ

âîñïðèèì÷èâîñòü ñ÷èòàþò íå çàâèñÿùåé îò òåìïåðàòóðû è ðàâ-

íîé

χ ≃ µ2
Bg(εF ), (4.121)

ò.å. ïðîïîðöèîíàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ íà óðîâíå

Ôåðìè.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âû÷èñëåíèþ äèàìàãíèòíîé âîñïðèèì÷è-

âîñòè. Ïðè ïîìåùåíèè ìåòàëëà â ìàãíèòíîå ïîëå èçìåíÿåòñÿ

äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ: îíè íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ ïî ñïèðàëüíûì

òðàåêòîðèÿì. Ïðè ýòîì ýëåêòðîíû ñîçäàþò äîáàâî÷íîå ìàãíèò-

íîå ïîëå, ïðîòèâîïîëîæíîå âíåøíåìó. Èíûìè ñëîâàìè, èçìåíå-

íèå îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ ïîä âëèÿíèåì âíåøíåãî

ïîëÿ ïðèâîäèò ê äèàìàãíèòíîìó ý��åêòó.
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò ý��åêò èìååò êâàíòîâóþ ïðèðî-

äó è îòñóòñòâóåò â êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Äåéñòâèòåëüíî,

ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå â ìàãíèòíîì ïîëå èìïóëüñ ýëåê-

òðîíà ~p çàìåíÿåòñÿ íà îáîáùåííûé èìïóëüñ, ðàâíûé ~P = ~p− e
c
~A,

ãäå

~A - âåêòîðíûé ïîòåíöèàë. Ôóíêöèÿ �àìèëüòîíà ïðè ýòîì

ïðèíèìàåò âèä H =
Ne
∑

i=1

1
2m (~pi − e

c
~Ai)

2
. Îäíàêî òåðìîäèíàìè-

÷åñêèå âåëè÷èíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðàëû ïî �àçîâîìó

ïðîñòðàíñòâó, ïîýòîìó ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî èìïóëüñàì ~pi ìû
ìîæåì ïåðåéòè ê íîâûì ïåðåìåííûì èíòåãðèðîâàíèÿ

~Pi = ~pi−
− e

c
~Ai. Ïðè ýòîì èíòåãðàëû, à ñëåäîâàòåëüíî, è òåðìîäèíàìè÷å-

ñêèå �óíêöèè ïðèîáðåòóò òîò æå âèä, ÷òî è â îòñóòñòâèå ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè äèàìàãíåòèçì èìååò ìåñòî è ÿâëÿåòñÿ ðå-

çóëüòàòîì êâàíòîâàíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì

ïîëå. Èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè èçâåñòíî [59℄, ÷òî óðîâíè ýíåðãèè

ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå H = Hz , Hx = Hy = 0
ðàâíû

εn,pz
=

p2z
2m

+ ~ωc(n+
1

2
), (4.122)

ãäå n = 0, 1, 2, ..- êâàíòîâîå ÷èñëî ìàãíèòíîãî îñöèëëÿòîðà,pz -

èìïóëüñ ýëåêòðîíà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ, ïðèíèìàþùèé íåïðå-

ðûâíûé ðÿä çíà÷åíèé îò −∞ äî +∞, ωc = eH/(mc) = 2µBH/~ -
öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïîëÿ

~H(0, 0, H) êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî

ïîòåíöèàëà õàðàêòåðèçóþòñÿ çíà÷åíèÿìè

~A(0, xH, 0), è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå ðàâíà

ε =
p2z
2m

+
p2x
2m

+
(py − exH/c)2

2m
=

p2z
2m

+
p2x
2m

+
mω2

c

2
(x−x0)2, (4.123)

â êîòîðîé ñóììà âòîðîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ õàðàêòåðèçóåò

ýíåðãèþ ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé ωc

è ïîëîæåíèåì öåíòðà îñöèëëÿòîðà x0 = cpy/eH . Êâàíòîâàíèå
ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ýíåðãèè ýëåêòðîíà è ïðèâîäèò ê âûðà-

æåíèþ (4.122).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âêëþ÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ êâàçèíåïðå-

ðûâíûé ñïåêòð ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíà áåç ïîëÿ

ïðåâðàùàåòñÿ â ýêâèäèñòàíòíûé ñïåêòð èç óðîâíåé Ëàíäàó ñ ðàñ-

ñòîÿíèåì ìåæäó óðîâíÿìè ðàâíûì ~ωc ∼ H . Äàííûå óðîâíè ÿâ-
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ëÿþòñÿ ìíîãîêðàòíî âûðîæäåííûìè. Ïðè ýòîì ÷èñëî ñîñòîÿíèé

â èíòåðâàëå dpz ïðè êàæäîì çàäàííîì çíà÷åíèè n ðàâíî [163℄

2
V eH

(2π~)2c
dpz, (4.124)

ãäå ìíîæèòåëü 2 ó÷èòûâàåò äâà íàïðàâëåíèÿ ñïèíà (dΓ = 2 dydz
(2π~)2

dpydpz = 2 dV eH
(2π~)2cdpz ñ ó÷åòîì, ÷òî èç âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëîæåíèÿ

öåíòðà îñöèëëÿòîðà x0 ñëåäóåò dpy = eH
c dx).

Âû÷èñëèì áîëüøîé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ω äëÿ ýëåê-

òðîíîâ â ïîëå:

Ω = −kBT
∞
∑

n=0

2
V eH

(2π~)2c

+∞
∫

−∞

dpz ln

(

1 + e
µ−εn,pz

kBT

)

, (4.125)

êîòîðûé ïåðåïèøåì â âèäå

Ω = 2µBH

∞
∑

n=0

f

[

µ−
(

n+
1

2

)

2µBH

]

, (4.126)

ãäå ââåäåíà �óíêöèÿ

f = −kBTmV
2π2~3

∞
∫

−∞

ln

[

1 + exp

(

µ

kT
− p2z

2m

)]

dpz . (4.127)

Ïðèìåíèì ê ñóììèðîâàíèþ ðÿäà â (4.126) �îðìóëó ñóììèðîâà-

íèÿ Ýéëåðà - Ìàêëîðåíà:

∞
∑

n=0

f

(

n+
1

2

)

≃
∞
∫

0

f(x)dx +
1

24
f ′(0). (4.128)

Óñëîâèå åå ïðèìåíèìîñòè ñîñòîèò â ìàëîñòè îòíîñèòåëüíîãî èç-

ìåíåíèÿ �óíêöèè f íà îäíîì øàãå n → n + 1. Â íàøåì ñëó÷àå

ýòî ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ µBH ≪ kBT .

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ äàííîé �îðìóëû ñóììèðîâàíèÿ ê

ñîîòíîøåíèþ (4.126) ïîëó÷èì äëÿ áîëüøîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî
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ïîòåíöèàëà Ω ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

Ω =2µBH

∞
∫

0

f(µ− 2µBHx)dx+
2µBH

24

∂f(µ− 2xµBH)

∂x |x=0
=

=

µ
∫

−∞

f(y)dy − (2µBH)2

24

∂f(µ)

∂µ
= Ω0(µ)−

1

6
µ2
BH

2 ∂
2Ω0(µ)

∂µ2
.

(4.129)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå çäåñü íå ñîäåðæèò çàâèñèìîñòè îò ïîëÿ H è

ñâîäèòñÿ ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó Ω0(µ) â îòñóòñòâèå
ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì,

Ω = Ω0(µ)−
1

6
µ2
BH

2 ∂
2Ω0(µ)

∂µ2
, (4.130)

îòêóäà, êàê è â ñëó÷àå ïàðàìàãíåòèçìà, íàõîäèì äèàìàãíèòíóþ

ñîñòàâëÿþùóþ âîñïðèèì÷èâîñòè â âèäå

χdiam = − 1

V

∂2Ω

∂H2
=
µ2
B

3V

∂2Ω0

∂µ2
≃ −µ

2
B

3
g(εF )

[

1− π2

12

(

kBT

εF

)2]

.

(4.131)

Ñëåäîâàòåëüíî, äèàìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü

χdiam ≃ −µ
2
B

3
g(εF ) = −1

3
χpar. (4.132)

Òî åñòü äëÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà äèàìàãíèòíàÿ âîñïðè-

èì÷èâîñòü êîìïåíñèðóåò ëèøü 1/3 ÷àñòü ïàðàìàãíèòíîé âîñïðè-
èì÷èâîñòè. Â öåëîì, âûðîæäåííûé ýëåêòðîííûé ãàç îêàçûâàåòñÿ

ïàðàìàãíèòíûì è åãî ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ðàâíà

χ = χpar + χdiam =
2

3
χpar. (4.133)

Íî íà ñàìîì äåëå â ïðèðîäå ñóùåñòâóåò ìíîãî äèàìàãíèòíûõ

ìåòàëëîâ. Êà÷åñòâåííî ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì �àêòîì, ÷òî

ýëåêòðîííûé ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ìåòàëëà îòëè÷àåòñÿ îò ñïåê-

òðà èäåàëüíîãî ãàçà. Êðèñòàëëè÷åñêîå ïîëå ïðèâîäèò ê ïåðåîïðå-

äåëåíèþ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ýëåêòðîíà, êîòîðîå â ïðîñòåé-

øåì ñëó÷àå - èçîòðîïíîãî ñïåêòðà εk = ~
2k2/2m∗ ïðèâîäèò ê ïå-

ðåîïðåäåëåíèþ ìàññû ýëåêòðîíà me íà ý��åêòèâíóþ ìàññó m∗.
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Òî åñòü â ÿâëåíèÿõ ïåðåíîñà çàðÿäà ýëåêòðîí õàðàêòåðèçóåòñÿ

m∗. B ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà µB, âõîäÿùàÿ â χpar è χdiam, ðàçëè-

÷àþòñÿ. Â χpar µB - áîðîâñêèé ìàãíåòîí ñîäåðæèò me ìàññó ñâî-

áîäíîãî ýëåêòðîíà. À χdiam ñîäåðæèò ïàðàìåòð µB , ñâÿçàííûé

ñ îðáèòàëüíûì äâèæåíèåì ýëåêòðîíà, òî åñòü µB = e~/(2m∗c).
Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé g(εF ) òàêæå ñîäåðæèò m

∗
. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî

χdiam

χpar
=

1

3

(

me

m∗

)2

(4.134)

è ýòà âåëè÷èíà ìîæåò áûòü áîëüøå åäèíèöû.

Êîíå÷íî, ýòî ëèøü ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,

ðàññ÷èòàòü äèàìàãíåòèçì òðóäíî, òàê êàê â íåãî äàþò âêëàä òàê-

æå âèðòóàëüíûå ïåðåõîäû èç ãëóáîêèõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â

çîíó ïðîâîäèìîñòè (ïîëÿðèçàöèîííûå ý��åêòû).

Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ìû îãðà-

íè÷èëèñü ÷ëåíàìè ïðîïîðöèîíàëüíûìè

(

µBH
µ

)2

. Ïðè áîëåå ñèëü-

íûõ ïîëÿõ, åñëè èñêàòü ñëåäóþùóþ ïîïðàâêó, òî ìîæíî óâèäåòü,

÷òî îíà áûñòðî îñöèëëèðóåò ñ óâåëè÷åíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ è

ïîýòîìó íàìàãíè÷åííîñòü ñèñòåìû ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåì-

ïåðàòóðàõ kBT ≤ µBH ≪ µ ìîæåò ïðåâçîéòè ìîíîòîííóþ ÷àñòü

ìàãíèòíîãî ìîìåíòà. Ýòî ÿâëåíèå áûëî òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêà-

çàíî Ëàíäàó (1939 ã.) [164℄ è îòêðûòî íà îïûòå äå �ààçîì è âàí

Àëü�åíîì (1930) [144℄. Îíî ïîëó÷èëî íàçâàíèå ý��åêòà äå �ààçà

- âàí Àëü�åíà.

4.9.2. Ìàãíåòèçì ýëåêòðîííîãî ãàçà: ñèëüíûå

ïîëÿ

�àññìîòðèì òåïåðü ïîëÿ, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå µBH , ìàëîå ïî
ñðàâíåíèþ ñ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì µ, óæå íå äîëæíî áûòü

ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ òåïëîâîé ýíåðãèåé kBT :

kBT . µBH ≪ µ. (4.135)

Â ýòèõ óñëîâèÿõ ý��åêòû êâàíòîâàíèÿ îðáèòàëüíîãî äâè-

æåíèÿ è ñïèíîâûå ý��åêòû óæå íå ìîãóò áûòü îòäåëåíû äðóã

îò äðóãà è äîëæíû ó÷èòûâàòüñÿ îäíîâðåìåííî; äðóãèìè ñëîâà-

ìè, ïðè âû÷èñëåíèè Ω íàäî èñõîäèòü èç âûðàæåíèÿ, ïîäîáíîãî
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(4.125), íî ñ ó÷åòîì â ýíåðãèè ýëåêòðîíà ñïèíîâîé ìàãíèòíîé

ýíåðãèè σµBH , êîãäà

εn,pz,σ =
p2z
2m

+ (2n+ 1)µBH + σµBH. (4.136)

Ýòó ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé εn,pz,σ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

εn,pz
=

p2z
2m

+ 2nµBH n = 0, 1, 2, ..., (4.137)

ïðè÷åì êàæäîå çíà÷åíèå ñ n 6= 0 âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû, à ñ n = 0
îäèí ðàç; äðóãèìè ñëîâàìè, ïëîòíîñòü ÷èñëà ñîñòîÿíèé ñ n 6= 0
äàåòñÿ òîé æå �îðìóëîé (4.124), à äëÿ n = 0 îíà âäâîå ìåíü-

øå. Áîëüøîé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ω îïðåäåëèòñÿ òî-

ãäà ñóììîé

Ω = 2µBH

{

1

2
f(µ) +

∞
∑

n=1

f(µ− 2µBHn)

}

(4.138)

ñ �óíêöèåé f , îïðåäåëÿåìîé âûðàæåíèåì (4.127). Ìû óâèäèì,

÷òî íàìàãíè÷åííîñòü ýëåêòðîííîãî ãàçà ïðè µBH & kBT ñîäåð-

æèò ÷àñòü, êîòîðàÿ, êàê �óíêöèÿ H , îñöèëëèðóåò ñ áîëüøîé àì-
ïëèòóäîé; èìåííî ýòà îñöèëëèðóþùàÿ ÷àñòü íàìàãíè÷åííîñòè è

áóäåò èíòåðåñîâàòü íàñ çäåñü.

Äëÿ âûäåëåíèÿ èç òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí èõ îñöèëëè-

ðóþùèõ ÷àñòåé öåëåñîîáðàçíî ïðåîáðàçîâàòü ñóììó (4.138) ñ ïî-

ìîùüþ �îðìóëû Ïóàññîíà:

1

2
F (0) +

∞
∑

n=1

F (n) =

∞
∫

0

F (x)dx+ 2Re

∞
∑

k=1

∞
∫

0

F (x)e2πikxdx, (4.139)

ïîñëå ÷åãî îíà ïðèíèìàåò âèä

Ω = Ω0(µ) +
kBTmV

π2~3
Re

∞
∑

k=1

Ik, (4.140)

ãäå

Ik = −2µBH

∞
∫

−∞

∞
∫

0

ln

[

1 + exp

(

µ− p2z/2m− 2xµBH

kBT

)]

e2πikxdxdpz ,

(4.141)
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à Ω0(µ) - òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë â îòñóòñòâèå ïîëÿ.

Ïðîèçâåäåì â èíòåãðàëàõ Ik çàìåíó ïåðåìåííîé x íà ε =
p2
z

2m+
+2xµBH â èíòåðåñóþùåé íàñ îñöèëëèðóþùåé ÷àñòè èíòåãðàëîâ

(êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĩk). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Ĩk = −
∞
∫

−∞

∞
∫

p2z
2m

ln

(

1 + e
µ−ε
kBT

)

exp

(

iπkε

µBH

)

exp

(

− iπkp2z
2mµBH

)

dεdpz.

(4.142)

Â èíòåãðàëå ïî pz ñóùåñòâåííû çíà÷åíèÿ

p2
z

2m ∼ µBH . Îñöèë-
ëèðóþùàÿ æå ÷àñòü èíòåãðàëà âîçíèêàåò îò îáëàñòè çíà÷åíèé ε
âáëèçè µ; ïîýòîìó íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ε ìîæåò
áûòü çàìåíåí íóëåì (âìåñòî p2z/2m).

Òîãäà èíòåãðèðîâàíèå ïî pz îñóùåñòâëÿåòñÿ è çàäàåòñÿ �îð-
ìóëîé

∞
∫

−∞

e−iαp
2

dp = e−
iπ
4

√

π

α
, (4.143)

ïîñëå ÷åãî îñòàåòñÿ

Ĩk = −e− iπ
4

√

2mµBH

k

∞
∫

0

ln

(

1 + e
µ−ε
kBT

)

e
iπkε
µBH dε. (4.144)

Â ýòîì èíòåãðàëå ïðîèçâîäèì äâàæäû èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷à-

ñòÿì, à â îñòàþùåìñÿ èíòåãðàëå ïðîèçâîäèì çàìåíó ïåðåìåííîé

ε−µ
kBT = ξ. Îïóñòèâ íåîñöèëëèðóþùóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì

Ĩk =

√
2m(µBH)5/2

kBTπ2k5/2
exp

(

iπkµ

µBH
− iπ

4

)

×

×
∞
∫

−µ/(kBT )

eξ

(eξ + 1)2
exp

(

iπkBT

µBH
ξ

)

dξ.

(4.145)

Íèæíèé ïðåäåë èíòåãðàëà ïî ξ, ðàâíûé −µ/kBT , â ñèëó óñëîâèÿ
µ ≫ kBT ìîæåò áûòü çàìåíåí íà −∞. Ïðè µBH & kBT îïðåäå-

ëÿþùóþ ðîëü â èíòåãðàëå èãðàåò îáëàñòü ξ ∼ 1, òî åñòü îêðåñò-
íîñòü çíà÷åíèé ε âîêðóã µ (ε−µ ∼ kBT ). Èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ
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ïî �îðìóëå

∞
∫

−∞

eξ

(eξ + 1)2
eiαξdξ =

πα

sinhπα
. (4.146)

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ îñöèëëèðóþùåé ÷àñòè Ω̃ íàõîäèì

Ω̃ =

√
2(mµBH)3/2kBTV

π2~3

∞
∑

k=1

cos

(

πµ
µBH k − π

4

)

k3/2 sinh

(

π2kBT
µBH

) . (4.147)

Ïðè âû÷èñëåíèè íàìàãíè÷åííîñòè êàê ïðîèçâîäíîé îò òåð-

ìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äè��åðåíöèðîâàíèþ äîëæíû ïîä-

âåðãàòüñÿ ëèøü íàèáîëåå áûñòðî ìåíÿþùèåñÿ ìíîæèòåëè - êîñè-

íóñû â ÷èñëèòåëÿõ ÷ëåíîâ ñóììû. Ýòî äàåò

M̃ = −
√
2µBm

3/2µkBTV

π~3
√
H

∞
∑

k=1

sin

(

πµ
µBH k − π

4

)

√
k sinh

(

π2kBT
µBH

)
(4.148)

(Ë. Ä. Ëàíäàó, 1939) [164℄. Ýòà �óíêöèÿ îñöèëëèðóåò ñ áîëüøîé

÷àñòîòîé. Åå "ïåðèîä" ïî ïåðåìåííîé 1/H åñòü ïîñòîÿííàÿ âåëè-

÷èíà

Tosc

(

1

H

)

=
2µB

µ
, (4.149)

íå çàâèñÿùàÿ îò òåìïåðàòóðû.

Ïðè ýòîì Tosc(1/H)H ∼ µBH/µ ≪ 1, ò.å. îñöèëëÿöèè ïðîèñ-

õîäÿò ñ áîëüøîé "÷àñòîòîé". Òàêèå îñöèëëÿöèè íàìàãíè÷åííîñòè

è âîñïðèèì÷èâîñòè â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ íàáëþäàþòñÿ â

ìåòàëëàõ ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ è "÷èñòûõ" îá-

ðàçöàõ è íàçûâàþòñÿ ý��åêòîì äå �ààçà - âàí Àëü�åíà.

Ïðè µBH ∼ kBT àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé íàìàãíè÷åííîñòè

M̃ ∼ V µH1/2(mµB)
3/2/~3.

"Ìîíîòîííàÿ" æå ÷àñòü íàìàãíè÷åííîñòè (îáîçíà÷èì åå M̄),

îïðåäåëÿåìàÿ ïî âû÷èñëåííîé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å âîñïðè-

èì÷èâîñòè,

M̄ ∼ V µ1/2Hm3/2µ2
B/~

3.
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�èñ. 4.13. Ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ îðáèò è ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ èì ýêñòðåìàëüíûõ ñå÷åíèé ïîâåðõíîñòè Ôåðìè äëÿ äâóõ âçàèìíî

ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèé âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

~H1 è
~H2

Ïîýòîìó

M̃

M̄
∼
(

µ

µBH

)1/2

(4.150)

è àìïëèòóäà îñöèëëèðóþùåé ÷àñòè âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîíî-

òîííîé. Íàïðîòèâ, ïðè µBH ≪ kBT ýòà àìïëèòóäà ýêñïîíåíöè-

àëüíî óáûâàåò

M̃ ∼ e
−π2kBT

µBH
(4.151)

è ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé.

Âûðàæåíèå äëÿ ïåðèîäà îñöèëëÿöèé ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëå-

äóþùåì âèäå

Tosc

(

1

H

)

=
e~

mcεF
=

2e~

cp2F
=

2πe~

cSF
, (4.152)

ãäå SF = πp2F - ïëîùàäü ýêñòðåìàëüíîãî (ìàêñèìàëüíîãî) ñå÷å-

íèÿ äëÿ ñ�åðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Ôåðìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàí-
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�èñ. 4.14. Îñöèëëÿöèè äå �ààçà - âàí Àëü�åíà (à) â ðåíèè è (á) â

ñåðåáðå

íîå âûðàæåíèå ïðèìåíèìî è ê ìåòàëëàì ñ ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõ-

íîñòüþ Ôåðìè, åñëè ïîä SF ïîíèìàòü ïëîùàäü ëþáîãî ýêñòðå-

ìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè Ôåðìè [64, 189℄. Íåêîòîðûå ýêñ-

òðåìàëüíûå ñå÷åíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.13. Ïîñêîëüêó òàêèõ ñå-

÷åíèé ó ðåàëüíîé ïîâåðõíîñòè Ôåðìè ìîæåò áûòü íåñêîëüêî,

âîçíèêàåò è íåñêîëüêî ïåðèîäîâ îñöèëëÿöèé (ðèñ. 4.14). Ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ òàêèõ îñöèëëÿöèé ïîçâîëÿþò íàõî-

äèòü ýêñòðåìàëüíûå ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè Ôåðìè ðåàëüíîãî ìå-

òàëëà è óñòàíîâèòü òàêèì îáðàçîì åå òîïîëîãèþ.

Ý��åêò äå �ààçà - âàí Àëü�åíà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì â öåëîì

ðÿäó îñöèëëÿöèîííûõ ÿâëåíèé â ìåòàëëàõ, íàõîäÿùèõñÿ â êâàí-

òóþùåì ìàãíèòíîì ïîëå ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ. Óïîìÿíåì,

íàïðèìåð, àíàëîãè÷íûå îñöèëëÿöèè ýëåêòðîñîïðîòèâëåíèÿ ìå-

òàëëîâ (ý��åêò Øóáíèêîâà - äå �ààçà). Âñå ýòè ý��åêòû ñâÿ-

çàíû ñ êâàíòîâàíèåì ñïåêòðà ýëåêòðîíîâ â ìàãíèòíîì ïîëå è ñ

ïðîõîæäåíèåì óðîâíåé Ëàíäàó ÷åðåç óðîâåíü Ôåðìè ïðè èçìåíå-

íèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå íàáëþäåíèå
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ýòèõ ý��åêòîâ ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ñðåäñòâîì âûÿâëåíèÿ ãåîìåò-

ðèè ðåàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Ôåðìè ó ìåòàëëîâ.

4.10. Ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ â

êâàíòîâîé �åðìè-æèäêîñòè,

ýëåêòðîííàÿ �åðìè-æèäêîñòü

ìåòàëëîâ

4.10.1. Ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ â êâàíòî-

âîé �åðìè-æèäêîñòè

Âû÷èñëåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òå-

ëà òðåáóåò çíàíèÿ ñïåêòðà åãî óðîâíåé ýíåðãèè. Â ñëó÷àå ñèñòå-

ìû ñèëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, êàêîâîé ÿâëÿåòñÿ êâàí-

òîâàÿ �åðìè-æèäêîñòü, ðå÷ü ìîæåò èäòè ëèøü îá óðîâíÿõ, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèì ñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèÿì

âñåé æèäêîñòè â öåëîì, à íå ñîñòîÿíèÿì îòäåëüíûõ àòîìîâ. Ïðè

âû÷èñëåíèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû â îáëàñòè äîñòàòî÷íî íèç-

êèõ òåìïåðàòóð ó÷èòûâàòüñÿ äîëæíû ëèøü ñëàáî âîçáóæäåííûå

óðîâíè ýíåðãèè æèäêîñòè � óðîâíè, ðàñïîëîæåííûå íå ñëèø-

êîì âûñîêî íàä îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì. Ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëü-

ñòâî èìååò �óíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ âñåé òåîðèè. Âñÿêîå

ñëàáî âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òåëà ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü â êâàíòîâîé ìåõàíèêå êàê ñîâîêóïíîñòü îòäåëü-

íûõ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé. Ýòè ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäå-

íèÿ âåäóò ñåáÿ êàê íåêîòîðûå êâàçè÷àñòèöû, äâèæóùèåñÿ â çàíè-

ìàåìîì òåëîì îáúåìå è îáëàäàþùèå îïðåäåëåííûìè ýíåðãèÿìè ε
è èìïóëüñàìè p. Âèä çàâèñèìîñòè ε(p) - çàêîí äèñïåðñèè ýëåìåí-
òàðíûõ âîçáóæäåíèé, ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ýíåðãå-

òè÷åñêîãî ñïåêòðà òåëà. Ñëåäóåò åùå ðàç ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïîíÿ-

òèå ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé âîçíèêàåò êàê ñïîñîá êâàíòîâî-

ìåõàíè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êîëëåêòèâíîãî äâèæåíèÿ àòîìîâ òåëà,

ïîýòîìó êâàçè÷àñòèöû îòíþäü íå ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû ñ

îòäåëüíûìè àòîìàìè èëè ìîëåêóëàìè.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå òèïû ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ, êîòî-

ðûìè ìîãóò îáëàäàòü êâàíòîâûå æèäêîñòè. Â çàâèñèìîñòè îò òè-

ïà ñïåêòðà æèäêîñòü áóäåò èìåòü òàêæå ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûå
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ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñåé÷àñ æèä-

êîñòè ñî ñïåêòðîì, êîòîðûé ìîæíî íàçâàòü �åðìèåâñêèì. Òåîðèÿ

òàêîé �åðìè-æèäêîñòè áûëà ñîçäàíà Ë. Ä. Ëàíäàó â 1956-1958

ãã. [57, 58℄.

Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð êâàíòîâîé æèäêîñòè �åðìèåâñêîãî òè-

ïà ñòðîèòñÿ â èçâåñòíîì ñìûñëå àíàëîãè÷íî ñïåêòðó èäåàëüíî-

ãî �åðìè-ãàçà (èç ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2). Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå
ïîñëåäíåãî ñîîòâåòñòâóåò çàïîëíåíèþ ÷àñòèöàìè âñåõ ñîñòîÿíèé

âíóòðè �åðìèåâñêîé ñ�åðû � ñ�åðû â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå

ñ ðàäèóñîì pF , ñâÿçàííûì ñ êîíöåíòðàöèåé ãàçàN/V (÷èñëîì ÷à-

ñòèö â åäèíèöå îáúåìà) ñîîòíîøåíèåì

pF = ~

(3π2N

V

)1/3

. (4.153)

Âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàçà âîçíèêàþò, êîãäà ÷àñòèöû ïåðåõî-

äÿò èç ñîñòîÿíèé çàïîëíåííîé ñ�åðû â êàêèå-ëèáî ñîñòîÿíèÿ ñ

p > pF .
Â æèäêîñòè, ðàçóìååòñÿ, íå ñóùåñòâóåò êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé

äëÿ îòäåëüíûõ ÷àñòèö. Îäíàêî èñõîäíûé ïóíêò äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ñïåêòðà �åðìè-æèäêîñòè ñîñòîèò â óòâåðæäåíèè, ÷òî êëàññè-

�èêàöèÿ óðîâíåé ýíåðãèè îñòàåòñÿ íåèçìåííîé ïðè ïîñòåïåííîì

"âêëþ÷åíèè" âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè, ò. å. ïðè ïåðåõî-

äå îò ãàçà ê æèäêîñòè. Â ýòîé êëàññè�èêàöèè ðîëü ÷àñòèö ãàçà

ïåðåõîäèò ê ýëåìåíòàðíûì âîçáóæäåíèÿì (êâàçè÷àñòèöàì), ÷èñ-

ëî êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì àòîìîâ è êîòîðûå ïîä÷èíÿþòñÿ

ñòàòèñòèêå Ôåðìè.

Îòìåòèì, ÷òî ñïåêòðîì òàêîãî òèïà ìîæåò îáëàäàòü òîëüêî

æèäêîñòü èç ÷àñòèö ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì - ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èç

áîçîíîâ (÷àñòèö ñ öåëûì ñïèíîì) íå ìîæåò îïèñûâàòüñÿ â

òåðìèíàõ êâàçè÷àñòèö, ïîä÷èíÿþùèõñÿ ñòàòèñòèêå Ôåðìè.

Â òî æå âðåìÿ ñïåêòð ýòîãî òèïà íå ìîæåò áûòü óíèâåðñàëüíûì

ñâîéñòâîì âñåõ òàêèõ æèäêîñòåé. Òèï ñïåêòðà çàâèñèò òàêæå îò

êîíêðåòíîãî õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè. Ïðîñòîå

ñîîáðàæåíèå äåëàåò ýòî îáñòîÿòåëüñòâî î÷åâèäíûì: åñëè âçàèìî-

äåéñòâèå òàêîâî, ÷òî â ðåçóëüòàòå åãî àòîìû ñòðåìÿòñÿ àññîöè-

èðîâàòüñÿ â ïàðû, òî â ïðåäåëå ìû ïîëó÷èëè áû ìîëåêóëÿðíóþ

æèäêîñòü, ñîñòîÿùóþ èç ÷àñòèö (ìîëåêóë) ñ öåëûì ñïèíîì, äëÿ

êîòîðîé ðàññìàòðèâàåìûé ñïåêòð çàâåäîìî íåâîçìîæåí.

Ïóñòü n̄(p) åñòü �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êâàçè÷àñòèö ïî èì-
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ïóëüñàì, íîðìèðîâàííàÿ óñëîâèåì

∫

n̄(p)
d3p

(2π~)3
=
N

V
. (4.154)

Çàäàíèå äàííîé �óíêöèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ýíåðãèþ E æèä-

êîñòè, ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâó-

åò �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, â êîòîðîé çàíÿòû âñå ñîñòîÿíèÿ âíóò-

ðè �åðìè-ñ�åðû ñ p < pF ñ ðàäèóñîì pF , ñâÿçàííûì ñ ïëîòíî-

ñòüþ æèäêîñòè òîé æå �îðìóëîé (4.153), ÷òî è â ñëó÷àå èäåàëü-

íîãî ãàçà.

Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ æèäêîñòè E íå ñâî-

äèòñÿ ê ñóììå ýíåðãèé êâàçè÷àñòèö: E ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíê-

öèîíàë îò �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íå ñâîäÿùèéñÿ ê èíòåãðàëó

∫

n̄(p)ε(p)
d3p

(2π~)3

(êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà, ãäå êâàçè÷àñòèöû ñîâ-

ïàäàþò ñ èñòèííûìè ÷àñòèöàìè è íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ

äðóãîì). Ïîñêîëüêó ïåðâè÷íûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ èìåííî E, òî
âîçíèêàåò âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè ýíåðãèè êâàçè÷àñòèö ñ ó÷åòîì

èõ âçàèìîäåéñòâèÿ.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì èçìåíåíèå E ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì

èçìåíåíèè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

δE

V
=

∫

ε(p)δn̄(p)
d3p

(2π~)3
, ε(p) =

δE

δn̄p
, (4.155)

ãäå âåëè÷èíà ε åñòü âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ýíåðãèè E ïî

�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Îíà ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ ýíåðãèè

ñèñòåìû ïðè äîáàâëåíèè îäíîé êâàçè÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì p, è
èìåííî ýòà âåëè÷èíà èãðàåò ðîëü ãàìèëüòîíîâîé �óíêöèè êâà-

çè÷àñòèöû â ïîëå äðóãèõ ÷àñòèö. Îíà òîæå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèî-

íàëîì �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. âèä �óíêöèè ε(p) çàâèñèò
îò ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ ÷àñòèö â æèäêîñòè.

Îòìåòèì â ýòîé ñâÿçè, ÷òî ýëåìåíòàðíîå âîçáóæäåíèå â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîì òèïå ñïåêòðà ìîæíî â èçâåñòíîì ñìûñëå òðàê-

òîâàòü êàê àòîì â ñàìîñîãëàñîâàííîì ïîëå äðóãèõ àòîìîâ. Ýòó

ñàìîñîãëàñîâàííîñòü íåëüçÿ, îäíàêî, ïîíèìàòü â îáû÷íîì êâàí-

òîâî-ìåõàíè÷åñêîì ñìûñëå. Îíà èìååò çäåñü áîëåå ãëóáîêèé õà-

ðàêòåð: â ãàìèëüòîíèàíå àòîìà ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå îêðóæàþ-

ùèõ ÷àñòèö íå òîëüêî íà ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ, íî ìåíÿåòñÿ
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òàêæå è çàâèñèìîñòü îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îò îïåðà-

òîðà èìïóëüñà.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ñòàòèñòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè �óíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ êâàçè÷àñòèö èìååò âèä ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè.

Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó ñîâïàäåíèÿ êëàññè�èêàöèîííûõ ñâîéñòâ

óðîâíåé ýíåðãèè æèäêîñòè è èäåàëüíîãî �åðìè-ãàçà ýíòðîïèÿ S
æèäêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì æå êîìáèíàòîðíûì âûðàæåíèåì

S = −
∫

[n̄p ln n̄p + (1− n̄p) ln(1− n̄p)
d3p

(2π~)3
, (4.156)

êàê è â ñëó÷àå ãàçà. Âàðüèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïðè äîïîëíèòåëü-

íûõ óñëîâèÿõ ïîñòîÿíñòâà ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö è ïîëíîé ýíåð-

ãèè

δN

V
=

∫

δn̄(p)
d3p

(2π~)3
= 0,

δE

V
=

∫

ε(p)δn̄(p)
d3p

(2π~)3
= 0,

(4.157)

ìîæíî ïîëó÷èòü èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå

n̄(p) =

(

exp
ε(p)− µ

kBT
+ 1

)−1
, (4.158)

ãäå µ � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë æèäêîñòè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî

íåñìîòðÿ íà �îðìàëüíóþ àíàëîãèþ âûðàæåíèÿ (4.158) ñ îáû÷-

íûì ðàñïðåäåëåíèåì Ôåðìè, îíî íå òîæäåñòâåííî ñ íèì: ïî-

ñêîëüêó ýíåðãèÿ ε(p) ñàìà åñòü �óíêöèîíàë îò n̄(p), ïîýòîìó
�îðìóëà (4.158) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíîå íåÿâíîå îïðåäåëå-

íèå n̄(p).
Âñïîìíèì òåïåðü î íàëè÷èè ó êâàçè÷àñòèö ñïèíà ~s. Òàê êàê

ñïèí ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé âåëè÷èíîé, òî îí íå ìîæåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êëàññè÷åñêè, ââèäó ÷åãî ìû äîëæíû ñ÷èòàòü

�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìàòðèöåé â îòíîøåíèè

ñïèíà èëè îïåðàòîðîì n̂. Ýíåðãèÿ æå ýëåìåíòàðíîãî âîçáóæäå-

íèÿ ε â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî �óíêöèåé îò èìïóëüñà,

íî è îïåðàòîðîì ε̂ ïî îòíîøåíèþ ê ñïèíîâûì ïåðåìåííûì, êî-

òîðûé ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îïåðàòîð ñïèíà êâàçè÷àñòèöû ~̂s.
Â ÿâíîì âèäå îïåðàòîðû n̂ è ε̂ çàïèñûâàþòñÿ êàê ýðìèòîâû ìàò-

ðèöû nαβ , εαβ , ãäå α, β - ñïèíîâûå ìàòðè÷íûå èíäåêñû, ïðîáå-

ãàþùèå äâà çíà÷åíèÿ ±1/2. Äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
nαα, εαα îïðåäåëÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëà è ýíåðãèè êâàçè÷à-

ñòèö â îïðåäåëåííûõ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèÿõ. Óñëîâèå íîðìèðîâêè
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�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êâàçè÷àñòèö ñ ó÷åòîì èõ ñïèíîâûõ ñî-

ñòîÿíèé íàäî çàïèñûâàòü òåïåðü â âèäå

Spσ

∫

ˆ̄n(p)
d3p

(2π~)3
≡
∫

n̄αα(p)
d3p

(2π~)3
=
N

V
, (4.159)

ãäå çíàê Spσ îçíà÷àåò ñóììó äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû

nαα. Ñ ó÷åòîì ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëåíèå ýíåðãèè êâàçè-

÷àñòèöû íàäî òåïåðü çàïèñûâàòü â ñëåäóþùåì âèäå

δE

V
= Spσ

∫

ε̂(p)δ ˆ̄n(p)
d3p

(2π~)3
≡
∫

εαβ(p)δn̄βα(p)
d3p

(2π~)3
. (4.160)

Â îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé æèäêîñòè îïåðàòîð ~̂s ìîæåò âõî-
äèòü â ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ ε (ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ) ëèøü â âèäå ñêàëÿðîâ ~̂s2 èëè (~̂s~p)2 (ïåðâàÿ ñòåïåíü

ïðîèçâåäåíèÿ ~̂s~p íåäîïóñòèìà, ïîñêîëüêó â âèäó àêñèàëüíîñòè

âåêòîðà ñïèíà îíà ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîñêàëÿðîì). Êâàäðàò îïåðàòî-

ðà ñïèíà ~̂s2 = s(s+ 1), è äëÿ s = 1/2

~̂s2 = 3/4, (~̂s~p)2 = ~p2/4,

ò.å. ñâîäèòñÿ ê íå çàâèñÿùåé îò ñïèíà êîíñòàíòå. Â ýòîì ñëó÷àå

ýíåðãèÿ êâàçè÷àñòèöû âîâñå íå çàâèñèò îò îïåðàòîðà ñïèíà, â ðå-

çóëüòàòå âñå óðîâíè ýíåðãèè êâàçè÷àñòèö äâóêðàòíî âûðîæäåíû

è â ïðèâåäåííûõ âûøå èíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ âìåñòî ÷èñëà

êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé â ýëåìåíòå îáúåìà èìïóëüñíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà

d3p
(2π~)3 äëÿ �åðìè-÷àñòèö ñî ñïèíîì s = 1/2 íàäî ïèñàòü â

äâà ðàçà áîëüøóþ âåëè÷èíó 2 d3p
(2π~)3 .

Êàæäîé êâàçè÷àñòèöå áûë ïðèïèñàí îïðåäåëåííûé èìïóëüñ.

Óñëîâèå ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ïîëîæåíèÿ òðåáóåò, ÷òîáû íåîïðå-

äåëåííîñòü èìïóëüñà (ñâÿçàííàÿ ñ êîíå÷íîñòüþ äëèíû ñâîáîäíî-

ãî ïðîáåãà êâàçè÷àñòèöû) áûëà ìàëà íå òîëüêî ïî ñðàâíåíèþ ñ

âåëè÷èíîé ñàìîãî èìïóëüñà, íî è ïî ñðàâíåíèþ ñ øèðèíîé ∆p
¾îáëàñòè ðàçìûòîñòè¿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ � îáëàñòè, â êî-

òîðîé îíà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ¾ñòóïåí÷àòîé¿ �óíêöèè

Θ(p) =

{

1, p < pF ,

0, p > pF .
(4.161)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî óñëîâèå ñîáëþäàåòñÿ, åñëè ðàñïðåäåëåíèå

n̄(p) îòëè÷àåòñÿ îò (4.161) ëèøü â ìàëîé îáëàñòè âáëèçè ïîâåðõ-
íîñòè Ôåðìè. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ïðèíöèïà Ïàóëè âçàèìíî

ðàññåèâàòüñÿ ìîãóò òîëüêî êâàçè÷àñòèöû â îáëàñòè ðàçìûòîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðè÷åì â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ îíè äîëæíû ïå-

ðåõîäèòü â ñâîáîäíûå ñîñòîÿíèÿ â òîé æå îáëàñòè. Ïîýòîìó âåðî-

ÿòíîñòü ñòîëêíîâåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó øèðèíû ýòîé

îáëàñòè. Ñîîòâåòñòâåííî ïðîïîðöèîíàëüíà (∆p)2 è íåîïðåäåëåí-
íîñòü ýíåðãèè, à ñ íåþ è íåîïðåäåëåííîñòü èìïóëüñà êâàçè÷à-

ñòèöû. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ∆p íåîïðåäåëåí-
íîñòü èìïóëüñà áóäåò ìàëà íå òîëüêî ïî ñðàâíåíèþ ñ pF , íî è ïî
ñðàâíåíèþ ñ ∆p.

Òàêèì îáðàçîì, èçëàãàåìûé ìåòîä ñïðàâåäëèâ òîëüêî äëÿ òà-

êèõ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé æèäêîñòè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ

�óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ êâàçè÷àñòèö, îòëè÷àþùåéñÿ îò ¾ñòó-

ïåíüêè¿ ëèøü â óçêîé îáëàñòè âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêè ðàâíîâåñíûõ ðàñïðåäåëå-

íèé äîïóñòèìû ëèøü äîñòàòî÷íî íèçêèå òåìïåðàòóðû. Øèðè-

íà (ïî ýíåðãèè) îáëàñòè ðàçìûòîñòè ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ïîðÿäêà kBT . Êâàíòîâàÿ æå íåîïðåäåëåííîñòü ýíåðãèè êâàçè÷à-
ñòèöû, ñâÿçàííàÿ ñî ñòîëêíîâåíèÿìè, � ïîðÿäêà âåëè÷èíû ~/τ ,
ãäå τ � âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà êâàçè÷àñòèöû. Ïîýòîìó óñëî-

âèå ïðèìåíèìîñòè òåîðèè

~/τ ≪ kBT. (4.162)

Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, âðåìÿ τ îáðàòíî ïðîïîð-

öèîíàëüíî êâàäðàòó øèðèíû îáëàñòè ðàçìûòîñòè, ò. å. τ ∼ T−2,
òàê ÷òî (4.162) çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ ïðè T → 0. Äëÿ æèäêîñòè,
â êîòîðîé âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì,

âñå ýíåðãåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîâïàäàþò

ñ ãðàíè÷íîé ýíåðãèåé εF â ýòîì ñìûñëå óñëîâèå (4.162) ýêâèâà-

ëåíòíî óñëîâèþ kBT ≪ εF . Äëÿ ðàñïðåäåëåíèé, áëèçêèõ ê "ñòó-
ïåí÷àòîìó" (ðàñïðåäåëåíèå ïðè T = 0), ìîæíî, â ïåðâîì ïðè-

áëèæåíèè, çàìåíèòü �óíêöèîíàë ε åãî çíà÷åíèåì, âû÷èñëåííûì
äëÿ n̄(p) = Θ(p). Òîãäà ε ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëåííîé �óíêöèåé âå-
ëè÷èíû èìïóëüñà, è �îðìóëà (4.158) ñòàíîâèòñÿ îáû÷íûì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì Ôåðìè.

Ïðè ýòîì âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, ãäå �óíêöèÿ ε(p) òîëü-
êî è èìååò íåïîñðåäñòâåííûé �èçè÷åñêèé ñìûñë, åå ìîæíî ðàç-
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ëîæèòü ïî ñòåïåíÿì ðàçíîñòè p− pF . Èìååì

ε− εF ≃ vF (p− pF ), (4.163)

ãäå vF = ∂ε
∂p |p=pF

åñòü ¾ñêîðîñòü¿ êâàçè÷àñòèö íà ïîâåðõíîñòè

Ôåðìè. Â èäåàëüíîì �åðìè-ãàçå, ãäå êâàçè÷àñòèöû òîæäåñòâåí-

íû ñ èñòèííûìè ÷àñòèöàìè, èìååì ε(p) = p2/2m, òàê ÷òî vF =
= pF /m. Ïî àíàëîãèè ìîæíî ââåñòè äëÿ �åðìè-æèäêîñòè âåëè-
÷èíó

m∗ =
pF
vF
, (4.164)

íàçâàâ åå ý��åêòèâíîé ìàññîé êâàçè÷àñòèöû. Ý��åêòèâíàÿ ìàñ-

ñà îïðåäåëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ýíåðãèþ E è òåïëîåìêîñòü C æèäêî-

ñòè ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ. Îíè äàþòñÿ òåìè æå �îðìóëàìè,

÷òî è äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà (4.80) è (4.81), â êîòîðûõ íàäî òîëüêî

çàìåíèòü ìàññó ÷àñòèöû m ý��åêòèâíîé ìàññîé m∗.
Ïåðåõîä ê äûðî÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ èçáàâëÿåò ââåäåííóþ

òåîðèþ êâàçè÷àñòèö â �åðìè-æèäêîñòè îò èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿ-

òèÿ çàïîëíåííîé �åðìè-ñ�åðû êâàçè÷àñòèö ïðè T = 0. Â äû-

ðî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ

òîëüêî ïðè T 6= 0 â âèäå ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé - êâàçè÷à-
ñòèö âíå �åðìè-ñ�åðû è ¾äûðîê¿ âíóòðè íåå; ïåðâûì ïðèïèñû-

âàåòñÿ ýíåðãèÿ ε = vF (p − pF ), à âòîðûì ε = vF (pF − p). Ñòà-
òèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå òåõ è äðóãèõ äàåòñÿ �îðìóëîé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ Ôåðìè ñ ðàâíûì íóëþ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì â

ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé ïðè

ýòîì íå ïîñòîÿííî, à îïðåäåëÿåòñÿ òåìïåðàòóðîé. Ýëåìåíòàðíûå

âîçáóæäåíèÿ â ýòîé êàðòèíå ïîÿâëÿþòñÿ èëè èñ÷åçàþò ëèøü ïà-

ðàìè.

4.10.2. Âçàèìîäåéñòâèå êâàçè÷àñòèö

Ýíåðãèÿ êâàçè÷àñòèö ÿâëÿÿñü �óíêöèîíàëîì îò �óíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ìåíÿåòñÿ ïðè åå èçìåíåíèè. Èçìåíåíèå ýíåðãèè ïðè

ìàëîì îòêëîíåíèè δn îò �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â �îðìå ¾ñòó-

ïåíüêè¿ äîëæíî èìåòü âèä

δε̂(p) ≡δεαβ(p) = Spσ′

∫

f̂(~p, ~̂σ, ~p′, ~̂σ′)δ ˆ̄n(~p′, ~̂σ′)
d3p′

(2π~)3
≡

≡
∫

fαβ;γδ(~p, ~p′)δn̄δγ(~p′)
d3p′

(2π~)3
,

(4.165)
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ãäå ïðèìåíåíû îáîçíà÷åíèÿ, óêàçûâàþùèå íà ìàòðè÷íûé õàðàê-

òåð âõîäÿùèõ â (4.165) âåëè÷èí, çàâèñÿùèõ îò ñïèíîâûõ ïåðå-

ìåííûõ (ââåäåí îïåðàòîð ~̂σ ñâÿçàííûé ñ îïåðàòîðîì ñïèíà ~̂s ñî-

îòíîøåíèåì ~̂s = ~~̂σ/2, êîìïîíåíòû êîòîðîãî õàðàêòåðèçóþòñÿ

èçâåñòíûìè ìàòðèöàìè Ïàóëè).

Ôóíêöèþ f̂(~p, ~̂σ, ~p′, ~̂σ′) ìîæíî íàçâàòü �óíêöèåé âçàèìîäåé-

ñòâèÿ êâàçè÷àñòèö (â �åðìè-ãàçå f̂ = 0). Ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ
ýòà �óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âòîðóþ âàðèàöèîííóþ ïðîèç-

âîäíóþ îò ïîëíîé ýíåðãèè �åðìè-æèäêîñòè E è ïîýòîìó ñèììåò-

ðè÷íà ïî ïåðåìåííûì ~p, ~p′ è ñîîòâåòñòâóþùèì ïàðàì ñïèíîâûõ

èíäåêñîâ:

fαβ;γδ(~p, ~p′) = fβα;δγ(~p′, ~p).

Ñ ó÷åòîì (4.165) ýíåðãèÿ êâàçè÷àñòèö âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè

äàåòñÿ ñóììîé

ε̂(p)− εF = vF (p− pF ) + Spσ′

∫

f̂(~p, ~̂σ, ~p′, ~̂σ′)δ ˆ̄n(~p′, ~̂σ′)
d3p′

(2π~)3
.

(4.166)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêè ðàâíîâåñíûõ ðàñïðåäåëåíèé

âòîðîé ÷ëåí â �îðìóëå (4.166) îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü ýíåðãèè

êâàçè÷àñòèöû îò òåìïåðàòóðû. Îòêëîíåíèå δ ˆ̄n(~p′, ~̂σ′) çàìåòíî îò-

ëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî â óçêîì ñëîå çíà÷åíèé

~p′ âáëèçè ïîâåðõ-

íîñòè Ôåðìè, è â òàêîì æå ñëîå íàõîäÿòñÿ èìïóëüñû ~p ðåàëü-

íûõ êâàçè÷àñòèö. Ïîýòîìó �óíêöèþ f̂(~p, ~̂σ, ~p′, ~̂σ′) â �îðìóëàõ

(4.165),(4.166) �àêòè÷åñêè ìîæíî çàìåíèòü åå çíà÷åíèåì íà ñà-

ìîé ýòîé ïîâåðõíîñòè, ò. å. ïîëîæèòü p = p′ = pF , òàê ÷òî f̂ áó-

äåò çàâèñåòü òîëüêî îò íàïðàâëåíèé âåêòîðîâ ~p, ~p′ è ñïèíîâ ~̂σ, ~̂σ′.
Ñïèíîâàÿ çàâèñèìîñòü �óíêöèè ñâÿçàíà êàê ñ ðåëÿòèâèñòñêèìè

ý��åêòàìè (ñïèí-ñïèíîâîå è ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèÿ),

òàê è ñ îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì. Ïîñëåäíåå íàèáîëåå ñóùå-

ñòâåííî.

Óäîáíî çàïèñàòü f̂(~p, ~̂σ, ~p′, ~̂σ′), âûäåëèâ åå íåçàâèñèìûå êîìïî-
íåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàëëåëüíîé è àíòèïàðàëëåëüíîé îðè-

åíòàöèÿì ñïèíîâ:

f(~p, ~p′)↑↑ = f s(~p, ~p′) + fa(~p, ~p′),

f(~p, ~p′)↓↓ = f s(~p, ~p′)− fa(~p, ~p′).
(4.167)
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Àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü fa(~p, ~p′) îáóñëîâëåíà ýíåðãèåé îáìåí-

íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 2fa(~p, ~p′), êîòîðîå ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü êîãäà
ñïèíû ïàðàëëåëüíû. ×àñòî â ëèòåðàòóðå äëÿ �óíêöèè âçàèìî-

äåéñòâèÿ Ëàíäàó èñïîëüçóåòñÿ è äðóãàÿ �îðìà çàïèñè

f(~p, ~̂σ, ~p′, ~̂σ′) = φ(~p, ~p′) + (~̂σ~̂σ′)ψ(~p, ~p′). (4.168)

Âèä ýòîãî âûðàæåíèÿ ñâÿçàí ñ õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì îáìåí-

íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ: îíî íå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè ïîëíîãî ìî-

ìåíòà ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå; ïîýòîìó îïåðàòîðû äâóõ ñïèíîâ

ìîãóò âõîäèòü â íåãî ëèøü â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Â èçîòðîïíîé æèäêîñòè fa(~p, ~p′) è f s(~p, ~p′) çàâèñÿò òîëüêî

îò óãëà θ ìåæäó ~p è ~p′. Òîãäà èõ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî

ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà

f s,(a)(~p, ~p′) =
∞
∑

l=0

Pl(cosθ)f
s,(a)
l . (4.169)

Ïðè ýòîì �óíêöèÿ f(~p, ~p′) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì êî-

ý��èöèåíòîâ f
s,(a)
l , íàçûâàåìûõ �åðìè-æèäêîñòíûìè êîíñòàí-

òàìè. Óäîáíî ââåñòè áåçðàçìåðíûå êîíñòàíòû F
s,(a)
l ñ ïîìîùüþ

ñîîòíîøåíèé

vF f
s,(a)
l =

m∗pF
π2~3

f
s,(a)
l ≡ F

s,(a)
l . (4.170)

Âåëè÷èíû ýòèõ êîíñòàíò îïðåäåëÿþò �åðìè-æèäêîñòíûå ïåðå-

íîðìèðîâêè ðÿäà �èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê �åðìè-æèäêîñòè,

íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìîãóò áûòü èçìåðåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Îáû÷íî îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííûìè òîëüêî íåñêîëüêî ïåðâûõ

êîíñòàíò. Â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü âûâåäåíî ñëåäóþùåå ñîîò-

íîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå èñòèííóþ ìàññó ÷àñòèö ñ ý��åêòèâíîé

ìàññîé êâàçè÷àñòèöû â �åðìè-æèäêîñòè [62,75℄:

1

m
=

1

m∗
+

4πpF
(2π~)3

∫

cosθf(~p, ~p′)dθ, (4.171)

êîòîðîå ñ ó÷åòîì (4.169),(4.170) è ñâîéñòâ ïîëèíîìà Ëåæàíäðà

äàåò:

m∗

m
= 1 +

F s
1

3
. (4.172)
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Îòñþäà ñëåäóåò îãðàíè÷åíèå, ÷òî F s
1 > −3. Àíàëîãè÷íûì îáðà-

çîì, ó÷òÿ âçàèìîäåéñòâèå ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì, ìîæíî

íàéòè ñïèíîâóþ ïàðàìàãíèòíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü �åðìè-æèä-

êîñòè [62,75℄:

χp = µ2
B

m∗pF
π2~3

1

1 + F a
0

, (4.173)

êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî âûðàæåíèÿ äëÿ �åðìè-

ãàçà çàìåíîé m íà m∗ è �åðìè-æèäêîñòíîé ïåðåíîðìèðîâêîé

1 + F a
0 .

4.10.3. Ýëåêòðîííàÿ �åðìè-æèäêîñòü

ìåòàëëîâ

Âûøå ìû ïîäðàçóìåâàëè, ÷òî �åðìè-æèäêîñòü ñîñòîèò èç íåé-

òðàëüíûõ ÷àñòèö (íàïðèìåð, êâàíòîâàÿ æèäêîñòü He

3
), òàê ÷òî

èõ âçàèìîäåéñòâèå èìååò êîðîòêîäåéñòâóþùèé õàðàêòåð. Êîãäà

ðå÷ü èäåò î ýëåêòðîííîé �åðìè-æèäêîñòè ìåòàëëîâ, ñòàíîâèò-

ñÿ ñóùåñòâåííîé ðîëü äàëüíîäåéñòâóþùåãî êóëîíîâñêîãî âçàè-

ìîäåéñòâèÿ. Ïðè íàëè÷èè äàëüíîäåéñòâóþùèõ ñèë, âîîáùå ãîâî-

ðÿ, íàðóøàåòñÿ îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå òåîðèè �åðìè-æèäêîñòè

(4.165). Îäíàêî ìîæíî ïðåäëîæèòü íåêîòîðûé îáîáùåííûé ïîä-

õîä ê òåîðèè çàðÿæåííûõ �åðìè-æèäêîñòåé [89℄, êîòîðûé êîð-

ðåêòíî ó÷èòûâàåò ðîëü êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ïðèâîäèò

òåîðèþ ê âèäó âåñüìà áëèçêîìó ê òåîðèè íåéòðàëüíîé �åðìè-

æèäêîñòè.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ëîêàëüíîé âî âðå-

ìåíè ñâÿçè ìîæíî çàïèñàòü îáîáùåíèå (4.165) â âèäå:

δε̂(~p,~r) = Spσ′

∫

d~r′
∫

F̂ (~p, ~p′;~r, ~r′)δ ˆ̄n(~p′, ~r′)
d3p′

(2π~)3
, (4.174)

ãäå ââåäåíà ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò �óíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ (ýòî íóæíî äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíî-

ðîäíûõ âîçìóùåíèé). Âåëè÷èíà F̂ (~p, ~p′;~r, ~r′) - âòîðàÿ âàðèàöè-

îííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ýíåðãèè �åðìè-æèäêîñòè, òàêæå çàâèñèò íå

òîëüêî îò èìïóëüñîâ ~p, ~p′ è ñïèíîâ, íî è îò êîîðäèíàò ~r è

~r′.
Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå (ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ), ïðåíåáðå-

ãàÿ îáìåííûìè ý��åêòàìè, äëÿ ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïî

öåíòðàëüíîìó çàêîíó ñèë ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé V (|~r − ~r′|),
F̂av(~p, ~p′;~r, ~r′) = V̂ (|~r − ~r′|). (4.175)
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Ýòî âûðàæåíèå âîçíèêàåò â ïðåíåáðåæåíèè êîððåëÿöèîííûìè

ý��åêòàìè. Íàïðîòèâ, ðàçíîñòü F̂ − F̂av öåëèêîì îáóñëîâëåíà

ýòèìè ý��åêòàìè, èç êîòîðûõ ïðîñòåéøèì ÿâëÿåòñÿ ý��åêò îá-

ìåííîé êîððåëÿöèè. Âàæíî, ÷òî õàðàêòåðíûå ðàññòîÿíèÿ, íà êî-

òîðûõ ïðîÿâëÿþòñÿ êîððåëÿöèîííûå ý��åêòû, ïîðÿäêà äëèíû

âîëíû ýëåêòðîíà íà óðîâíå Ôåðìè, ò.å. ïîðÿäêà ñðåäíåãî ðàññòîÿ-

íèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè (ýëåêòðîíàìè) (N/V )−1/3 ∼ 10−8ñì (â ìå-

òàëëå). Ïîýòîìó, äëÿ ïðàêòè÷åñêè èíòåðåñíîãî êðóãà çàäà÷, êî-

ãäà õàðàêòåðíûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êâàçè÷àñòèö

ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ðàäèóñ êîððåëÿöèé, ìîæíî ïðèíÿòü:

F̂ (~p, ~p′;~r, ~r′)− F̂av(~p, ~p′;~r, ~r′) ≃ δ(|~r − ~r′|)f̂(~p, ~p′). (4.176)

Òîãäà (4.174) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

δε̂(~p,~r) =Spσ′

∫

d~r′
∫

V̂ (|~r − ~r′|)δ ˆ̄n(~p′, ~r′) d3p′

(2π~)3
+

+Spσ′

∫

f̂(~p, ~p′)δ ˆ̄n(~p′, ~r)
d3p′

(2π~)3
.

(4.177)

Äëÿ ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå V̂ (r) = e2/r. Â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè,

êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò, ïðîñòðàí-

ñòâåííî íåëîêàëüíàÿ ñâÿçü â ïåðâîì ñëàãàåìîì (6.137) íåñóùå-

ñòâåííà, òàê ÷òî ñâîéñòâà ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â èçâåñò-

íîì ñìûñëå ïîäîáíû ðàññìîòðåííûì âûøå ñâîéñòâàì íåéòðàëü-

íîé �åðìè-æèäêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (6.137),

åñëè ïîíèìàòü åãî áóêâàëüíî, ðàñõîäèòñÿ â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåí-

íî îäíîðîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ýòà ðàñõîäèìîñòü, îäíàêî, �èê-

òèâíà, åñëè ó÷åñòü ñóùåñòâîâàíèå â ìåòàëëå îäíîðîäíîãî �î-

íà ïîëîæèòåëüíûõ èîíîâ, îáåñïå÷èâàþùåãî îáùóþ ýëåêòðîíåé-

òðàëüíîñòü ñèñòåìû. Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé ýòî ñëàãàåìîå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðîÿâëå-

íèå ñàìîñîãëàñîâàííîãî ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà φ(~r):

eφ(~r) = Spσ′

∫

d~r′
∫

e2

|~r − ~r′|)
δ ˆ̄n(~p′, ~r′)

d3p′

(2π~)3
. (4.178)

Ýòîò ïîòåíöèàë ìîæíî íàéòè ðåøàÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà:

∇2φ(~r) = −4πeSpσ′

∫

δ ˆ̄n(~p′, ~r)
d3p′

(2π~)3
, (4.179)
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êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ òåîðèè çà-

ðÿæåííîé �åðìè-æèäêîñòè Ëàíäàó-Ñèëèíà.

Ó÷òåì åùå âçàèìîäåéñòâèå ñ ìàãíèòíûì ïîëåì

~B. Òîãäà âû-
ðàæåíèå (4.177) äëÿ çàðÿæåííîé �åðìè-æèäêîñòè ïåðåïèñûâà-

åòñÿ â âèäå:

δε̂(~p,~r) = −µB~̂σ ~B+eφ(~r)+Spσ′

∫

f̂(~p, ~p′)δ ˆ̄n(~p′, ~r)
d3p′

(2π~)3
. (4.180)

Âàæíî, ÷òî âåëè÷èíû δε̂ è φ îïðåäåëÿþòñÿ òåïåðü ñèñòåìîé ñâÿ-
çàííûõ óðàâíåíèé (4.179), (4.180) ñàìîñîãëàñîâàííûì îáðàçîì. Â

÷àñòíîñòè, îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü è ÿâëåíèå ýêðàíèðîâêè äàëü-

íîäåéñòâóþùèõ êóëîíîâñêèõ ñèë â êâàíòîâîé ñèñòåìå.

Â óñëîâèÿõ, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ðåëÿòèâèñòñêèìè ý�-

�åêòàìè ñïèí- îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ �óíêöèþ f̂(~p, ~p′)
ìîæíî ñíîâà ïðåäñòàâèòü â âèäå (4.167) èëè (4.168). Äàëåå ìîæ-

íî ñíîâà ââåñòè �åðìè-æèäêîñòíûå êîíñòàíòû (4.169), (4.170),

êîòîðûå ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ èç ýêñïåðèìåíòà. Â ðåçóëüòàòå,

è â òåîðèè çàðÿæåííîé �åðìè-æèäêîñòè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû

âûðàæåíèÿ äëÿ ý��åêòèâíîé ìàññû (4.172), òåïëîåìêîñòè (4.81)

ñ çàìåíîé m íà m∗ è ñïèíîâîé âîñïðèèì÷èâîñòè (4.174), ñîâåð-

øåííî àíàëîãè÷íûå ñëó÷àþ íåéòðàëüíîé �åðìè-æèäêîñòè [75℄.

Åñòåñòâåííî, ÷òî çíà÷åíèÿ �åðìè-æèäêîñòíûõ êîíñòàíò â ðàç-

íûõ ìåòàëëàõ ðàçëè÷íû è îòëè÷àþòñÿ îò òàêîâûõ â æèäêîì He

3
,

ÿâëÿÿñü õàðàêòåðèñòèêîé âçàèìîäåéñòâèÿ êâàçè÷àñòèö â äàííîì

âåùåñòâå. Êðîìå òîãî, â ìåòàëëàõ ýëåêòðîííàÿ �åðìè-æèäêîñòü

ìîæåò áûòü àíèçîòðîïíîé, à ïîâåðõíîñòü Ôåðìè íå ñ�åðè÷åñêîé,

÷òî îïðåäåëÿåòñÿ ý��åêòàìè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Â ýòîì

ñëó÷àå òðåáóåòñÿ îáîáùåíèå ðàññìîòðåííîé èçîòðîïíîé ìîäåëè.

4.11. Ýêñèòîíû Âàíüå-Ìîòòà

Ýëåêòðîíû è äûðêè - êàê êâàçè÷àñòèöû, âîçíèêàþùèå â ïîëó-

ïðîâîäíèêàõ è äèýëåêòðèêàõ ïðè èõ òåïëîâîì è îïòè÷åñêîì âîç-

áóæäåíèè, çàðÿæåíû ïðîòèâîïîëîæíûì îáðàçîì. Â ðåçóëüòàòå

èõ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â êðèñòàëëå âîçìîæíî

ïîÿâëåíèå îñîáûõ áåñòîêîâûõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíà è

äûðêè, ïîëó÷èâøèõ íàçâàíèå ýêñèòîíîâ Âàíüå-Ìîòòà [128,130,

181,210℄. Îñíîâíûå îñîáåííîñòè òàêèõ ýêñèòîíîâ ìîãóò áûòü íàé-

äåíû íà îñíîâå ïðîñòåéøåé ìîäåëè, â êîòîðîé ýëåêòðîí è äûðêà
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êàê êâàçè÷àñòèöû ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çàðÿäàìè õàðàêòåðèçó-

þòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé âçàèìîäåéñòâèÿ

V (r) = −e
2

εr
, (4.181)

ãäå ε - íèçêî÷àñòîòíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü êðèñòàë-
ëà, è ý��åêòèâíûìè ìàññàìè m∗e è m

∗
h.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïàðàáîëè÷åñêèõ çîí ñ ýêñòðåìóìàìè,

ðàñïîëîæåííûìè ïðè

~k = 0, ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ è äûðîê îïðå-

äåëÿþòñÿ �îðìóëàìè:

Ec(~k) = Eg +
~
2k2

2m∗e
, Ev = −~

2k2

2m∗h
. (4.182)

Ââîäÿ âçàèìîäåéñòâèå, çàäàâàåìîå (4.181) ñ r = |~re − ~rh|, è ïåðå-
õîäÿ ê ñèñòåìå öåíòðà ìàññ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå

ýíåðãèþ ýëåêòðîííî-äûðî÷íîé ïàðû:

[

− ~
2

2µ

∂2

∂~r2
+V (r)+Eg+

~
2k2

2(m∗e +m∗h)
−En(~k)

]

ϕnlm(~r) = 0, (4.183)

ãäå µ = m∗em
∗
h/(m

∗
e+m

∗
h) - ïðèâåäåííàÿ ìàññà ýëåêòðîíà è äûðêè.

Åñëè ââåñòè

Ẽn(~k) = En(~k)−
~
2k2

2(m∗e +m∗h)
− Eg,

òî óðàâíåíèå áóäåò ïîäîáíî óðàâíåíèþ ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì e/
√
ε è

ìàññîé µ â êóëîíîâñêîì ïîëå. �åøåíèå äàííîé èçâåñòíîé çàäà÷è

êâàíòîâîé òåîðèè äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé ýíåðãèè ÷àñòèöû

Ẽn(~k) = − µe4

2~2ε2n2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

En(~k) =
~
2~k2

2(m∗e +m∗h)
− µe4

2~2ε2n2
+ Eg, (4.184)

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñâÿçàí-

íîé ïàðû - ýëåêòðîíà è äûðêè, òî åñòü ýêñèòîíà. Ïðè

~k = 0 âòîðîå
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�èñ. 4.15. Èçîáðàæåíèå ñòðóêòóðû ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ýêñèòîíà

Âàíüå-Ìîòòà

ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò äèñêðåòíûì (n = 1, 2, · · · ) âîçáóæäåí-
íûì ñîñòîÿíèÿì âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà ñ ïðèâåäåííîé ìàññîé

µ, íàõîäÿùåãîñÿ â ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε
(ðèñ. 4.12). Ñîñòîÿíèå ñ n = 1 ÿâëÿåòñÿ íàèíèçøèì óðîâíåì. Òàê

êàê âîëíîâîé âåêòîð

~k ïðîáåãàåò âñå N çíà÷åíèé ïåðâîé çîíû

Áðèëëþýíà, òî êàæäîìó äèñêðåòíîìó ýíåðãåòè÷åñêîìó óðîâíþ

ñ îïðåäåëåííûì n ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ çîíà. Ýòè çî-

íû ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì âñåãî êðèñòàëëà êàê öåëîãî (èõ íå

ñëåäóåò ïóòàòü ñ çîíàìè îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé).

�àäèóñ ýêñèòîíà ñ êâàíòîâûì ÷èñëîì n âûðàæàåòñÿ �îðìó-

ëîé

Rn =
n2εme

µ
aB, (4.185)

ãäå me - ìàññà ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà, aB = ~
2/mee

2 ≃ 0, 52A -

áîðîâñêèé ðàäèóñ.

Â êðèñòàëëå Ge ïðè µ ≃ 0, 2me è ε = 16 ðàäèóñ ýêñèòî-

íà R1 ≃ 80aB - íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåêòðîíîì è
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äûðêîé, ÷òî â äåñÿòü ðàç ïðåâûøàåò ïîñòîÿííóþ ðåøåòêè. Ýòî

îïðàâäûâàåò ìàêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæ-

äó ýëåêòðîíîì è äûðêîé ïî çàêîíó Êóëîíà −e2/εr, âûðàæåííîå
÷åðåç äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü.

Ýíåðãèè En(~k) ñîîòâåòñòâóåò âîëíîâàÿ �óíêöèÿ

ψnlm(~k) =
1√
N
ei

~k ~Rϕnlm(r),

ãäå

~R =
m∗

e~re+m∗

h~rh
m∗

e+m∗

h

- ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ ýêñèòîíà, à

ϕnlm(~r) = Ylm(θ, ϕ)fnl(r), çäåñü fnl(r) - íîðìèðîâàííàÿ óñëîâè-

åì

∞
∫

0

f2
nl(r)r

2dr = 1 ðàäèàëüíàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ, Ylm(θ, ϕ) -

ñ�åðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ.

Åñòåñòâåííî, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíîì è äûðêîé îïè-

ñûâàåòñÿ îïåðàòîðîì −e2/εr òîëüêî íà ðàññòîÿíèÿõ r ≫ a. Ñòðî-
ãî ãîâîðÿ, çíà÷åíèå ε äîëæíî çàâèñåòü îò r. Ïðè ìàëûõ r íàäî
ïîëüçîâàòüñÿ âûñîêî÷àñòîòíîé, à ïðè áîëüøèõ r - ñòàòè÷åñêîé
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ.

Ïðîâåäåííîå ðàññìîòðåíèå íå ó÷èòûâàåò ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé

ýëåêòðîíà è äûðêè. Òàê êàê ýëåêòðîí è äûðêà èìåþò ñïèí s =
= 1/2, òî ïîëíûé ñïèí ýêñèòîíà ðàâåí íóëþ èëè åäèíèöå. Â ïåð-

âîì ñëó÷àå ýêñèòîí íàçûâàåòñÿ ñèíãëåòíûì èëè ïàðàýêñèòîíîì,

âî âòîðîì - òðèïëåòíûì èëè îðòîýêñèòîíîì.

Ýíåðãèÿ òðèïëåòíîãî ýêñèòîíà ëåæèò íèæå ýíåðãèè ñèíãëåò-

íîãî ýêñèòîíà íà âåëè÷èíó, ðàâíóþ óäâîåííîé ýíåðãèè îáìåííîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíîì è äûðêîé. Ýòà ýíåðãèÿ ðàñ-

ñ÷èòûâàëàñü â ðàáîòàõ [71,131℄. Îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ïî ñâî-

åé ïðèðîäå ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíûì, ïîýòîìó îíî ïðîïîðöèîíàëüíî

êâàäðàòó ìîäóëÿ âîëíîâîé �óíêöèè â òî÷êå r = 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, îíî ñóùåñòâåííî òîëüêî â s-ñîñòîÿíèÿõ (l = 0) ýêñèòîíà è

ïðèáëèæåííî ïðîïîðöèîíàëüíî

(

a/R1

)3
- êóáó îòíîøåíèÿ ïîñòî-

ÿííîé ðåøåòêè ê áîðîâñêîìó ðàäèóñó ýêñèòîíà.

Ýíåðãèÿ ñâÿçè ýêñèòîíà â ñîñòîÿíèè ñ n = 1 ðàâíà E
ñâ

=
= µe4/(2ε2~2). Ñëåäîâàòåëüíî, îíà â

(

meε
2/µ
)

ðàç ìåíüøå ýíåð-

ãèè ñâÿçè ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà (∼16 ýÂ). Â ïîëóïðîâîäíè-

êå òèïà Ge (µ ≃ 0.2me, ε ≃ 16) ýíåðãèÿ ñâÿçè E
ñâ

≃ 0.013 ýÂ, òî
åñòü ìåíüøå ñðåäíåé ýíåðãèè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ïðè êîìíàòíîé

òåìïåðàòóðå. Ïîýòîìó ýêñèòîííûå ñîñòîÿíèÿ â ýòèõ êðèñòàëëàõ

ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå íå èìåþò ïðàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.

177



Â íåêîòîðûõ äèýëåêòðèêàõ E
ñâ

≃ 0.1 ýÂ (Cu2O - çàêèñü ìåäè) è,

ñëåäîâàòåëüíî, ýêñèòîííûå ñîñòîÿíèÿ ñóùåñòâóþò è ïðè òåìïå-

ðàòóðàõ ïîðÿäêà êîìíàòíûõ (äëÿ Cu2O - E
ñâ

≃ 0.15 ýÂ).

Âîäîðîäîïîäîáíûå ýêñèòîíû íå íàáëþäàþòñÿ â êðèñòàëëàõ ñ

ìàëîé ε è áîëüøîé ý��åêòèâíîé ìàññîé µ (ùåëî÷íî-ãàëîèäíûå

êðèñòàëëû). Â ýòîì ñëó÷àå ðàäèóñ ýêñèòîííûõ ñîñòîÿíèé ìàë,

ïðèáëèæåíèå ý��åêòèâíîé ìàññû è ïðèìåíåíèÿ äèýëåêòðè÷å-

ñêîé ïðîíèöàåìîñòè íå âûïîëíÿþòñÿ.

Ïåðâîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ýê-

ñèòîíîâ Âàíüå-Ìîòòà ïóòåì íàáëþäåíèÿ âîäîðîäîïîäîáíîãî ñïåê-

òðà âáëèçè êðàÿ ñîáñòâåííîãî ïîãëîùåíèÿ áûëî ïîëó÷åíî �ðîñ-

ñîì ñ ñîòðóäíèêàìè â ðàáîòàõ [29,30℄. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìîæíî áû-

ëî ãîâîðèòü î íàëè÷èè ó êðèñòàëëà âîäîðîäîïîäîáíîãî ñïåêòðà,

íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïî êðàéíåé ìåðå òðè óðîâíÿ ýíåðãèè êðèñòàë-

ëà ñîîòâåòñòâîâàëè �îðìóëå (4.184), èñêëþ÷àÿ óðîâåíü ñ n = 1.
Â ñïåêòðå çàêèñè ìåäè ïðè òåìïåðàòóðå 4 Ê íàáëþäàëèñü äâå

âîäîðîäîïîäîáíûå ñåðèè

En =2.173− 0, 0068

n2
ýÂ, n = 2, ..., 6,

En =2.306− 0, 154

n2
ýÂ, n = 2, 3, 4.

(4.186)

Ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ñåðèé, ñîãëàñíî Ýëëèîòòó [130℄, îáóñëîâëåíî

ýêñèòîííûìè ñîñòîÿíèÿìè, îáðàçîâàííûìè äâóìÿ âàëåíòíûìè

çîíàìè è îäíîé çîíîé ïðîâîäèìîñòè. Íà îñíîâàíèè ýòîãî ïðåäïî-

ëîæåíèÿ Ýëëèîòò ïîñòðîèë ñõåìó çîííîé ñòðóêòóðû çàêèñè ìåäè

Cu2O âáëèçè k = 0 [131℄.

Êàê óæå óêàçûâàëîñü, ýêñèòîíû â ïîëóïðîâîäíèêàõ ïðåäñòàâ-

ëÿþò îáðàçîâàíèÿ ñ ìàëîé ýíåðãèåé ñâÿçè (E
ñâ

∼ 10−2 ýÂ) è áîëü-
øèì ðàäèóñîì (R1 ∼ 10−6 ñì = 102Ȧ). Òåì íå ìåíåå, ïðè î÷åíü

íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ îíè ìîãóò ïðîÿâèòü ñåáÿ êàê ÷àñòèöû.

Â ñèíãëåòíîì ñîñòîÿíèè ýêñèòîíû èìåþò íóëåâîé ñïèí, ïîýòîìó

îíè ÿâëÿþòñÿ íåéòðàëüíûìè áîçå-÷àñòèöàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì áû-

ëî âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå î âîçìîæíîñòè áîçå-êîíäåíñàöèè

ýêñèòîíîâ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ìàëîé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ,

êîãäà èõ âçàèìîäåéñòâèå ñëàáî, âîçìîæíà áîçå-êîíäåíñàöèÿ â ñè-

ñòåìå ýêñèòîíîâ ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ [47℄.

Ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ýêñèòîíîâ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî

èç-çà èõ âçàèìîäåéñòâèÿ (âçàèìíîå ýêðàíèðîâàíèå) ìåíÿåòñÿ è
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ýíåðãèÿ ñâÿçè ýêñèòîíîâ. Â ñèñòåìå ýêñèòîíîâ áîëüøîãî ðàäè-

óñà èç-çà ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó íèìè ïðè áîëüøèõ ïëîòíîñòÿõ è

íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ âîçìîæíî îáðàçîâàíèå ìåòàëëèçèðîâàííûõ

êàïåëü. Áûëî ïîêàçàíî [5, 6℄, ÷òî, íàïðèìåð, â ãåðìàíèè êîíäåí-

ñàöèÿ ýêñèòîíîâ â êàïëè ïðîèñõîäèò òîëüêî ïðè ïëîòíîñòè ýê-

ñèòîíîâ, ïðåâûøàþùåé 10

15
ñì

−3
. Ïî ìåðå ðîñòà êîíöåíòðàöèè

÷èñëî êàïåëü áûñòðî ðàñòåò, à ãàçîâàÿ �àçà - ñâîáîäíûå ýêñèòî-

íû, ïîñòåïåííî èñ÷åçàåò.

4.12. Ýêñèòîíû Ôðåíêåëÿ

Ýêñèòîíû Âàíüå-Ìîòòà õàðàêòåðèçîâàëèñü òåì, ÷òî ðàññòîÿíèå

ìåæäó ýëåêòðîíîì è äûðêîé îòíîñèòåëüíî âåëèêî. Îäíàêî ñó-

ùåñòâóåò îáðàòíûé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîòîðûé ðåàëèçóåòñÿ â

ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëàõ, êîãäà ýëåêòðîí è äûðêà íàõîäÿòñÿ

íà îäíîì è òîì æå àòîìå. Ýëåêòðîí è äûðêà, âîçíèêàþùèå íà

äàííîì àòîìå, åñòü ðåçóëüòàò êâàíòîâîãî ïåðåõîäà àòîìà èç îñ-

íîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â âîçáóæäåííîå. Êîëëåêòèâíîå âîçáóæäåíèå-

ýêñèòîí Ôðåíêåëÿ âîçíèêàåò çà ñ÷åò ý��åêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ

àòîìîâ è ìîëåêóë ìåæäó ñîáîé [32℄. Ïðè ýòîì ïåðåõîä àòîìà èç

âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ â îñíîâíîå âûçûâàåò âîçáóæäåíèå ñî-

ñåäíèõ àòîìîâ èëè ìîëåêóë è â ðåçóëüòàòå íà íèõ îêàçûâàåòñÿ

ñâÿçàííàÿ ïàðà - ýëåêòðîí è äûðêà. Õîòÿ äëÿ ýêñèòîíà Ôðåíêåëÿ

ýëåêòðîí è äûðêà îñòàþòñÿ ïîñòîÿííî â ïðåäåëàõ àòîìà èëè ìî-

ëåêóëû è íåò íèêàêîãî èíäèâèäóàëüíîãî äâèæåíèÿ, òåì íå ìåíåå

ýëåêòðîííî-äûðî÷íàÿ ïàðà äâèæåòñÿ êàê öåëîå çà ñ÷åò ïåðåäà-

÷è ýíåðãèè îò àòîìà ê àòîìó. Ïåðåõîä àòîìà (ìîëåêóëû) â âîç-

áóæäåííîå ñîñòîÿíèå ñ îáðàçîâàíèåì ýëåêòðîííî-äûðî÷íîé ïàðû

õàðàêòåðèçóåòñÿ ìóëüòèïîëüíûìè ìîìåíòàìè. Îñîáåííî ñóùå-

ñòâåííû ýëåêòðè÷åñêèå äèïîëüíûå ìîìåíòû ïåðåõîäîâ. Çà ñ÷åò

äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåçîíàíñíûé

îáìåí âîçáóæäåíèÿìè ìåæäó ìîëåêóëàìè. Ïðè ýòîì ìàòðè÷íûé

ýëåìåíò äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ âû-

ðàæåíèåì

Mfg
nm =

1

r5nm
[(~dnf ~dmg)r

2
nm − 3(~dnf~rnm)(~dmg~rnm)], (4.187)

ãäå ~rnm - ðàäèóñ-âåêòîð ìåæäó ìîëåêóëàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â

óçëàõ ~n è ~m, à ~dnf , ~dmg - äèïîëüíûå ìîìåíòû ìîëåêóë.

~dnf =
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= e < ϕnf |~r|ϕn0 > - âåêòîðíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò.

Äëÿ àíàëèçà êîëëåêòèâíûõ âîçáóæäåíèé êðèñòàëëà óäîáíî

ïåðåéòè ê ïðåäñòàâëåíèþ âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Â ïðåäñòàâ-

ëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ âñå îïåðàòîðû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

îïåðàòîðû B+
nf è Bnf . Îïåðàòîðû B+

nf õàðàêòåðèçóþò ïåðåõîä

ìîëåêóëû â n-ì óçëå èç îñíîâíîãî â f -e âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå;
îïåðàòîðû Bnf õàðàêòåðèçóþò îáðàòíûé ïåðåõîä. Â ÷àñòíîñòè,

ãàìèëüòîí ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

Ĥ =E0 +
∑

n,f

(△εf +Df )B
+
nfBnf+

+
1

2

∑

n,m,f,g

Mfg
nm(B+

nf +Bnf )(B
+
mgBmg),

(4.188)

ãäå E0 - ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà,△εf = εf − ε0−
ýíåðãèÿ ïåðåõîäà ìîëåêóëû â f -e âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå, Df−
èçìåíåíèå ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ âñåõ ìîëåêóë êðèñòàëëà ñ îä-

íîé èç íèõ, êîãäà îíà ïåðåõîäèò â f -e âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå,
Mfg

nm - ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îáìåíà âîçáóæäåíèÿìè ìåæäó ìî-

ëåêóëàìè â n-ì è m-ì óçëàõ.

Îïåðàòîð B+
nfBnf îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîëåêóëà

n íàõîäèòñÿ â f -îì âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè. Ïîñêîëüêó ìîëåêó-

ëà ìîæåò íàõîäèòüñÿ òîëüêî â îäíîì âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè,

à ÷èñëî ìîëåêóë â êðèñòàëëå N , òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∑

f

B+
nfBnf = 1,

∑

n,f

B+
nfBnf = N.

Îïåðàòîðû B+
nf , Bmg óäîâëåòâîðÿþò áîçåâñêèì ïåðåñòàíîâî÷-

íûì ñîîòíîøåíèÿì

[Bnf , Bmg] = [Bnf , B+
mg] = 0

ïðè n 6= m èëè f 6= g. Åñëè æå îíè îòíîñÿòñÿ ê îäèíàêîâûì ïàðàì
èíäåêñîâ, òî âûïîëíÿþòñÿ �åðìèåâñêèå ñîîòíîøåíèÿ êîììóòà-

öèè

BnfB
+
nf +B+

nfBnf = 1, B2
nf = (B+

nf )
2 = 0,

òî åñòü ýòè îïåðàòîðû ñî ñìåøàííûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîò-

íîøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè Ïàóëè.
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëàáî âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ êðèñòàë-

ëà, ñîîòâåòñòâóþùèå âîçáóæäåíèþ N0 << N ìîëåêóë. Â ýòèõ

ñîñòîÿíèÿõ

< B+
nfBnf >∼

N0

N

è äëÿ íèõ ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí ∼ N0/N êîììóòàöèîííûå ñî-

îòíîøåíèÿ ìîæíî çàìåíèòü ïðîñòûìè áîçåâñêèìè

[Bnf , B
+
mg] = δnmδfg.

Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëàõ âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

Lfg(~k) =
∑

n,m

Mfg
nme

i~k(~n−~m) ≪ △εf +Df ,

â ðåçóëüòàòå ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåíèåì, ïðè êîòîðîì

îïåðàòîð ýíåðãèè çàìåíÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì âûðàæåíèåì:

Ĥ = E0 +
∑

n,f

(△εf +Df)B
+
nfBnf +

∑

n,m

Mfg
nmB

+
nfBmg. (4.189)

Äèàãîíàëèçàöèÿ îïåðàòîðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîäîì ê íîâûì

êîëëåêòèâíûì îïåðàòîðàì áîçåâñêîãî òèïà

Bn,f =
1√
N

∑

~k

Bf (~k)e
i~k~n, B+

n,f =
1√
N

∑

~k

B+
f (~k)e−i

~k~n. (4.190)

Òîãäà

Ĥ = E0 +
∑

f,~k

[△εf +Df + Lf (~k)]B
+
f (~k)Bf (~k). (4.191)

Äàííûå êîëëåêòèâíûå âîçáóæäåíèÿ ñ ýíåðãèåé

Ef (~k) = △εf +Df + Lf(~k) (4.192)

è ÿâëÿþòñÿ ýêñèòîíàìè Ôðåíêåëÿ.

Çàâèñèìîñòü Lf (~k) çàäàåò çàêîí äèñïåðñèè âîçáóæäåíèé,

~k

ïðèíèìàåò N êâàçèíåïðåðûâíûõ çíà÷åíèé. Â îáëàñòè ìàëûõ

~k
(

~k = k~s)

Ef (~k) = Ef (~s) +
~
2k2

2m∗f (~s)
, (4.193)
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ãäåm∗f (~s) - ý��åêòèâíàÿ ìàññà ýêñèòîíà. Â îáùåì ñëó÷àå è Ef (~k)

è m∗f (~s) çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà

~k, ïîýòîìó ïðè

~k = 0

Ef (~k) ÿâëÿåòñÿ íåàíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé âîëíîâîãî âåêòîðà.
Ý��åêòèâíàÿ ìàññà m∗f ýêñèòîíà ìîæåò áûòü êàê ïîëîæè-

òåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëüíîé.

4.13. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíûå ïðèáëèæåíèÿ îäíîýëåêòðîííîé

òåîðèè.

2. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ïðåèìóùåñòâî çàäàíèÿ âîëíîâûõ �óíê-

öèé ýëåêòðîíîâ â êðèñòàëëàõ â âèäå �óíêöèé Áëîõà?

3. Íà ÷åì îñíîâûâàåòñÿ ïðèáëèæåíèå ý��åêòèâíîé ìàññû,

îõàðàêòåðèçîâàòü îáëàñòü åãî ïðèìåíåíèÿ.

4. Îõàðàêòåðèçîâàòü îñíîâíûå òèïû èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïî-

âåðõíîñòåé äëÿ ýëåêòðîíîâ â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ ãëàâíûõ ìî-

ìåíòîâ òåíçîðà îáðàòíîé ý��åêòèâíîé ìàññû.

5. Îïèñàòü îñíîâíûå ïðèíöèïû ïðèáëèæåíèÿ ïî÷òè ñâîáîä-

íûõ ýëåêòðîíîâ. Íàðèñîâàòü çîííóþ ñòðóêòóðó ýëåêòðîííîãî

ñïåêòðà â äàííîì ïðèáëèæåíèè.

6. Äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîííûõ ñâîéñòâ êàêèõ ìåòàëëîâ è ïî÷å-

ìó ïðèìåíèìî ïðèáëèæåíèå ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ è ïðè-

áëèæåíèå ñèëüíîé ñâÿçè.

7. Îñíîâíûå ïðèíöèïû ââåäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âòîðè÷íîãî

êâàíòîâàíèÿ äëÿ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû â òâåðäûõ òåëàõ è åå

ïðåèìóùåñòâà ïåðåä êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì.

8. Îñíîâíûå ïðèíöèïû ââåäåíèÿ äûðî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû â òâåðäûõ òåëàõ.

9. Îáîñíîâàòü ñâÿçü òèïîâ òâåðäûõ òåë (ìåòàëëû, ïîëóìåòàë-

ëû, ïîëóïðîâîäíèêè, äèýëåêòðèêè) ñ èõ çîííîé ñòðóêòóðîé.

10. ×åì îòëè÷àþòñÿ ïîëóìåòàëëû îò ìåòàëëîâ è ïîëóïðîâîä-

íèêîâ? Îáîñíîâàíèå ýòèõ îòëè÷èé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëå-

íèé î çîííîé ñòðóêòóðå äàííûõ ìàòåðèàëîâ.

11. Îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé è åå �óíê-

öèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü îò ýíåðãèè â ïðèáëèæåíèÿõ ïî÷òè ñâî-

áîäíûõ ýëåêòðîíîâ, ý��åêòèâíîé ìàññû è ñèëüíîé ñâÿçè.

12. Êàêîâà îñíîâíàÿ îòëè÷èòåëüíàÿ îñîáåííîñòü ýíåðãåòè÷å-

ñêîãî ñïåêòðà ýêñèòîíîâ Âàíüå-Ìîòòà è ÷åì îíà îáóñëîâëåíà?
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13. Îòëè÷èòåëüíûå ñâîéñòâà ýêñèòîíîâ Âàíüå-Ìîòòà è ýêñèòî-

íîâ Ôðåíêåëÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîííûõ ñâîéñòâ êàêèõ òèïîâ

òâåðäûõ òåë ïðèìåíèìû ïðåäñòàâëåíèÿ î äàííûõ ýêñèòîíàõ?

14. Êàêèìè �óíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñòàòè-

ñòè÷åñêèå ñâîéñòâà êâàçè÷àñòèö-ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëàõ, ïîëóìå-

òàëëàõ è ïîëóïðîâîäíèêàõ?

15. Îõàðàêòåðèçîâàòü òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü òåïëîåì-

êîñòè ýëåêòðîííîãî ãàçà â ìåòàëëàõ. Ïðè êàêèõ òåìïåðàòóðàõ

ìîæíî âûäåëèòü ýëåêòðîííûé âêëàä â òåïëîåìêîñòü êðèñòàëëà

îò �îíîííîé ñîñòàâëÿþùåé?
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�ëàâà 5

Ýëåêòðîí - �îíîííîå âçàèìîäåéñòâèå

Ââåäåíèå

Ïðè èçëîæåíèè òåîðèè îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ïîëàãàëîñü,

÷òî èîíû æåñòêî çàêðåïëåíû â óçëàõ ðåøåòêè. Ñìåùåíèå àòî-

ìîâ èç èõ ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé â èäåàëüíîé ðåøåòêå âûçûâà-

åò íàðóøåíèå ñòðîãîé ïåðèîäè÷íîñòè ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ, êî-

òîðîå ñîïðîâîæäàåòñÿ ëîêàëüíûì èçìåíåíèåì ýëåêòðîííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ. È íàîáîðîò, ëîêàëüíîå èçìåíåíèå ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ ïðèâîäèò ê ëîêàëüíîìó èçìåíåíèþ ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæ-

äó àòîìàìè, è ñëåäîâàòåëüíî, ê ëîêàëüíîé äå�îðìàöèè ðåøåò-

êè è âîçáóæäåíèþ êîëåáàíèé àòîìîâ, òî åñòü �îíîíàì. Â ñâÿ-

çè ñ ýòèì ãîâîðÿò, ÷òî ìåæäó ýëåêòðîíàìè è �îíîíàìè èìååòñÿ

âçàèìîäåéñòâèå (ýòî âçàèìîäåéñòâèå åñòü ðåçóëüòàò çàâèñèìîñòè

ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé îò ïîñòîÿííîé ðåøåòêè). Òàêîå ýëåêòðîí-

�îíîííîå âçàèìîäåéñòâèå ïðîÿâëÿåòñÿ äàæå ïðè àáñîëþòíîì íó-

ëå. Ïðè óâåëè÷åíèè òåìïåðàòóðû åãî ðîëü ñóùåñòâåííî âîçðàñ-

òàåò.

Ýëåêòðîí-�îíîííîå âçàèìîäåéñòâèå îáóñëîâëèâàåò ðÿä ñïå-

öè�è÷åñêèõ ÿâëåíèé â êðèñòàëëå:

1) äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ â êðèñòàëëå âñåãäà ñîïðîâîæäàåòñÿ äâè-

æåíèåì ïîëÿ äå�îðìàöèè (ïîëÿðîííûé ý��åêò);

2) ýëåêòðîíû, èñïóñêàÿ è ïîãëîùàÿ �îíîíû ïåðåõîäÿò èç îäíèõ

ñîñòîÿíèé äâèæåíèÿ â äðóãèå;

3) â íåêîòîðûõ îñîáûõ ñëó÷àÿõ âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ñ �î-

íîíàìè ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñâåðõïðîâîäèìîñòè è äðóãèì èç-

ìåíåíèÿì ñîñòîÿíèÿ òâåðäîãî òåëà.

Â êîâàëåíòíûõ (íåèîííûõ) êðèñòàëëàõ âçàèìîäåéñòâèå ýëåê-

òðîíîâ ñ �îíîíàìè îïèñûâàþò ñ ïîìîùüþ äå�îðìàöèîííîãî ïî-

òåíöèàëà, âïåðâûå ââåäåííîãî â ðàáîòå [114℄. Äå�îðìàöèîííûé

ïîòåíöèàë õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé

ýëåêòðîíîâ ïðè èçìåíåíèè ðàññòîÿíèé ìåæäó àòîìàìè â êðè-

ñòàëëå. ×òî êàñàåòñÿ èîííûõ êðèñòàëëîâ âçàèìîäåéñòâèå ýëåê-
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òðîíîâ ñ àêóñòè÷åñêèìè �îíîíàìè òàêæå îïèñûâàåòñÿ ïîòåíöèà-

ëîì äå�îðìàöèè. À âîò âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ îïòè÷åñêè-

ìè �îíîíàìè â èîííûõ è êîâàëåíòíûõ êðèñòàëëàõ ñóùåñòâåííî

ðàçëè÷àþòñÿ, òàê êàê îïòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â èîííûõ êðèñòàë-

ëàõ ñâÿçàíû ñ îòíîñèòåëüíûì ñìåùåíèåì ýëåêòðîííûõ çàðÿäîâ

êðèñòàëëà - åãî ïîëÿðèçàöèé. Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà ñ ïîïå-

ðå÷íûìè îïòè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè ðåøåòêè â èîííûõ êðèñòàë-

ëàõ èãðàåò çíà÷èòåëüíóþ ðîëü òîëüêî ïðè èññëåäîâàíèè êâàí-

òîâûõ ïåðåõîäîâ ýëåêòðîíà. Âçàèìîäåéñòâèå æå ñ ïðîäîëüíûìè

îïòè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè èîííûõ êðèñòàëëîâ ïðîÿâëÿåòñÿ è ïðè

èññëåäîâàíèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíà. Òàê ïðîõîäÿ-

ùèé ÷åðåç ðåøåòêó ýëåêòðîí âçàèìîäåéñòâóåò ñ èîíàìè, ñìåùàåò

èõ èç ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ è òåì ñàìûì ñîçäàåò äëÿ ñåáÿ áîëåå

ãëóáîêèé ïîòåíöèàë. Åãî ýíåðãèÿ ïîíèæàåòñÿ, à ý��åêòèâíàÿ

ìàññà âîçðàñòàåò. Ýòîò ýëåêòðîí, ñîïðîâîæäàåìûé äå�îðìàöè-

ÿìè ðåøåòêè ("îáëàêîì ïîëÿðèçàöèè"), íàçûâàåòñÿ ïîëÿðîíîì.

Â çàâèñèìîñòè îò ñîñòîÿíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà â îäíîì è òîì

æå êðèñòàëëå ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ðàçëè÷íûå ìàññû: åñëè ýëåê-

òðîí äâèæåòñÿ ìåäëåííî, òî îñóùåñòâëÿåòñÿ, òàê íàçûâàåìàÿ,

ïåðåíîðìèðîâêà ìàññû ýëåêòðîíà; åñëè æå ýëåêòðîí äâèæåòñÿ

î÷åíü áûñòðî, òî èîíû íå óñïåâàþò ñëåäîâàòü çà íèì è ïîÿâëÿ-

åòñÿ ìàññà "ãîëîãî" ýëåêòðîíà.

5.1. Ìåòîä ïîòåíöèàëà äå�îðìàöèè â

êîâàëåíòíûõ êðèñòàëëàõ

Â êðèñòàëëàõ êóáè÷åñêîé ñèììåòðèè âáëèçè öåíòðà çîíû Áðèë-

ëþýíà

~k ïðîñòðàíñòâà èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè èìåþò ñ�å-
ðè÷åñêóþ �îðìó. Â ïðèáëèæåíèè ý��åêòèâíîé ìàññû â èäåàëü-

íîì êðèñòàëëå çàêîí äèñïåðñèè ýëåêòðîíîâ E(~k) = ~
2k2/2m∗.

Äå�îðìàöèÿ êðèñòàëëà (ëîêàëüíîå ïîâûøåíèå ïëîòíîñòè) ñî-

çäàåò îáëàñòü ïîâûøåííîé ïîëÿðèçóåìîñòè, ê êîòîðîé ïðèòÿãè-

âàåòñÿ ýëåêòðîí ïðîâîäèìîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïðîèñõîäèò ïîíè-

æåíèå ýíåðãèè ýëåêòðîíà. Ïðè ìàëûõ äå�îðìàöèÿõ, õàðàêòåðè-

çóåìûõ òåíçîðîì äå�îðìàöèè uαβ = 1
2

(

∂uα

∂xβ
+

∂uβ

∂xα

)

çàêîí äèñ-

ïåðñèè äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïðèìåò âèä (äëÿ èçîòðîïíûõ
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êðèñòàëëîâ)

E(~k, uαβ(~r)) = E(~k)− C1

∑

α

uαα, (5.1)

ãäå

∑

α
uαα = δV/V = div~u - îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúå-

ìà êðèñòàëëà. Äëÿ èäåàëüíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà C1 = 2EF /3
(

EF ∼ (N/V )2/3, δEF = − 2
3EF δV/V = − 2

3EF

∑

α
uαα

)

.

Äëÿ êðèñòàëëîâ ñ íåñ�åðè÷åñêèìè èçîýíåðãåòè÷åñêèìè ïî-

âåðõíîñòÿìè E(k) = ~
2

2

∑

α,β

kαkβ

m∗

αβ

. Â òàêèõ êðèñòàëëàõ ïðè äå�îð-

ìàöèè èçìåíåíèå ýíåðãèè ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé îáóñëîâëåíî íå

òîëüêî îòíîñèòåëüíûì èçìåíåíèåì îáúåìà, íî è êîìïîíåíòàìè

ñäâèãîâîé äå�îðìàöèè ηαβ = uαβ − 1
3δαβ

∑

α
uαα, õàðàêòåðèçóþ-

ùåé èçìåíåíèå �îðìû êðèñòàëëà. Òîãäà

E(~k, uαβ)− E(~k) = −C1

∑

α

uαα + C2

∑

αβ

kαkβηαβ
m∗αβ

. (5.2)

Äàííîå èçìåíåíèå ýíåðãèè ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé çà ñ÷åò ëî-

êàëüíûõ äå�îðìàöèé, êîãäà âëèÿíèå uαβ(~r) íà ýíåðãèþ ýëåêòðî-

íà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äîïîëíèòåëüíóþ ê ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè ñðåäíåãî ïîëÿ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ýëåêòðîíîâ â ðå-

øåòêå, íàçûâàþò äå�îðìàöèîííûì ïîòåíöèàëîì

V̂d(~r) = −C1div~u(~r) + C2

∑

αβ

kαkβ
m∗αβ

ηαβ . (5.3)

Äå�îðìàöèîííûé ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåò â äëèííîâîëíîâîì ïðè-

áëèæåíèè îïåðàòîð ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ àêó-

ñòè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè. Îïåðàòîð âåêòîðà ñìåùåíèÿ ~̂u(~r) àòî-
ìà èç óçëà ~n â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ �îíîíîâ èìååò

âèä

~̂u(~n) =
∑

~q,α

√

~

2MNωα(~q)
~eα(~q)(b~q,α + b+−~q,α)e

i~q~n, (5.4)

ãäå ωα(~q) = qvα, vα - ñêîðîñòü àêóñòè÷åñêèõ âîëí âåòâè α; ~eα(~q)−
âåêòîð ïîëÿðèçàöèè �îíîíîâ, M - ìàññà àòîìîâ ýëåìåíòàðíîé
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ÿ÷åéêè, N - ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê, α = 1, 2, 3. Â ðåçóëüòàòå

V̂d(~r) =
1√
N

∑

~q

Fl(~q)(b~q,l − b+−~q,l)e
i~q~r, (5.5)

ãäå Fl(~q) = −iC1

√

~q
2Mvl

, èíäåêñ l õàðàêòåðèçóåò ïðîäîëüíóþ

âåòâü àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé; ïîïåðå÷íûå âåòâè àêóñòè÷åñêèõ

êîëåáàíèé âêëàäà â äå�îðìàöèîííûé ïîòåíöèàë íå âíîñÿò.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ îäíîýëåêòðîí-

íûõ ñîñòîÿíèé â çîíå ïðîâîäèìîñòè ñ ýíåðãèåé E(~k) = ~
2k2/2m∗

è âîëíîâûìè �óíêöèÿìè ψ~k(~r) = 1√
V
ei

~k~r
ââåäåì îïåðàòîðíûå

�óíêöèè Ψ̂(~r) =
∑

~k

a~kψ~k(~r), ãäå a~k, a
+
~k
- �åðìèåâñêèå îïåðàòî-

ðû óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ ýëåêòðîíà â

~k-îì ñîñòîÿíèè. Òîãäà

îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ ïðîäîëüíûìè àêóñòè÷å-

ñêèìè �îíîíàìè ïðèìåò âèä:

Ĥint =

∫

Ψ̂+(~r)V̂dΨ̂(~r)d3~r =
1√
N

∑

~k,~q

Fl(~q)a
+
~k+~q

a~k(b~q,l − b+−~q,l)+

+
1√
N

∑

~k,~q,~g

Fl(~q + ~g)a+~k+~q+~g
a~k(b~q,l − b+−~q,l),

(5.6)

ãäå ~g - âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè.
Ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà ýëåêòðîí-�îíîí-

íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îïèñûâàåò ïðîöåññû íîðìàëüíîãî ðàññåÿ-

íèÿ (N -ïðîöåññû), âòîðàÿ - ïðîöåññû ïåðåáðîñà (U -ïðîöåññû).
Ïðè ïðîöåññàõ ïåðåáðîñà äàæå äëèííîâîëíîâûå �îíîíû ìîãóò

ðàññåèâàòü ýëåêòðîí íà î÷åíü áîëüøèå óãëû. �àññåÿíèå ñ ïåðå-

áðîñîì ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àåòñÿ îò íîðìàëüíîãî ðàññåÿíèÿ,

îäíàêî îíî èìååò ìåñòî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà âîëíîâîé âåê-

òîð ýëåêòðîíà ðàâåí èëè áëèçîê ê ãðàíèöå çîíû Áðèëëþýíà è

ïîâåðõíîñòè Ôåðìè â ðàñøèðåííîì

~k-ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó ïðè
äîñòàòî÷íî íèçêîé òåìïåðàòóðå, êîãäà âîçáóæäåíû ëèøü äëèí-

íîâîëíîâûå �îíîíû (ìàëûå ~q), ïðîöåññû ïåðåáðîñà íå èãðàþò

ðîëè â ðàññåÿíèè ýëåêòðîíîâ. Îäíàêî ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðà-

òóðû ïðîöåññû ïåðåáðîñà ìîãóò äàòü îñíîâíîé âêëàä â óäåëüíîå

ñîïðîòèâëåíèå.
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�èñ. 5.1. Äèàãðàììû Ôåéíìàíà, èëëþñòðèðóþùèå ïðîöåññ ïîãëîùå-

íèÿ è èñïóñêàíèÿ �îíîíà ýëåêòðîíîì

Îãðàíè÷èìñÿ ïîêà ðàññìîòðåíèåì íîðìàëüíûõ ïðîöåññîâ ðàñ-

ñåÿíèÿ. Òîãäà êàæäîå ñëàãàåìîå â Ĥint õàðàêòåðèçóåò ïðîöåññû

èñïóñêàíèÿ è ïîãëîùåíèÿ �îíîíà ýëåêòðîíîì. Èì ìîæíî ñîïî-

ñòàâèòü äèàãðàììû Ôåéíìàíà, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 5.1: ñïëîø-

íûå ñòðåëêè, íàïðàâëåííûå ê óçëîâûì òî÷êàì, ñîîòâåòñòâóþò

îïåðàòîðàì óíè÷òîæåíèÿ, à ñòðåëêè íàïðàâëåííûå îò óçëîâûõ

òî÷åê - îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåêòðîííûõ ñî-

ñòîÿíèé. Âîëíèñòûå ëèíèè îòíîñÿòñÿ ê îïåðàòîðàì �îíîíîâ. Ñó-

ùåñòâîâàíèå ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äàííîãî âèäà

îçíà÷àåò, ÷òî ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà ñ âîëíîâûì îïåðàòîðîì

~k ïðè
îòñóòñòâèè âîçáóæäåííûõ �îíîíîâ (T = 0) íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ
òî÷íûì ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû - âñåãäà áóäåò ñóùå-

ñòâîâàòü îáëàêî âèðòóàëüíûõ �îíîíîâ, ñîïðîâîæäàþùèõ ýëåê-

òðîí. Ñîñòàâíàÿ êâàçè÷àñòèöà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé êîìïëåêñ

èç ýëåêòðîíà è âèðòóàëüíûõ �îíîíîâ íàçûâàåòñÿ ïîëÿðîíîì. Òåð-

ìèí ïîëÿðîí ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êîìïëåêñà - ýëåêòðîí è âèð-

òóàëüíûå îïòè÷åñêèå �îíîíû, â èîííûõ êðèñòàëëàõ. Ôîíîííîå

îáëàêî èçìåíÿåò ýíåðãèþ ýëåêòðîíà.

Îäíîýëåêòðîííûå âîçáóæäåíèÿ, âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ ïðî-

äîëüíûìè �îíîíàìè îïèñûâàþòñÿ îïåðàòîðîì:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint, (5.7)

ãäå

Ĥ0 =
∑

~k

E(~k)a+~k
a~k +

∑

~q

~ω(~q)(b+~q b~q +
1

2
),

Hint =
1√
N

∑

~k,~q

Fl(~q)a
+
~k+~q

a~k(b~q,l − b+−~q,l).
(5.8)
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�èñ. 5.2. Äèàãðàììà Ôåéíìàíà ïðîöåññà èñïóñêàíèÿ è ïîãëîùåíèÿ

ýëåêòðîíîì âèðòóàëüíûõ �îíîíîâ

Áåç ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ Ĥint ñîñòîÿíèå îäíîãî ýëåêòðîíà ñ âîë-

íîâûì âåêòîðîì

~k è àêóñòè÷åñêèõ �îíîíîâ n~q ñ âîëíîâûìè âåê-

òîðàìè ~q îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèÿìè

|~k, n~q >= a+~k

(b+~q )
n~q

√

n~q!
|0 > .

Ýòîìó ñîñòîÿíèþ ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèÿ

E~k,n~q
= E(~k) + ~ω(~q)(n~q + 1/2).

�àñ÷åòû â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèÿ ïî Ĥint ïîêàçûâàþò,

÷òî ñðåäíåå ÷èñëî âèðòóàëüíûõ �îíîíîâ, ñîïðîâîæäàþùèõ ýëåê-

òðîí â êîâàëåíòíûõ êðèñòàëëàõ, < n~q > ïðè T = 0 çíà÷èòåëü-

íî ìåíüøå åäèíèöû (< n~q >≃ 0.04 äëÿ ìåäëåííûõ ýëåêòðîíîâ

~k < ~q). Òåì íå ìåíåå âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ñ �îíîíàìè

ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ èõ çàêîíà äèñïåðñèè, âûçâàííîå òåì, ÷òî

ñîñòîÿíèå êðèñòàëëà ÿâëÿåòñÿ óæå ñëîæíîé êîìáèíàöèåé îäíî-

ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ âèðòóàëüíûìè �îíîíàìè (äå�îðìà-

öèåé ðåøåòêè). Èíîãäà òàêîå ñîñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì

"îäåòîãî" ýëåêòðîíà. Òàêèì îáðàçîì, ìåäëåííîå äâèæåíèå ýëåê-

òðîíà â çîíå ïðîâîäèìîñòè êîâàëåíòíûõ êðèñòàëëîâ ñîïðîâîæ-

äàåòñÿ ïåðåìåùåíèåì ëîêàëüíîé äå�îðìàöèè êðèñòàëëà, êîòî-

ðàÿ íà ÿçûêå òåîðèè âîçìóùåíèÿ îïèñûâàåòñÿ êàê ïðîöåññ èñ-

ïóñêàíèÿ è ïîñëåäóþùåãî ïîãëîùåíèÿ ýëåêòðîíîì âèðòóàëüíûõ

�îíîíîâ, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 5.2.

�àñ÷åò ïîïðàâêè ê ýíåðãèè "ãîëîãî" ýëåêòðîíà âî âòîðîì ïî-

ðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèÿ ïî ýëåêòðîí-�îíîííîìó âçàèìîäåé-

ñòâèþ äàåò

E(~k) =

(

~
2

2m∗
−B

)

k2 −A, (5.9)
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ãäå A, B - �óíêöèè ïàðàìåòðîâ ýëåêòðîíà è �îíîíîâ, ðåøåòêè

(a, m∗, M , vl, C1).

Òàêèì îáðàçîì, âñëåäñòâèå ó÷åòà ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàè-

ìîäåéñòâèÿ äíî çîíû ïðîâîäèìîñòè ïîíèæàåòñÿ íà âåëè÷èíó A,
à ý��åêòèâíàÿ ìàññà ýëåêòðîíà óâåëè÷èâàåòñÿ

m∗ → m∗
(

1− 2m∗B
~2

) .

Äåìîíñòðàöèÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé

�àññìîòðèì ýëåìåíòû ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ó÷åòà

âëèÿíèÿ ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà ýíåðãèþ ýëåê-

òðîíà â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ïðè T = 0 è îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåãî

÷èñëà âèðòóàëüíûõ �îíîíîâ â "øóáå" ýëåêòðîíà. Òàê êàê ïî-

ïðàâêè ê äàííûì âåëè÷èíàì âîçíèêàþò âî âòîðîì ïîðÿäêå òåî-

ðèè âîçìóùåíèé îïðåäåëèì ñíà÷àëà ïîïðàâêó ïåðâîãî ïîðÿäêà ê

âîëíîâîé �óíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ

Ψ~k,0 = |~k, 0 > −
∑

~q

|~k − ~q; 1~q >< ~k − ~q; 1~q|Ĥint|~k, 0 >
E(~k − ~q)− E(~k) + ~ωl

. (5.10)

Ââåäåì

D(~k, ~q) = E(~k − ~q)− E(~k) + ~ωl(~q) =
~
2[~q(~q + ~Q)− 2~k~q]

2m∗
(5.11)

ñ

~Q = 2m∗vl~q/~q.

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ðàâåí < ~k− ~q; 1~q|Ĥint|~k, 0 >= Fl(q)/
√
N .

Ïðè âñåõ |~k| < Q/2 D(~k, ~q) 6= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ìàëûõ

Fl(q) è k ≪ Q òåîðèÿ âîçìóùåíèé ñïðàâåäëèâà. Ïðè ýòîì ìîæíî

ïîëîæèòü, ÷òî

D(~k, ~q) = D(0, ~q) =
~
2~q(~q + ~Q)

2m∗ .

Âû÷èñëèì ñðåäíåå ÷èñëî �îíîíîâ, îêðóæàþùèõ ýëåêòðîí:

< n~k,0 >=< Ψ~k,0|
∑

~q

b+~q b~q|Ψ~k,0 > . (5.12)
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Ïðè k = 0

< n0,0 >=
∑

~q

| < −~q; 1~q|Ĥint|0, 0 > |2
D2(0, ~q)

=
1

N

∑

~q

Fl(q)
2

D2(0, ~q)
. (5.13)

Ñîâåðøàÿ ïåðåõîä îò ñóììèðîâàíèÿ ïî âîëíîâûì âåêòîðàì ê èí-

òåãðèðîâàíèþ

1

N

∑

~q

....⇒ 2πv

(2π)3

π/a
∫

0

π
∫

0

....q2dq sin θdθ

è ïðîâîäÿ ïîñëåäóþùèé ðàñ÷åò, â êà÷åñòâå îöåíîê ïîëó÷àþò çíà-

÷åíèÿ

< n~k,0 >≃ 0, 04,

÷òî óêàçûâàåò íà ñëàáóþ ñâÿçü ìåäëåííûõ ýëåêòðîíîâ ñ ïðîäîëü-

íûìè àêóñòè÷åñêèìè �îíîíàìè è îïðàâäûâàåò ïðèìåíåíèå òåî-

ðèè âîçìóùåíèé.

Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ñ �îíîíàìè ïðèâîäèò ê èçìåíå-

íèþ èõ çàêîíà äèñïåðñèè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ýíåð-

ãèþ "îäåòîãî" ýëåêòðîíà âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé,

êîòîðàÿ ïðèíèìàåò âèä:

E(~k) =
~
2~k2

2m∗
−
∑

~q

| < ~k − ~q; 1~q|Ĥint|~k, 0 > |2

D(~k, ~q)
. (5.14)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ D(~k, ~q) è ðàçëîæåíèå

1

D(~k, ~q)
≃ 2m∗

~2~q(~q + ~Q)

[

1 +
2kµ

q +Q
+

4k2µ2

(q +Q)2
+ ...

]

ñ µ = cos θ, θ - óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

~k è ~q. Ïðîâîäÿ èíòåãðè-

ðîâàíèå ïî q â èòîãå ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå (5.9) ñ ó÷åòîì,
÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî θ îáðàùàåò â íóëü âêëàä îò ÷ëåíà ðàçëî-
æåíèÿ ëèíåéíîãî ïî k è îñòàâëÿåò îòëè÷íûì îò íóëÿ âêëàä îò

êâàäðàòè÷íîãî ïî k ñëàãàåìîãî â ðàçëîæåíèè.
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5.2. Ýëåêòðîí-�îíîííîå âçàèìîäåéñò-

âèå â èîííûõ êðèñòàëëàõ

Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ñ àêóñòè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè â èîí-

íûõ êðèñòàëëàõ ìàëî ÷åì îòëè÷àåòñÿ îò âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåê-

òðîíîâ ñ àêóñòè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè â êîâàëåíòíûõ êðèñòàë-

ëàõ è òàêæå îïèñûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì äå�îðìàöèè. Òàêîìó âçà-

èìîäåéñòâèþ ñîîòâåòñòâóåò âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ òîëüêî

ñ ïðîäîëüíûìè àêóñòè÷åñêèìè �îíîíàìè. Âçàèìîäåéñòâèå ýëåê-

òðîíîâ ñ îïòè÷åñêèìè �îíîíàìè â êîâàëåíòíûõ è èîííûõ êðè-

ñòàëëàõ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ: â êîâàëåíòíûõ êðèñòàëëàõ èõ

âçàèìîäåéñòâèå îïèñûâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì îïòè÷åñêîãî ïîòåíöè-

àëà äå�îðìàöèè

V
(opt)
d (~r) =

1√
N

∑

~q

F
(opt)
l (~q)(b~q,l − b−~q,l)e

i~q~r,

êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò àêóñòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äå�îðìàöèè

òîëüêî äðóãîé çàâèñèìîñòüþ âåðøèíû âçàèìîäåéñòâèÿ

F
(opt)
l (q) = −iC1q

√

~

2Mω
(opt)
l (q)

(5.15)

îò âîëíîâîãî âåêòîðà ~q, âñëåäñòâèå äðóãîãî çàêîíà äèñïåðñèè îï-
òè÷åñêèõ �îíîíîâ; â èîííûõ êðèñòàëëàõ îïòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

ñâÿçàíû ñ îòíîñèòåëüíûì ñìåùåíèåì ýëåêòðîííûõ çàðÿäîâ êðè-

ñòàëëà - åãî ïîëÿðèçàöèåé.

Â èîííîì êðèñòàëëå ýëåêòðîíû ñèëüíî âçàèìîäåéñòâóþò ñ

ïðîäîëüíûìè îïòè÷åñêèìè �îíîíàìè, ýòî âçàèìîäåéñòâèå îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïîëÿðèçàöèîííîé âîëíû.

Ýòî êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ïðîÿâëÿåòñÿ íà áîëüøèõ ðàñ-

ñòîÿíèÿõ. Âçàèìîäåéñòâèå æå ñ ïîïåðå÷íûìè îïòè÷åñêèìè �îíî-

íàìè áóäåò ìåíåå ñèëüíûì, ïîñêîëüêó ñâÿçàííûå ñ íèìè ýëåêòðè-

÷åñêèå ïîëÿ ñëàáåå, çà èñêëþ÷åíèåì îáëàñòè î÷åíü ìàëûõ ~q, ãäå
ýëåêòðè÷åñêàÿ ñâÿçü ìîæåò áûòü ñèëüíîé, íî è ïðè ýòîì äàííîå

âçàèìîäåéñòâèå ñ ïîïåðå÷íûìè îïòè÷åñêèìè �îíîíàìè èãðàåò

çíà÷èòåëüíóþ ðîëü òîëüêî ïðè èññëåäîâàíèè êâàíòîâûõ ïåðåõî-

äîâ ýëåêòðîíîâ. Âçàèìîäåéñòâèå æå ñ ïðîäîëüíûìè îïòè÷åñêèìè

�îíîíàìè èîííûõ êðèñòàëëîâ ïðîÿâëÿåòñÿ è ïðè èññëåäîâàíèè
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ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ èññëåäî-

âàíèåì âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ òîëüêî ñ ïðîäîëüíûìè îïòè-

÷åñêèìè �îíîíàìè â èîííûõ êðèñòàëëàõ.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñî ñòàòè÷åñêèì (ïîëÿðèçàöèîííûì) ñìåùåíè-

åì èîíîâ èç èõ ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé. Ñîçäàâàåìîå ýëåêòðî-

íîì ñðåäíåå êóëîíîâñêîå ïîëå âûçûâàåò ëîêàëüíóþ ïîëÿðèçàöèþ

êðèñòàëëà. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïîëÿðèçàöèè â ñâîþ î÷åðåäü îêà-

çûâàåò ñèëüíîå âîçäåéñòâèå íà ýëåêòðîí.

Íåèíåðöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà ñ èîíàìè êðèñòàë-

ëà âêëþ÷åíî â îïðåäåëåíèå ñðåäíåãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïîëÿ êðè-

ñòàëëà, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò îäíîýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ. Ïî-

ýòîìó ïðè èññëåäîâàíèè âëèÿíèÿ ëîêàëüíîé ïîëÿðèçàöèè êðè-

ñòàëëà ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òîëüêî èíåðöèîííóþ ÷àñòü âçàèìî-

äåéñòâèÿ, êîòîðîå íå óñïåâàåò ñëåäèòü çà áûñòðûì äâèæåíèåì

ýëåêòðîíà. Èíåðöèîííàÿ ÷àñòü ïîëÿðèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñìå-

ùåíèåì èîíîâ èç ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé è òîé ÷àñòüþ èõ âíóò-

ðåííåé èîííîé ïîëÿðèçóåìîñòè, êîòîðàÿ ñòàöèîíàðíî ïîääåðæè-

âàåòñÿ ñìåùåííûìè èîíàìè. Äèïîëüíûé ìîìåíò åäèíèöû îáúåìà

èçîòðîïíîãî êðèñòàëëà

~P (~r) ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ

~P (~r) = ~P0(~r)− ~P∞(~r), (5.16)

ãäå

~P0 = ε0−1
4πε0

~D è

~P∞ = ε∞−1
4πε∞

~D - ñòàòè÷åñêàÿ è âûñîêî÷àñòîòíàÿ

ïîëÿðèçàöèè, ñîîòâåòñòâåííî, ε∞ - äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàå-

ìîñòü â ïîëå ÷àñòîòû, ïðåâûøàþùåé ÷àñòîòû êîëåáàíèé èîíîâ,

íî ìåíüøåé ÷àñòîò êîëåáàíèé ýëåêòðîíîâ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ

èîíîâ. Òàêèì îáðàçîì,

~P (~r) =
~D(~r)

4πε̃
, (5.17)

ãäå 1/ε̃ = 1/ε∞ − 1/ε0 - ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé âçàèìîäåé-
ñòâèå ýëåêòðîíîâ ñ äëèííîâîëíîâûìè ïðîäîëüíûìè îïòè÷åñêèìè

êîëåáàíèÿìè èîíîâ â ðåøåòêå. Èíåðöèîííàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ñîçäà-

åò ñêàëÿðíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â êðèñòàëëå  ïîòåíöèàëîì ϕ(~r),
îïðåäåëÿåìûì óðàâíåíèåì Ïóàññîíà

∇2ϕ(~r) = −4πρc, (5.18)
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ãäå ρc - ïëîòíîñòü ñâÿçàííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, ñîçäàâàå-

ìûõ ïîëÿðèçàöèåé,

ρc(~r) = −div ~P (~r).

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ ïîëåì,

ñîçäàâàåìûìè ýòèìè çàðÿäàìè, áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ âûðà-

æåíèåì, âûòåêàþùèì èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà,

Hint = −eϕ(~r) = e

∫

div ~P (~r′)

|~r − ~r′|
d3~r′. (5.19)

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èíåðöèîííîé ïîëÿðèçàöèè êðèñòàëëà

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

VP =
1

2

∫

~D(~r)~P (~r)d3~r = 2πε̃

∫

~P 2(~r)d3~r. (5.20)

Åñëè èíåðöèîííàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ëîêàëüíà, òî ýíåðãèÿ ýëåêòðî-

íà â ïîëå, ñîçäàâàåìîì ïîëÿðèçàöèåé −eϕ(~r), èìååò âèä "ÿìû".
Â äîñòàòî÷íî ãëóáîêîé ÿìå ïðîèñõîäèò àâòîëîêàëèçàöèÿ ýëåê-

òðîíà. Ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå â ñîñòîÿíèÿõ ñ

äèñêðåòíîé ýíåðãèåé è ñâîèì ñðåäíèì ïîëåì ïîääåðæèâàåò ïî-

ëÿðèçàöèþ ðåøåòêè. Òàêîå àâòîëîêàëèçîâàííîå ñîñòîÿíèå ýëåê-

òðîíà è áûëî íàçâàíî ïîëÿðîíîì. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëÿðîííîãî

ñîñòîÿíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýíåðãèÿ ñâÿçè ýëåêòðîíà â ïîòåí-

öèàëüíîé ÿìå ïðåâûøàëà ñðåäíþþ ýíåðãèþ òåïëîâîãî äâèæåíèÿ

èîíîâ â êðèñòàëëå. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îáðàçóþùàÿñÿ ïîòåíöè-

àëüíàÿ ÿìà íåäîñòàòî÷íà äëÿ îáðàçîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòî-

ÿíèé, îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå ìåäëåííûé ýëåêòðîí ïåðåìåùàåòñÿ

â êðèñòàëëå âìåñòå ñ ïîëåì ïîëÿðèçàöèè.

Èäåÿ îá àâòîëîêàëèçàöèè ýëåêòðîíà â èäåàëüíîì èîííîì êðè-

ñòàëëå âïåðâûå áûëà âûñêàçàíà Ëàíäàó Ë.Ä. [54℄ è èíòåíñèâ-

íî çàòåì ðàçðàáàòûâàëàñü Ïåêàðîì Ñ.È. [56, 80℄, Òÿáëèêîâûì

Ñ.Â. [95, 96℄ è äðóãèìè [136,138,176℄.

5.2.1. Ìîäåëü ïîëÿðîíà Ôðåëèõà

�ðóáàÿ ìîäåëü äëÿ îöåíêè ðàäèóñà ïîëÿðîíà è ýíåðãèè ñâÿçè

ýëåêòðîíà áûëà ïðåäëîæåíà Ôðåëèõîì [136, 138℄. Ñîãëàñíî ýòîé

ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåêòðîí â ñâÿçàííîì (1s-ñîñòîÿíèè)
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ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ íàõîäèòñÿ âíóòðè ñ�åðû ðàäèóñà r0. Ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî ïî

ñ�åðå ðàäèóñà r0 è íàõîäÿùåãîñÿ â ñðåäå ñ ý��åêòèâíîé äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε̃, ðàâíà

V (r0) = − e2

ε̃r0
, (5.21)

à êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

T =
~
2k2

2m∗
. (5.22)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäåëåííîñòè kr0 ≃ 1, ïî-
ýòîìó ïîëíàÿ ýíåðãèÿ

E(r0) =
~
2

2m∗r20
− e2

ε̃r0
. (5.23)

Çíà÷åíèå r0, ìèíèìèçèðóþùåå E(r0), ðàâíî r0 = ~
2ε̃/m∗e2. Åìó

ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèÿ

E0 = −m
∗e4

2~ε̃2
. (5.24)

r0 = aB ε̃/(m
∗/m) ≃ 1.5aB äëÿ NaCl, äëÿ èîííûõ êðèñòàëëîâ

r0 ≃ 1.5− 3aB.

5.2.2. Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿðîíà

Ïåêàðà

Áîëåå ñòðîãóþ òåîðèþ ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ

ïðîäîëüíûìè îïòè÷åñêèìè �îíîíàìè â èçîòðîïíîì èîííîì äè-

ýëåêòðèêå ðàçâèë Ïåêàð, èñïîëüçóÿ âàðèàöèîííûé ïîäõîä [80℄.

Êðèñòàëë ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåïðåðûâíàÿ ñðåäà, îïèñûâà-

åìàÿ âåêòîðîì ïîëÿðèçàöèè

~P (~r). Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äâèæå-
íèÿ èîíîâ íå ó÷èòûâàåòñÿ (àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå). Ýíåð-

ãèÿ ýëåêòðîíà â êðèñòàëëå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òðåõ ñëàãàåìûõ:

E(ψ, ~P ) =

∫

ψ∗(~r)

(

− ~
2

2m∗
∇2

)

ψ(~r)d3~r+

+2πε̃

∫

~P 2(~r)d3~r −
∫

~P (~r) ~D(~r)d3~r,

(5.25)
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ãäå

~D(~r) = e
∫

|ψ(~r1)|2 ~r1−~r
|~r1−~r|3 d

3~r1 - âåêòîð èíäóêöèè ýëåêòðè-

÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ýëåêòðîíîì â òî÷êå ~r. Äâà ïåðâûõ

ñëàãàåìûõ îïðåäåëÿþò ýíåðãèþ ýëåêòðîíà è ïîëÿ ïîëÿðèçàöèè,

ïîñëåäíåå - èõ âçàèìîäåéñòâèå. Âûðàæåíèå äëÿ E(ψ, ~P ) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê �óíêöèîíàë îòíîñèòåëüíî �óíêöèé ψ(~r) è
~P (~r). Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè êðèñòàëëà ýòîò �óíêöèîíàë äîëæåí

èìåòü àáñîëþòíûé ìèíèìóì ïðè íåçàâèñèìûõ âàðèàöèÿõ ïî ψ(~r)

è

~P (~r), ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè

∫

|ψ|2d3r = 1. Àïïðîêñèìèðóÿ
ψ(~r) �óíêöèåé, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà r0,

ψ(r) =
1 + r/r0
√

7πr30
e−r/r0 , (5.26)

ïîëó÷àåì

r0 =
2~2ε̃

m∗e2
, E1s = −0, 163

m∗e4

~2ε̃2
. (5.27)

5.2.3. Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåê-

òðîíîâ ñ �îíîíàìè â èîííûõ êðèñòàëëàõ

Ïóñòü

~P (~r) - âåêòîð ïîëÿðèçàöèè êðèñòàëëà è åãî èçìåíåíèå

ñî âðåìåíåì îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòîòîé Ωl, ñîâïàäàþùåé ñ ÷àñòîòîé

ïðîäîëüíûõ îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé áåç ó÷åòà èõ äèñïåðñèè. Ïî-

ëÿðèçàöèÿ

~P (~r) ñîçäàåò ïëîòíîñòü ñâÿçàííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çà-

ðÿäîâ ρc(~r) = −div ~P (~r). Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
ýëåêòðîíà ñ ïîëåì, ñîçäàâàåìûìè ýòèìè çàðÿäàìè, îïðåäåëèòñÿ

âûðàæåíèåì

Hint = −eϕ(~r), (5.28)

ãäå ïîòåíöèàë ϕ(~r) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà

∇2ϕ(~r) = −4πρc = 4πdiv ~P (~r) (5.29)

èëè

∇ϕ(~r) = 4π ~P (~r) (5.30)

(âûðàæåíèå−eϕ(~r) ýêâèâàëåíòíî âûðàæåíèþ−
∫

~P (~r′) ~D(~r′)d3r′,

ãäå

~D(~r′) = ∇
(

e

|~r′−~r|

)

- âåêòîð èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,

ñîçäàâàåìîãî ýëåêòðîíîì, íàõîäÿùèìñÿ â òî÷êå

~r′).
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Ýíåðãèþ ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû òðåõ ñëàãàå-

ìûõ:

H = He +Hph +Hint, (5.31)

ãäå He = m∗~̇r2e/2 - êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ñ ý��åêòèâ-
íîé ìàññîé m∗,

Hph =
µ

2

∫

[ ~̇P 2(~r) + Ω2
l
~P 2(~r)]d3~r

- ýíåðãèÿ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ïîëÿðèçàöèè êðèñòàëëà. Çíà-

÷åíèå ïàðàìåòðà µ = 4πε̃/Ω2
l íàõîäèòñÿ ïðè ñðàâíåíèè ïîòåí-

öèàëüíîé ýíåðãèè ïîëÿðèçàöèè êðèñòàëëà Hph ñ âûðàæåíèåì

VP = 2πε̃
∫

~P 2(~r)d3~r.
Îïðåäåëèì îáîáùåííûå èìïóëüñû

~pe =
∂H

∂~̇re
= m∗~̇re, ~Π(~r) =

∂H

∂ ~̇P (~r)
= µ ~̇P (~r)

è â ñâÿçè ñ ýòèì ñîñòàâëÿþùèå �óíêöèè �àìèëüòîíà ïðèìóò âèä:

He =
~p2e
2m∗

, Hph =
1

2

∫

[
~Π2(~r)

µ
+ µΩ2

l
~P 2(~r)]d3~r.

Îñóùåñòâèì ïåðåõîä ê îïåðàòîðó �àìèëüòîíà ïîñðåäñòâîì çàìå-

íû îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ñîîòâåòñòâóþùèìè îïå-

ðàòîðàìè, óäîâëåòâîðÿþùèì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì:

[r̂ei, p̂ej ] = i~δij , [P̂i(~r), Π̂j(~r′)] = i~δijδ(~r − ~r′).

Â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ñ áîçåâñêèìè îïåðàòîðàìè

ðîæäåíèÿ b+~q è óíè÷òîæåíèÿ b~q ïðîäîëüíûõ îïòè÷åñêèõ �îíîíîâ

ñ âîëíîâûì âåêòîðîì ~q îïåðàòîðû ~̂P (~r) è ~̂Π(~r) èìåþò âèä

~̂P (~r) =i
∑

~q

√

~

2µV Ωl

~q

|~q|e
i~q~r(b~q + b+−~q),

~̂Π(~r) =
∑

~q

√

~µΩl

2V

~q

|~q|e
−i~q~r(b+~q − b−~q).

(5.32)

Áîçåâñêèå îïåðàòîðû b~q óäîâëåòâîðÿþò ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîò-

íîøåíèÿì [b~q, b
+
~q′
] = δ~q,~q′ . Ïåðåõîäÿ ê îïåðàòîðàì è èñïîëüçóÿ
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äàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì ãàìèëüòîíèàí êîëåáàíèé ïî-

ëÿðèçàöèè â êðèñòàëëå â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ

Ĥph =
∑

~q

~Ωl(b~qb
+
~q + 1/2). (5.33)

Äëÿ ïåðåõîäà îò Ĥe è Ĥint ê îïåðàòîðàì â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë

çàïîëíåíèÿ ââåäåì îïåðàòîðíûå ýëåêòðîííûå �óíêöèè Ψ̂(~re) =

= 1√
V

∑

~k

a~ke
i~k~re

, ãäå a~k - îïåðàòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå �åðìèåâ-

ñêèì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì {a~k, a~k′} ≡ a~ka~k′ + a~k′a~k =

= 0, {a~k, a
+
~k′
} = δ~k,~k′ . Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà ïåðåõîäà îò îïåðàòîðîâ

êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê îïåðàòîðàì â ïðåäñòàâëåíèè ÷è-

ñåë çàïîëíåíèÿ, ïîëó÷èì îïåðàòîð �àìèëüòîíà ýëåêòðîííûõ ñî-

ñòîÿíèé

Ĥe =

∫

~̂Ψ+(~re)
~̂p2e
2m∗

~̂Ψ(~re)d
3~re =

∑

~k

~
2~k2

2m∗
a+~k
a~k. (5.34)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∇ϕ(~r) = 4π ~P (~r) è ÷òî µ = 4πε̃/Ω2
l ïîëó÷èì

−eϕ = −e
∑

~q

√

2π~Ωl

V ε̃

1

|~q| (b~q − b+−~q)e
i~q~re

(5.35)

è òîãäà

Ĥint =−
∫

~̂Ψ+(~re)eϕ(~re)~̂Ψ(~re)d
3~re =

=
1√
N

∑

~k~q

Fion(~q)a
+
~k+~q

a~k(b~q − b+−~q),
(5.36)

ãäå

Fion(~q) = −e
√

2π~Ωl

vε̃

1

|~q| .

Åñëè â êà÷åñòâå åäèíèöû ýíåðãèè âûáðàòü ýíåðãèþ �îíîíîâ ~Ωl

è âîëíîâûå âåêòîðû ýëåêòðîíîâ èçìåðÿòü â åäèíèöàõ Q0 =
=
√

2m∗Ωl/~, òî ïîëíûé ãàìèëüòîí â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ
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Òàáëèöà 5.1. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñâÿçè ýëåêòðîíîâ ñ ïðîäîëü-

íûìè îïòè÷åñêèìè �îíîíàìè â èîííûõ êðèñòàëëàõ

AgBr NaI NaCl KCl KI RbCl

m

∗
/m 1.78 3.25 2.78 1.85 2.11 1.78

1/ε̃ 0.102 0.257 0.25 0.19 0.26

α 2.12 8.64 9.19 8.01 8.85 8.51

ïðèìåò âèä:

ˆ̃H =
Ĥ

~Ωl
=
∑

~ξ

~ξ2a+~ξ
a~ξ +

∑

~η

(

b+~η b~η +
1

2

)

−

− 1√
N

∑

~ξ,~η

√

4πα

s

1

|~η|a
+
~ξ+~η

a~ξ(b~η − b+−~η),

(5.37)

ãäå

~ξ = ~k/Q0, ~η = ~q/Q0, s = vQ3
0, α = e2

ε̃

√

m∗

2~3Ωl
- ïàðàìåòð, õà-

ðàêòåðèçóþùèé ñâÿçü ýëåêòðîíà ñ äëèííîâîëíîâûìè ïðîäîëüíû-

ìè îïòè÷åñêèìè �îíîíàìè â èîííûõ êðèñòàëëàõ. Çíà÷åíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ ñâÿçè ýëåêòðîíîâ ñ ïðîäîëüíûìè îïòè÷åñêèìè �îíîíàìè

äëÿ ðÿäà òèïè÷íûõ èîííûõ êðèñòàëëîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 5.1.

Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà ñ ïðîäîëüíûìè îïòè÷åñêèìè êî-

ëåáàíèÿìè â èîííûõ êðèñòàëëàõ òàê æå, êàê è âçàèìîäåéñòâèå

ñ àêóñòè÷åñêèìè �îíîíàìè â êîâàëåíòíûõ êðèñòàëëàõ, ïðèâî-

äèò ê ïåðåíîðìèðîâêå åãî ñïåêòðà. Â ðàìêàõ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè

âîçìóùåíèé äëÿ êðèñòàëëîâ ñ ìàëîé êîíñòàíòîé âçàèìîäåéñòâèÿ

α < 1, êîãäà ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ñ äèñêðåòíîé âíóòðåííåé ýíåð-
ãèåé òèïà ïîëÿðîíîâ â êðèñòàëëå íå îáðàçóåòñÿ, ïîëó÷àåòñÿ ñëå-

äóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïåðåíîðìèðîâàííîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà

E(~k) =
~
2~k2

2m∗
−
∑

~q

| < ~k − ~q; 1~q|Ĥint|~k, 0 > |2

E(~k − ~q)− E(~k) + ~Ωl

≃

≃~
2~k2

2m∗

(

1− α

6

)

− α~Ωl.

(5.38)

Â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ ïðîäîëüíûìè îïòè÷å-

ñêèìè �îíîíàìè äíî çîíû ïîíèæàåòñÿ íà âåëè÷èíó α~Ωl, à ý�-
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�åêòèâíàÿ ìàññà óâåëè÷èâàåòñÿ m∗ → m∗/(1−α/6). Óâåëè÷åíèå
ìàññû ýëåêòðîíà îáóñëîâëåíî ïåðåìåùåíèåì âìåñòå ñ ýëåêòðî-

íîì ëîêàëüíîé ïîëÿðèçàöèè êðèñòàëëà, êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ

êàê ïîãëîùåíèå è èñïóñêàíèå âèðòóàëüíûõ �îíîíîâ. Ïðè ýòîì

ñðåäíåå ÷èñëî âèðòóàëüíûõ �îíîíîâ, ñîïðîâîæäàþùèõ äâèæå-

íèå ìåäëåííîãî ýëåêòðîíà (k ≪ Q0), îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

< Nph >=< ψ~k,0|
∑

~q

b+~q bq|ψ~k,0 >≃
α

2
, (5.39)

ãäå

ψ~k,0 = |~k, 0 > −
∑

~q

|~k − ~q, 1~q >< ~k − ~q, 1~q|Ĥint|~k, 0 >
E(~k − ~q)− E(~k) + ~Ωl

.

Â ðàáîòå Ëè, Ëîó, Ïàéíñà [168℄ áûë ðàçâèò âàðèàöèîííûé ïîä-

õîä, ïðèìåíèìûé ê èññëåäîâàíèþ ñëó÷àÿ ïðîìåæóòî÷íîé ñâÿ-

çè α < 6, è áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè

ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ è ñðåäíåãî ÷èñëà âèðòóàëüíûõ �îíîíîâ,

îêðóæàþùèõ ýëåêòðîí,

E(~k) =
~
2~k2

2M∗
− α~Ωl,

< Nph >=
α

2

(

1 +
~
2k2

2M∗~Ωl(1 + α/6)

)

,

(5.40)

ãäåM∗ = m∗
(

1+α/6
)

- ý��åêòèâíàÿ ìàññà ýëåêòðîíà, îêðóæåí-

íîãî îáëàêîì âèðòóàëüíûõ �îíîíîâ.

Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ñ ïðîäîëüíûìè îïòè÷åñêèìè �î-

íîíàìè â èîííûõ êðèñòàëëàõ ÷àñòî íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì. Â ñâÿçè

ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàçâèòèå ìåòîäîâ, íå îïèðàþùèõ-

ñÿ íà òåîðèþ âîçìóùåíèÿ. Îäíèì èç ýòèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìå-

òîä êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûé áûë ðàçâèò â ðàáî-

òàõ [95, 124,169℄.

Ìåòîä êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé óäîáåí ïðè èññëåäîâà-

íèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö.

Ìåòîäîì êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ

òîëüêî ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ è ïðè ìàëûõ ýíåðãèÿõ ýëåê-

òðîíîâ, ïðè êîòîðûõ åùå íåâîçìîæíî ðîæäåíèå è ïîãëîùåíèå
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ðåàëüíûõ �îíîíîâ. Âáëèçè ïîðîãà ðîæäåíèÿ îïòè÷åñêèõ �îíî-

íîâ ñëåäóåò îæèäàòü îñîáåííîñòåé, êîòîðûå íå îïèñûâàþòñÿ êà-

íîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ òàêèì ïðåîáðàçîâà-

íèåì îïåðàòîðîâ a~k è b~q è ê íîâûì α~k è β~q, êîòîðîå äèàãîíàëè-

çóåò îïåðàòîð �àìèëüòîíà Ĥ = Ĥe + Ĥph + Ĥint ê âèäó

Ĥ(α, β) =
∑

~k

E(~k)α+
~k
α~k +

∑

~q

~Ω~qβ
+
~q β~q, (5.41)

ãäå E(~k) - ýíåðãèÿ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé - ïîëÿðîíîâ. Ïðå-
îáðàçîâàíèå îïåðàòîðîâ èùåòñÿ â âèäå:

α~k = eS(a,b)a~ke
−S(a,b), β~q = eS(a,b)b~qe

−S(a,b), (5.42)

ãäå

S(a, b) =
∑

~k,~q

Φ(~k, ~q)(a+~k+~q
a~kb~q − a+~k

a~k+~qb
+
~q ).

Íåèçâåñòíûå âåùåñòâåííûå �óíêöèè Φ(~k, ~q) âûáèðàþòñÿ òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû ïîñëå ïåðåõîäà ê íîâûì îïåðàòîðàì α~k è β~q â

ãàìèëüòîíèàíå íå ñîäåðæàëèñü ÷ëåíû ëèíåéíûå ïî íîâûì �î-

íîííûì îïåðàòîðàì β~q, ïðè ýòîì â ãàìèëüòîíèàíå îïóñêàþòñÿ

÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòûðåõ è áîëüøåãî ÷èñëà îïå-

ðàòîðîâ α~k, îïèñûâàþùèõ îñòàòî÷íîå âçàèìîäåéñòâèå íîâûõ ýëå-

ìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êàíîíè÷å-

ñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåòñÿ íåëèíåéíîå äèñïåðñèîííîå óðàâ-

íåíèå, îïðåäåëÿþùåå ýíåðãèþ íîâûõ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäå-

íèé:

E(~k)− ε(~k) =
1√
N

∑

~k

F 2(~k − ~q, ~q)

E(~k)− E(~k − ~q)− ~Ωl

,

F (~k, ~q) = − e

|~q|

√

2π~Ωl

vε̃
,

(5.43)

ãäå ε(~k) = ~
2k2/2m∗ - ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè âáëèçè

öåíòðà çîíû Áðèëëþýíà â ïðèáëèæåíèè ý��åêòèâíîé ìàññû.

�åøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ïðè

ε(~k) = ε0 − L coska èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 5.3 (ïðè

F (q) = Ωl, L/Ωl = 2, 5) [209℄.
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�èñ. 5.3. Èçîáðàæåíèå èçìåíåíèÿ ýíåðãèè îäíî÷àñòè÷íûõ ýëåêòðîí-

íûõ ñîñòîÿíèé ïðè èõ âçàèìîäåéñòâèè ñ îïòè÷åñêèìè �îíîíàìè ïðè

ε(k) = ε0 − L cos ka, L/Ωl = 2, 5 (îäíîìåðíûé ñëó÷àé)

�åøåíèå íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü

íàéäåíî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé:

E(k) = lim
n→∞

En(k),

En(k)− ε(k) =
1

N

∑

q

F 2(~q)

En−1(~k)− En−1(~k − ~q)− ~Ωl

(5.44)

ïðè E0(k) = ε(k).

5.3. Ñâåðõïðîâîäèìîñòü

Ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå íåêîòîðûõ ìåòàëëîâ áûëî îòêðûòî

Êàìåðëèíã - Îííåñîì â 1911 ã. Ïðèðîäà ýòîãî çàìå÷àòåëüíîãî

ÿâëåíèÿ äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëàñü íåÿñíîé. Òîëüêî â 1950 ã. Ôðå-

ëèõ [137℄ îáîñíîâàë ïðåäëîæåíèå, ÷òî îáúÿñíåíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ

ñëåäóåò èñêàòü íà ïóòè èññëåäîâàíèÿ ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçà-

èìîäåéñòâèÿ. Ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè áû-

ëà ñîçäàíà â ïÿòèäåñÿòûõ ãîäàõ ðàáîòàìè Áàðäèíà, Êóïåðà è

Øðè��åðà [112,113,121℄ è Áîãîëþáîâà [14,116℄. ßâëåíèå ñâåðõ-
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Òàáëèöà 5.2. Çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ: Tc - êðèòè÷åñêîé
òåìïåðàòóðû, TD - òåìïåðàòóðû Äåáàÿ, △ - øèðèíû ýíåðãåòè-

÷åñêîé ùåëè (â ãðàäóñàõ Êåëüâèíà) äëÿ ðÿäà ñâåðõïðîâîäÿùèõ

ìåòàëëîâ

Ìåòàëë Tc, K TD, K △, K

Cd 0.58 164 0.9

Al 1.2 375 2.4

Sn 3.75 195 6.0

Pb 7.22 96 15.9

ïðîâîäèìîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìå÷àòåëüíûé ïðèìåð ïðîÿâ-

ëåíèÿ êâàíòîâûõ ý��åêòîâ â ìàêðîñêîïè÷åñêîì ìàñøòàáå [172℄.

Íàèáîëåå ïîðàçèòåëüíîå ñâîéñòâî ñâåðõïðîâîäíèêîâ ñîñòîèò

â òîì, ÷òî èõ ñîïðîòèâëåíèå ýëåêòðè÷åñêîìó òîêó ðàâíî íóëþ.

Íàïðèìåð, òîê, íàâåäåííûé â êîëüöå èç ÷èñòîãî îëîâà ïðè òåì-

ïåðàòóðå, áëèçêîé ê àáñîëþòíîìó íóëþ, öèðêóëèðóåò â íåì íå-

ñêîëüêî ëåò áåç çàìåòíîãî çàòóõàíèÿ. Èçìåðåíèÿ Ôàéëà è Ìèëë-

ñà [133℄ ïîêàçàëè, ÷òî â ñâåðõïðîâîäÿùåì êîëüöå âðåìÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ òîêà ñîñòàâëÿåò îêîëî 105 ëåò.
Êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà Tc ïåðåõîäà â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñî-

ñòîÿíèå â ìåòàëëàõ è ñïëàâàõ çàêëþ÷åíà â èíòåðâàëå 0.1-21 K

(ñì. òàáë. 5.2). Íàèáîëåå âûñîêàÿ êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ïå-

ðåõîäà 20.4 K ïîëó÷åíà â ñîåäèíåíèÿõ Nb3Al-Nb3Ge.

Â 1933 ã. Ìåéññíåð è Îêñåí�åëüä [180℄ îáíàðóæèëè, ÷òî ìàñ-

ñèâíûé ñâåðõïðîâîäíèê ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì äèàìàãíåòèêîì.

Ìàãíèòíîå ïîëå ïðîíèêàåò â ñâåðõïðîâîäíèê íà ìàëóþ ãëó-

áèíó, à èç îñòàëüíîé ìàññû âåùåñòâà îíî âûòàëêèâàåòñÿ. Ïðè

àáñîëþòíîì íóëå ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ìå-

òàëëàõ Al, Sn, Pb ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî 160, 340, 370 Ȧ. Ñ ðîñòîì

òåìïåðàòóðû ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ âîçðàñòà-

åò ïî çàêîíó

L(T ) = L(0)

√

1−
(

T

Tc

)4

. (5.45)

ßâëåíèå âûòàëêèâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñâåðõïðîâîäíèêîì

ïîëó÷èëî íàçâàíèå ý��åêòà Ìåéññíåðà. Ýòîò ý��åêò îáíàðóæè-
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�èñ. 5.4. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñîñòîÿíèÿ â ïëîñêî-

ñòè H − T

âàåòñÿ òîëüêî â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ ìàëîé íàïðÿæåííîñòè. Åñëè

ìåòàëë áåç ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàõîäèëñÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñî-

ñòîÿíèè ïðè òåìïåðàòóðå T , òî âñåãäà èìååòñÿ êðèòè÷åñêîå ïîëå
Hc(T ), âûøå êîòîðîãî ìåòàëë ïåðåõîäèò â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå.
Ïðè ïîíèæåíèè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íèæå êðèòè÷å-

ñêîãî ìåòàëë ñíîâà âîçâðàùàåòñÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå.

Êðèâàÿ çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ îò òåìïåðàòóðû îïðåäå-

ëÿåòñÿ ýìïèðè÷åñêèì çàêîíîì (ðèñ. 5.4)

Hc(T ) = Hc(0)

[

1−
(

T

Tc

)2]

. (5.46)

�àçâèòèþ ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè ïðåäøåñòâîâàëî ñîçäà-

íèå �åíîìåíîëîãè÷åñêèõ äâóõæèäêîñòíûõ ìîäåëåé. Ýòè ìîäåëè,

îñîáåííî ìîäåëü �îðòåðà - Êàçèìèðà [142℄ è ìîäåëü �èíçáóðãà -

Ëàíäàó [28℄, ñûãðàëè ÷ðåçâû÷àéíî âàæíóþ ðîëü, çàëîæèâ îñíîâó

íàøåãî ñîâðåìåííîãî ïîíèìàíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè.

Òåïåðü óñòàíîâëåíî, ÷òî íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå ìåòàëëà îòëè-

÷àåòñÿ îò ñâåðõïðîâîäÿùåãî õàðàêòåðîì ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà

ýëåêòðîíîâ âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè. Â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè

ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ýëåêòðîííîå âîçáóæäåíèå ñîîòâåòñòâó-

åò ïåðåõîäó ýëåêòðîíà èç ïåðâîíà÷àëüíî çàíÿòîãî ñîñòîÿíèÿ

~k
(< kF ) ïîä ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè â ñâîáîäíîå ñîñòîÿíèå

~k1(> kF )
íàä ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè. Ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ âîçáóæäå-

íèÿ òàêîé ýëåêòðîííî-äûðî÷íîé ïàðû â ñëó÷àå ñ�åðè÷åñêîé ïî-

âåðõíîñòè Ôåðìè, ðàâíà Ekk1 = ~
2(k21 − k2)/2m. Ïîñêîëüêó ~k
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è

~k1 ìîãóò ëåæàòü äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, òî

Ekk1 ≥ 0.

Íàèáîëåå õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì ìåòàëëà â ñâåðõïðîâîäÿùåì

ñîñòîÿíèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèÿ ýëåêòðîííî-

äûðî÷íîé ïàðû âñåãäà ïðåâûøàåò íåêîòîðóþ îïðåäåëåííóþ âå-

ëè÷èíó 2△, êîòîðóþ íàçûâàþò ýíåðãèåé ñïàðèâàíèÿ. Äðóãèìè

ñëîâàìè, â ñïåêòðå ýíåðãèé âîçáóæäåíèÿ ñî ñòîðîíû ìàëûõ ýíåð-

ãèé èìååòñÿ ùåëü. Íàïðèìåð, äëÿ ìåòàëëîâ Hg, Pb, V, Nb çíà÷å-

íèå 2△ ñîîòâåòñòâóåò òåïëîâîé ýíåðãèè ïðè òåìïåðàòóðàõ 18 K,

29 K, 18 K è 30 K.

Âåëè÷èíà ýíåðãèè ñïàðèâàíèÿ èçìåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íà

îïûòå: ïðè èññëåäîâàíèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî èçìåíåíèÿ òåïëîåì-

êîñòè CV ∼ exp (−△/Θ), ïðè èññëåäîâàíèè ïîãëîùåíèÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ - ïîãëîùàåòñÿ òîëüêî èçëó÷åíèå ñ ÷àñòî-

òîé ~ω ≥ 2△, ïðè èññëåäîâàíèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî èçìåðåíèÿ

çàòóõàíèÿ çâóêà è äð.

Âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè â ñïåêòðå ýëå-

ìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé ìåòàëëà âïåðâûå áûëà òåîðåòè÷åñêè

óñòàíîâëåíà Êóïåðîì [121℄. Èì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îñíîâíîå ñî-

ñòîÿíèå ìåòàëëà, ñîîòâåòñòâóþùåå çàïîëíåíèþ âñåõ îäíîýëåê-

òðîííûõ ñîñòîÿíèé âïëîòü äî ýíåðãèè Ôåðìè, ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé-

÷èâûì ïðè íàëè÷èè ñëàáîãî ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè.

Òàêîå ïðèòÿæåíèå ìîæåò ïðèâîäèòü ê ãðóïïèðîâêå ýëåêòðîíîâ â

ïàðû (ý��åêò Êóïåðà) ñ âûäåëåíèåì ýíåðãèè ñïàðèâàíèÿ, êîòî-

ðàÿ áëèçêà ïî âåëè÷èíå ýíåðãèè ùåëè. Ýëåêòðîíû, âõîäÿùèå â

îòäåëüíóþ ïàðó, ñðàâíèòåëüíî äàëåêî ðàçíåñåíû â ïðîñòðàíñòâå

(∼ 10−4ñì). Òàêèì îáðàçîì, âíóòðè îáúåìà, çàíèìàåìîãî îäíîé

ïàðîé, îêàçûâàþòñÿ öåíòðû ìàññ îêîëî 106 äðóãèõ ïàð.

Â îáû÷íîì ýëåêòðîííîì ãàçå åäèíñòâåííûì âçàèìîäåéñòâèåì

ìåæäó ýëåêòðîíàìè ÿâëÿåòñÿ êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå. Ýëåê-

òðîíû â ìåòàëëå âçàèìîäåéñòâóþò íå òîëüêî ìåæäó ñîáîé, íî

è ñ ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûìè èîíàìè. Ïîëîæèòåëüíûå èîíû

ýêðàíèðóþò êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå. Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâè-

ÿõ ñìåùåíèå èîíîâ èç èõ ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé ïðèâîäèò ê

îáðàçîâàíèþ ñëàáîãî ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííîãî îáëàêà ìåæäó

ýëåêòðîíàìè, êîòîðîå è îáóñëîâëèâàåò èõ ïðèòÿæåíèå. Âåëè÷èíà

ïðèòÿæåíèÿ çàâèñèò îò ÷àñòîò ñìåùåíèÿ èîíîâ èç èõ ðàâíîâåñ-

íûõ ïîëîæåíèé. Ïîñêîëüêó ÷àñòîòû çàâèñÿò îò ìàññû èîíîâ, òî

äâà ìåòàëëà, ñîñòîÿùèõ èç ðàçíûõ èçîòîïîâ îäíîãî è òîãî æå
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ýëåìåíòà, äîëæíû èìåòü ðàçíûå òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà â ñâåðõ-

ïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå. Ýòîò èçîòîïè÷åñêèé ý��åêò áûë îáíà-

ðóæåí ýêñïåðèìåíòàëüíî [178, 194℄. Åãî îòêðûòèå ïîäòâåðäèëî

ãèïîòåçó Ôðåëèõà [137℄ î âàæíîì âêëàäå êîëåáàíèé ðåøåòêè â

ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå.

Íèæå áóäóò ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå èäåè òåîðèè ñâåðõïðî-

âîäèìîñòè. Äëÿ áîëåå ïîëíîãî çíàêîìñòâà ðåêîìåíäóþòñÿ êíè-

ãè [1, 27, 34℄.

5.3.1. Ý��åêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó

ýëåêòðîíàìè, îáóñëîâëåííîå �îíîíàìè

ìåòàëëà

Ôðåëèõ [137℄ ïîêàçàë, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ñ �îíî-

íàìè ìîæåò ïðèâîäèòü ê ý��åêòèâíîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó

ýëåêòðîíàìè. Èçëîæèì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ýòîãî âçàè-

ìîäåéñòâèÿ.

Â èäåàëüíîé ðåøåòêå äâèæåíèå ýëåêòðîíà â çîíå ïðîâîäèìî-

ñòè îïðåäåëÿåòñÿ áëîõîâñêîé �óíêöèåé

ϕ~kσ =
1√
V
ei

~k~ru~k(~r)χσ, (5.47)

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ïëîñêóþ âîëíó, ìîäóëèðîâàííóþ �óíê-

öèåé u~k(~r), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè u~k(~r) =

= u~k(~r + ~n), ãäå ~n - âåêòîð ðåøåòêè,

~k - âîëíîâîé âåêòîð, χσ

- �óíêöèÿ ñïèíîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Åå ÿâíûé âèä è âèä �óíêöèè

u~k(~r) íàì äàëåå íå ïîòðåáóåòñÿ.

Ýëåêòðîííàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ âñåãî ìåòàëëà, ñîäåðæàùåãî

N ýëåêòðîíîâ â îáúåìå V , ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì ïðîèç-

âåäåíèåì N �óíêöèé ϕ~k,σ. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò çà-

ïîëíåíèþ ñîñòîÿíèé, ëåæàùèõ â

~k-ïðîñòðàíñòâå âíóòðè ïîâåðõ-
íîñòè Ôåðìè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòà ïîâåðõíîñòü ëåæèò

äàëåêî îò ãðàíèöû çîíû è èçîòðîïíà, òî åñòü ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ñ�åðó ðàäèóñà kF . Ïðè âîçáóæäåíèè ýëåêòðîíû èç ñîñòîÿíèé

|~k| < ~kF ïåðåõîäÿò â ñîñòîÿíèå |~k| > ~kF .

Åñëè ε~k - ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíà ñ êâàçèèìïóëüñîì ~~k,
òî â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ ãàìèëüòîíèàí ñèñòå-

ìû ýëåêòðîíîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî) èìååò
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âèä

Ĥ0 =
∑

~k,σ

ε~ka
+
~kσ
a~kσ, (5.48)

ãäå a+~k,σ
, a~k,σ - �åðìèåâñêèå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ

êâàçè÷àñòèö.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ �îíîíàìè ðå-

øåòêè ìåòàëëà ó÷òåì, ÷òî ïðè ñìåùåíèè ïîëîæèòåëüíîãî èîíà,

çàíèìàþùåãî ~n-å ìåñòî â ðåøåòêå, íà âåëè÷èíó ~ξ~n ýíåðãèÿ âçàè-

ìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ ðåøåòêîé

∑

~n

w(~r−~n) èçìåíèòñÿ íà âåëè-
÷èíó

∑

~n

ξ~n∇~nw(~r − ~n). Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷-

íîãî êâàíòîâàíèÿ îïåðàòîð ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

ìîæíî íàïèñàòü â âèäå

Hint =

∫

Ψ̂+(~r)
∑

~n

ξ~n[∇~nw(~r − ~n)]Ψ̂(~r)d3~r =

=−
∫

Ψ̂+(~r)
∑

~n

w(~r − ~n)(∇~nξ̂~n)Ψ̂(~r)d3~r,

(5.49)

ãäå Ψ̂(~r) - îïåðàòîð, âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç �åðìè-îïåðàòîðû a~k,σ
è áëîõîâñêèå �óíêöèè (5.47) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

Ψ̂(~r) =
1√
V

∑

~k,σ

a~kσe
ikru~k(~r)χσ. (5.50)

Îïåðàòîð ñìåùåíèÿ èîíîâ ξ̂~n îïðåäåëåí â (2.113), ñëåäîâà-

òåëüíî,

(∇~nξ̂~n) =
∑

~q

√

~~q

2MNs
(b~qe

iqn − b+~q e
−i~q~n), (5.51)

ãäå b~q, b
+
~q - áîçå-îïåðàòîðû; s - ñêîðîñòü ïðîäîëüíûõ çâóêîâûõ

âîëí, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíîâîìó âåêòîðó ~q, òàê êàê òîëüêî ïðî-
äîëüíûå âîëíû äàþò âêëàä â (5.51) è äëÿ íèõ ω(~q) = s~q.

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.50) è (5.51) â ãàìèëüòîíèàí âçà-

èìîäåéñòâèÿ (5.49) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñóììà

∑

~n

exp (i ~Q~n) ðàâíà N ,

åñëè

~Q = 0, è ðàâíà íóëþ, åñëè

~Q 6= 0, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå
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âûðàæåíèå äëÿ ãàìèëüòîíèàíà ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ

Ĥint =
∑

~q,σ

H~qσ, H~qσ =
iD(~q)√
N

b~qρ
+
~qσ + .., (5.52)

ãäå ââåäåíî ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå ñóììû äëÿ ïðîèçâåäåíèé

�åðìè - îïåðàòîðîâ

ρ+~qσ ≡
∑

~k

a+~k−~q,σakσ, (5.53)

à âåëè÷èíà

D(~q) =

(

~~q

2Mvs

)1/2 ∫

Ω

u∗~k−~qωu~kd
3~r

õàðàêòåðèçóåò àìïëèòóäó ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé. Èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî

îäíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå. Áóêâàìè "ý. ñ." â (5.52) è â ïîñëåäó-

þùèõ âûðàæåíèÿõ óêàçûâàþòñÿ ÷ëåíû, ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûå

êî âñåì ïðåäûäóùèì.

Îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ (5.52) íå çàâèñèò îò ñïèíîâîãî ñî-

ñòîÿíèÿ ýëåêòðîíîâ, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ÿâíî

ó÷èòûâàòü ñïèíîâûé èíäåêñ σ âî âñåõ âûðàæåíèÿõ.

Îïåðàòîð (5.52) ïîëó÷åí â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èîíû â ðå-

øåòêå äâèæóòñÿ êàê åäèíîå öåëîå, ÷òî D(~q) çàâèñèò òîëüêî îò

~q è íå çàâèñèò îò

~k è ÷òî êîëåáàíèÿ èîíîâ â ðåøåòêå äåëÿòñÿ

íà ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ~q, ïîýòîìó âçà-
èìîäåéñòâèå (5.52) îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî ñ ïðîäîëüíûìè �îíî-

íàìè. Áåç ýòèõ óïðîùåíèé âû÷èñëåíèÿ ñèëüíî óñëîæíÿþòñÿ, à

òàêîå óñëîæíåíèå íåîáõîäèìî ëèøü ïðè ïîëó÷åíèè êîëè÷åñòâåí-

íûõ ðåçóëüòàòîâ.

Âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ �îíîíàìè ìåíÿþòñÿ

ýíåðãåòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ êàê ýëåêòðîíîâ, òàê è �îíîíîâ. Íàñ áó-

äåò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ïîâåäåíèå ýëåêòðîíîâ. Èçìåíåíèå ñïåê-

òðà �îíîíîâ ïîä âëèÿíèåì ýëåêòðîíîâ áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ òîëüêî

êîñâåííî ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ

ñêîðîñòè çâóêà s.
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Èòàê, ñèñòåìà ýëåêòðîíîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ �îíîíàìè,

áóäåò îïèñûâàòüñÿ îïåðàòîðîì �àìèëüòîíà

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint, Ĥ0 =
∑

~k

ε~ka
+
~k
a~k +

∑

~q

~ω~qb
+
~q b~q, (5.54)

Ĥint îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (5.52).

Äëÿ îöåíêè ðîëè ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîâå-

äåì ïðåäëîæåííîå Ôðåëèõîì [137℄ ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàòîðà �à-

ìèëüòîíà Ĥ (5.54), ÷òîáû èñêëþ÷èòü âîçìîæíî áîëüøóþ ÷àñòü

îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðåîáðàçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí èìå-

åò âèä

Ĥ ′ = e−iŜĤeiŜ = Ĥ + i[Ĥ, Ŝ]− 1

2
[[Ĥ, Ŝ], Ŝ] + ... (5.55)

Îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîäåðæàùèé ìàëîå âçàèìîäåéñòâèå,

âûáèðàåòñÿ â âèäå

Ŝ = Ŝ+ =
∑

~q

Ŝ~q, Ŝ~q = γ~qb~q + γ+~q b
+
~q , (5.56)

ãäå

γ~q =
∑

~k

Φ(~k, ~q)a+~k
a~k−~q. (5.57)

Ôóíêöèÿ Φ(~k, ~q) ñâÿçàíà ñ âçàèìîäåéñòâèåì. Åå ÿâíûé âèä áóäåò
îïðåäåëåí íèæå.

Ïîäñòàâëÿÿ (5.54) è (5.56) â (5.55), ó÷èòûâàÿ (5.52) è ñîáèðàÿ

÷ëåíû îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, íàõîäèì

Ĥ ′ = Ĥ0 +
∑

q̄

{i[Ĥ0, Ŝq̄] + Ĥq̄}+ i
∑

q̄

[(

i

2
[Ĥ0, Ŝ] + Ĥq̄

)

, Ŝq̄

]

+ ...

(5.58)

Äàííûé îïåðàòîð Ĥ ′ ìîæåò áûòü âû÷èñëåí, åñëè ó÷åñòü, ÷òî

�åðìè-îïåðàòîðû a~k, a
+
~k
êîììóòèðóþò ñ áîçå-îïåðàòîðàìè b~q è

÷òî èç ñâîéñòâ �åðìè-îïåðàòîðîâ ñëåäóåò ðàâåíñòâî

[a+~k
a~l, a

+
~ma~n] = δ~l~ma

+
~k
a~n − δ~k~na

+
~ma~l. (5.59)

Èñïîëüçóÿ (5.57) è (5.59), âû÷èñëèì ïðåäâàðèòåëüíî êîììóòàòî-

ðû

[a+~k
a~k, γ~q] = Φ(~k, ~q)a+~k

a~k−~q − Φ(~k + ~q, ~q)a+~k+~q
a~k~ ,
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[a+~k−~qa~k, γ~q] = Φ(~k, ~q)(a+~k−~qa~k−~q − a+~k
a~k),

[a+~k a~k−~q, γ~q] = Φ(~k − ~q, ~q)a+~k a~k−2~q − Φ(~k + ~q, ~q)a+~k+~q
a~k−~q ,

[b+q̄ bq̄, bq̄] = −bq̄ .

Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå ñîîòíîøåíèÿ, âû÷èñëèì â (5.58) ÷ëåíû,

ëèíåéíûå ïî ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ:

i[Ĥ0, Ŝ~q]+Ĥ~q = i

[

∑

~k

(ε~k−ε~k−~q+~ω~q)Φ(~k, ~q)+
D(~q)√
N

]

b~qa
+
~q a~k−~q+ý. ñ.

(5.60)

Âûáåðåì �óíêöèè Φ(~k, ~q) òàê, ÷òîáû âñå âûðàæåíèÿ â (5.60) îá-

ðàùàëèñü â íóëü, òî åñòü ïîëîæèì

Φ(~k, ~q) = − 1√
N

D(~q)

ε~k − ε~k−~q + ~ω~q
. (5.61)

Èñïîëüçóÿ äàííîå ñîîòíîøåíèå, íàõîäèì

i

2
[Ĥ0, Ŝ~q] = − i

2
√
N

∑

~k

D(~q)b~qa
+
~k
a~k−~q + ý. ñ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Ĥint = i
∑

~q

[(

i

2
[Ĥ0, Ŝ~q] + Ĥ~q

)

, Ŝ~q

]

=

= − i

2
√
N

∑

~k,~q

{D(~q)[b~qa
+
~k
a~k−~q, γb

+
~q ]−D∗(~q)[b~qa

+
~k−~qa~k, γb~q] + ý. ñ.}.

Óñðåäíÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî âàêóóìíîìó ñîñòîÿíèþ �î-

íîíîâ è èñïîëüçóÿ (5.57) è (5.61), íàõîäèì

〈Oph|Ĥint|Oph〉 =
1

N

∑

~k,~q

|D(~q)|2a+~k a~k−~qa
+
~k−~qa~k~ω~q

(ε~k − ε~k−~q)
2 − (~ω~q)2

. (5.62)

Ïðîâåäåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôðåëèõà èìåþò ñìûñë òîëüêî ïðè

óñëîâèè, ÷òî �óíêöèè (5.61) ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè, òàê êàê â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå ðÿä (5.55) áóäåò ðàñõîäèòüñÿ. ×òîáû ðàñøèðèòü
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îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà, ñëåäóåò â (5.61)

çàìåíèòü ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ ε~k ïåðåíîðìèðîâàííûìè ýíåðãèÿ-

ìè E~k, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

E~k − ε~k =
1

N

∑

~q

|D(~q)|2
E~k − E~k−~q − ~ω~q

.

Âûðàæåíèå (5.62) ìîæíî ñîõðàíèòü äëÿ ÷àñòè Ĥint, íå ñî-

äåðæàùåé çíà÷åíèé ~q, ïðè êîòîðûõ çíàìåíàòåëü â (5.61) áëèçîê

ê íóëþ. Åñëè âûäåëèòü â Ĥint ÷ëåíû Ĥ
(~q)
int, äëÿ êîòîðûõ (5.62)

èìååò ñìûñë, òî ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîíîâ ìåòàëëà (ñ òî÷íîñòüþ

äî êâàäðàòà àìïëèòóäû âçàèìîäåéñòâèÿ) â âàêóóìíîì ñîñòîÿíèè

îòíîñèòåëüíî �îíîíîâ (íèçêèå òåìïåðàòóðû) ïðèíèìàåò âèä

Ĥ ′ =
∑

~k

ε~ka
+
~k
a~k +

1

N

∑

~k,~q

(~q) |D(~q)|2~ω~qa
+
~k
a~k−~qa

+
~k−~qa~k

(ε~k − ε~k−~q)
2 − (~ω~q)2

+ Ĥ
(~q)
int.

(5.63)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â (5.63) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ýíåð-

ãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè, îáóñëîâëåííóþ îáìå-

íîì âèðòóàëüíûìè �îíîíàìè. Ïðè ýòîì êàæäîå ñëàãàåìîå â ñóì-

ìå ñîîòâåòñòâóåò âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó ýëåêòðîíàìè, èìåþùè-

ìè êâàçèèìïóëüñû ~~k è ~~k′ = ~(~k + ~q). Ýòî âçàèìîäåéñòâèå ñî-
îòâåòñòâóåò ïðèòÿæåíèþ, åñëè |ε~k−~q − ε~k| < ~ω~q. Ïîñêîëüêó

ε~k = ε−~k, òî äëÿ ýëåêòðîíîâ, èìåþùèõ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâ-

ëåííûå èìïóëüñû, òî åñòü ïðè

~k′ ≡ ~k−~q = −~k, çíàìåíàòåëü â ñëà-
ãàåìûõ ñóììû (5.63) ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå −(~ω~q)

2
.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðèòÿæåíèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè áóäåò ìàêñèìàëü-

íûì.

Âñëåäñòâèå ïðèíöèïà Ïàóëè ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ

~k âîçìîæåí
òîëüêî â íåçàíÿòîå ñîñòîÿíèå

~k′ = ~k−~q. Ïðè àáñîëþòíîì íóëå îíî
äîëæíî áûòü ñîñòîÿíèåì ñ ýíåðãèåé íàä ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ε~k ≈ ε~k′ â (5.63) ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ

òîëüêî äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèåé, áëèçêîé ê ýíåðãèè Ôåðìè, òî

åñòü ε~k ≈ ε~k′ ≈ εF .
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5.3.2. Êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Áîãîëþáî-

âà â òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè

Â òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ìàêñèìàëüíîå

ý��åêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè â ñîñòîÿíèÿõ,

â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò ðåàëüíûå �îíîíû, è îòáðàñûâàþòñÿ âñå

äðóãèå ÷ëåíû â ãàìèëüòîíèàíå (5.63). Ïðè ó÷åòå ñïèíà ýëåê-

òðîíà íàèáîëåå ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåæäó

ýëåêòðîíàìè, èìåþùèìè ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûå êâàçè-

èìïóëüñû è ñïèíû, òàê êàê òîëüêî ïðè àíòèïàðàëëåëüíûõ ñïèíàõ

ýëåêòðîíû ìîãóò áëèçêî ïîäõîäèòü äðóã ê äðóãó. Òàêèì îáðàçîì,

â êà÷åñòâå ãàìèëüòîíèàíà äëÿ ñèñòåìû èç N ýëåêòðîíîâ â ìåòàë-

ëå îáúåìà V ïðèíèìàåòñÿ ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí

Ĥ =
∑

~k,σ

ε(~k)a+~kσ
a~kσ − 1

2V

∑

~k,~k′,σ

ν~k~k′a
+
~k′σ
a−~k′,−σa−~k,−σa~kσ, (5.64)

ãäå ν~k~k′ - �óðüå-ïðåäñòàâëåíèå ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ

ýëåêòðîíîâ;

ε(~k) =
~
2~k2

2m∗
− µ; (5.65)

µ - õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, îïðåäåëÿåìûé èç óñëîâèÿ

N = 〈...
∣

∣

∣

∣

∑

~k,σ

a+~kσa~kσ

∣

∣

∣

∣

...〉

è ââåäåííûé â (5.64) äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ââîäèòü äîïîëíèòåëüíîãî

óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ÷èñëà ÷àñòèö

N =
∑

~k,σ

a+~kσ
a~kσ.

Ñëàãàåìûå, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè σ, äàþò îäèíàêî-
âûé âêëàä â ñóììû îïåðàòîðà (5.64), ïîýòîìó ìîæíî íàïèñàòü

Ĥ = 2
∑

~k

ε(~k)a+~k1/2
a~k1/2 −

1

V

∑

~k,~k′

ν~k~k′a
+
~k′1/2

a−~k′,−1/2a−~k,−1/2a~k1/2.

(5.66)
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýòîãî îïåðà-

òîðà ïðîâåäåì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå �åðìè-îïåðàòîðîâ,

ïðåäëîæåííîå Áîãîëþáîâûì

a~k1/2 = u~kA~k0 + v~kA
+
~k1
,

a−~k,−1/2 = u~kA~k1 + v~kA
+
~k0
,

(5.67)

ãäå u~k è v~k - âåùåñòâåííûå �óíêöèè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëü-

íî ïðåîáðàçîâàíèÿ

~k → −~k è óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ

u2~k + v2~k = 1. (5.68)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5.68) íîâûå îïåðàòîðû A~k0 è A~k1
óäîâëåòâîðÿþò îáû÷íûì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ

�åðìè-îïåðàòîðîâ.

Ïåðåõîäÿ ñ ïîìîùüþ (5.67) ê íîâûì �åðìè-îïåðàòîðàì, ïðå-

îáðàçóåì (5.66) ê âèäó

Ĥ = E0 + Ĥ
(0)
0 + Ĥ1 + Ĥ2,

ãäå

E0 = 2
∑

~k

ε(~k)v2~k − 1

V

∑

~k,~k′

ν~k~k′u~k′v~k′u~kv~k (5.69)

- ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýíåðãèè îñíîâíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ;

Ĥ
(0)
0 =

∑

~k

[

ε(~k)(u2~k−v
2
~k
)+

2u~kv~k
V

∑

~k′

ν~k~k′u~k′v~k′

]

(A+
~k0
A~k0+A

+
~k1
A~k1)

(5.70)

- äèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà;

Ĥ1 =
∑

~k

[

2ε(~k)u~kv~k−
1

V
(u2~k−v

2
~k
)
∑

~k′

ν~k~k′u~k′v~k′

]

(A+
~k0
A+

~k1
+A~k1A~k0)

(5.71)

- íåäèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà, ñîäåðæàùàÿ ïðîèçâåäå-

íèÿ äâóõ �åðìè-îïåðàòîðîâ. Îïåðàòîð Ĥ2 ñîäåðæèò ïðîèçâåäå-

íèÿ ÷åòûðåõ íîâûõ �åðìè-îïåðàòîðîâ. Ïðè èññëåäîâàíèè âîç-

áóæäåííûõ ñîñòîÿíèé ìàëîé ýíåðãèè åãî ìîæíî îïóñòèòü.
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Äî ñèõ ïîð âåùåñòâåííûå �óíêöèè u~k è v~k êàíîíè÷åñêîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëè ïðîèçâîëüíûìè ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ

ðàâåíñòâà (5.68). Âûáåðåì òåïåðü ýòè �óíêöèè òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû îáðàòèòü â íóëü îïåðàòîð (5.71). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

2ε(~k)u~kv~k =
1

V
(u2~k − v2~k)

∑

~k′

ν~k~k′u~k′v~k′ . (5.72)

Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî óñ-

ëîâèåì ìèíèìóìà ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (5.69) ïðè äîïîë-

íèòåëüíîì óñëîâèè (5.68).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

△~k ≡ 1

V

∑

~k′

u~k′v~k′ν~k~k′ . (5.73)

Òîãäà èç (5.72) è (5.68) ìîæíî âûðàçèòü èñêîìûå u~k è v~k ÷åðåç

ε(~k) è △~k:

u2~k =
1

2

[

1 +
ε(~k)

√

△2
~k
+ ε2(~k)

]

, v2~k =
1

2

[

1− ε(~k)
√

△2
~k
+ ε2(~k)

]

. (5.74)

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (5.72), íàõîäèì íåëèíåé-

íîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå âåëè÷èíó △~k:

△~k =
1

2V

∑

~k′

ν~k~k′△~k′

√

△2
~k′

+ ε2(~k′)
. (5.75)

Çíà÷åíèå △~k çàâèñèò îò ñïåêòðà ýíåðãèé ε~k îäíî÷àñòè÷íûõ ñî-

ñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ áåç âçàèìîäåéñòâèÿ, îòñ÷èòàííûõ îòíîñè-

òåëüíî õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ è �óíêöèé ν~k~k′ , îïðåäåëÿåìûõ

ñèëàìè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ (5.73) è (5.74) â (5.70), ìîæíî ïðåîáðà-

çîâàòü äèàãîíàëüíóþ ÷àñòü îïåðàòîðà �àìèëüòîíà ê âèäó

Ĥ
(0)
0 =

∑

~k

√

ε2(~k) +△2
~k

(A+
~k0
A~k0 +A+

~k1
A~k1). (5.76)

214



Òàêèì îáðàçîì, âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè

èõ ñïåêòð ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé

E(~k) =
√

ε2(~k) +△2
~k
. (5.77)

Êàæäîìó çíà÷åíèþ êâàçèèìïóëüñà ~~k ñîîòâåòñòâóþò äâà òèïà

ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê îïåðàòîðàì ðîæäå-

íèÿ A+
~k0

è A+
~k1
.

Èçìåíåíèå îäíî÷àñòè÷íîãî ñïåêòðà, îáóñëîâëåííîå âçàèìî-

äåéñòâèåì, îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé △~k, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîð-

íåì óðàâíåíèÿ (5.75). Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Îíî èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå △~k = 0 èëè u~kv~k = 0. Âûáåðåì
ýòî ðåøåíèå â âèäå

u~k = 1, v~k = 0, ε(~k) = ~
2~k2

2m∗ − µ > 0;

u~k = 0, v~k = 1, ε(~k) = ~2~k2

2m∗ − µ < 0.
(5.78)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâ ýòîãî ðåøåíèÿ ðàññìîòðèì êàíîíè-

÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå (5.67):

A~k0 = u~ka~k,1/2 − v~ka
+

−~k,−1/2,

A~k1 = u~ka−~k,−1/2 + v~ka
+
~k,1/2

.
(5.79)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè çíà÷åíèÿõ (5.78) âíå ñ�åðû Ôåðìè (ε(~k) > 0)
îïåðàòîðû A~k0 = a~k,1/2, A~k1 = a−~k,−1/2. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè óíè-
÷òîæàþò ýëåêòðîíû, íàõîäÿùèåñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â ñîñòîÿíèÿõ

(~k, 1/2)(−~k,−1/2). Âíóòðè æå ñ�åðû Ôåðìè (ε(~k) < 0) ýòè îïå-

ðàòîðû èìåþò çíà÷åíèÿ A~k0 = −a−~k,−1/2, A~k1 = a+~k,1/2. Ñëåäîâà-

òåëüíî, îíè ñîîòâåòñòâóþò ðîæäåíèþ ýëåêòðîíîâ (èëè óíè÷òî-

æåíèþ äûðîê) â ñîñòîÿíèÿõ (−~k,−1/2) è (

~k, 1/2). Òàêèì îáðà-

çîì, ïðåîáðàçîâàíèå (5.79) ýêâèâàëåíòíî ïåðåõîäó ê äûðî÷íîìó

ïðåäñòàâëåíèþ, ðàññìîòðåííîìó â § 4.5.2. Â ñîñòîÿíèÿõ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ òðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (5.75), ñïåêòð îä-

íîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, òàê êàê E(~k) =

= ε(~k). Â ýòîì ñëó÷àå ìåòàëë íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè

è îêàçûâàåò ñîïðîòèâëåíèå ïðîõîäÿùåìó òîêó.
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Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ñèëàõ ïðèòÿæåíèÿ, êîãäà âûïîëíÿ-

åòñÿ íåðàâåíñòâî

1

2V

∑

~k,~k1

ν~k~k1

|ε(~k1)|
,

íàðÿäó ñ òðèâèàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.75) èìååòñÿ íåòðè-

âèàëüíîå ðåøåíèå, ïðè êîòîðîì△~k 6= 0 è ìåòàëë ïðè íèçêèõ òåì-
ïåðàòóðàõ íå îáëàäàåò ñîïðîòèâëåíèåì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî ~p~~kF < m∗△, ãäå

~kF - âîëíîâîé âåêòîð ïîâåðõíîñòè Ôåð-

ìè, ~p - ñðåäíèé èìïóëüñ ýëåêòðîíà â òîêîâîì ñîñòîÿíèè.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå △~k äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ, êîãäà ν~k~k1

ðàâíî ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ ν, åñëè ~k è ~k1 ëåæàò âíóòðè èíòåð-
âàëà

~kF − q,~kF + q, è ðàâíî íóëþ, êîãäà ~k è ~k1 ëåæèò âíå ýòîãî
èíòåðâàëà. Â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî (5.74) âíóòðè óêàçàííîãî èí-

òåðâàëà çíà÷åíèå △~k òàêæå ïîñòîÿííî (△~k = △), è óðàâíåíèå

(5.75) ïðèíèìàåò âèä

1 =
ν

2V

∑

~k

[△2 + ε2(~k)]−1/2, ~kF − ~q ≤ ~k ≤ ~kF + ~q. (5.80)

Åñëè △ áîëüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ïîäóðîâíÿìè çî-

íû ïðîâîäèìîñòè ε(~k), òî ñóììó ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðàëîì,

èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

∑

~k

... =
V

(2π)3

∫

...d3~k.

Ïîëàãàÿ µ = ~
2~k2F /2m

∗
, èìååì

ε(~k) ≈ ~
2~kF

(~k − ~kF )

m∗
.

Äàëåå d3~k = 4π~k2Fd
~k è ðàâåíñòâî (5.80) ïðèíèìàåò âèä

1 =
ν~k2F
4π

~q
∫

−~q

dξ
√

△2 +

(

~2~kF

m∗ ξ

)2
.
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Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë è ðåøàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî

△, íàõîäèì

△ =
2~2kF q

m∗
exp (−G/ν)

1− exp (−G/ν) , G =
2π2

~
2

m∗kF
. (5.81)

Íåïîñðåäñòâåííî èç (5.81) ñëåäóåò, ÷òî ýòî âûðàæåíèå íåëü-

çÿ ïîëó÷èòü ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ý��åêòà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó

ýëåêòðîíàìè ìåòîäîì òåîðèè âîçìóùåíèé. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé

äàåò ïîïðàâêè ê ýíåðãèè â âèäå ñòåïåíåé ìàëîé ýíåðãèè âçàèìî-

äåéñòâèÿ ν, à âåëè÷èíà △ ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, êàê exp (−G/ν), è
ïðè çíà÷åíèÿõ ν ≈ 0 íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä.

Ñ öåëüþ âûÿñíåíèÿ �èçè÷åñêîãî ñìûñëà âåëè÷èíû △ âûðà-

çèì ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ E0 ÷åðåç △. Ïîäñòàâëÿÿ (5.73)

è (5.74) â (5.69), íàõîäèì

E0 =
∑

~k

ε(~k)

[

√

ε2(~k) +△2
~k
− ε(~k)

]

−△~k/2

√

ε2(~k) +△2
~k

.

Åñëè △~k = 0, òî E0 = 0 è �óíêöèè êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê (5.78) äëÿ òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(5.75). Åñëè△k 6= 0, òî E0 < 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè△~k 6= 0 íåòðè-
âèàëüíûå ðåøåíèÿ (5.75) ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíåå òðèâèàëüíûõ.

Âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþò "ðîæäåíèþ"

êâàçè÷àñòèö, çàâèñèìîñòü ýíåðãèè êîòîðûõ îò èìïóëüñà îïðåäå-

ëÿåòñÿ �îðìóëîé (5.77). Ïîñëåäíþþ ïðè µ = ~
2~k2F /2m

∗
ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

E(~k) =
~
2

2m∗

√

(~k2 − ~k2F )
2 +

(

2m∗△~k

~2

)2

. (5.82)

Ïðè áîëüøèõ ðàçíîñòÿõ

~k2−~k2F çàâèñèìîñòü ýíåðãèè êâàçè÷à-

ñòèö îò èìïóëüñà òàêàÿ æå, êàê äëÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö ñ ìàññîé

m∗. Îäíàêî ïðè ïðèáëèæåíèè |~k| ê çíà÷åíèþ kF ýíåðãèÿ âîçáóæ-

äåíèÿ ñòðåìèòñÿ íå ê íóëþ, à ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó

limE(~k) = △~kF
|~k| → |~kF |.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà△~kF
îïðåäåëÿåò ðàçíîñòü ýíåðãèè ìåæ-

äó îñíîâíûì è ïåðâûì âîçáóæäåííûì ñîñòîÿíèÿìè ñèñòåìû ýëåê-

òðîíîâ. Âèä ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ýëåêòðîíîâ â íîðìàëüíîì
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�èñ. 5.5. Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ýëåêòðîíîâ â íîðìàëüíîì è ñâåðõ-

ïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèÿõ êàê �óíêöèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà. Íóëåâàÿ

ýíåðãèÿ ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ýëåêòðîííîãî ãàçà. ∆ -

øèðèíà ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè (êðèâûå ïîñòðîåíû äëÿ ∆ = 0.0002εF
[50℄)

è ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèÿõ êàê �óíêöèè âîëíîâîãî âåêòîðà

ïðèâåäåí íà ðèñ. 6.5. Åñëè △ 6= 0, òî åñòü ïðè íàëè÷èè ýíåð-

ãåòè÷åñêîé ùåëè, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îêàçûâàåòñÿ áîëåå óñòîé-

÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì. Â ýòîì ñëó÷àå

ýëåêòðîí ìîæåò îòäàâàòü è ïîëó÷àòü ýíåðãèþ ïîðöèÿìè, íå ìåíü-

øèìè △~kF
.

Ïðè △~k 6= 0 �óíêöèè (5.74) êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

îäíîâðåìåííî îòëè÷íû îò íóëÿ, ñëåäîâàòåëüíî, íîâûå �åðìèåâ-

ñêèå îïåðàòîðû A+
è A, ñîîòâåòñòâóþùèå ðîæäåíèþ íîâûõ ýëå-

ìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé (êâàçè÷àñòèö), îòíîñÿòñÿ ê ñîñòîÿíèÿì,

ÿâëÿþùèìñÿ ñóïåðïîçèöèåé ýëåêòðîííûõ è äûðî÷íûõ ñîñòîÿíèé

îäíîýëåêòðîííîãî ïðèáëèæåíèÿ. Òàêèå ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäå-

íèÿ ÿâëÿþòñÿ êîëëåêòèâíûìè ñèëüíî ñêîððåëèðîâàííûìè ñîñòî-

ÿíèÿìè äâóõ ýëåêòðîíîâ, îáóñëîâëåííûìè èõ ñïàðèâàíèåì. �àñ-

ñåÿíèå (òîðìîæåíèå) ýëåêòðîíîâ òðåáóåò ðàçðûâà ïàðû. Ñëåäî-

âàòåëüíî, îíî âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà êèíåòè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ, ñâÿçàííàÿ ñ ïîÿâëåíèåì òîêà, áóäåò ïðåâû-

øàòü ýíåðãèþ ñïàðèâàíèÿ. Åñëè ~p - ñðåäíèé èìïóëüñ ýëåêòðîíà

â òîêîâîì ñîñòîÿíèè, òî èçìåíåíèå ýíåðãèè ε(~k) = ~
2~k2/2m∗ ïî
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àáñîëþòíîé âåëè÷èíå áóäåò ðàâíî

~p
∂ε(~k)

~∂~k
=
~p~~k

m∗
,

è ïîñêîëüêó

~k ≤ ~kF , òî ñâåðõïðîâîäèìîñòü äîëæíà íàáëþäàòüñÿ

ïðè

~p~~k
m∗ < △.

Ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå âîçíèêàåò òîëüêî â òàêèõ ìåòàë-

ëàõ, äëÿ êîòîðûõ ýíåðãèÿ ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

äîñòàòî÷íî âåëèêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷åì áîëüøå ýëåêòðîí-�î-

íîííîå âçàèìîäåéñòâèå, òåì áîëüøå ñîïðîòèâëåíèå ìåòàëëà â íîð-

ìàëüíîì ñîñòîÿíèè, òàê êàê ïðè ýòîì âåëèêà âåðîÿòíîñòü ðàññåÿ-

íèÿ ýëåêòðîíîâ ñ èñïóñêàíèåì è ïîãëîùåíèåì �îíîíîâ. Ýòèì êà-

÷åñòâåííî îáúÿñíÿåòñÿ èçâåñòíûé �àêò, ÷òî õîðîøèå ïðîâîäíèêè

(ñåðåáðî, ìåäü, çîëîòî) íå ïåðåõîäÿò â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿ-

íèå. Ñèëüíîå ýëåêòðîí-�îíîííîå âçàèìîäåéñòâèå, ïðèâîäÿùåå ê

áîëüøîìó ñîïðîòèâëåíèþ â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè, ñïîñîáñòâóåò

îáðàçîâàíèþ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñîñòîÿíèÿ, ëèøåííîãî ñîïðîòèâ-

ëåíèÿ.

Âûøå ðàññìàòðèâàëèñü îñíîâíûå ÷åðòû ìèêðîòåîðèè ñâåðõ-

ïðîâîäèìîñòè áåç ó÷åòà êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó

ýëåêòðîíàìè. Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ òåîðèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè ìå-

òàëëîâ ñ ó÷åòîì êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áûëà ðàçâèòà Áî-

ãîëþáîâûì [14, 116℄. Ñ ýòîé òåîðèåé ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ïî

ðàáîòàì [15,16℄.

5.4. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Â êàêèõ ñâîéñòâàõ òâåðäûõ òåë íàõîäèò ïðîÿâëåíèå ýëåêòðîí-

�îíîííîå âçàèìîäåéñòâèå? Äàòü îïðåäåëåíèå ïîëÿðîíà.

2. Â êàêèõ êðèñòàëëàõ è ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ â áîëüøåé ìåðå

ïðîÿâëÿþòñÿ ïîëÿðîííûå ý��åêòû?

3. Êàêîâû îñîáåííîñòè ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â

èîííûõ êðèñòàëëàõ?

4. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ñâÿçè ïîëÿðîíà â ìîäåëè

Ôðåëèõà.

5. Îõàðàêòåðèçîâàòü ìåòîä äå�îðìàöèîííîãî ïîòåíöèàëà äëÿ

îïèñàíèÿ ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â êîâàëåíòíûõ

êðèñòàëëàõ. Ïðèìåíèì ëè îí äëÿ èîííûõ êðèñòàëëîâ?
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�ëàâà 6

Ìàãíèòîóïîðÿäî÷åííûå ñèñòåìû. Ñïèíî-

âûå âîëíû. Ìàãíîíû

6.1. Êëàññè�èêàöèÿ òèïîâ ìàãíèòîóïî-

ðÿäî÷åííûõ ñîñòîÿíèé òâåðäûõ òåë

Ó íåêîòîðûõ àòîìîâ è èîíîâ (Fe, Co, Ni, Mn, Cr, Gd, Dy), ìîëåêóë

(O2, NO) óæå â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè èìååòñÿ îòëè÷íûé îò íóëÿ

ìàãíèòíûé ìîìåíò. Â êðèñòàëëàõ, îáðàçîâàííûõ èç ýòèõ àòîìîâ,

èîíîâ èëè ìîëåêóë ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ (T < TC , T < TN )
ýòè ìàãíèòíûå ìîìåíòû íàõîäÿòñÿ â óïîðÿäî÷åííîì ñîñòîÿíèè è

îáðàçóþò âåùåñòâà, àêòèâíî ðåàãèðóþùèå íà âíåøíåå ìàãíèòíîå

ïîëå. Ýòè âåùåñòâà äåëÿòñÿ â îñíîâíîì íà ÷åòûðå ãðóïïû.

I - �åððîìàãíåòèêè - òâåðäûå òåëà, ó êîòîðûõ ïðè T < TC
ìàãíèòíûå ìîìåíòû àòîìîâ îðèåíòèðóþòñÿ ïàðàëëåëüíî äðóã

äðóãó. Âñëåäñòâèå ýòîãî â òâåðäîì òåëå èìåþòñÿ îáëàñòè - äî-

ìåíû ñ áîëüøèìè ñïîíòàííûìè ìàãíèòíûìè ìîìåíòàìè. Ê òà-

êèì òâåðäûì òåëàì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ïåðåõîäíûå ìåòàëëû:

æåëåçî Fe, êîáàëüò Co, íèêåëü Ni, àòîìû êîòîðûõ èìåþò ñîîò-

âåòñòâåííî 4,3 è 2 âíóòðåííèõ íåçàïîëíåííûõ ýëåêòðîííûõ ñî-

ñòîÿíèÿ â îáîëî÷êå 3d; ðåäêîçåìåëüíûå ìåòàëëû: ãàäîëèíèé Gd.
Ïðè T > TC �åððîìàãíåòèê âåäåò ñåáÿ êàê ïàðàìàãíèòíîå âå-

ùåñòâî. TC äëÿ Fe, Co, Ni, Gd ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1044

◦
Ê,

1388

◦
Ê, 627

◦
Ê è 293

◦
Ê. Ïåðåõîä â ïàðàìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå ÿâ-

ëÿåòñÿ �àçîâûì ïåðåõîäîì âòîðîãî ðîäà (CrO2 (400

◦
Ê), MnSb

(587

◦
Ê), CrTe (333

◦
Ê), CrBr3 (37

◦
Ê), EuO (70

◦
Ê), EuS (165

◦
Ê),

GdN (69

◦
Ê)).

II - àíòè�åððîìàãíåòèêè - òâåðäûå òåëà, îáðàçîâàííûå

îêèñëàìè è ñîëÿìè ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ, íàïðèìåð, NiO, FeO,

MnO, MnF2, CoO, CoF2, NiSO4, RbMnF3 è òàê äàëåå. Êðèñòàë-

ëû àíòè�åððîìàãíåòèêîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñîâîêóïíîñòü

äâóõ èëè íåñêîëüêèõ �åððîìàãíèòíûõ ïîäðåøåòîê, âñòàâëåííûõ

îäíà â äðóãóþ òàê, ÷òî èõ ðåçóëüòèðóþùèé ìàãíèòíûé ìîìåíò
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ðàâåí íóëþ ïðè T < TN . TN=520
◦
K(NiO), 290

◦
K (CoO), 188

◦
K

(FeO), 116

◦
K (MnO). Â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ñóììàðíûé ìîìåíò �åððîìàãíèòíûõ ïîäðåøåòîê ðàâåí íóëþ.

Îäíàêî, íà÷èíàÿ ñ Hc, â íèõ ïîÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ íà-

ìàãíè÷åííîñòü, êîòîðàÿ ëèíåéíî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ïîëÿ.

Ïðè T > TN àíòè�åððîìàãíåòèê âåäåò ñåáÿ êàê ïàðàìàãíåòèê.

III - �åððèìàãíåòèêè (�åððèòû) - òâåðäûå òåëà, îáðàçî-

âàííûå êîìïëåêñíûìè ñîëÿìè ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ (MnO·Fe2O3;

FeO·Fe2O3; CoO·Fe2O3 è äðóãèå). Ïðè T < TN = 593◦K, 863◦K
è 793

◦
K, �åððèòû ñîñòîÿò èç íåñêîëüêèõ íåýêâèâàëåíòíûõ ìàã-

íèòíûõ ïîäðåøåòîê, ìàãíèòíûå ìîìåíòû êîòîðûõ ïîëíîñòüþ íå

êîìïåíñèðóþòñÿ.

IV - ãåëèìàãíåòèêè - ìàãíèòîóïîðÿäî÷åííûå ìåòàëëû ñî

ñïèðàëüíûìè ñòðóêòóðàìè. Ó ðÿäà êðèñòàëëîâ (ðåäêîçåìåëüíûå

ýëåìåíòû, MnO2, MnAu2, è äðóãèå) ðàñïîëîæåíèå ñïèíîâ â ðå-

øåòêå õàðàêòåðèçóåòñÿ âèíòîâîé ñèììåòðèåé. Áîëüøîå ðàçíîîá-

ðàçèå â ðàñïîëîæåíèè ñïèíîâ â òàêèõ íåêîëëèíåàðíûõ ñïèíîâûõ

ñòðóêòóðàõ çàòðóäíÿåò èõ åäèíîå îïèñàíèå.

Ìàãíèòíûå ìîìåíòû àòîìîâ èìåþò â îñíîâíîì ñïèíîâóþ ïðè-

ðîäó. Ìàãíèòíàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü �åððî-, àíòè�åððî- è �åð-

ðèìàãíåòèêîâ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ îáóñëîâëåíà ïðîñòðàí-

ñòâåííîé êîððåëÿöèåé ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ. Ïîñëåäíÿÿ îïðåäå-

ëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûì îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì. Îáìåííîå

âçàèìîäåéñòâèå îòðàæàåò �àêò çàâèñèìîñòè ýíåðãèè ñèñòåìû îò

ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèè âîëíîâûõ �óíêöèé ñèñòåìû è, ñëå-

äîâàòåëüíî, îò âåëè÷èíû åå ïîëíîãî ñïèíà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà

çàâèñèìîñòè ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ îò ñóììàðíîãî ñïèíà ìîæ-

íî óêàçàòü íà âçàèìîäåéñòâèå àòîìîâ â ìîëåêóëå âîäîðîäà. Ïðè

ïàðàëëåëüíîé îðèåíòàöèè ñïèíîâ àòîìû îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò

äðóãà, à ïðè àíòèïàðàëëåëüíîé - ïðèòÿãèâàþòñÿ. Ïî ïîðÿäêó âå-

ëè÷èíû îáìåííàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà e2/a, ãäå e - çàðÿä ýëåêòðîíà,

a - ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè, e2/a ∼ 10−12 ýðã. Óïîðÿäî÷åííîå ðàñïî-
ëîæåíèå ñïèíîâ íàðóøàåòñÿ â �åððîìàãíåòèêå ïðè òåìïåðàòóðå

Êþðè. Ñëåäîâàòåëüíî, îáìåííàÿ ýíåðãèÿ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû

ðàâíà ñðåäíåé òåïëîâîé ýíåðãèè, ïðèõîäÿùåéñÿ íà îäèí àòîì ïðè

T = Tc (1000 K ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèè ∼ 1.4 · 10−13ýðã).
Îò îðèåíòàöèè ñïèíîâ çàâèñèò òàêæå íåïîñðåäñòâåííîå âçà-

èìîäåéñòâèå ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ ýëåêòðîíîâ. Âçàèìîäåéñòâèå

ñïèíîâûõ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ ýëåêòðîíîâ íàçûâàåòñÿ ñïèí -
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ñïèíîâûì âçàèìîäåéñòâèåì, à âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâîãî ìàãíèò-

íîãî ìîìåíòà ñ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ

ýëåêòðîíà íàçûâàåòñÿ ñïèí-îðáèòàëüíûì. Îáà ýòè âçàèìîäåéñò-

âèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ýíåðãèåé ìàãíèòíîãî äèïîëü - äèïîëüíîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ ∼ ~µi~µj/r
3
ij . Â êðèñòàëëå âåëè÷èíà ýíåðãèè ýòèõ

âçàèìîäåéñòâèé ∼10−16-10−17ýðã äëÿ áëèæàéøèõ àòîìîâ. Òàêèì
îáðàçîì, ñïèí-ñïèíîâîå è ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèÿ çíà-

÷èòåëüíî ñëàáåå îáìåííîãî.

Îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå èãðàåò îñíîâíóþ ðîëü â îòíîñè-

òåëüíîé îðèåíòàöèè ñïèíîâ, íî íå îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèÿ ñóì-

ìàðíîãî ñïèíà îòíîñèòåëüíî êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèõ îñåé êðè-

ñòàëëà. Ýòî âûðîæäåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì ÷àñòè÷íî ñíèìàåò-

ñÿ ñïèí-îðáèòàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì. Îðáèòàëüíîå äâèæåíèå

ýëåêòðîíîâ ñâÿçàíî ñ êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèìè íàïðàâëåíèÿìè â

êðèñòàëëå è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ý��åêòèâíîãî ìàãíèòíîãî

ïîëÿ - ïîëÿ àíèçîòðîïèè (∼ 103− 104Ý). Â ðåçóëüòàòå â êðèñòàë-

ëàõ ïîÿâëÿåòñÿ îäíî èëè íåñêîëüêî íàïðàâëåíèé ëåãêîãî íàìàã-

íè÷åíèÿ, âäîëü êîòîðûõ ïðåèìóùåñòâåííî îðèåíòèðóåòñÿ ñóì-

ìàðíûé ñïèí ýëåêòðîíîâ. Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìàãíèòíîãî

ìîìåíòà ñïèíà ñ ïîëåì àíèçîòðîïèè ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâ-

íà ýíåðãèè ñïèí-ñïèíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, òî åñòü ∼ 10−16 −
10−17ýðã.

6.2. Òåîðèÿ ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ Âåéñà

â îïèñàíèè ìàãíèòíûõ �àçîâûõ

ïðåâðàùåíèé

Â 1907 ã. ñïóñòÿ äâà ãîäà ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ëàíæåâåíîâñêîé òåî-

ðèè ïàðàìàãíåòèçìà Ïüåð Âåéññ ñ�îðìóëèðîâàë �åíîìåíîëîãè-

÷åñêóþ òåîðèþ �åððîìàãíåòèçìà, â êîòîðîé îí ïðåäïîëîæèë,

÷òî âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâ äðóã ñ äðóãîì ìîæíî îïèñàòü, ïîëü-

çóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì î ìîëåêóëÿðíîì ïîëå, ïðîïîðöèîíàëüíîì

íàìàãíè÷åííîñòè.

Ïîñëå òîãî, êàê �åéçåíáåðã âûäâèíóë èäåþ îáìåííîãî âçàè-

ìîäåéñòâèÿ, ìîëåêóëÿðíîå ïîëå áûëî èíòåðïðåòèðîâàíî â òåð-

ìèíàõ ïàðíûõ îáìåííûõ âçàèìîäåéñòâèé Jij ìåæäó ñïèíàìè ~Si

è

~Sj , ðàñïîëîæåííûõ â óçëàõ i è j ðåøåòêè.
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Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî òåîðèÿ ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ ïîëó÷èëà

åùå è äðóãîå òîëêîâàíèå. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ðàññìàòðè-

âàòü ìîäåëüíóþ ñèñòåìó, â êîòîðîé êàæäûé ìàãíèòíûé ìîìåíò

âçàèìîäåéñòâóåò ñî âñåìè îñòàëüíûìè ñ îäèíàêîâîé ñèëîé, îáó-

ñëîâëåííîé âëèÿíèåì íåêîòîðîãî ñðåäíåãî ïîëÿ, òî ñâîéñòâà ýòîé

ìîäåëè áóäóò èäåíòè÷íû ñâîéñòâàì, ïðåäñêàçàííûì òåîðèåé ìî-

ëåêóëÿðíîãî ïîëÿ.

Êðèòè÷åñêèå èíäåêñû, ïðåäñêàçàííûå òåîðèåé ìîëåêóëÿðíî-

ãî ïîëÿ ïðè òåìïåðàòóðå Êþðè, ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ýòèõ

êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ, ïîëó÷åííûìè èç òåîðèè Âàí-äåð-Âààëüñà.

6.2.1. Ìîäåëü "èäåàëüíîãî" ïàðàìàãíåòèêà

Ïðåæäå âñåãî ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñòàòè÷åñêîé ñóììû è òåð-

ìîäèíàìè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû äëÿ ïðåäåëüíîãî ñëó-

÷àÿ, êîãäà îòäåëüíûå ìàãíèòíûå ìîìåíòû âçàèìîäåéñòâóþò äðóã

ñ äðóãîì òàê ñëàáî, ÷òî ýòèìè âçàèìîäåéñòâèÿìè ìîæíî ïðåíå-

áðå÷ü. Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ äàþò âîçìîæíîñòü îïèñàòü ïîâåäåíèå

ïàðàìàãíèòíûõ ñèñòåì, òî åñòü ñèñòåì ñ íóëåâîé ñïîíòàííîé íà-

ìàãíè÷åííîñòüþ ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

�àìèëüòîíèàí ñèñòåìû, ñîñòîÿùèé èç N íåâçàèìîäåéñòâóþ-

ùèõ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå

~H , èìååò
âèä:

H = −gµB

N
∑

i=1

~Si
~H, (6.1)

ãäå èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå, ÷òî ìàãíèòíûé ìîìåíò ~µ ≡ gµB
~S,

g - ãèðîìàãíèòíîå îòíîøåíèå (�àêòîð Ëàíäå), µB = e~/2mc -

ìàãíåòîí Áîðà. Ïðîèçâåäåíèå

~Si
~H ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ

~Si
~H = SizH ñî çíà÷åíèÿìè ïðîåêöèè ñïèíà Sz = −S, −S + 1,

...0, ...S−1, S. Còàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà òàêîé ñèñòåìû ñïèíîâ èìååò

âèä:

Z =
∑

S

e

gµB

N∑

i=1

~Si
~H

kBT =

S
∑

S1z=−S
...

S
∑

SNz=−S
exp

(

gµBH

kBT

N
∑

i=1

Siz

)

=

=

N
∏

i=1

{

S
∑

Szi=−S
exSiz

}

=
{

e−xS + ... exS
}N

=

(6.2)
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=

{

e−xS(1− ex(2S+1))

1− ex

}N

=

{

sh [(S + 1
2 )x]

sh (x2 )

}N

,

ãäå áûëî ââåäåíî îáîçíà÷åíèÿ x = gµBH/kBT .
Äëÿ ñëó÷àÿ S = 1/2 ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà èìååò íàèáîëåå

ïðîñòîé âèä

Z = 2N chN (
x

2
). (6.3)

Ïîëó÷èì òåïåðü âûðàæåíèÿ äëÿ òàêèõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

�óíêöèé êàê ïîòåíöèàë ñâîáîäíîé ýíåðãèè

F = −kBT lnZ = −NkBT ln

{

sh [(S + 1
2 )x]

sh x
2

}

(6.4)

è íàìàãíè÷åííîñòü

M(T,H) =−
(

∂F

∂H

)

T

= NkBT
∂

∂H
ln

{

sh [(S + 1
2 )

gµBH
kBT ]

sh ( gµBH
2kBT )

}

=

=M0BS(Sx),

(6.5)

ãäå M0 = M(T = 0, H = 0) = NSgµB - ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà

íàìàãíè÷åííîñòè, à

BS(Sx) =
2S + 1

2S
cth

(

2S + 1

2
x

)

− 1

2S
cth

(

x

2

)

(6.6)

- òàê íàçûâàåìàÿ �óíêöèÿ Áðèëëþýíà.

Äëÿ ñëó÷àÿ S = 1/2 �óíêöèÿ Áðèëëþýíà ðàâíà

B1/2

(x

2

)

= 2 cthx− cth
(x

2

)

=
cth2 (x2 ) + 1

cth (x2 )
− cth

(x

2

)

= th
(x

2

)

.

(6.7)

6.2.2. Ââåäåíèå ý��åêòèâíîãî ìîëåêóëÿðíîãî

ïîëÿ

Èç ãðà�èêà çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé íàìàãíè÷åííîñòè σ =
= M/M0 îò Sx = gµBHS/kBT , ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 6.1,

âèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ íàìàãíè÷åííîñòü σ = 0 ïðè H = 0,
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�èñ. 6.1. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé íàìàãíè÷åííîñòè σ = M/M0

îò ïàðàìåòðà Sx = gµBHS/kBT , îïèñûâàåìàÿ �óíêöèåé Áðèëëþýíà

BS(Sx) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñïèíà S

òî åñòü ñïîíòàííàÿ íàìàãíè÷åííîñòü ó äàííîé ñïèíîâîé ñèñòåìû

M(T,H = 0) îòñóòñòâóåò ïðè ëþáûõ òåìïåðàòóðàõ. Ýòîò ðåçóëü-
òàò íå ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè íàáëþäåíèÿìè: äëÿ

âñåõ �åððîìàãíèòíûõ ìàòåðèàëîâ ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ òåìïå-

ðàòóðà Tc - òåìïåðàòóðà Êþðè, íèæå êîòîðîé âîçíèêàåò ñóùå-

ñòâåííî îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ñïîíòàííàÿ íàìàãíè÷åííîñòü.

Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå òåîðèè ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ ñîñòî-

èò â òîì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâå-

íèþ âíóòðåííåãî "ìàãíèòíîãî" ïîëÿ Hm, êîòîðîå äîáàâëÿåòñÿ

ê âíåøíåìó ìàãíèòíîìó ïîëþ H . Åñëè ïðåäïîëîæèòü,÷òî ïîëå

Hm ("ìîëåêóëÿðíîå" ïîëå) ïðîïîðöèîíàëüíî íàìàãíè÷åííîñòè

Hm = λM(T,H), (6.8)

òî ý��åêòèâíîå ïîëå äëÿ êàæäîãî ñïèíà

Heff = H + λM(T,H), (6.9)

ãäå λ - ïàðàìåòð ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ.
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�èñ. 6.2. �ðà�è÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ íàìàãíè÷åííîñòè (6.11)

â òåîðèè ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ

Âñå ïîëó÷åííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ îñòàþòñÿ òîãäà â ñèëå,

íóæíî òîëüêî îñóùåñòâèòü çàìåíó ìàãíèòíîãî ïîëÿ H íà Heff :

M =M0BS

[

gµBS(H + λM)

kBT

]

. (6.10)

Äëÿ H = 0 âîçíèêàåò íåëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ ñïîíòàííîé íà-
ìàãíè÷åííîñòè

M =M0BS

(

gµBSλM

kT

)

. (6.11)

�àññìîòðèì ãðà�è÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Óðàâíåíèå èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå M = 0 äëÿ âñåõ çíà÷å-

íèé T , îäíàêî ñóùåñòâóåò åùå è âòîðîå ðåøåíèå M 6= 0, êîãäà
íà÷àëüíûé ó÷àñòîê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ èäåò áîëåå êðóòî,

÷åì ëåâîé ÷àñòè ëèíåéíîé ïî íàìàãíè÷åííîñòè (ðèñ. 6.2). ×òîáû

èññëåäîâàòü íà÷àëüíûé íàêëîí êðèâîé, ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

�óíêöèè Áðèëëþýíà â ðÿä ïî ìàëîìó àðãóìåíòó:

BS(y) =
S + 1

3S
y − S + 1

3S
· 2S

2 + 2S + 1

30S2
y3 + ... (6.12)

Òîãäà íà÷àëüíûé íàêëîí êðèâîé, èçîáðàæàþùåé çàâèñèìîñòü
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ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6.11), îïðåäåëèòñÿ âûðàæåíèåì

M0
S + 1

3S
· gµBSλ

kBT
= C

λ

T
, (6.13)

ãäå

C ≡ Ng2µBS(S + 1)

3k

- ïîñòîÿííàÿ Êþðè.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè Cλ > T íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñóùå-

ñòâóåò. Êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà â òåîðèè ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ

îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé Tc = λC.

6.2.3. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ìàãíåòèêà. Õàðàê-

òåðèñòèêè �åððîìàãíèòíîãî �àçîâîãî

ïåðåõîäà â ïðèáëèæåíèè ìîëåêóëÿðíîãî

ïîëÿ

Óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå íàìàãíè÷åííîñòü M ñ òåìïåðàòóðîé T
è íàïðÿæåííîñòüþ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ H , ïîëó÷åííîå â
ïðèáëèæåíèè ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ,

M(T,H)

M0
= BS

{

µBgS(H + λM)

kBT

}

(6.14)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ �åððîìàãíåòèêà, õà-

ðàêòåðèçóþùåãî ïîÿâëåíèå â íåì ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííîñòè

M(T,H = 0) ïðè òåìïåðàòóðàõ íèæå òåìïåðàòóðû Êþðè Tc =
= λC è äîñòèãàþùåé íàìàãíè÷åííîñòè íàñûùåíèÿM0 = NSgµB

ïðè T → 0. Îíî òàêæå õàðàêòåðèçóåò ïîâåäåíèå íàìàãíè÷åííî-
ñòè ìàãíåòèêà âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå äëÿ ðàçëè÷íûõ òåì-

ïåðàòóð, ò.å. ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàã-

íèòíûõ õàðàêòåðèñòèê òâåðäîãî òåëà.

Âîñïîëüçóåìñÿ äàííûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ è âû÷èñëèì îñ-

íîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîâåäåíèÿ �åððîìàãíåòèêà âáëèçè êðè-

òè÷åñêîé òåìïåðàòóðû T ≃ Tc, êîãäà åãî íàìàãíè÷åííîñòü ÿâ-

ëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé. Òîãäà âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèåì

�óíêöèè Áðèëëþýíà â ðÿä (6.12) çàïèøåì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ
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â âèäå

M

M0
=
S + 1

3S

µ̄Sλ(M + H
λ )

kBT
−

−S + 1

3S
· 2S

2 + 2S + 1

30S2

µ̄3S3λ3(M + H
λ )

3

(kT )3
,

(6.15)

ãäå ïàðàìåòð µ̄ = gµB. Ââîäÿ âåëè÷èíó îòíîñèòåëüíîé íàìàãíè-

÷åííîñòè σ = M/M0 ñ 0 ≤ σ ≤ 1, ïðèâåäåííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ
h = H/λM0, è ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå

Tc
M0

=
λC

NSµ̄
=

(

S + 1

3S

)

µ̄Sλ

kB
,

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ â âèäå

σ =
TC
T

(σ + h)− 3

10

(

TC
T

)3
[(S + 1)2 + S2]

(S + 1)2
(σ + h)3. (6.16)

Ïðè îïèñàíèè ìàãíèòíûõ õàðàêòåðèñòèê �åððîìàãíåòèêà íà

îñíîâå äàííîãî óðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, îáëåã-

÷àþùèõ åãî àíàëèç.

Òàê, ðàññ÷èòàåì ñíà÷àëà òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü ñïîí-

òàííîé íàìàãíè÷åííîñòè:

à) H = 0 è T < TC , ãäå σ 6= 0, ïðè (Tc − T )/Tc ≪ 1.

Ïîëàãàÿ â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî

(

Tc/T
)3 ≈ 1, ïîëó÷èì

σ2 ≃ 10

3

(S + 1)2

(S + 1)2 + S2

(

Tc − T

Tc

)

. (6.17)

Õàðàêòåðèçóÿ ïîëó÷åííóþ ñòåïåííóþ çàâèñèìîñòü ñïîíòàííîé

íàìàãíè÷åííîñòè îò ïðèâåäåííîé òåìïåðàòóðû τ = (Tc − T )/Tc
ïîêàçàòåëåì β

σ ∼ τβ ,

èç ñîîòíîøåíèÿ (6.17) ïîëó÷àåì, ÷òî äàííûé ïîêàçàòåëü õàðàê-

òåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì β = 1/2.
�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé êðèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè íàìàã-

íè÷åííîñòè îò âåëè÷èíû âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ò.å.

á) T = Tc è H 6= 0.
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Òîãäà èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷àåì

h ≃ 3

10

[(S + 1)2 + S2]

(S + 1)2
σ3. (6.18)

Õàðàêòåðèçóÿ âûÿâëåííóþ ñòåïåííóþ çàâèñèìîñòü ñïîíòàííîé

íàìàãíè÷åííîñòè îò ïîëÿ H ïîêàçàòåëåì δ, òî åñòü

M ∼ H1/δ,

ïîëó÷àåì, ÷òî δ = 3.
�àññ÷èòàåì òåïåðü òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü èçîòåðìè÷å-

ñêîé ëèíåéíîé ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè:

χT =

(

∂M

∂H

)

T,H=0

=
C

Tc

(

∂σ

∂h

)

T,h=0

. (6.19)

Äè��åðåíöèðóÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïî h è âûäåëÿÿ ïðîèçâîä-
íóþ

(

∂σ
∂h

)

, ïîëó÷èì

(

∂σ

∂h

)

T,h=0

=
Tc/T

T−Tc

T + 9
10

(

Tc

T

)3
[(S+1)2+S2]

(S+1)2 σ2

. (6.20)

Òàê êàê â ïàðàìàãíèòíîé �àçå σ = 0, à â �åððîìàãíèòíîé �à-

çå òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü σ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(6.17), òî äëÿ ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè ëåãêî ïîëó÷èòü ñëå-

äóþùåå âûðàæåíèå

χT =

{

C
T−Tc

, äëÿ T > Tc, ãäå σ = 0
C

2(Tc−T ) , äëÿ T < Tc, ãäå σ 6= 0.
(6.21)

Òàêèì îáðàçîì, ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü âáëèçè êðèòè÷åñêîé

òåìïåðàòóðû êàê â ïàðàìàãíèòíîé, òàê è �åððîìàãíèòíîé �àçàõ

õàðàêòåðèçóåòñÿ àíîìàëüíûì ïîâåäåíèåì (ðàñõîäèìîñòüþ ïðè

T = Tc) ñî ñòåïåííîé òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòüþ

χ ∼ |τ |−γ

ñ ïîêàçàòåëåì γ = 1.
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Äàííûå ïîêàçàòåëè β, γ, δ ïîëó÷èëè íàçâàíèå êðèòè÷åñêèõ

èíäåêñîâ è õàðàêòåðèçóþò âîçíèêàþùèå îñîáåííîñòè â ïîâåäå-

íèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé âáëèçè êðèòè÷åñêîé òåìïåðà-

òóðû Tc. Êðîìå ââåäåííûõ è ðàññ÷èòàííûõ êðèòè÷åñêèõ èíäåê-

ñîâ β, γ, δ, ââîäÿò è äðóãèå êðèòè÷åñêèå èíäåêñû [78,93℄, â ÷àñò-

íîñòè êðèòè÷åñêèé èíäåêñ α äëÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîâåäåíèÿ òåï-

ëîåìêîñòè âáëèçè Tc ïðè H = 0: CH ∼ |τ |−α.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè òåïëîåìêîñòè

èñïîëüçóåì âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ i-ãî ñïèíà

~Si ñ "ìîëåêóëÿðíûì" ïîëåì Hm ïðè íóëåâîì âíåøíåì ïîëå â

âèäå Ei = −µ̄SizHm = −µ̄SizλM . Òîãäà âíóòðåííþþ ýíåðãèþ

ñèñòåìû N ñïèíîâ ìîæíî çàïèñàòü êàê

E =
1

2
N〈Ei〉 = −1

2
Nµ̄λM〈Siz〉 = −1

2
λM2, (6.22)

ãäå áûëî èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå

M =
∑

i

〈µi〉 =
∑

i

µ̄〈Siz〉 = Nµ̄〈Siz〉. (6.23)

Ïðîâåäåì íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ âûðàæåíèåì äëÿ âíóò-

ðåííåé ýíåðãèè

E = −1

2
λM2 = −1

2
λM2

0σ
2 = −1

2
NkBTc

3S

S + 1
σ2. (6.24)

Òîãäà ñ èñïîëüçîâàíèåì çàâèñèìîñòè σ2(T ) èç (6.17) ïîëó÷èì âû-

ðàæåíèå äëÿ òåïëîåìêîñòè

CH =

(

∂E

∂T

)

H

=

{

0, äëÿ T > Tc è H = 0

5NkB
S(S+1)

(S+1)2+S2 , äëÿ T < Tc.

(6.25)

Òàêèì îáðàçîì, â òåîðèè ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ ïðåäñêàçûâàåò-

ñÿ ñêà÷îê òåïëîåìêîñòè ïðè �åððîìàãíèòíîì �àçîâîì ïåðåõîäå.

Ïðåäñòàâëÿÿ âåëè÷èíó ñêà÷êà òåïëîåìêîñòè â âèäå

△CH =
5

2
NkB

(2S + 1)2 − 1

(2S + 1)2 + 1
,

ïîëó÷àåì äëÿ S = 1/2 ñêà÷îê òåïëîåìêîñòè △CH = 3NkB/2, à â
ïðåäåëå S → ∞ △CH → 5

2 NkB (ðèñ.6.3).
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�èñ. 6.3. Çàâèñèìîñòü òåïëîåìêîñòè CH îò ïðèâåäåííîé òåìïåðàòóðû

T/Tc äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñïèíà S

Ñêà÷êó òåïëîåìêîñòè ïðèïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîãî

èíäåêñà α = 0.

�åçóëüòàòû òåîðèè ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ êà÷åñòâåííî ñîãëàñó-

þòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïî �åððîìàãíèòíûì ìàòå-

ðèàëàì è ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïðè èíòåðïðåòàöèè íàáëþäåíèé, â

÷àñòíîñòè ïðè îïðåäåëåíèè Tc ïî èçìåíåíèÿì íàìàãíè÷åííîñòè

è âîñïðèèì÷èâîñòè. Îäíàêî ïðåäñêàçûâàåìûå òåîðèåé ìîëåêó-

ëÿðíîãî ïîëÿ çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ

α = 0, β = 1/2, γ = 1, δ = 3, · · · , (6.26)

çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò íàáëþäàåìûõ è, êðîìå òîãî, ïðî-

ÿâëÿþò çàâèñèìîñòü îò ïðîñòðàíñòâåííîé ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû,

÷èñëà êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, íàëè÷èÿ â ñèñòåìå äå�åê-

òîâ ñòðóêòóðû è ðÿäà äðóãèõ �àêòîðîâ [66, 78, 83, 93, 191℄. Ýòî

îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ñâîéñòâà ñèñòåì ïðè íåïðåðûâíûõ �àçîâûõ

ïåðåõîäàõ òèïà ïåðåõîäà ïàðàìàãíåòèê-�åððîìàãíåòèê îïðåäå-

ëÿþòñÿ ñèëüíûìè è äîëãîæèâóùèìè �ëóêòóàöèÿìè ïàðàìåòðà

ïîðÿäêà (íàìàãíè÷åííîñòè äëÿ �àçîâîãî ïåðåõîäà â �åððîìàã-

íåòèêàõ) [66, 78, 83℄.
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6.2.4. Ìîëåêóëÿðíîå ïîëå è ìîäåëü

�åéçåíáåðãà

�àññìîòðèì âîïðîñ î ïðîèñõîæäåíèè ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ ñ ìèê-

ðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Â îñíîâå áîëüøèíñòâà ìîäåëåé ìàã-

íèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå îá îáìåííîé ïðèðî-

äå âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíîâ, êîòîðîå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îïèñû-

âàåòñÿ ìîäåëüþ �åéçåíáåðãà, ãàìèëüòîíèàí êîòîðîé èìååò âèä:

Ĥ = −2
∑

i<j

Jij ~̂Si
~̂Sj , (6.27)

ãäå Jij - òàê íàçûâàåìûé îáìåííûé èíòåãðàë, êîòîðûé äëÿ ñëó-

÷àÿ �åððîìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå

çíà÷åíèÿ. Âûäåëèì èç ãàìèëüòîíèàíà �åéçåíáåðãà ñîñòàâëÿþ-

ùóþ, õàðàêòåðèçóþùóþ âçàèìîäåéñòâèå i-ãî ñïèíà ñ z áëèæàé-
øèìè ñïèíàìè,

Ĥi = −2J ~̂Si

z
∑

j=1

~̂Sj , (6.28)

ãäå âåëè÷èíà J õàðàêòåðèçóåò îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó

áëèæàéøèìè ñïèíàìè. �àìèëüòîíèàí Ĥi ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç

äåéñòâèå íà ñïèí

~̂Si "ìîëåêóëÿðíîãî" ïîëÿ â âèäå

Ĥi = −gµB
~̂Si
~Hm. (6.29)

Èç ñðàâíåíèÿ äâóõ äàííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ Ĥi íàõîäèì

~Hm =
2J

gµB

z
∑

j=i

~̂Sj . (6.30)

Â äóõå ïðèáëèæåíèÿ Âåéññà ïðèìåì, ÷òî êàæäûé îïåðàòîð

~̂Sj

ìîæíî çàìåíèòü åãî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 〈~Sj〉. Åñëè âñå ìàãíèòíûå
àòîìû òîæäåñòâåííû è ýêâèâàëåíòíû, òî 〈~Sj〉 ñâÿçàíî ñ ïîëíûì
ìàãíèòíûì ìîìåíòîì êðèñòàëëà ñîîòíîøåíèåì

~M = NgµB〈~Sj〉. (6.31)

Òîãäà

~Hm =
2zJ

gµB
〈~Sj〉 =

2zJ

Ng2µ2
B

~M. (6.32)
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Òàê êàê

~H = λ ~M , òî êîý��èöèåíò ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ λ =
= 2zJ/(Ng2µ2

B). Òîãäà

Tc = Cλ =
2zJS(S + 1)

3kB
. (6.33)

Â êà÷åñòâå òèïè÷íîãî ïðèìåðà âîçüìåì g = 2, z = 8, S = 1
(ÎÖÊ Fe). Òîãäà Tc ≃ 8 · 1016J . ×òîáû ïîëó÷èòü Tc ñêàæåì 800

K íàì ïîòðåáóåòñÿ îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ïîðÿäêà 10−14ýðã =
= 6·10−3ýÂ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðàçóìíîé âåëè÷èíîé äëÿ îáìåí-
íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé â êðèñòàëëå. Òàêèì îá-

ðàçîì, ìîäåëü �åéçåíáåðãà âïîëíå ñïîñîáíà îáúÿñíèòü íàáëþäàå-

ìûå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóð Êþðè è âûÿñíèòü ïðèðîäó î÷åíü áîëü-

øèõ ìîëåêóëÿðíûõ ïîëåé. Òàê, â íàøåì ïðèìåðå èìååì Hm ≈
≈ 8 · 106Ý.

6.3. Ñïèíîâûå ãàìèëüòîíèàíû

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìàãíèòîóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì íåîáõî-

äèìî çàäàòü ÿâíûé âèä ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû. Îáû÷íî ïðè åãî

ââåäåíèè íèêîãäà íå ó÷èòûâàþò âñåõ îñîáåííîñòåé ñèñòåìû è ïû-

òàþòñÿ ïåðåäàòü ëèøü åå íàèáîëåå âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè.

×àñòî ìàãíèòîóïîðÿäî÷åííûå òâåðäûå òåëà ïðåäñòàâëÿþò êàê

ñèñòåìó ñïèíîâ, ðàñïîëîæåííûõ â óçëàõ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåò-

êè è ñâÿçàííûõ îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì. Ïðèìåì, ÷òî êðè-

ñòàëë ñîñòîèò èç N îäèíàêîâûõ àòîìîâ, ðàñïîëîæåííûõ â óç-

ëàõ ïðîñòîé ðåøåòêè. Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ íåçàïîëíåí-

íûõ âíóòðåííèõ îáîëî÷åê ñ ýëåêòðîíàìè âàëåíòíûõ îáîëî÷åê

(èëè ñ ýëåêòðîíàìè ïðîâîäèìîñòè) áóäåì ñ÷èòàòü ìàëûì. Òîãäà

ýëåêòðîíû íåçàïîëíåííûõ âíóòðåííèõ d- è f - îáîëî÷åê è ýëåê-

òðîíû ïðîâîäèìîñòè ìîæíî ïðèáëèæåííî ðàññìàòðèâàòü êàê äâå

íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå d-ýëåêòðîíîâ
äëÿ àòîìîâ, íàõîäÿùèõñÿ â i-òîì è j-òîì óçëàõ ðåøåòêè. Ïðå-

íåáðåæåì îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì d-ýëåêòðîíîâ è ìàãíèòíûìè

ñïèí-îðáèòàëüíûì è ñïèí-ñïèíîâûì âçàèìîäåéñòâèÿìè, ó÷èòû-

âàÿ òîëüêî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ. Ñïè-

íîâûé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà

ïî ñòåïåíÿì ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ, íî ïîñêîëüêó ýëåêòðîñòàòè-

÷åñêèå ñèëû íå çàâèñÿò îò îðèåíòàöèè ñïèíîâ, òî ãàìèëüòîíèàí
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ñèñòåìû äîëæåí ñîäåðæàòü òîëüêî ñêàëÿðíûå �óíêöèè ñïèíî-

âûõ âåêòîðîâ è áûòü ñîñòàâëåí èç ÷åòíûõ ñòåïåíåé ñïèíîâûõ

îïåðàòîðîâ. Â ïðåíåáðåæåíèè ñëàãàåìûìè ÷åòâåðòîé ñòåïåíè è

âûøå ïî ñïèíîâûì îïåðàòîðàì ãàìèëüòîíèàí ìîæåò áûòü çàïè-

ñàí â âèäå

Ĥ = E0 −
1

2

∑

ij

Jij ~̂Si
~̂Sj, (6.34)

ãäå

~̂Si - âåêòîðíûå îïåðàòîðû ñïèíà àòîìà â i-îì óçëå, Jij - èí-
òåãðàëû îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ i-ãî è j-ãî àòîìîâ, èìåþùèå
ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè è âõîäÿùèå â äàííîå âûðàæåíèå êàê íåêî-

òîðûå �åíîìåíîëîãè÷åñêèå âåëè÷èíû. Ôåððîìàãíèòíîìó óïîðÿ-

äî÷åíèþ ñïèíîâ ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíûé çíàê îáìåííîãî

èíòåãðàëà Ji,i±1 = J äëÿ áëèæàéøèõ àòîìîâ ðåøåòêè, à àíòè-

�åððîìàãíèòíîìó - îòðèöàòåëüíûé çíàê J .

Ìîäåëü ìàãíèòîóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû ñ òàêèì ãàìèëüòî-

íèàíîì îáû÷íî íàçûâàþò ãåéçåíáåðãîâñêîé ìîäåëüþ, à ãàìèëü-

òîíèàí âèäà (6.34) - ãåéçåíáåðãîâñêèì ñïèíîâûì ãàìèëüòîíèà-

íîì. Âïåðâûå ïîäîáíàÿ ìîäåëü áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ ß.È.

Ôðåíêåëÿ (1928) è �åéçåíáåðãà (1928), çàëîæèâøèõ îñíîâû ñîâðå-

ìåííîé òåîðèè ìàãíåòèçìà [26, 97℄. Âîçìîæíîñòü ñâåäåíèÿ êóëî-

íîâñêîãî êâàíòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ê ý��åêòèâíî-

ìó ñïèíîâîìó ãàìèëüòîíèàíó âèäà (6.34) âïåðâûå áûëà óñòàíîâ-

ëåíà Äèðàêîì (1929). Äîâîëüíî ÷àñòî ïðè âûâîäå ãåéçåíáåðãîâ-

ñêîãî ãàìèëüòîíèàíà èñïîëüçóþò ïðèáëèæåíèå �àéòëåðà-Ëîíäî-

íà (1927), ïðèìåíÿþùååñÿ â òåîðèè ãîìåîïîëÿðíîé ñâÿçè â ìî-

ëåêóëàõ. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ ýëåêòðîííûå âîëíîâûå �óíêöèè ñâîáîäíûõ àòîìîâ, à

èõ ïåðåêðûòèå äëÿ ñîñåäíèõ àòîìîâ - â êà÷åñòâå ìàëîãî âîçìó-

ùåíèÿ (�åéçåíáåðã, 1928). Ïðè òàêîì ïîäõîäå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü

ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ îáìåííûõ èíòåãðàëîâ J ÷åðåç àòîìíûå

âîëíîâûå �óíêöèè è ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ äðóã

ñ äðóãîì è ñ ÿäðàìè àòîìîâ [26℄. Îäíàêî ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû J
ïî àòîìíûì âîëíîâûì �óíêöèÿì äëÿ ìåòàëëîâ ãðóïïû æåëå-

çà äàþò ïðîòèâîðå÷èâûå ðåçóëüòàòû êàê â îòíîøåíèè âåëè÷è-

íû îáìåííîãî èíòåãðàëà J , òàê è åãî çíàêà. Ñòþàðò è Ìàðøàëë

(1960) ïîëó÷èëè ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå J , îäíàêî åãî âåëè÷èíà
áûëà íà äâà ïîðÿäêà ìåíüøå, ÷åì ñëåäóåò èç îöåíêè J ïî òåì-

ïåðàòóðå Êþðè. Ôðèìåí è Âàòñîí (1961) íàøëè, ÷òî â ñëó÷àå
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3d1-êîí�èãóðàöèè J èìååò áîëüøóþ îòðèöàòåëüíóþ âåëè÷èíó,

à â ñëó÷àå 3d9-êîí�èãóðàöèè J - ìàëóþ, íî ïî-ïðåæíåìó îòðè-

öàòåëüíóþ âåëè÷èíó. Áîëåå äåòàëüíûå ðàñ÷åòû Ôðèìåíà è äð.

(1962) òàêæå äàëè îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ îáìåííîãî èíòåãðà-

ëà. Â ñâÿçè ñ ýòèì áûëè âûñêàçàíû ïðåäïîëîæåíèÿ (Çèíåð, 1951;

�óäèíà�, 1960), ÷òî òîëüêî ïðÿìîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå íå

ìîæåò îòâåòñòâåííûì çà �åððîìàãíèòíîå óïîðÿäî÷åíèå ñïèíîâ

â ìåòàëëàõ ãðóïïû æåëåçà è íåîáõîäèì òàêæå ó÷åò êîñâåííîãî

îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ d- è f - ýëåêòðîíîâ ÷åðåç ýëåêòðîíû

ïðîâîäèìîñòè. Òàê ó÷åò êîñâåííîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

äëÿ íåêîòîðûõ ðåäêîçåìåëüíûõ ìåòàëëîâ ïîçâîëèë ïîëó÷èòü áî-

ëåå ðàçóìíûå îöåíêè äëÿ îáìåííîãî èíòåãðàëà. Îòìåòèì, ÷òî

ñïèíîâûå ãàìèëüòîíèàíû ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñû-

âàòü ìàãíèòíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàãíèòîóïîðÿäî÷åííûõ ìàòåðè-

àëîâ è ïîýòîìó îáìåííûå èíòåãðàëû âõîäÿùèå â íèõ äîñòàòî÷-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûå �åíîìåíîëîãè÷åñêèå âåëè÷èíû

òåîðèè.

�àññìîòðèì íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå îáîáùåíèÿ ãåéçåíáåðãîâ-

ñêîé ìîäåëè, êîòîðûå íàðÿäó ñ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì âçàèìîäåé-

ñòâèåì ýëåêòðîíîâ íåçàïîëíåííûõ îáîëî÷åê ìåæäó ñîáîé ïðè-

íèìàþò âî âíèìàíèå è äðóãèå âçàèìîäåéñòâèÿ. Ââåäåì ïðåæäå

âñåãî ìàãíèòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ, êîòîðûå ñêëàäû-

âàþòñÿ èç âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíîâûõ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ ýëåê-

òðîíîâ (ñïèí-ñïèíîâîå âçàèìîäåéñòâèå) è èç âçàèìîäåéñòâèÿ ñïè-

íîâûõ è îðáèòàëüíûõ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ ýëåêòðîíîâ (ñïèí-

îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå).

Âêëàä îò ñïèí-ñïèíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ïîëíûé ãàìèëü-

òîíèàí ìíîãîýëåêòðîííîé ñèñòåìû èìååò âèä

Ĥss = 2µ2
B

∑

ij

r2ij
~̂Si
~̂Sj − 3(~rij ~̂Si)(~rij ~̂Sj)

r5ij
− 2µ2

B

∑

ij

8π

3
~̂Si
~̂Sjδ(rij).

(6.35)

Âêëàä îò ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ âû-

ðàæåíèåì

Ĥso =
µB

mc

∑

i

[

∇riV (~r), ~̂pi

]

~̂Si +
µB

mc

∑

ij

2e

r3ij

[

~rij , ~̂pj

]

~̂Si, (6.36)

ãäå ∇riV -êóëîíîâñêîå ïîëå âñåõ çàðÿäîâ (àòîìíûõ îñòîâîâ è
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ýëåêòðîíîâ), äåéñòâóþùèõ íà i-òûé ýëåêòðîí, ~̂pi = −i ∂
∂~ri

- îïå-

ðàòîð èìïóëüñà i-ãî ýëåêòðîíà.
Èíîãäà îãðàíè÷èâàþòñÿ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíîâîãî ìàã-

íèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà òîëüêî ñ åãî îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì

äëÿ äàííîãî àòîìà. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå (6.36) óïðîùàåòñÿ

Ĥso =
µB

mc

∑

i

1

ri

∂V

∂ri
~̂Li
~̂Si, (6.37)

ãäå

~̂Li - îïåðàòîð îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà i-ãî àòîìà,

V - ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â ïîëå àòîìíîãî îñòîâà.

Ñ ó÷åòîì ìàãíèòíûõ âçàèìîäåéñòâèé ý��åêòèâíûé ñïèíîâûé

ãàìèëüòîíèàí, ïðåäñòàâëåííûé â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì

ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ĥ = E0 −
1

2

∑

ij,αβ

Jαβ
ij Ŝ

α
i Ŝ

β
j − 1

4!

∑

Jαβγδ
ijkl Ŝα

i Ŝ
β
j Ŝ

γ
k Ŝ

δ
l , (6.38)

ãäå âåëè÷èíû Jαβ
ij è Jαβγδ

ijkl ïðåîáðàçóþòñÿ êàê òåíçîðû îòíîñè-

òåëüíî äîïóñêàåìûõ äàííîé çàäà÷åé ïðåîáðàçîâàíèé ñïèíîâûõ è

îáû÷íûõ ïåðåìåííûõ. Âåëè÷èíó Jαβ
ij áóäåì íàçûâàòü òåíçîðîì

îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Óñëîâèìñÿ ðàçäåëÿòü â ãàìèëüòîíèàíå ñïèíîâîé ñèñòåìû èçî-

òðîïíóþ è àíèçîòðîïíóþ ÷àñòè ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíîâ.

Àíèçîòðîïíóþ ÷àñòü áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì ýíåðãèè ìàãíè-

òî-êðèñòàëëîãðà�è÷åñêîé àíèçîòðîïèè, êîíêðåòíàÿ �îðìà êîòî-

ðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïîé ñèììåòðèè ìàãíèòíîé ñòðóêòóðû ðå-

øåòêè.

Èçîòðîïíóþ ÷àñòü âçàèìîäåéñòâèÿ îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå

ãåéçåíáåðãîâñêîãî ñïèíîâîãî ãàìèëüòîíèàíà (6.34), íî â îáùåì

ñëó÷àå â íåå ìîãóò âõîäèòü è ñêàëÿðíûå �óíêöèè áîëåå âûñîêèõ

ïîðÿäêîâ ïî ñòåïåíÿì ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ:

Ĥ = −1

2

∑

ij

Jij ~̂Si
~̂Sj −

1

4!

∑

ijkl

Jijkl

[

~̂Si, ~̂Sj

] [

~̂Sk, ~̂Sl

]

− · · · . (6.39)

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ âêëàäû îò ÷åòâåðíîé è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà

�îðì ñ÷èòàþòñÿ íè÷òîæíî ìàëûìè è ïîýòîìó îíè íå ó÷èòûâà-

þòñÿ.
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Äëÿ îäíîîñíîãî �åððîìàãíåòèêà ñ àíèçîòðîïèåé òèïà "ëåã-

êàÿ îñü" ýíåðãèÿ àíèçîòðîïèè â íèçøåì ïîðÿäêå ïî ñòåïåíÿì

ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ èìååò âèä

ĤA = −1

2

∑

ij

JA
ij Ŝ

z
i Ŝ

z
j . (6.40)

Äëÿ �åððîìàãíåòèêà ñ êóáè÷åñêîé ñèììåòðèåé ýíåðãèÿ àíèçî-

òðîïèè â íèçøåì ïîðÿäêå õàðàêòåðèçóåòñÿ âûðàæåíèåì

ĤA = −1

2

∑

ijkl,α6=β

JA
ijlkŜ

α
i Ŝ

α
j Ŝ

β
k Ŝ

β
l . (6.41)

Âåëè÷èíû JA
ij è J

A
ijlk íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëàìè ìàãíèòî-êðèñòàë-

ëîãðà�è÷åñêîé àíèçîòðîïèè, ïî âåëè÷èíå îíè ïîðÿäêà ñïèí-ñïè-

íîâîé è ñïèí-îðáèòàëüíîé ýíåðãèé âçàèìîäåéñòâèÿ.

Åñëè ñïèí â óçëå S ≥ 1, òî ïðè ïðåäñòàâëåíèè ãàìèëüòîíèà-

íà ÷åðåç ñïèíîâûå îïåðàòîðû âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ

ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îäíîìó óçëó. Â ýòîì ñëó÷àå

îïåðàòîð ýíåðãèè àíèçîòðîïèè áóäåò ñîäåðæàòü ñëàãàåìûå, îòíî-

ñÿùèåñÿ ê îäíîìó óçëó êàæäîå. Ýòà ÷àñòü ýíåðãèè àíèçîòðîïèè

íîñèò íàçâàíèå îäíîèîííîé. Äëÿ îäíîîñíûõ è êóáè÷åñêèõ êðè-

ñòàëëîâ îíà ñîîòâåòñòâåííî èìååò âèä

ĤIA = −1

2

∑

i

JA
i (Ŝz

i )
2, (6.42)

ĤIA = − 1

4!

∑

i

JA
i

[

(Ŝx
i )

4 + (Ŝy
i )

4 + (Ŝz
i )

4
]

. (6.43)

Ìîæíî ââåñòè ãàìèëüòîíèàí ñ äèïîëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì.

Äëÿ ýòîãî âûäåëèì èç êâàäðàòè÷íîé �îðìû â (6.38) èçîòðîïíóþ

÷àñòü, îòíîñÿùóþñÿ ê ñîáñòâåííî îáìåííîé ýíåðãèè, è áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî àíèçîòðîïíàÿ ÷àñòü ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ äèïîëü-

íûì âçàèìîäåéñòâèåì ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ ýëåêòðîíîâ ðàçëè÷-

íûõ óçëîâ. Ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ó÷èòûâàòü íå áó-

äåì. Òîãäà ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû çàïèøåòñÿ â âèäå

Ĥ = −1

2

∑

ij

Jij ~̂Si
~̂Sj +

µ2

2

∑

ij

r2ij
~̂Si
~̂Sj − 3(~rij ~̂Si)(~rij ~̂Sj)

r5ij
, (6.44)
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ãäå µ = gµB, g ≈ 2 -�àêòîð Ëàíäå ýëåêòðîíà, µB -ìàãíåòîí Áîðà.

Äèïîëüíîå âçàèìîäåéñòâèå îáû÷íî íà äâà-òðè ïîðÿäêà ìåíüøå

îáìåííîãî è ïîýòîìó ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìàëîå âîçìó-

ùåíèå, íî ââèäó åãî äàëüíîäåéñòâóþùåãî ñòåïåííîãî õàðàêòåðà

âëèÿíèå äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ

âåñüìà ñóùåñòâåííûì.

�àññìîòðèì òåïåðü îáîáùåííóþ ìîäåëü �åéçåíáåðãà, êîòîðàÿ

õàðàêòåðèçóåòñÿ òåíçîðîì îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â (6.38),

ïðèâåäåííûì ê ãëàâíûì îñÿì è ðàññìàòðèâàåìûì â ïðèáëèæå-

íèè âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé, è ìàãíèòíîé àíèçîòðî-

ïèåé ïî òðåì êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèì îñÿì

Ĥ = −J
2

∑

ij

[

∆⊥(Ŝ
x
i Ŝ

x
j + Ŝy

i Ŝ
y
j ) + ∆‖Ŝ

z
i Ŝ

z
j

]

, (6.45)

ãäå∆⊥,∆‖ - áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû àíèçîòðîïèè  âåëè÷èíàìè

|∆⊥|, |∆‖| ≤ 1.
Òåîðåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñïèíîâîãî óïîðÿäî÷åíèÿ â àíèçîòðîï-

íîé ìàãíèòíîé ñèñòåìå ñ ãàìèëüòîíèàíîì (6.45) ïðè ∆⊥ = 0
ïîëó÷èëà íàçâàíèå ìîäåëè Èçèíãà ñ îðèåíòàöèåé íàìàãíè÷åí-

íîñòè âäîëü îñè z ëåãêîãî íàìàãíè÷åíèÿ. Ïðè ∆‖ = 0 ìîäåëü

ïîëó÷èëà íàçâàíèå XY -ìîäåëè ñ îðèåíòàöèåé íàìàãíè÷åííîñòè

â ïëîñêîñòè XY ëåãêîãî íàìàãíè÷åíèÿ. Ïðè ∆⊥ = ∆‖ èìååì èçî-

òðîïíóþ ìîäåëü �åéçåíáåðãà. Â ñëó÷àå XY -ìîäåëè è èçîòðîïíîé
ìîäåëè �åéçåíáåðãà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âû-

ðîæäåííûì ïî íàïðàâëåíèÿì íàìàãíè÷åííîñòè â áàçèñíîé XY -
ïëîñêîñòè èëè âî âñåì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ∆‖ > ∆⊥ ìîäåëü ïîëó-
÷èëà íàçâàíèå ìîäåëè ñ àíèçîòðîïèåé ëåãêàÿ îñü, à â îáðàòíîì

ñëó÷àå ñ ∆‖ < ∆⊥ - ìîäåëè ñ àíèçîòðîïèåé ëåãêàÿ ïëîñêîñòü.

6.4. Ñïèíîâûå âîëíû â �åððîìàãíåòè-

êàõ. Ìàãíîíû

Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå �åððîìàãíèòíîãî êðèñòàëëà ñîîòâåòñòâóåò

óïîðÿäî÷åííîìó ðàñïîëîæåíèþ ñïèíîâ, îðèåíòèðîâàííûõ â îä-

íîì íàïðàâëåíèè. Ñëàáûå íàðóøåíèÿ ýòîé óïîðÿäî÷åííîñòè ðàñ-

ïðîñòðàíÿþòñÿ â êðèñòàëëå â âèäå âîëí, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ

ñïèíîâûìè âîëíàìè. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì òîëüêî îñíîâû òåî-

ðèè ñïèíîâûõ âîëí [7, 8℄.
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6.4.1. Ñïèíîâûå âîëíû è ìàãíîíû â �åððîìàã-

íåòèêàõ áåç ó÷åòà ý��åêòîâ ìàãíèòíîé

àíèçîòðîïèè

Îïåðàòîð �àìèëüòîíà ìàãíèòîóïîðÿäî÷åííîãî êðèñòàëëà çàïè-

øåì â âèäå �åíîìåíîëîãè÷åñêîãî èçîòðîïíîãî ãåéçåíáåðãîâñêîãî

ãàìèëüòîíèàíà, â êîòîðîì ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ,

îòâåòñòâåííûå çà âçàèìíóþ îðèåíòàöèþ ñïèíîâ:

Ĥ = −1

2

∑

ij

Jij ~̂Si
~̂Sj , (6.46)

ãäå

~̂Si - âåêòîðíûå îïåðàòîðû ñïèíà àòîìà â i-îì óçëå, Jij -

èíòåãðàëû îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ i-ãî è j-ãî àòîìîâ, èìåþ-
ùèå ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè. Ñ ó÷åòîì âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

â ãàìèëüòîíèàí äîáàâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå −gµBH
∑

i

Ŝz
i , ãäå µB =

= e~/2mc - ìàãíåòîí Áîðà, ~H‖Oz.
Îáìåííûå èíòåãðàëû ïðîïîðöèîíàëüíû γe2/rij , ãäå γ - èí-

òåãðàëû ïåðåêðûòèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé i-ãî è j-ãî àòîìîâ. Ýòè
èíòåãðàëû ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó àòîìàìè γ ∼ exp(−rij/aB), ïîýòîìó ïðè ñóììèðîâàíèè

ìîæíî ó÷èòûâàòü âçàèìîäåéñòâèå òîëüêî áëèæàéøèõ àòîìîâ.

Ñïèíîâûå îïåðàòîðû äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå ñïèíîâûõ

�óíêöèé |S, Sz〉. Îïåðàòîðû Ŝx, Ŝy, Ŝz
ìîæíî çàìåíèòü îïåðà-

òîðàìè Ŝz, Ŝ+ = Ŝx + iŜy
, Ŝ− = Ŝx − iŜy

, óäîâëåòâîðÿþùèìè

ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì

[Ŝ+, Ŝ−] = 2Ŝz, [Ŝz, Ŝ+] = Ŝ+, [Ŝz, Ŝ−] = Ŝ−. (6.47)

Îïåðàòîðû Ŝ+
è Ŝ− èìåþò ñëåäóþùèå îòëè÷íûå îò íóëÿ ìàò-

ðè÷íûå ýëåìåíòû:

〈S, Sz + 1|Ŝ+|S, Sz〉 =〈S, Sz|Ŝ−|S, Sz + 1〉 =
=
√

(S − Sz)(S + Sz + 1),
(6.48)

ãäå Sz
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îò −S äî +S. Òàêèì îáðàçîì, îïåðà-

òîð Ŝ+
óâåëè÷èâàåò, à îïåðàòîð Ŝ− óìåíüøàåò íà åäèíèöó ïðîåê-

öèþ ñïèíà íà îñü z. Ñïèíîâûå îïåðàòîðû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçíûì
àòîìàì, êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

~̂Si
~̂Sj = Ŝz

i Ŝ
z
j +

1

2
(Ŝ+

i Ŝ
−
j + Ŝ−i Ŝ

+
j ), (6.49)
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ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ãàìèëüòîíèàí ê âèäó:

Ĥ = E0 + Ĥ1 + Ĥ2, (6.50)

ãäå

E0 = −gµBHNS − 1
2NSL(0), L(0) ≡ S

∑

i

Ji,

Ĥ1 =
(

gµBH + L(0)
)
∑

i

(S − Ŝz
i )− 1

2

∑

ij

Jij Ŝ
−
i Ŝ

+
j ,

Ĥ2 = − 1
2

∑

ij

Jij(S − Ŝz
i )(S − Ŝz

j ).

(6.51)

Â �åððîìàãíåòèêå èíòåãðàëû Jij ïîëîæèòåëüíû. Ìèíèìóì ýíåð-

ãèè Emin = E0 ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ, ïðè êîòîðîì âñå ñïèíû

íàïðàâëåíû âäîëü ïîëÿ. Âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ îáðàçóþòñÿ

ïðè ïåðåâîðîòå îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ñïèíîâ ïðîòèâ ïîëÿ.

Êâàäðàò îïåðàòîðà ñïèíà êàæäîãî àòîìà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèåì S(S+1). Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðû Ŝz
, Ŝ+

,

Ŝ− â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (6.49) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

~̂S2 = Ŝ2
z +

1

2
(Ŝ+Ŝ− + Ŝ−Ŝ+) = S(S + 1), (6.52)

ïîýòîìó èõ óäîáíî âûðàçèòü ÷åðåç äâà íîâûõ íåçàâèñèìûõ îïå-

ðàòîðà. Â êà÷åñòâå òàêèõ îïåðàòîðîâ óäîáíî âûáðàòü îïåðàòîðû

ðîæäåíèÿ µ+
i è óíè÷òîæåíèÿ µ−i ñïèíîâîãî âîçáóæäåíèÿ íà i-ì

àòîìå. Ïðè ýòîì ïîä ñïèíîâûì âîçáóæäåíèåì àòîìà ìû áóäåì

ïîíèìàòü óìåíüøåíèå íà åäèíèöó ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z.
Åñëè Si = 1/2, òî

µ−i = Ŝ+
i ; µ+

i = Ŝ−i ; Ŝz
i =

1

2
− µ+

i µ
−
i . (6.53)

Îïåðàòîðû µ+
i , µ

−
i óäîâëåòâîðÿþò ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíè-

ÿì äëÿ �åðìè-îïåðàòîðîâ

µ−i µ
+
i + µ+

i µ
−
i = 1, (µ−i )

2 = (µ+
i )

2 = 0, (6.54)

åñëè îíè îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó àòîìó, è ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíî-

øåíèÿì áîçå-îïåðàòîðîâ

[µ−i , µ
+
j ] = [µ−i , µ

−
j ] = 0, (6.55)
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åñëè îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì àòîìàì. Îíè äåéñòâóþò íà �óíêöèè |ni〉
â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ, â êîòîðûõ ni = 0, 1. Ïðàâèëà
äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ µ−i è µ+

i íà �óíêöèè |ni〉 ñëåäóþùèå:

µ−i |ni〉 = ni|1− ni〉, µ+
i |ni〉 = (1− ni)|ni + 1〉. (6.56)

Îïåðàòîðû ñî ñìåøàííûìè ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè

íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè Ïàóëè. Îíè ìàëî óäîáíû ïðè ïðàêòè-

÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ.

Ïðè âû÷èñëåíèè ñëàáî âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé êðèñòàëëà,

êîãäà ÷èñëî ïåðåâåðíóòûõ ñïèíîâ ìàëî, òàê ÷òî 〈µ+
i µ
−
i 〉 ≪ 1,

ìîæíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ çàìåíèòü ïðèáëèæåííûìè

µ−i µ
+
i − µ+

i µ
−
i = 1− 2µ+

i µ
−
i ≈ 1, [µ−i , µ

±
j ] = 0, (6.57)

òî åñòü ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò áîçåâñêèì ñîîò-

íîøåíèÿì êîììóòàöèè ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ni îïåðàòîðîâ ÷èñëà âîçáóæäåíèé íà i-îì óçëå n̂i = µ+
i µ
−
i ðàâíû

ëèáî 0, ëèáî 1.

Î÷åíü óäîáíî îñóùåñòâëÿòü ïåðåõîä îò ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ

ê îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ñïèíîâûõ âîçáóæäåíèé

ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé �îëüøòåéíà-Ïðèìàêîâà

Ŝ−i =µ+
i

√

2S − µ+
i µ
−
i ; Ŝ+

i = (

√

2S − µ+
i µ
−
i )µ

−
i ;

Ŝz
i =S − µ+

i µ
−
i ,

(6.58)

ïðè ýòîì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (6.47) äëÿ ñïèíîâûõ îïå-

ðàòîðîâ óäîâëåòâîðÿþòñÿ, åñëè îïåðàòîðû µ−i , µ
+
i óäîâëåòâîðÿ-

þò áîçåâñêèì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì. Íîâûå îïåðàòîðû

äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé |ni〉, ãäå ni = 0, 1, · · ·2S.
Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîãäà âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ

áëèçêè ê îñíîâíîìó, òî åñòü ñîäåðæàò ìàëîå ÷èñëî ïåðåâåðíó-

òûõ ñïèíîâ, ÷òî âûðàæàåòñÿ íåðàâåíñòâîì 〈µ+
i µ
−
i 〉 ≪ S, êîðíè â

âûðàæåíèè (6.58) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ñòåïåíÿì µ+
i µ
−
i /2S,

òî åñòü

Ŝ−i =
√
2S(µ+

i − 1

4S
µ+
i µ

+
i µ
−
i + · · · ) ≃ µ+

i

√
2S,

Ŝ+
i =

√
2S(µ−i − 1

4S
µ+
i µ
−
i µ
−
i + · · · ) ≃ µ−i

√
2S,

Ŝz
i =S − µ+

i µ
−
i .

(6.59)

241



Èñïîëüçóÿ ýòè ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ, ïðåîáðàçóåì ãåéçåí-

áåðãîâñêèé ãàìèëüòîíèàí ê âèäó:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint, (6.60)

ãäå

Ĥ0 = E0 +
[

gµBH + L(0)
]

∑

i

µ+
i µ
−
i − S

∑

ij

Jijµ
+
i µ
−
j ,

Ĥint = −1

2

∑

ij

Jijµ
+
i µ
−
i µ

+
j µ
−
j .

(6.61)

Â ïðèáëèæåíèè ìàëîãî ÷èñëà âîçáóæäåíèé 〈µ+
i µ
−
i 〉 ≪ 1 îïåðà-

òîð Ĥint ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìóùåíèå. Òîãäà â íóëå-

âîì ïðèáëèæåíèè ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ñïèíîâûõ âîçáóæäåíèé

îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîðîì:

△Ĥ = Ĥ0−E0 =
(

gµBH+L(0)
)

∑

i

µ+
i µ
−
i −S

∑

ij

Jijµ
+
i µ
−
j . (6.62)

Äèàãîíàëèçàöèÿ îïåðàòîðà îñóùåñòâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïðåîá-

ðàçîâàíèåì ê îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ µ+
~k
è óíè÷òîæåíèÿ µ−k ýëå-

ìåíòàðíûõ ñïèíîâûõ âîçáóæäåíèé - ìàãíîíîâ, õàðàêòåðèçóþ-

ùèõñÿ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì êâàçèèìïóëüñà ~~k. Åñëè êðè-

ñòàëë ñîäåðæèò N ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê, òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå

èìååò âèä:

µ±i =
1√
N

∑

~k

µ±~k e
∓i~k~ri . (6.63)

Ïîäñòàâèâ äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå â (6.62), ïîëó÷èì

△Ĥ =
∑

~k

E(~k)µ+
~k
µ−~k , (6.64)

ãäå

E(~k) =gµBH + ε(~k), ε(~k) = L(0)− L(~k),

L(~k) =S
∑

i

Jie
i~k~ri .

(6.65)

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îáìåííûå èíòåãðàëû J(~ri) ýêñïîíåíöèàëüíî
óáûâàþò J(~r) ∼ e−r/aB

ñ ðîñòîì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìàãíèòíû-

ìè èîíàìè â ñóììå ìîæíî ó÷èòûâàòü òîëüêî âçàèìîäåéñòâèå ñ
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àòîìàìè áëèæàéøåãî îêðóæåíèÿ. Åñëè z - ÷èñëî áëèæàéøèõ ñî-
ñåäåé (z = 6 - ÏÊ, z = 8 - ÎÖÊ, z = 12 - �ÖÊ), òî â êóáè÷åñêîì
êðèñòàëëå ñ ïîñòîÿííîé ðåøåòêè a

L(k) = SJz cos ka.

Ñëåäîâàòåëüíî, â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé âîëíîâîãî âåêòîðà

~k~a≪ 1 çàêîí äèñïåðñèè ìàãíîíîâ ïðèíèìàåò âèä

ε(k) = L(0)− L(k) =
~
2k2

2m∗
, (6.66)

ãäå m∗ = ~
2/zSJa2 - ý��åêòèâíàÿ ìàññà ìàãíîíà.

Èìååòñÿ íåêîòîðàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó ñïèíîâûìè âîëíàìè è êî-

ëåáàíèÿìè àòîìîâ â òâåðäûõ òåëàõ. Â êðèñòàëëàõ ÷èñòûõ �åððî-

ìàãíèòíûõ ìåòàëëîâ â êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå ïî îäíîìó

èîíó. Ïîýòîìó â ýòèõ êðèñòàëëàõ èìååòñÿ òîëüêî îäíà âåòâü ñïè-

íîâûõ âîëí. Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ ìàãíîíîâ ε(k) → 0 ïðè k → 0. Ýòó
âåòâü íàçûâàþò àêóñòè÷åñêîé âåòâüþ ìàãíîíîâ.

Â �åððîìàãíèòíûõ ñïëàâàõ Fe-Cr, Fe-Ni, Fe-Ni-Al è äðóãèõ

â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå ñîäåðæèòñÿ íåñêîëüêî ìàãíèòíûõ èîíîâ.

Îíè èìåþò è ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî âåòâåé ñïèíîâûõ âîëí. Îä-

íà èç íèõ àêóñòè÷åñêàÿ. ×àñòîòû äðóãèõ ñòðåìÿòñÿ ê êîíå÷íûì

ïðåäåëàì ïðè k → 0. Ýòè âåòâè íàçûâàþòñÿ îïòè÷åñêèìè âåòâÿ-
ìè ìàãíîíîâ.

6.4.2. Ìàãíîíû â �åððîìàãíåòèêàõ ñ ó÷åòîì

ý��åêòîâ ìàãíèòíîé àíèçîòðîïèè è

ìàãíèòíûõ äèïîëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé

Âûðàæåíèÿ (6.64),(6.65) äëÿ ýíåðãèè ìàãíîíîâ áûëè ïîëó÷åíû

â ïðåíåáðåæåíèè ý��åêòàìè ìàãíèòíîé àíèçîòðîïèè è ðåëÿòè-

âèñòñêèìè ìàãíèòíûìè äèïîëü-äèïîëüíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè.

Ó÷òåì äàííûå ý��åêòû, îïðåäåëÿþùèå îðèåíòàöèþ âåêòîðà

ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííîñòè

~M0 îòíîñèòåëüíî êðèñòàëëîãðà�è-

÷åñêèõ îñåé �åððîìàãíåòèêà. Çàäàäèì ãàìèëüòîíèàí ìàãíèòíîé

àíèçîòðîïèè (ñëó÷àé îäíîèîííîé àíèçîòðîïèè) êàê

Ĥa = −β
S
µBM0

∑

i

(Ŝz
i )

2, (6.67)
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à ãàìèëüòîíèàí ìàãíèòíîãî äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â âèäå

Ĥd =
g2µ2

B

2

∑

i6=j

1

r5ij
[r2ij

~̂Si
~̂Sj − 3( ~rij ~̂Si)( ~rij ~̂Sj)], (6.68)

ãäå β - êîíñòàíòà àíèçîòðîïèè (îñü z íàïðàâëåíà âäîëü îñè àíè-
çîòðîïèè), M0 = gµBNS - íàìàãíè÷åííîñòü íàñûùåíèÿ.

Ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ �îëüøòåéíà-Ïðèìàêîâà

(6.58) è ïåðåõîäà ê îïåðàòîðàì µ±~k (6.63) ãàìèëüòîíèàí ñïèíîâûõ

âîçáóæäåíèé ïðèìåò âèä

△Ĥ =
∑

~k

(

A~kµ
+
~k
µ−~k +

1

2
B~kµ

−
~k
µ−~k +

1

2
B∗~kµ

+
~k
µ+
~k

)

, (6.69)

ãäå

A~k =gµBH + L(0)− L(~k)− g2µ2
BS

2

∑

i

r2i − 3z2i
r5i

ei
~k~ri ,

L(~k) =S
∑

i

Jie
i~k~ri , B~k = −3

g2µ2
BS

2

∑

i

(xi − iyi)
2

r5i
ei

~k~ri .

(6.70)

Äëÿ äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàíà ñïèíîâûõ âîçáóæäåíèé

△Ĥ ñîâåðøèì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå îò áîçåâñêèõ îïå-

ðàòîðîâ µ±~k ê îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ìàãíîíîâ

α±~k [97℄

µ−~k =u~kα
−
~k
+ v∗~kα

+

−~k,

µ+
~k
=u∗~kα

+
~k
+ v~kα

−
−~k.

(6.71)

Çäåñü u~k, v~k - âåùåñòâåííûå âåëè÷èíû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-

âèþ u2~k − v2~k = 1.
Â ðåçóëüòàòå ãàìèëüòîíèàí ìàãíîíîâ ïðèìåò âèä

Ĥmag =
∑

~k

Ẽ(~k)α+
~k
α−~k , (6.72)

ãäå

Ẽ(~k) =
√

A2
~k
− |B~k|2. (6.73)
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Çàìåòèì, ÷òî â ïðåíåáðåæåíèè ðåëÿòèâèñòñêèìè ìàãíèòíûìè

âçàèìîäåéñòâèÿìè B~k = 0, u~k = 1, v~k = 0 è êàíîíè÷åñêîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå (6.71) âûðîæäàåòñÿ â òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå

è ìû ïðèõîäèì ê âûðàæåíèÿì (6.64) è (6.65).

Íàèáîëåå ïðîñòîé âèä âåëè÷èíû A~k è B~k ïðèíèìàþò â äëèí-

íîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè

~k~a≪ 1 [8℄:

A~k =gµBH + L(0)− L(~k) + βgµBM0 + 2πgµBM0

(

1− k2z
k2

)

,

B~k =2πgµBM0
(kx − iky)

2

k2
.

(6.74)

Ââîäÿ θ~k è ϕ~k - àçèìóòàëüíûé è ïîëÿðíûé óãëû äëÿ âîëíîâîãî

âåêòîðà

~k îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííî-
ñòè êðèñòàëëà

~M0 (îðèåíòèðîâàííîãî â íàøåì ñëó÷àå âäîëü îñè

z ìàãíèòíîé àíèçîòðîïèè), ïîëó÷èì

A~k =gµBH + L(0)− L(~k) + βgµBM0 + 2πgµBM0 sin
2 θ~k,

B~k =2πgµBM0 sin
2 θ~ke

−2iϕ~k .
(6.75)

Äëÿ ïðîñòîãî êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà è ïðè îòñóòñòâèè àíèçî-

òðîïèè äëÿ íàìàãíè÷åííîñòè â ïëîñêîñòè (xy) çàêîí äèñïåðñèè

ìàãíîíîâ ïðèíèìàåò âèä:

Ẽ2(~k) =

(

gµBH+
~
2k2

2m∗
+ βgµBM0

)(

gµBH +
~
2k2

2m∗
+

+βgµBM0 + 4πgµBM0 sin
2 θ~k

) (6.76)

ñ m∗ = ~
2/zSJa2 - ý��åêòèâíîé ìàññîé ìàãíîíà. Èç ñîîòíîøå-

íèÿ (6.76) ñëåäóþò çàêîíû äèñïåðñèè äëÿ ïðîäîëüíûõ (~k ‖ ~M0)

è ïîïåðå÷íûõ (~k ⊥ ~M0) ìàãíîíîâ:

Ẽ‖(~k) = gµB(H + βM0) +
~
2k2

2m∗
, (6.77)
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Ẽ⊥(~k) =

√

(

gµB(H + βM0) +
~2k2

2m∗

)

×

×
√

(

gµB(H + βM0 + 4πM0) +
~2k2

2m∗

)

≃

≃Ẽ‖(~k)
√

1 + 4π
χ

1 + βχ

(6.78)

ñ χ =M0/H - ëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ.

Ýíåðãèè îñòàëüíûõ ìàãíîíîâ íàõîäÿòñÿ â ýíåðãåòè÷åñêîì èí-

òåðâàëå ìåæäó âåòâÿìè Ẽ‖(~k) è Ẽ⊥(~k).

6.5. Îïèñàíèå ý��åêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ

ìàãíîíîâ

Ìàãíîíû ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ãàìèëüòîíèàíà

Ĥ0 â (6.60) è (6.61). Ýòîò ãàìèëüòîí ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå äâóõ

ïðèáëèæåíèé:

à) Ĥint ≪ Ĥ0,

á) 〈µ+
i µ
−
i 〉 ≪ S.

Ïðè îòêàçå îò ýòèõ ïðèáëèæåíèé ìàãíîíû íå áóäóò óæå íåçàâè-

ñèìûìè âîçáóæäåíèÿìè. Ìåæäó íèìè ïîÿâèòñÿ âçàèìîäåéñòâèå.

Ýòî âçàèìîäåéñòâèå ïðèíÿòî äåëèòü íà äâå ÷àñòè:

à) äèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå, îáóñëîâëåííîå Ĥint,

á) êèíåìàòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå, îáóñëîâëåííîå ïîñëåäóþùè-

ìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ äëÿ Ŝ+, Ŝ− â ïðåîáðàçîâàíèè �îëüøòåé-
íà-Ïðèìàêîâà (6.58).

�àññìîòðèì âíà÷àëå îïåðàòîð äèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ïðîâåäÿ â Ĥint (6.60)-(6.61) êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ê îïå-

ðàòîðàì ìàãíîíîâ, íàõîäèì

Ĥint = − 1

2NS

∑

~k′,~k,~q′,~q

L(~k′ − ~k)µ+
~k
µ−~k′

µ+
~q µ
−
~q′ (6.79)

ïðè óñëîâèè, ÷òî

~k − ~k′ + ~q − ~q′ = ~g, ãäå ~g - âåêòîð îáðàòíîé ðå-
øåòêè. Îïåðàòîð (6.79) îïèñûâàåò ïðîöåññû ðàññåÿíèÿ ìàãíîíîâ

äðóã íà äðóãå.
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Îïåðàòîð êèíåìàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Ĥ
(kin)
int = −1

4

∑

Jij(µ
+
i µ

+
j µ
−
j µ
−
j + µ+

i µ
+
i µ
−
i µ
−
j ) (6.80)

ïîñëå êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (6.63) ïðèíèìàåò âèä

Ĥ
(kin)
int = − 1

4NS

∑

~k′,~k,~q′,~q

L(~k)(µ+
~k
µ+
~k′
µ−~q µ

−
~q′ + µ−~q µ

−
~q′µ

+
~k
µ+
~k′
) (6.81)

ïðè óñëîâèè, ÷òî

~k + ~k′ = ~q + ~q′ + ~g.
Åñëè ó÷åñòü âîçìîæíîñòü ñìåùåíèé ìàãíèòíûõ èîíîâ èç ðàâ-

íîâåñíûõ ïîëîæåíèé, òî íàäî ðàññìîòðåòü çàâèñèìîñòü îáìåí-

íûõ èíòåãðàëîâ Jij îò îòíîñèòåëüíûõ ñìåùåíèé (~ξi − ~ξj) èîíîâ.
Ïðè ìàëûõ ñìåùåíèÿõ èîíîâ

Jij = J
(0)
ij + (~ξi − ~ξj) ~Dij + · · · . (6.82)

Ïðîâåäÿ òàêóþ çàìåíó è ïåðåõîäÿ ê îïåðàòîðàì ñìåùåíèé, ïî-

ëó÷èì îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíîâûõ âîçáóæäåíèé è êîëå-

áàíèé ðåøåòêè:

Ĥs,ph = −S
∑

ij

(~̂ξi − ~̂ξj) ~Dijµ
+
i µ
−
j . (6.83)

Ïåðåõîäÿ â ýòîì âûðàæåíèè ê îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ è óíè÷òî-

æåíèÿ ìàãíîíîâ è �îíîíîâ ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ (6.63) è âûðàæåíèÿ

~̂
iξ =
∑

~k

√

~

2Nmω(~k)
~e(~k)(b−~k + b+−~k)e

i~k~ri ,

ïîëó÷èì îïåðàòîð ñïèí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ó÷àñòèåì

äâóõ ìàãíîíîâ è îäíîãî �îíîíà:

Ĥs,ph = −
∑

~k,~q,~g

[D(~k − ~q)−D(~k)](b−~q + b+−~q)µ
+
~k
µ−~k−~q+~g

, (6.84)

ãäå

D(~k) = S
∑

ij

√

~

2mNω(~k)
( ~Dij~e)e

i~k(~ri−~rj).

Ýòîò îïåðàòîð îïèñûâàåò ïðîöåññû èñïóñêàíèÿ è ïîãëîùåíèÿ

�îíîíà ìàãíîíîì.
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6.6. Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàãíîíîâ.

Òåïëîåìêîñòü ãàçà ìàãíîíîâ

Âçàèìîäåéñòâèå ìàãíîíîâ ìåæäó ñîáîé è ñ �îíîíàìè êîëåáàíèé

ðåøåòêè ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ èõ ÷èñëà è ê óñòàíîâëåíèþ òåð-

ìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïðè ìà-

ëûõ ïëîòíîñòÿõ ìàãíîíîâ èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áîçå -

êâàçè÷àñòèöû ñ çàêîíîì äèñïåðñèè

ε(k) = L(0)− L(k) =
~
2k2

2m∗
. (6.85)

Ïîñêîëüêó ÷èñëî ìàãíîíîâ íå ñîõðàíÿåòñÿ, òî ñðåäíåå ÷èñëî ìàã-

íîíîâ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìó-

ìà ñâîáîäíîé ýíåðãèè

(

∂F
∂N

)

T,V

= µ = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòà-

òèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà êâàíòîâîãî ãàçà ìàãíîíîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ

�óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Áîçå-Ýéíøòåéíà [60℄ ñî çíà÷åíèåì õè-

ìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ = 0. Ïîýòîìó ñðåäíåå ÷èñëî ìàãíîíîâ ñ
âîëíîâûì âåêòîðîì

~k ïðè òåìïåðàòóðå T îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå,

êàê è ñðåäíåå ÷èñëî �îíîíîâ, �îðìóëîé

〈Nk〉 ≡ 〈µ+
k µk〉 =

(

exp
E(k)

kBT
− 1

)−1
. (6.86)

Ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ E(k) = ε(k) = ~
2k2

2m∗ .

Ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ìàãíîíîâ â êðèñòàëëå ñ îäíèì èîíîì â ýëåìåí-

òàðíîé ÿ÷åéêå ðàâíà

〈E〉 = E0 +
∑

k

ε(k)〈Nk〉. (6.87)

Åñëè â êðèñòàëëå N ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê îáúåìà v, òî, ïåðåõîäÿ
îò ñóììû ïî

~k ê èíòåãðàëó, ïîëó÷èì

〈E〉 = E0 +
Nv(2m∗kBT )5/2

4π2m∗~3

x0
∫

0

x4dx

exp (x2)− 1
, (6.88)

ãäå

x0 =
~kmax√
2m∗kBT

.
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Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîãäà x0 ≫ 1, âåðõíèé ïðåäåë èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ìîæíî çàìåíèòü áåñêîíå÷íîñòüþ, òîãäà, ó÷èòûâàÿ,

÷òî

∞
∫

0

x4dx
ex2−1 = 3

√
π

8 ζ
(

5
2

)

, ãäå ζ
(

5
2

)

≃ 1.341 - äçåòà-�óíêöèÿ �èìà-

íà, èìååì

〈E〉 = E0 +AV (kBT )
5/2, x0 ≫ 1, (6.89)

ãäå

A =
3

4
√
2

(

m∗

π~2

)
3
2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ìàãíîííîãî ãàçà ïðè íèç-

êèõ òåìïåðàòóðàõ îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì

Cv = αmag(kBT )
3/2, αmag =

5

2
AkB . (6.90)

Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ãàçà �îíîíîâ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ

ïðîïîðöèîíàëüíà êóáó òåìïåðàòóðû

Cv =
1

Nv

∂E

∂T
= αph(kBT )

3. (6.91)

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò âûäåëèòü òåïëîåìêîñòü ìàãíîí-

íîãî ãàçà èç îáùåé òåïëîåìêîñòè òâåðäîãî òåëà. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè

Cv = αph(kBT )
3 + αmag(kBT )

3/2, (6.92)

òî ãðà�èê çàâèñèìîñòè �óíêöèè

(kBT )
−3/2Cv = αph(kBT )

3/2 + αmag (6.93)

îò (kBT )
3/2

áóäåò ïðÿìîé ëèíèåé. Íàêëîí ýòîé ëèíèè îïðåäåëÿ-

åò âåëè÷èíó αph, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ îðäèíàò îïðåäåëÿåò

âåëè÷èíó αmag, çíàÿ êîòîðóþ ìîæíî âû÷èñëèòü ý��åêòèâíóþ

ìàññó ìàãíîíà è âêëàä ìàãíîíîâ â îáùóþ òåïëîåìêîñòü êðèñòàë-

ëà.

Íàëè÷èå ìàãíîíîâ â êðèñòàëëå óìåíüøàåò ìàãíèòíûé ìîìåíò

M0 = µBsN åãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñðåäíèé ìàãíèòíûé ìî-

ìåíò âäîëü îñè z êðèñòàëëà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

〈Mz〉 = µB

N
∑

n=1

〈szn〉, (6.94)
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ãäå µB - ìàãíåòîí Áîðà. Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ 〈Nk〉 è ïåðåõîäÿ îò
ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî k, ïîëó÷èì

〈Mz〉 =M0(1 − ξ), (6.95)

ãäå

M0 = NsµB,

ξ =
v(2m∗kBT )3/2

2π2s~3

x0
∫

0

x2dx

ex2 − 1
=

v

2π2s

(

2m∗kBT

~2

)3/2

ζ

(

3

2

)

,

ζ

(

3

2

)

≈ 2, 612.

Cëåäîâàòåëüíî, ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ìàãíèòíûé ìîìåíò

êðèñòàëëà óìåíüøàåòñÿ ïðè âîçðàñòàíèè òåìïåðàòóðû ïðîïîð-

öèîíàëüíî T 3/2
- çàêîí òðåõ âòîðûõ Áëîõà.

6.7. Ñïèíîâûå âîëíû è ìàãíîíû â àíòè-

�åððîìàãíåòèêàõ

�àññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí:

Ĥ = −J
∑

ij

~̂Si
~̂Sj − µBH

∑

j

Sz
aj + µBH

∑

j

Sz
bj , (6.96)

ãäå J - îáìåííûé èíòåãðàë äëÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé, äëÿ àíòè�åð-
ðîìàãíåòèêîâ J < 0. Ñïèíîâóþ ñòðóêòóðó êðèñòàëëà ìû áóäåì

ïðåäñòàâëÿòü ñåáå â âèäå äâóõ ïîäðåøåòîê a è b, âñòàâëåííûõ
äðóã â äðóãà òàê, ÷òî ó êàæäîãî àòîìà ïîäðåøåòêè áëèæàéøèå

ñîñåäè ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè ïîäðåøåòêè b è íàîáîðîò. Ñòîëü ïðî-

ñòàÿ ìîäåëü, ðàçóìååòñÿ, íå ìîæåò îïèñûâàòü âñå ñòðóêòóðû. Âå-

ëè÷èíà H ñîîòâåòñòâóåò �èêòèâíîìó ìàãíèòíîìó ïîëþ, êîòîðîå

ñíèìàåò âûðîæäåíèå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àíòè�åððîìàãíåòèêà

è îïèñûâàåò âëèÿíèå ìàãíèòíîé êðèñòàëëîãðà�è÷åñêîé àíèçî-

òðîïèè.

250



Îñóùåñòâèì ïðåîáðàçîâàíèå �îëüøòåéíà-Ïðèìàêîâà:

S+
aj = (2S)1/2

(

1−
a+j a

−
j

2S

)1/2

a−j , S−aj = (2S)1/2a+j

(

1−
a+j a

−
j

2S

)1/2

,

S+
bi = (2S)1/2b+i

(

1− b+i b
−
i

2S

)1/2

, S−bi = (2S)1/2
(

1− b+i b
−
i

2S

)1/2

b−i ,

Sz
ja = S − a+j a

−
j , −Sz

ib = S − b+i b
−
i .

(6.97)

Òåïåðü ââåäåì áîçîííûå îïåðàòîðû êîëëåêòèâíûõ ñïèí-âîëíîâûõ

âîçáóæäåíèé ïîñðåäñòâîì êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé:

a−~k =
1√
N

∑

j

a−j e
−i~k~rj , a+~k

=
1√
N

∑

j

a+j e
i~k~rj ,

b−~k =
1√
N

∑

i

b−i e
i~k~ri , b+~k

=
1√
N

∑

i

b+i e
−i~k~ri .

(6.98)

Ñóììû â âûðàæåíèÿõ äëÿ îïåðàòîðîâ a~k áåðóòñÿ ïî âñåì N àòî-

ìàì j-îé ïîäðåøåòêè , à ñóììû â âûðàæåíèÿõ äëÿ îïåðàòîðîâ

b~k - ïî âñåì N àòîìàì i-îé ïîäðåøåòêè b. Çàïèøåì ðàçëîæåíèå

îïåðàòîðîâ Saj è Sbi ïî îïåðàòîðàì a~k è b~k, îñòàâëÿÿ ëèøü îñ-

íîâíûå ÷ëåíû, â âèäå:

S+
aj =

√

2S

N

(

∑

~k

ei
~k~rja−~k + · · ·

)

, · · ·Sz
aj = S− 1

N

∑

~k,~k′

ei(
~k′−~k)~rja+~k a~k′ ,

(6.99)

è òàê äàëåå.

Åñëè ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé ðàâíî z, òî äëÿ ãàìèëüòîíè-
àíà â êîëëåêòèâíûõ ìàãíîííûõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷èì

Ĥ = 2NzJS2 − 2NµBHS +H0 +Hint, (6.100)

ãäå H0 - áèëèíåéíàÿ �îðìà ïî ìàãíîííûì ïåðåìåííûì

Ĥ0 =− 2JzS
∑

~k

[γ~k(a
+
~k
b+~k

+ a−~k b
−
~k
) + (a+~k

a−~k + b+~k
b−~k )]+

+µBH
∑

~k

(a+~k
a−~k + b+~k

b−~k ),
(6.101)

251



ãäå γ~k =
∑

~n

ei
~k~n/z = γ−~k, |~n| = a - ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè, è ñóì-

ìèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì áëèæàéøèì óçëàì (ïðåäïîëàãàåòñÿ

òàêæå, ÷òî ñèñòåìà èìååò öåíòð ñèììåòðèè). Âëèÿíèåì ñîñòàâ-

ëÿþùåé ãàìèëüòîíèàíà Ĥint, ñîäåðæàùåé ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà, ìû ïðåíåáðåæåì.

Òåïåðü áóäåì èñêàòü ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïîçâîëèò äèàãî-

íàëèçîâàòü Ĥ0. Ïåðåéäåì ê íîâûì îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ è óíè-

÷òîæåíèÿ α+
, α−, β+

, β−, óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì

[α−~k , α
+
~k
] = 1, [β−~k , β

+
~k
] = 1, [α±~k , β

±
~k
] = 0, (6.102)

è òàê äàëåå. Òàêîå èñêîìîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

α−~k =u~ka
−
~k
− v~kb

+
~k
, α+

~k
= u~ka

+
~k
− v~kb

−
~k
,

β−~k =u~kb
−
~k
− v~ka

+
~k
, β+

~k
= u~kb

+
~k
− v~ka

−
~k
.

(6.103)

Çäåñü u~k, v~k - âåùåñòâåííûå âåëè÷èíû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-

âèþ u2~k − v2~k = 1. Ïðè ýòîì áèëèíåéíàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà

ïðèíèìàåò âèä:

Ĥ0 = N(ωe − ωH) +
∑

~k

~ω~k(α
+
~k
α−~k + β+

~k
β−~k + 1), (6.104)

ãäå ωe = 2JzS, ωH = µBH , ω
2
~k
= (ωe − ωH)2 − ω2

eγ
2
~k
- ñîáñòâåí-

íûå ÷àñòîòû ìàãíîíîâ. Êàæäîìó çíà÷åíèþ

~k ñîîòâåòñòâóþò äâà
âûðîæäåííûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿ: îäíî - ñâÿçàííîå ñ îïå-

ðàòîðàìè α, äðóãîå - ñ îïåðàòîðàìè β. Îêîí÷àòåëüíî, ïîëíûé
ãàìèëüòîíèàí ïðèìåò âèä:

Ĥ =2NzJS(S + 1)− 2NµBH

(

S +
1

2

)

+

+
∑

~k

~ω~k

(

n~k +
1

2

)

+ Ĥint,
(6.105)

ãäå â ñóììå êàæäîå çíà÷åíèå

~k áåðåòñÿ äâàæäû èç-çà äâóêðàò-

íîãî âûðîæäåíèÿ, n~k - ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà (÷èñëî ìàã-
íîíîâ â k-ì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè). Èç äàííîãî âûðàæåíèÿ ÿñíî,
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÷òî ñîñòàâëÿþùàÿ ãàìèëüòîíèàíà Ĥint îòâåòñòâåííà çà âçàèìî-

äåéñòâèå ìàãíîíîâ â àíòè�åððîìàãíåòèêàõ.

Ïðè H = 0 (ωH = 0) è åñëè ñ÷èòàòü ka ≪ 1, òî äëÿ ïðîñòîé

êóáè÷åñêîé ðåøåòêè

γk = (cos kxa+ cos kya+ cos kza)/3 ≃ 1− k2a2/6,

γ2k ≃ 1− k2a2/3, (1− γ2~k)
1/2 ≃ ka/

√
3,

è â èòîãå ïîëó÷àåì

ω~k ≃ 4
√
3JSka. (6.106)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àíòè�åððîìàãíåòèêîâ çàêîí äèñïåðñèè ìàã-

íîíîâ â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè õàðàêòåðèçóåòñÿ ëèíåé-

íîé çàâèñèìîñòüþ îò âîëíîâîãî âåêòîðà, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ìàã-

íîíîâ â �åððîìàãíåòèêå ïðîÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûé çàêîí äèñ-

ïåðñèè (6.66).

6.8. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Äàòü êëàññè�èêàöèþ ìàãíèòíûõ ìàòåðèàëîâ, îñíîâàííóþ

íà èõ �èçè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ. Îïðåäåëèòü îñîáåííîñòè êàæäîãî

òèïà ìàãíèòîóïîðÿäî÷åííûõ ìàòåðèàëîâ.

2. Êàêèå ìàãíèòíûå ìàòåðèàëû è ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îïè-

ñûâàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè Èçèíãà, �åéçåíáåðãà è ÕÓ-

ìîäåëüþ?

3. Äàòü îïðåäåëåíèå ìàãíîíîâ. Ïðè êàêèõ ïðèáëèæåíèÿõ ìàã-

íîíû ìîæíî ñ÷èòàòü íåâçàèìîäåéñòâóþùèìè? Îïðåäåëèòü çàêîí

äèñïåðñèè ìàãíîíîâ â �åððîìàãíåòèêàõ â äëèííîâîëíîâîì ïðè-

áëèæåíèè.

4. Îõàðàêòåðèçîâàòü ðîëü ïðåîáðàçîâàíèé �îëüøòåéíà-Ïðè-

ìàêîâà äëÿ îïèñàíèÿ ñïèí-âîëíîâûõ âîçáóæäåíèé.

5. Îõàðàêòåðèçîâàòü îñíîâíûå ïðèíöèïû ââåäåíèÿ âçàèìî-

äåéñòâèÿ ìàãíîíîâ â ìàãíèòîóïîðÿäî÷åííûõ ìàòåðèàëàõ.

6. Îñîáåííîñòü ñïåêòðà ñïèí-âîëíîâûõ âîçáóæäåíèé â àíòè-

�åððîìàãíåòèêàõ. Îïðåäåëèòü çàêîí äèñïåðñèè ìàãíîíîâ â àí-

òè�åððîìàãíåòèêàõ â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè.

7. Îòëè÷èòåëüíûå ñâîéñòâà ñïåêòðà ìàãíîíîâ â �åððî- è àí-

òè�åððîìàãíåòèêàõ.
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�ëàâà 7

Âëèÿíèå äå�åêòîâ ñòðóêòóðû íà ñïåêòð

ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé â êðèñòàëëå

7.1. Òèïû äå�åêòîâ ñòðóêòóðû

Ïðè ðîñòå êðèñòàëëîâ êàê â ïðèðîäíûõ, òàê è â èñêóññòâåííî

ñîçäàííûõ óñëîâèÿõ íèêîãäà íå îáðàçóåòñÿ èäåàëüíàÿ êðèñòàë-

ëè÷åñêàÿ ðåøåòêà â ñèëó âëèÿíèÿ ðåàëüíûõ âíåøíèõ óñëîâèé

è ðàçëè÷íûõ âíóòðåííèõ �àêòîðîâ. Íàðóøàåòñÿ ïåðèîäè÷íîñòü

ðàñïîëîæåíèÿ åå ýëåìåíòîâ. Ïåðèîäè÷íîñòü ðåøåòêè ìîæåò íà-

ðóøàòüñÿ â îáøèðíûõ îáëàñòÿõ, ó ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà èëè

âäîëü ãðàíèöû çåðåí, âäîëü ëèíèé äèñëîêàöèé èëè îêîëî îò-

äåëüíûõ óçëîâ ðåøåòêè. Â çàâèñèìîñòè îò èõ ãåîìåòðèè ñîîò-

âåòñòâåííî ðàçëè÷àþò òðåõìåðíûå èëè îáúåìíûå äå�åêòû, äâó-

ìåðíûå èëè ïîâåðõíîñòíûå äå�åêòû, îäíîìåðíûå èëè ëèíåéíûå

äå�åêòû, íóëüìåðíûå èëè òî÷å÷íûå äå�åêòû êðèñòàëëè÷åñêîé

ðåøåòêè [73, 82℄. Îáùåé õàðàêòåðíîé ÷åðòîé äëÿ íèõ ÿâëÿåòñÿ

ñïîñîáíîñòü ñâÿçûâàòü èëè âûñâîáîæäàòü ýëåêòðîíû èëè äðóãèå

âîçáóæäåíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, äå�åê-

òû ñòðóêòóðû ñîçäàþò â ðåøåòêå ðàçëè÷íûå ëîêàëèçîâàííûå ñî-

ñòîÿíèÿ. Îñíîâíûå òèïû äå�åêòîâ ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëåíû íà-

ãëÿäíî íà ðèñ. 7.1.

Òî÷å÷íûå äå�åêòû - ýòî ëîêàëüíûå íàðóøåíèÿ ðåøåòêè

â èçîëèðîâàííûõ äðóã îò äðóãà òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Íàèáîëåå

âàæíûå òî÷å÷íûå äå�åêòû ñòðóêòóðû êðèñòàëëà - ýòî ìåæäî-

óçåëüíûå àòîìû, âàêàíñèè, ïðèìåñè àòîìîâ âíåäðåíèÿ è çàìå-

ùåíèÿ (ðèñ. 7.2). Ñþäà æå ìîæíî îòíåñòè è êîìïëåêñû ïðèìåñ-

íûõ àòîìîâ ðàçëè÷íûõ ñîðòîâ, ëèøü áû îíè íå íàðóøàëè îáùå-

ïðèíÿòîãî òðåáîâàíèÿ ê ðàçìåðàì òî÷å÷íîãî äå�åêòà - íå áîëåå

íåñêîëüêèõ ìåæàòîìíûõ ðàññòîÿíèé â ëþáîì íàïðàâëåíèè.

Íàèáîëåå ïðîñòûì âèäîì òî÷å÷íûõ äå�åêòîâ ÿâëÿåòñÿ âàêàí-

ñèÿ - óçåë àòîìíîé ðåøåòêè, â êîòîðîì íåò àòîìà. Âàêàíñèè èìå-

þòñÿ âî âñåõ êðèñòàëëàõ, îíè çàðîæäàþòñÿ è èñ÷åçàþò ïîä äåé-

ñòâèåì òåïëîâûõ �ëóêòóàöèé.
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�èñ. 7.1. Èçîáðàæåíèå îñíîâíûõ òèïîâ äå�åêòîâ ñòðóêòóðû êðèñòàë-

ëè÷åñêîé ðåøåòêè

Âîçìîæíà è äðóãàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà, íàïðèìåð, àòîì ñ ïîâåðõ-

íîñòè ïåðåõîäèò âíóòðü êðèñòàëëà. Òàêîé àòîì íàçûâàþò ìåæ-

äîóçåëüíûì. Îí âûçûâàåò èñêàæåíèå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåò-

êè. Àòîì èç âíóòðåííåé îáëàñòè ðåøåòêè òàêæå ìîæåò ïîêèíóòü

ñâîé óçåë è, ïðåîäîëåâ ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ñîñåäíèõ àòîìîâ,

ïåðåñêî÷èòü â äðóãóþ ÿ÷åéêó è çàíÿòü ïîëîæåíèå ìåæäó óçëàìè

ðåøåòêè. Äëÿ òàêîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìà äîñòàòî÷íàÿ ýíåðãèÿ.

Â ðåçóëüòàòå íà ìåñòå óõîäà àòîìà îáðàçóåòñÿ âàêàíñèÿ, à íà íî-

âîì ìåñòå ïîÿâëÿåòñÿ ìåæäîóçåëüíûé àòîì. Òàêàÿ ïàðà íîñèò

íàçâàíèå äå�åêòà ïî Ôðåíêåëþ. Â èîííûõ êðèñòàëëàõ òî÷å÷íûå

äå�åêòû ìîãóò áûòü àíèîííûìè è êàòèîííûìè (äå�åêò Øîòò-

êè). Çäåñü ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ íåéòðàëüíîñòü êðèñòàëëà ñîõðà-

íÿåòñÿ ïðè îïðåäåëåííîì ñòåõèîìåòðè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè ìåæ-

äó âàêàíñèÿìè àíèîíîâ è êàòèîíîâ. Íàïðèìåð, äëÿ RbF ÷èñëî

âàêàíñèé Rb

+
è F

−
îäèíàêîâî, à â Cu2O ÷èñëî âàêàíñèé èîíîâ

ìåäè â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì ó êèñëîðîäà.

Ïðè âûðàùèâàíèè êðèñòàëëîâ â íèõ âñåãäà ïðèñóòñòâóþò ïðè-

ìåñè, êîòîðûå èãðàþò äâîÿêóþ ðîëü. Â îäíèõ ñëó÷àÿõ õîòåëîñü

áû ÷òîáû èõ íå áûëî, òàê êàê ïðèìåñè èçìåíÿþò ñâîéñòâà îñíîâ-

íîãî ìàòåðèàëà â íåæåëàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Â äðóãèõ - ïðè-
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�èñ. 7.2. Òèïû òî÷å÷íûõ äå�åêòîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè: ìåæ-

äîóçåëüíûé àòîì (1), âàêàíñèÿ (2), ïðèìåñíûå àòîìû âíåäðåíèÿ (3) è

çàìåùåíèÿ (4)

ìåñè ñïåöèàëüíî ââîäÿò, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà

êðèñòàëëîâ, íàïðèìåð, â ïðîöåññå ëåãèðîâàíèÿ ïîëóïðîâîäíèêîâ.

Àòîìû ïðèìåñè ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ â ðåøåòêå äâóìÿ ñïîñîáàìè:

ëèáî âíåäðÿòüñÿ ìåæäó óçëàìè ðåøåòêè, ëèáî çàìåùàòü àòîìû

îñíîâíîãî ìàòåðèàëà íåïîñðåäñòâåííî â óçëàõ. Ïðèìåñü âíåäðå-

íèÿ õîðîøî ïðîíèêàåò â ìåæäîóçëèÿ, åñëè ðàçìåðû åå àòîìîâ

íåáîëüøèå. Òàê, àòîìû H, O, C, N ëåãêî îáðàçóþò äå�åêòû âíåä-

ðåíèÿ â ìåòàëëàõ. Êàê ïðè âíåäðåíèè, òàê è çàìåùåíèè àòîìû

ïðèìåñè èñêàæàþò êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó, ïðèâîäÿ ê âîçíèê-

íîâåíèþ âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé. Â ðåàëüíûõ êðèñòàëëàõ âñåãäà

ñóùåñòâóþò ïðèìåñè, ïîïàâøèå â íåãî â ïðîöåññå ðîñòà êðèñòàë-

ëà. Òàê, íàïðèìåð, íàèáîëåå ÷èñòûå ìîíîêðèñòàëëû ìåòàëëîâ

ñîäåðæàò êîíöåíòðàöèþ ïðèìåñåé êèñëîðîäà è àçîòà íà óðîâíå

íåñêîëüêèõ íåñêîëüêèõ àòîìîâ íà ìèëëèîí àòîìîâ êðèñòàëëà.

Ëèíåéíûå äå�åêòû - ýòî äèñëîêàöèè. Âïåðâûå Òåéëîð �.

È. â 1934 ã. äëÿ îáúÿñíåíèÿ ñâîéñòâ ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè

êðèñòàëëîâ ââåë ïîíÿòèå è äàë ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ëèíåé-

íîãî äå�åêòà - äèñëîêàöèè [205℄. Ñîãëàñíî Òåéëîðó, äèñëîêàöèÿ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàé íåäîñòðîåííîé àòîìíîé ïëîñêîñòè (ýêñ-

òðàïëîñêîñòè), îáðûâàþùåéñÿ âíóòðè êðèñòàëëà (ðèñ. 7.3). Äèñ-
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�èñ. 7.3. Èçîáðàæåíèå êðàåâîé äèñëîêàöèè

ëîêàöèþ Òåéëîðà ïðèíÿòî íàçûâàòü êðàåâîé äèñëîêàöèåé. Òàêàÿ

äèñëîêàöèÿ îáóñëîâëèâàåò ïëàñòè÷åñêèé ñäâèã îäíîé ÷àñòè êðè-

ñòàëëà îòíîñèòåëüíî äðóãîé ïî ïëîñêîñòè ñêîëüæåíèÿ â íàïðàâ-

ëåíèè, îðòîãîíàëüíîì ëèíèè äèñëîêàöèè. Ñóùåñòâåííî, ÷òî åñëè

àòîìíàÿ êîí�èãóðàöèÿ, îòâå÷àþùàÿ äèñëîêàöèè, ïðîäâèãàåòñÿ

íà ðàññòîÿíèÿ, ñðàâíèìûå èëè äàæå ðàâíûå ðàçìåðàì êðèñòàë-

ëà, òî êàæäûé àòîì ñìåùàåòñÿ ëèøü íà ðàññòîÿíèÿ, ìåíüøèå ïà-

ðàìåòðà ðåøåòêè. Êîãäà äèñëîêàöèÿ äîñòèãàåò ïîâåðõíîñòè êðè-

ñòàëëà, íà ïîñëåäíåé îáðàçóåòñÿ ñòóïåíüêà, à â îáúåìå âîññòàíàâ-

ëèâàåòñÿ ðåãóëÿðíîå ðàñïîëîæåíèå àòîìîâ. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå

ïîäòâåðæäåíèå ìîäåëè Òåéëîðà äëÿ êðàåâîé äèñëîêàöèè áûëî

ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè â 1956 ã.

Áþðãåðñîì â 1939 ã. áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü ïðÿìîëèíåéíîé

äèñëîêàöèè äðóãîãî òèïà - âèíòîâîé (ðèñ. 7.4). Îíà òàêæå ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ãðàíèöó îáëàñòè ñäâèãà. Òîëüêî â ñëó÷àå âèíòî-

âîé äèñëîêàöèè íàïðàâëåíèå ñäâèãà ïàðàëëåëüíî ëèíèè äèñëîêà-

öèè. Ïðè íàëè÷èè âèíòîâîé äèñëîêàöèè ïàðàëëåëüíûå â èäåàëü-

íîé ðåøåòêå àòîìíûå ïëîñêîñòè ïðåâðàùàþòñÿ â ãåëèêîèäàëü-

íóþ ïîâåðõíîñòü [103℄.

Êðàåâàÿ è âèíòîâàÿ äèñëîêàöèè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè òè-

ïàìè äèñëîêàöèé. Â îáùåì ñëó÷àå ãðàíèöà îáëàñòè ñäâèãà ìî-

æåò áûòü êðèâîëèíåéíîé è, åñëè çîíà ñäâèãà ðàñïîëàãàåòñÿ öåëè-

êîì âíóòðè êðèñòàëëà, äèñëîêàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíó-

òóþ ïåòëþ ïðîèçâîëüíîé �îðìû. Ñìåùåíèÿ àòîìîâ íà îòäåëü-

íûõ ó÷àñòêàõ âäîëü òàêîé äèñëîêàöèè ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè.

257



�èñ. 7.4. Èçîáðàæåíèå âèíòîâîé äèñëîêàöèè

Ïîâåðõíîñòíûå äå�åêòû - ýòî íàðóæíûå ãðàíèöû (ïî-

âåðõíîñòíûå ãðàíè êðèñòàëëà), è ðàçëè÷íûå âíóòðåííèå ãðàíèöû

(ãðàíèöû çåðåí) â êðèñòàëëå. Êàê è ëèíåéíûå äå�åêòû îíè ñïî-

ñîáíû ïðîñòèðàòüñÿ â êðèñòàëëå íà ìèëëèîíû ìåæàòîìíûõ ðàñ-

ñòîÿíèé. Îòìåòèì, ÷òî íàðóøåíèÿ ñòðóêòóðíîãî ïîðÿäêà ââîäè-

ìûå ïîâåðõíîñòüþ êðèñòàëëà ìîãóò áûòü îáóñëîâëåíû êàê ñòðóê-

òóðíûìè äå�åêòàìè ñàìîé ïîâåðõíîñòè, òàê è àäñîðáèðîâàííû-

ìè íà ïîâåðõíîñòè àòîìàìè è ìîëåêóëàìè.

Ñàìûì åñòåñòâåííûì ïëîñêèì äå�åêòîì ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü

êðèñòàëëà. Íåñîìíåííî, �èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âáëèçè ïî-

âåðõíîñòè îòëè÷àþòñÿ îò òàêîâûõ â îáúåìå êðèñòàëëà [69℄. Ýòî

îòëè÷èå, êàê ïðàâèëî, çàõâàòûâàåò íåñêîëüêî ìåæàòîìíûõ ðàñ-

ñòîÿíèé â ãëóáèíó. Ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ âëèÿíèåì ïîâåðõíî-

ñòè, ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå àêòóàëüíûìè ïî ìåðå òîãî, êàê â ñî-

âðåìåííûõ òåõíîëîãèÿõ è, â ÷àñòíîñòè, â ýëåêòðîíèêå ïðîèñõî-

äèò ïåðåõîä îò ìèêðîííûõ ðàçìåðîâ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ê íà-

íîìåòðîâûì. Â ñëó÷àå, êîãäà ëèíåéíûé ðàçìåð òàêîãî ýëåìåíòà

ñîñòàâëÿåò äåñÿòêè - ñîòíè ìåæàòîìíûõ ðàññòîÿíèé, îòíîñèòåëü-

íàÿ äîëÿ ïîâåðõíîñòíîé îáëàñòè ñ èçìåíåííûìè ïàðàìåòðàìè

ñòàíîâèòñÿ âåñüìà çàìåòíîé.

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî èìåþò äåëî ñ ïîëèêðèñòàëëàìè. Íàïðè-

ìåð, âñå îêðóæàþùèå íàñ ìåòàëëè÷åñêèå èçäåëèÿ ÿâëÿþòñÿ ïî-

ëèêðèñòàëëè÷åñêèìè: îíè ñîñòîÿò èç îòäåëüíûõ çåðåí � êðèñòàë-

ëîâ, ðàçìåðîì åäèíèöû � äåñÿòêè ìèêðîí. Îðèåíòàöèÿ êðèñòàë-

ëè÷åñêîé ðåøåòêè ìåíÿåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì îò çåðíà ê çåðíó.
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�èñ. 7.5. �ðàíèöû çåðåí: à) ìîäåëü âûñîêîóãëîâîé ãðàíèöû; á) çåðåí-

íàÿ ñòðóêòóðà ìîëèáäåíà (õ240); â) ìîäåëü ìàëîóãëîâîé ãðàíèöû

Ïîýòîìó �èçè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëèêðèñòàëëà ìîãóò áûòü èçî-

òðîïíûìè íåñìîòðÿ íà àíèçîòðîïèþ ñâîéñòâ îòäåëüíîãî çåðíà.

�ðàíèöû çåðåí â ïîëèêðèñòàëëàõ è êåðàìèêàõ ïðåäñòàâëÿþò ñî-

áîé ïëîñêèå äå�åêòû.

Ïðè ðîñòå áîëüøîãî êðèñòàëëà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí ñîñòîèò

èç îòäåëüíûõ ÷àñòåé � êðèñòàëëèòîâ, â êîòîðûõ êðèñòàëëè÷å-

ñêàÿ ðåøåòêà èìååò ðàçëè÷íóþ îðèåíòàöèþ. Åñòåñòâåííî, ÷òî

ãðàíèöà ìåæäó êðèñòàëëèòàìè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì äå�åê-

òîì. Â çàâèñèìîñòè îò óãëà ðàçîðèåíòàöèè ïðèíÿòî âûäåëÿòü

ìàëîóãëîâûå è âûñîêîóãëîâûå ãðàíèöû (ðèñ. 7.5). Ê ïåðâûì îò-

íîñÿòñÿ ìåæçåðåííûå ãðàíèöû ñ óãëîì ðàçîðèåíòàöèè íå áîëåå

5

◦
. Åñëè óãîë ðàçîðèåíòàöèè ïðåâûøàåò 10

◦
, òî òàêèå ãðàíèöû

ñ÷èòàþòñÿ âûñîêîóãëîâûìè (ïðè óãëàõ 5 - 10

◦
ãðàíèöû îòíîñÿò-

ñÿ ê ñðåäíåóãëîâûì). Äëÿ âûñîêîóãëîâûõ ãðàíèö (ðèñ. 7.5,à) äî-

ñòàòî÷íî óáåäèòåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íå ðàçðàáîòàíî

è ñóùåñòâóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ î ñòðîåíèè ìåæçåðåííûõ ãðàíèö

íîñÿò â îñíîâíîì îïèñàòåëüíûé õàðàêòåð. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî øèðè-

íà âûñîêîóãëîâîé ãðàíèöû ïðèáëèæàåòñÿ ê àòîìíûì ðàçìåðàì

(ïîðÿäêà 1-3 àòîìíûõ äèàìåòðîâ). Òàêàÿ ãðàíèöà ñîäåðæèò îò-

íîñèòåëüíî áîëüøèå ïðîìåæóòêè ìåæäó àòîìàìè (ïîâûøåííàÿ

ðûõëîñòü). Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ïîâûøåííîé äè��óçèè ïî
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�èñ. 7.6. Èçîáðàæåíèå ïëîñêîñòè äâîéíèêîâàíèÿ

ãðàíèöàì çåðåí. Ïîñêîëüêó àòîìû íà ãðàíèöàõ çåðåí íàõîäÿòñÿ

â íåðàâíîâåñíîì ïîëîæåíèè, òî îíè èìåþò ïîâûøåííóþ ýíåðãèþ

ïî ñðàâíåíèþ ñ àòîìàìè âíóòðè çåðíà è, êàê ñëåäñòâèå, àêòèâíî

âñòóïàþò â õèìè÷åñêèå ðåàêöèè. Ýòèì, íàïðèìåð, îáúÿñíÿåòñÿ

ïîâûøåííàÿ ïðîòðàâëèâàåìîñòü ãðàíèö çåðåí (ðèñ. 7.5,á).

Äîñòàòî÷íî íàäåæíàÿ äèñëîêàöèîííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-

äåëü àòîìíîãî ñòðîåíèÿ ìåæçåðåííîé ãðàíèöû ðàçðàáîòàíà äëÿ

ñëó÷àÿ ìàëîóãëîâîé ðàçîðèåíòàöèè çåðåí. Êàê âèäíî èç ðèñóí-

êà (ðèñ. 7.5,â), ïî ìåðå ðàñõîæäåíèÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê

â îáðàçóþùåìñÿ çàçîðå ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå àòîìíûå ïëîñêîñòè.

Ïîýòîìó ìàëîóãëîâóþ ãðàíèöó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðÿä êðà-

åâûõ äèñëîêàöèé.

Åùå îäèí ïëîñêèé äå�åêò � ïëîñêîñòü äâîéíèêîâàíèÿ èçîá-

ðàæåíà íà ðèñ. 7.6. Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ïî îäíó ñòîðîíó

ïëîñêîñòè äâîéíèêîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çåðêàëüíîå èçîá-

ðàæåíèå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, íàõîäÿùåéñÿ ïî äðóãóþ ñòî-

ðîíó ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì ïëîñêîñòü äâîéíèêîâàíèÿ íå äîëæ-

íà áûòü ïëîñêîñòüþ çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ðåøåòêè êðèñòàë-

ëà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ïåðåéäåò ñà-

260



ìà ñåáÿ è íèêàêîãî äå�åêòà íå âîçíèêíåò. Íà ðèñ. 7.6 èçîáðàæåí

ñðåç ðîìáè÷åñêîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Äëÿ êóáè÷åñêèõ ðå-

øåòîê êðèñòàëëè÷åñêèå ðåøåòêè ïî ðàçíûå ñòîðîíû ïëîñêîñòè

äâîéíèêîâàíèÿ ñîâïàëè áû äðóã ñ äðóãîì.

Îáúåìíûå òðåõìåðíûå äå�åêòû - ýòî ñêîïëåíèÿ âàêàí-

ñèé, îáðàçóþùèå ïóñòîòû, ïîðû è êàíàëû âíóòðè êðèñòàëëà; ÷à-

ñòèöû, âíåäðèâøèåñÿ â êðèñòàëë ïðè åãî îáðàçîâàíèè (÷àñòèöû

ðàñòâîðèòåëÿ, ïóçûðüêè ãàçà); çàðîäûøè íîâîé êðèñòàëëè÷åñêîé

�àçû, âîçíèêàþùèå ïðè íåðàâíîâåñíûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ

êðèñòàëëà; ìèêðîòðåùèíû, ðàêîâèíû è ò.ï. �àçìåðû îáúåìíûõ

äå�åêòîâ íàìíîãî ïðåâûøàþò ðàçìåð îòäåëüíîé âàêàíñèè èëè

àòîìà è ñîñòàâëÿþò äåñÿòêè, ñîòíè è òûñÿ÷è ïîñòîÿííûõ ðåøåò-

êè.

×àñòî ïðè âûðàùèâàíèè êðèñòàëëîâ, ñîäåðæàùèõ àòîìû ðàç-

íûõ ýëåìåíòîâ, íå óäàåòñÿ ñîáëþñòè íåîáõîäèìîãî ñîîòíîøåíèÿ

ìåæäó ýëåìåíòàìè õèìè÷åñêîãî ñîåäèíåíèÿ (íàïðèìåð, 1:1).

Òîãäà âíóòðè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè òàêîãî ñîåäèíåíèÿ, îòâå-

÷àþùåãî èñêîìîìó ñîîòíîøåíèþ ýëåìåíòîâ 1:1, âîçíèêàþò îáúåì-

íûå âêëþ÷åíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè äðóãîãî õèìè÷åñêîãî

ñîåäèíåíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç òåõ æå ýëåìåíòîâ, íî â äðóãîì ñîîò-

íîøåíèè (íàïðèìåð, 2:1).

Îäíàêî íàñ â ýòîì ðàçäåëå áóäåò èíòåðåñîâàòü ïðåæäå âñåãî

âîïðîñ: ìîæíî ëè ïðîäîëæàòü ïîëüçîâàòüñÿ êîíöåïöèåé ýëåìåí-

òàðíûõ âîçáóæäåíèé â ðåøåòêàõ ñ äå�åêòàìè ñòðóêòóðû?

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî íèçêîé êîíöåíòðàöèè äå-

�åêòîâ ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé ëèøü íåçíà÷èòåëü-

íî ìîäè�èöèðóþòñÿ. Ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ è äå�åêòû

ñòðóêòóðû êðèñòàëëà â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñîâ-

ìåñòíî.

Êðèñòàëëû ñ íèçêîé êîíöåíòðàöèåé äå�åêòîâ Ndr
3
0 ≪ 1, ãäå

r0 - ðàäèóñ âçàèìîäåéñòâèÿ äå�åêòîâ, íàçûâàþòñÿ ñëàáî íåóïî-
ðÿäî÷åííûìè. Â ýòîì ñëó÷àå äå�åêòû íå âçàèìîäåéñòâóþò ìåæ-

äó ñîáîé è âëèÿíèå îòäåëüíîãî äå�åêòà íà ñâîéñòâà êðèñòàëëà

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñèìî îò äðóãèõ äå�åêòîâ, àääèòèâ-

íî ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì âëèÿíèå âñåé ñèñòåìû äå�åêòîâ íà õàðàê-

òåðèñòèêè òâåðäîãî òåëà.

Ïðè Ndr
3
0 ≫ 1 âîçíèêàþò êîëëåêòèâíûå ý��åêòû âëèÿíèÿ

âñåé ñèñòåìû äå�åêòîâ íà ñâîéñòâà òâåðäîãî òåëà. Òàêèå òâåð-

äûå òåëà ïîëó÷èëè íàçâàíèå ñèëüíî íåóïîðÿäî÷åííûõ è â ýòîì
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ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ñèëüíàÿ ìîäè�èêàöèÿ ñâîéñòâ ýëåìåíòàðíûõ

âîçáóæäåíèé â êðèñòàëëå.

Îñîáåííîñòè âëèÿíèÿ äå�åêòîâ ñòðóêòóðû íà �èçè÷åñêèå ñâîé-

ñòâà òâåðäûõ òåë ïðè èçìåíåíèè êîíöåíòðàöèè äå�åêòîâ ðàñ-

ñìîòðèì íà ïðèìåðàõ ëåãèðîâàííûõ ïîëóïðîâîäíèêîâ è ñòðóê-

òóðíî íåóïîðÿäî÷åííûõ ìàãíåòèêîâ.

Ëåãèðîâàííûå ïîëóïðîâîäíèêè. Ýëåêòðîííûå ñâîéñòâà

ïîëóïðîâîäíèêîâ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ îïðåäåëÿþòñÿ âî

ìíîãîì èìåþùèìèñÿ â íèõ ïðèìåñÿìè. Ïðèìåñè ïðèíÿòî äåëèòü

íà äîíîðíûå è àêöåïòîðíûå. Äîíîðíûå ïðèìåñè, íàõîäÿùèåñÿ â

êðèñòàëëå, îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñðàâíèòåëüíî ëåãêî èîíèçîâàòü-

ñÿ. Ïðè ýòîì ïðèìåñíûé öåíòð ïðèîáðåòàåò ïîëîæèòåëüíûé çà-

ðÿä, à â çîíå ïðîâîäèìîñòè ïîÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîí, êîòîðûé ìî-

æåò ó÷àñòâîâàòü â ïðîöåññàõ ïåðåíîñà. Ñ äîíîðàìè ñâÿçàí ýëåê-

òðîííûé òèï ïðîâîäèìîñòè ïîëóïðîâîäíèêîâ. Åñëè êîíöåíòðà-

öèÿ ïðèìåñåé ìàëà, òî ïðè äîñòàòî÷íî íèçêîé òåìïåðàòóðå ýëåê-

òðîí âîçâðàùàåòñÿ íà äîíîðíûé àòîì è îí ñòàíîâèòñÿ íåéòðàëü-

íûì. Âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé ïðèìåñè ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèÿ

ñâÿçè, ò. å. ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïåðåõîäà ýëåêòðîíà ñ äî-

íîðíîãî óðîâíÿ íà äíî çîíû ïðîâîäèìîñòè. Íà ýíåðãåòè÷åñêîé

ñõåìå ïîëóïðîâîäíèêà (ðèñ. 7.7) ýíåðãèè äîíîðíûõ óðîâíåé íà-

õîäÿòñÿ â çàïðåùåííîé çîíå, ïðè ýòîì äîíîðíàÿ ïðèìåñü íàçûâà-

åòñÿ ìåëêîé, åñëè åå óðîâåíü áëèçîê ê äíó çîíû ïðîâîäèìîñòè, ò.

å. ýíåðãèÿ ñâÿçè ýëåêòðîíà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ øèðèíîé çàïðå-

ùåííîé çîíû. Ìåëêèå ïðèìåñè îáëàäàþò îñîáûìè ñâîéñòâàìè,

äîïóñêàþùèìè èõ óíèâåðñàëüíîå îïèñàíèå.

Àêöåïòîðíàÿ ïðèìåñü îáëàäàåò ñâîéñòâîì çàõâàòûâàòü ýëåê-

òðîí, ïðèíàäëåæàùèé êðèñòàëëó. Ïðè ýòîì ïðèìåñíûé öåíòð

çàðÿæàåòñÿ îòðèöàòåëüíî, à â âàëåíòíîé çîíå ïîÿâëÿåòñÿ äûð-

êà. Ñ íàëè÷èåì àêöåïòîðîâ ñâÿçàíà äûðî÷íàÿ ïðîâîäèìîñòü ïî-

ëóïðîâîäíèêîâ. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ äûðêà ëîêàëèçóåòñÿ

âáëèçè àêöåïòîðà. Àêöåïòîðíûå óðîâíè òàêæå íàõîäÿòñÿ â çà-

ïðåùåííîé çîíå ïîëóïðîâîäíèêà (ñì. ðèñ. 7.7). Ìåëêèìè àêöåï-

òîðàìè íàçûâàþòñÿ òàêèå àêöåïòîðû, óðîâíè êîòîðûõ áëèçêè ê

âåðøèíå âàëåíòíîé çîíû.

Îêàæåòñÿ ëè ïðèìåñü äîíîðíîé èëè àêöåïòîðíîé îïðåäåëÿåò-

ñÿ ñîîòâåòñòâèåì âàëåíòíîñòè àòîìà ïðèìåñè è âàëåíòíîñòè çà-

ìåùàåìîãî ïðèìåñüþ ñîáñòâåííîãî àòîìà êðèñòàëëà. Ïðè áîëü-

øåé âàëåíòíîñòè àòîìà ïðèìåñè, ÷åì ó ñîáñòâåííîãî àòîìà êðè-
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�èñ. 7.7. Çîííàÿ ñõåìà ïîëóïðîâîäíèêà: Ec, Ev - êðàÿ çîíû ïðîâîäè-

ìîñòè è âàëåíòíîé çîíû. ED, EA - ýíåðãèè äîíîðíûõ è àêöåïòîðíûõ

óðîâíåé

ñòàëëà, îí ñòàíîâèòñÿ äîíîðîì, â îáðàòíîì ñëó÷àå - àêöåïòîðîì.

Çàìåòèì, ÷òî â ìíîãîàòîìíûõ êðèñòàëëàõ õàðàêòåð ïðèìåñè íå

ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì. Íàïðèìåð, àëþìèíèé â àðñåíèäå ãàëëèÿ

ìîæåò îêàçàòüñÿ è äîíîðîì, è àêöåïòîðîì, â çàâèñèìîñòè îò òî-

ãî, çàìåùàåò ëè îí àòîì ãàëëèÿ èëè àòîì ìûøüÿêà.

Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ãîâîðèòü î äîíîðàõ, õîòÿ ñîâåð-

øåííî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè è äëÿ àêöåï-

òîðîâ. Áëèçîñòü äîíîðíîãî óðîâíÿ êî äíó çîíû ïðîâîäèìîñòè ãî-

âîðèò î òîì, ÷òî èçáûòî÷íûé ýëåêòðîí ñëàáî ñâÿçàí ñ äîíîðíûì

öåíòðîì è íàõîäèòñÿ îò íåãî â ñðåäíåì íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè.

Ïîýòîìó àòîìíàÿ ñòðóêòóðà ïðèìåñíîãî öåíòðà ñëàáî âëèÿåò íà

ñîñòîÿíèå èçáûòî÷íîãî ýëåêòðîíà, à óäåðæèâàåò ýëåêòðîí âáëèçè

öåíòðà ëèøü ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä èîíà ïðèìåñè, êîòîðûé ìîæ-

íî ñ÷èòàòü òî÷å÷íûì. Õàðàêòåðíûé ðàçìåð îáëàñòè ëîêàëèçàöèè

ýëåêòðîíà r0 âáëèçè ìåëêîãî ïðèìåñíîãî öåíòðà ãîðàçäî áîëüøå
ïîñòîÿííîé ðåøåòêè. Ïîýòîìó, åñëè ðàçëîæèòü âîëíîâóþ �óíê-

öèþ ýëåêòðîíà íà ïëîñêèå âîëíû, òî â ðàçëîæåíèè âàæíóþ ðîëü

áóäóò èãðàòü âîëíîâûå âåêòîðû, ìàëûå ïî ñðàâíåíèþ ñ âåêòîðîì

îáðàòíîé ðåøåòêè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèíàìèêà ýëåêòðîíà îïðå-

äåëÿåòñÿ íå âñåì ñïåêòðîì åãî ýíåðãèè, à ëèøü îáëàñòüþ ñ âîëíî-

âûìè âåêòîðàìè, áëèçêèìè ê òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé äíó çîíû

ïðîâîäèìîñòè. Ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå ýòèõ èäåé ñîñòàâëÿåò

ñîäåðæàíèå ìåòîäà ý��åêòèâíîé ìàññû, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îñíî-

âîé ýëåêòðîííîé òåîðèè ïîëóïðîâîäíèêîâ è îáñóæäàëñÿ íàìè â

ïàðàãðà�å 4.2.
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Ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî ïðè êîíå÷íîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé

îäíîãî ñîðòà âìåñòî ïðèìåñíîãî óðîâíÿ âîçíèêàåò ïðèìåñíàÿ çî-

íà, èìåþùàÿ êîíå÷íóþ ýíåðãåòè÷åñêóþ øèðèíó. Îäíàêî ïîëüçî-

âàòüñÿ òåðìèíîì "ïðèìåñíàÿ çîíà" ñëåäóåò ñ áîëüøèìè îãîâîð-

êàìè. Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåñíàÿ çîíà ñëàáî ëåãèðîâàííîãî ïîëó-

ïðîâîäíèêà íå îáëàäàåò ñàìûì âàæíûì ñâîéñòâîì êðèñòàëëè÷å-

ñêèõ çîí: ýëåêòðîí, ëîêàëèçîâàííûé âáëèçè îäíîãî èç ïðèìåñ-

íûõ öåíòðîâ, íå ðàñïëûâàåòñÿ ïî âñåì öåíòðàì, èç êîòîðûõ ñî-

ñòàâëåíà çîíà. Åãî âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îñòàåòñÿ ëîêàëèçîâàííîé.

Òåì íå ìåíåå â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóþò òåðìèí "ïðèìåñ-

íàÿ çîíà" äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîâîêóïíîñòè ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâ-

íåé, âîçíèêàþùèõ áëàãîäàðÿ ïðèìåñíûì öåíòðàì. Âàæíåéøåé

õàðàêòåðèñòèêîé ïðèìåñíîé çîíû ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé.

Îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî óðîâíåé, ïîïàäàþùèõ â ìàëûé èí-

òåðâàë ýíåðãèé, îòíåñåííîå ê ýòîìó èíòåðâàëó è ê îáúåìó ñè-

ñòåìû. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî â ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìå

ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé ýíåðãèè

â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, äàæå åñëè ðå÷ü èäåò î ïðèìåñíîé çîíå,

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð äèñêðåòíûõ óðîâíåé. Òàêèì

îáðàçîì, ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íå ñîäåðæèò èí�îðìàöèè, ïîçâî-

ëÿþùåé îòëè÷èòü èñòèííóþ çîíó îò íàáîðà äèñêðåòíûõ óðîâíåé,

íå ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì è ñëó÷àéíî ðàçáðîñàííûõ â ýíåðãåòè-

÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñëó÷àå ìàëîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñíûå

çîííûå ñâîéñòâà â èçâåñòíîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ �èêòèâíûìè. Äëÿ

ñëàáî ëåãèðîâàííûõ ïîëóïðîâîäíèêîâ, êîãäà îáëàñòè ëîêàëèçà-

öèè ýëåêòðîíà íà àòîìàõ ïðèìåñè ñ ðàäèóñîì r0 íå ïåðåêðûâà-
þòñÿ äðóã ñ äðóãîì (Ndr

3
0 ≪ 1), ýëåêòðîííûé ñïåêòð ýòîé çîíû

õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé.

Ñ óâåëè÷åíèåì êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé ïðè Ndr
3
0 ≥ 1 âîçíè-

êàåò ïîëîñà äåëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé. Ïðè ýòîì çîíà, îáðàçî-

âàííàÿ ïðèìåñÿìè, çàïîëíåíà íå áîëåå ÷åì íà ïîëîâèíó, ïîñêîëü-

êó êàæäàÿ ïðèìåñü äàåò (èëè çàáèðàåò) îäèí ýëåêòðîí, à êàæ-

äûé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü â çîíå äâóêðàòíî âûðîæäåí ïî ñïè-

íó. Âîçíèêíîâåíèå ïîëîñû äåëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé ïðè êðè-

òè÷åñêîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè Ndc íîñèò ïîðîãîâûé õàðàêòåð

è õàðàêòåðèçóåòñÿ îñóùåñòâëåíèåì �àçîâîãî ïåðåõîäà ìåòàëë-

äèýëåêòðèê [72,105℄. Ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ â äèýëåêòðè÷åñêîé

�àçå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëèçîâàííûìè. Êðèòè÷åñêàÿ êîíöåíòðàöèÿ

ïðèìåñè Ndc îïðåäåëÿåò òàê íàçûâàåìûé ïîðîã ïåðêîëÿöèè íî-
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ñèòåëåé çàðÿäà â ïîëóïðîâîäíèêå.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèöû ñèëüíîãî è ñëàáîãî ëåãèðîâàíèÿ

èñïîëüçóþò âåëè÷èíó ñòàòè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè ïîëóïðîâîäíè-

êà ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ. Â ñèëüíî ëåãèðîâàííûõ ïîëóïðî-

âîäíèêàõ ýòà ïðîâîäèìîñòü íîñèò ìåòàëëè÷åñêèé õàðàêòåð è ñëà-

áî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû, à â ñëàáî ëåãèðîâàííûõ ïîëóïðîâîä-

íèêàõ - àêòèâàöèîííûé ïðûæêîâûé õàðàêòåð è ýêñïîíåíöèàëüíî

îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè T → 0. Êîíöåíòðàöèþ ïðèìåñåé Nc, ïðè

êîòîðîé â ñëàáî êîìïåíñèðîâàííîì ïîëóïðîâîäíèêå (ñ êîíöåí-

òðàöèåé äîíîðîâ ñèëüíî îòëè÷àþùåéñÿ îò êîíöåíòðàöèè àêöåï-

òîðîâ) âïåðâûå ïîÿâëÿåòñÿ îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ïðîâîäèìîñòü ïðè

íóëåâîé òåìïåðàòóðå, íàçûâàþò ãðàíèöåé ñèëüíîãî è ñëàáîãî ëå-

ãèðîâàíèÿ. Íàïðèìåð, â Ge p-òèïà Nc ≃ 1017 ñì−3. Çàìåòèì, ÷òî
ñëàáàÿ êîìïåíñàöèÿ óïîìÿíóòà â îïðåäåëåíèè íå ñëó÷àéíî. Ïðè

ñèëüíîé êîìïåíñàöèè ïåðåõîä ìåòàëë - äèýëåêòðèê ïðîèñõîäèò

ïðè çíà÷èòåëüíî áóëüøèõ êîíöåíòðàöèÿõ ïðèìåñåé. Êðîìå òî-

ãî, ðÿä âàæíûõ òîíêîñòåé �àçîâîãî ïåðåõîäà ìåòàëë-äèýëåêòðèê

ñâÿçàí ñ ïîëîæåíèåì õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïîëóïðîâîäíèêà â

åãî ýíåðãåòè÷åñêîé ñòðóêòóðå è, â ÷àñòíîñòè, ïðè åãî ïåðåñå÷å-

íèè ïðèìåñíîé çîíû ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðà-

öèè ïðèìåñè. Çà äåòàëÿìè ìû îòñûëàåì ê êíèãå [105℄.

Ñòðóêòóðíî íåóïîðÿäî÷åííûå ìàãíåòèêè. Ïåðåõîä èç

ïàðàìàãíèòíîãî â ìàãíèòîóïîðÿäî÷åííîå ñîñòîÿíèå â êðèñòàëëå

õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîÿâëåíèåì íà àòîìàõ ñðåäíåãî âåêòîðà ìàãíèò-

íîãî ìîìåíòà. Êàê îòìå÷àëîñü â ãëàâå 6 â îñíîâå áîëüøèíñòâà

ìîäåëåé ìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå îá îá-

ìåííîé ïðèðîäå âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ÷àñòè÷íî çàïîëíåí-

íûõ ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê àòîìîâ, êîòîðîå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå

îïèñûâàåòñÿ ñïèíîâîé ìîäåëüþ �åéçåíáåðãà, ãàìèëüòîíèàí êîòî-

ðîé èìååò âèä:

Ĥ = −
∑

i<j

Jij ~̂Si
~̂Sj , (7.1)

ãäå Jij - òàê íàçûâàåìûé èíòåãðàë îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

äëÿ ñïèíîâ èîíîâ, íàõîäÿùèõñÿ â óçëàõ i è j êðèñòàëëè÷åñêîé
ðåøåòêè. Îáìåííûé èíòåãðàë äëÿ ñëó÷àÿ �åððîìàãíèòíîãî óïî-

ðÿäî÷åíèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ áëèæàéøèõ

ìàãíèòíûõ èîíîâ.

Íåñìîòðÿ íà êâàíòîâîìåõàíè÷åñêóþ ïðèðîäó ìàãíåòèçìà ïðè

îïèñàíèè �àçîâîãî ïåðåõîäà èç ïàðàìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ â ìàã-
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íèòîóïîðÿäî÷åííîå ñîñòîÿíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìîäåëè, â êî-

òîðûõ îïåðàòîðû ñïèíîâ çàìåíÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè âåêòîðàìè.

Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî áîëüøèíñòâî ìàãíèòíûõ �àçîâûõ ïåðå-

õîäîâ ÿâëÿþòñÿ �àçîâûìè ïåðåõîäàìè âòîðîãî ðîäà èëè ïåðåõî-

äàìè ïåðâîãî ðîäà áëèçêèìè êî âòîðîìó. Ïðèðîäà òàêèõ �àçîâûõ

ïåðåõîäîâ ÿâëÿåòñÿ �ëóêòóàöèîííîé [78℄, â êîòîðîé êâàíòîâî-

ìåõàíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ îêàçûâàåòñÿ

íåñóùåñòâåííîé.

Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü Èçèíãà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé è ñàìîé

ðàñïðîñòðàíåííîé â ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå ìîäåëüþ îïèñàíèÿ

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì è ïðîèñõîäÿùèõ

â íèõ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ. Ñ ìîäå-

ëüþ Èçèíãà ñâÿçàíà áîãàòàÿ èñòîðèÿ. Ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà

Ëåíöåì (1920 ã.) è èññëåäîâàíà åãî äèïëîìíèêîì Èçèíãîì ñ öå-

ëüþ èçó÷åíèÿ �àçîâîãî ïåðåõîäà èç ïàðàìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ

â �åððîìàãíèòíîå. Èçèíã ðàññ÷èòàë òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîé-

ñòâà ìîäåëè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå è íàøåë (1925 ã.), ÷òî â íåé

îòñóòñòâóåò �àçîâûé ïåðåõîä. Îäíàêî â äâóìåðíîì è òðåõìåð-

íîì ñëó÷àÿõ ìîäåëü Èçèíãà äåéñòâèòåëüíî îáíàðóæèâàåò �à-

çîâûé ïåðåõîä èç ïàðàìàãíèòíîãî â �åððîìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå

ïðè òåìïåðàòóðå Êþðè Tc, ñâÿçàííîé ñ ïîÿâëåíèåì ñïîíòàííîé

íàìàãíè÷åííîñòè â ðåøåòî÷íîé ñèñòåìå èç ñïèíîâ ïðè T < Tc
â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïåðâîå èññëåäîâàíèå

�åððîìàãíèòíûõ ñâîéñòâ äâóìåðíîé ðåøåòêè Èçèíãà áûëî âû-

ïîëíåíî Ïàéåðëñîì (1936 ã.) è çàòåì ðàçâèòî Êðàìåðñîì è Âàíüå

(1941 ã.). Îíè òî÷íî îïðåäåëèëè òåìïåðàòóðó �àçîâîãî ïåðåõî-

äà kTc/J = 2/ ln(1 +
√
2) = 2.269, ãäå J - îáìåííûé èíòåãðàë.

Îíñàãåð (1944 ã.) [188℄ ñäåëàë ñëåäóþùèé øàã â èçó÷åíèè ñòà-

òèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ, ðåøèâ çàäà÷ó î äâó-

ìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íîå âû÷èñëåíèå

ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó îòëè÷èþ ïîâåäå-

íèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí â îêðåñòíîñòè �àçîâîãî ïåðåõî-

äà îò òîãî, êîòîðîå ïðåäñêàçûâàåòñÿ òåîðèÿìè, èñïîëüçóþùèìè

ïðèáëèæåííûå ìåòîäèêè, íàïðèìåð ìåòîä ñðåäíåãî ïîëÿ.

Âàæíàÿ ðîëü ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè ìîäåëè Èçèíãà îáúÿñíÿ-

åòñÿ òåì, ÷òî îíà íàõîäèò ïðèìåíåíèå ïðè ðàññìîòðåíèè ñàìûõ

ðàçíîîáðàçíûõ ìàãíèòíûõ è íåìàãíèòíûõ ñèñòåì. Ñþäà âõîäÿò

�åððîìàãíåòèêè, àíòè�åððîìàãíåòèêè, �åððèìàãíåòèêè, áèíàð-

íûå ñìåñè è ñïëàâû, ðåøåòî÷íàÿ ìîäåëü æèäêîñòè, àäñîðáöèÿ íà
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�èñ. 7.8. Èçîáðàæåíèå ñïèíîâîé êîí�èãóðàöèè äëÿ ðàçáàâëåííîé ìî-

äåëè Èçèíãà

ïîâåðõíîñòè è ò.ä. Ïîýòîìó ñòàòèñòèêà ìîäåëè Èçèíãà çàíèìà-

åò âèäíîå ìåñòî ñðåäè äðóãèõ âîïðîñîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíè-

êè. Îïèñàíèå ìàãíåòèêîâ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè Èçèíãà îïðàâäàíî

â ñëó÷àå êðèñòàëëîâ ñ î÷åíü ñèëüíîé àíèçîòðîïèåé ìàãíèòíûõ

ñâîéñòâ - àíèçîòðîïèåé òèïà "ëåãêàÿ îñü".

Â ìîäåëè Èçèíãà ñ óçëàìè ðåøåòêè ñâÿçûâàþò ïåðåìåííûå

Si, ïðèíèìàþùèå äâà çíà÷åíèÿ ±1 è ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðàâ-

ëåíèÿì ñïèíîâ âäîëü îñè "ëåãêîãî íàìàãíè÷åíèÿ". Êàæäîé êîí-

�èãóðàöèè ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèÿ

H = −
∑

i<j

JijSiSj . (7.2)

Îáû÷íî èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé,

êîãäà Ji,i±1 = J .
Îäíàêî, âîçâðàùàÿñü ê ñòðóêòóðíî íåóïîðÿäî÷åííûì ìàãíå-

òèêàì, îòìåòèì, ÷òî äëÿ òàêèõ ñèñòåì âàæíî ïðîâîäèòü ÷åòêîå

ðàçëè÷èå ìåæäó "áåñïîðÿäêîì" â ñîñòîÿíèÿõ ñïèíîâ è â ðàçìå-

ùåíèè èõ â ðåøåòêå, à òàêæå âî âçàèìîäåéñòâèè ìåæäó íèìè.

Â îáùåì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòðóêòóðíûé áåñïîðÿäîê â

ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ "çàìîðîæåííûì". Òàê, íàïðèìåð, â ðàçáàâëåí-

íîì �åððîìàãíåòèêå "ìàãíèòíûå" è "íåìàãíèòíûå" àòîìû ñ÷è-

òàþòñÿ ðàçìåùåííûìè ïî óçëàì ðåøåòêè ñëó÷àéíûì îáðàçîì è
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áåç ïðîñòðàíñòâåííîé êîððåëÿöèè â èõ ðàñïðåäåëåíèè. Ïðè ïðè-

ãîòîâëåíèè îáðàçöà òàêèå äå�åêòû íå óñïåâàþò ïðèéòè â òåðìî-

äèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ñ ìàòðèöåé è êàê áû çàìîðàæèâàþòñÿ

â íåé â âèäå íåêîòîðîé êîí�èãóðàöèè, íåñóùåé ïàìÿòü î ñïîñî-

áå ïðèãîòîâëåíèÿ ñèñòåìû. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåðîÿò-

íîñòü çàïîëíåíèÿ ñïèíîì äàííîãî óçëà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, íå

çàâèñÿ íè îò òåìïåðàòóðû ñïèíîâîé ñèñòåìû, íè îò çàïîëíåíèÿ

äðóãèõ óçëîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàç-

ëè÷íûõ êîìïîíåíò ñïèíà ïî ¾ìàãíèòíûì¿ óçëàì îïðåäåëÿåòñÿ

çàêîíàìè ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè è èçìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè

îò òåìïåðàòóðû T . Íà ðèñ. 7.8 èçîáðàæåíà ñïèíîâàÿ êîí�èãó-

ðàöèÿ äëÿ ïëîñêîé ðàçáàâëåííîé ìîäåëè Èçèíãà. �àìèëüòîíèàí

ðàçáàâëåííîé ìîäåëè Èçèíãà çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

H = −
∑

i<j

JijpipjSiSj , (7.3)

ãäå ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå pi ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1 , ñðåä-
íèå èõ çíà÷åíèÿ < pi >= p îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòü çàïîëíåíèÿ
i-ãî óçëà ñïèíîì è õàðàêòåðèçóþò ñïèíîâóþ êîíöåíòðàöèþ ñèñòå-

ìû. Óæå äàâíî áûëî ïîíÿòî, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà �àçî-

âîãî ïåðåõîäà Tc(p) ìîíîòîííî ïàäàåò ñ óìåíüøåíèåì êîíöåíòðà-

öèè ìàãíèòíûõ àòîìîâ p è ïðè íåêîòîðîì êîíå÷íîì çíà÷åíèè p
(s)
c

çíà÷åíèå Tc(p
(s)
c ) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Íà ðèñ. 7.9 ïðåäñòàâëåíà çà-

âèñèìîñòü Tc(p) äëÿ ðàçáàâëåííîãî èçèíãîâñêîãî �åððîìàãíåòè-

êà. Ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ñïèíîâîé êîíöåíòðàöèè p
(s)
c íàçûâàåòñÿ

ïîðîãîì ñïèíîâîé ïåðêîëÿöèè è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîïîëî-

ãèè îêðóæàþùåé ðåøåòêè. p
(s)
c ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíîé

êîíöåíòðàöèè óçëîâ â çàäà÷å ïðîòåêàíèÿ ïî óçëàì ðàññìàòðèâà-

åìîé ðåøåòêè [36℄. Äëÿ êóáè÷åñêîé ðåøåòêè çíà÷åíèå p
(s)
c ≃ 0.31

â ïðèáëèæåíèè ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ïðè

p
(s)
c â ñïèíîâîé ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ãåîìåòðè÷åñêèé �àçîâûé ïå-

ðåõîä ñ èñ÷åçíîâåíèåì ïðîòåêàþùåãî ñïèíîâîãî êëàñòåðà, ñîïðî-

âîæäàþùèéñÿ èñ÷åçíîâåíèåì â ñèñòåìå äàëüíåãî ìàãíèòíîãî ïî-

ðÿäêà.

Îòìåòèì, ÷òî íà ðèñ. 7.9 êðèâàÿ Tc(p) ïîäíèìàåòñÿ ñíà÷à-

ëà âåðòèêàëüíî îò ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ p
(s)
c . Îäíàêî îíà âñêîðå

ïëàâíî ïðèáëèæàåòñÿ ê ïðÿìîé ëèíèè, ïðîâåäåííîé èç íà÷àëà

êîîðäèíàò ê òî÷êå ïåðåõîäà Tc(p = 1), îòâå÷àþùåé "÷èñòîé" ñè-
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�èñ. 7.9. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ ðàçáàâëåííîé ìîäåëè Èçèíãà

êàê çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû Tc(p) îò ñïèíîâîé
êîíöåíòðàöèè p

ñòåìå ñî ñïèíîâîé êîíöåíòðàöèåé p = 1. Èíà÷å ãîâîðÿ, â õîðîøåì
ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïîëîæèòü

Tc(p) ≃ pTc(p = 1). (7.4)

Äëÿ ñòðóêòóðíî íåóïîðÿäî÷åííûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì íàðÿäó ñ

ïîðîãîì ñïèíîâîé ïåðêîëÿöèè p
(s)
c ìîæíî ââåñòè âåëè÷èíó ïîðîãà

ïðèìåñíîé ïåðêîëÿöèè p
(imp)
c = 1− p

(s)
c , õàðàêòåðèçóþùóþ ïîÿâ-

ëåíèå ïðè ñïèíîâûõ êîíöåíòðàöèÿõ p
(s)
c < p < p

(imp)
c ïðîòåêàþ-

ùåãî êëàñòåðà èç ïðèìåñíûõ íåìàãíèòíûõ àòîìîâ. Â ðåçóëüòàòå â

äàííîì èíòåðâàëå ñïèíîâûõ êîíöåíòðàöèé â ñèñòåìå ñîñóùåñòâó-

þò äâà âçàèìîïðîíèêàþùèõ ïðîòåêàþùèõ êëàñòåðîâ - ñïèíîâûé

è ïðèìåñíûé. Ôðàêòàëüíûå ý��åêòû ýòèõ äâóõ ïðîíèçûâàþùèõ

äðóã äðóãà êëàñòåðîâ ìîãóò ÿâèòüñÿ ïðè÷èíîé èçìåíåíèÿ õàðàê-

òåðà ïîâåäåíèÿ ñïèíîâîé ñèñòåìû ïðè ïåðåõîäå èç îáëàñòè ñëà-

áîé ñòðóêòóðíîé íåóïîðÿäî÷åííîñòè ñ p
(imp)
c < p < 1 â îáëàñòü

ñèëüíîé ñòðóêòóðíîé íåóïîðÿäî÷åííîñòè ñ p
(s)
c < p < p

(imp)
c .

Èññëåäîâàíèå êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåì ñ çàìîðîæåí-

íûìè äå�åêòàìè ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé òåîðåòè÷å-

ñêèé è ýêñïåðèìåíòàëüíûé èíòåðåñ. Áîëüøèíñòâî ðåàëüíûõ òâåð-

äûõ òåë ñîäåðæèò çàìîðîæåííûå äå�åêòû ñòðóêòóðû, ïðèñóò-

ñòâèå êîòîðûõ âëèÿåò íà õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì è ìîæåò ñèëüíî

269



ìîäè�èöèðîâàòü ïîâåäåíèå ñèñòåì ïðè �àçîâûõ ïåðåõîäàõ. Ýòî

ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ íîâûõ ñëîæíûõ ÿâëåíèé â ñòðóêòóð-

íî íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåìàõ, îáóñëîâëåííûõ ý��åêòàìè àíî-

ìàëüíî ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ �ëóêòóàöèé ðÿäà òåðìîäèíà-

ìè÷åñêèõ âåëè÷èí, êîãäà ëþáîå âîçìóùåíèå, âíîñèìîå äå�åêòà-

ìè ñòðóêòóðû äàæå ïðè èõ íèçêîé êîíöåíòðàöèè, ìîæåò ïðèâå-

ñòè ê ñèëüíîìó èçìåíåíèþ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.

Ïðè èçó÷åíèè âëèÿíèÿ ñòðóêòóðíîãî áåñïîðÿäêà íà �àçîâûå

ïåðåõîäû âòîðîãî ðîäà âîçíèêàþò äâà âîïðîñà: èçìåíÿþòñÿ ëè

êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè, õàðàêòåðèçóþùèå àíîìàëüíîå ïîâåäå-

íèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ è êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé îò òåìïå-

ðàòóðû, âîëíîâûõ âåêòîðîâ, ÷àñòîò, ïðè ðàçáàâëåíèè ìàãíåòèêà

ïðèìåñüþ íåìàãíèòíûõ àòîìîâ, è åñëè äà, òî ÿâëÿþòñÿ ëè íîâûå

êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè óíèâåðñàëüíûìè, ò. å. íåçàâèñÿùèìè îò

êîíöåíòðàöèè äå�åêòîâ ñòðóêòóðû âïëîòü äî ïîðîãà ïåðêîëÿ-

öèè. Îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ áûë äàí â ðàáîòå [146℄, ãäå ïîêàçàíî,

÷òî êðèòè÷åñêèå èíäåêñû ñèñòåì ñ çàìîðîæåííûìè äå�åêòàìè

ñòðóêòóðû èçìåíÿþòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ "÷èñòûìè" àíàëîãà-

ìè, åñëè êðèòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü òåïëîåìêîñòè "÷èñòîé" ñèñòå-

ìû ïîëîæèòåëåí (êðèòåðèé Õàððèñà). Ýòîìó êðèòåðèþ óäîâëå-

òâîðÿþò ëèøü òðåõìåðíûå ñèñòåìû, ÷üå êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ Èçèíãà. Èññëåäîâàíèÿì ðåíîðìãðóïïîâû-

ìè ìåòîäàìè, ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè Ìîíòå-Êàðëî è ýêñïåðèìåí-

òàëüíûì èññëåäîâàíèÿì êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðàçáàâëåííûõ

èçèíãîïîäîáíûõ ìàãíåòèêîâ ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ïîñâÿùåíî

çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò (ñì. îáçîð [101℄). È åñëè íà âîïðîñ î

ñóùåñòâîâàíèè íîâîãî êëàññà óíèâåðñàëüíîñòè êðèòè÷åñêîãî ïî-

âåäåíèÿ, êîòîðûé îáðàçóþò ðàçáàâëåííûå èçèíãîïîäîáíûå ìàã-

íåòèêè, óæå ïîëó÷åí ïîëîæèòåëüíûé îòâåò, òî âîïðîñû î íåçà-

âèñèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ îò

ñòåïåíè ðàçáàâëåíèÿ ñèñòåìû, ìåðå âëèÿíèÿ êðîññîâåðíûõ ý�-

�åêòîâ íà ýòè çíà÷åíèÿ, à òàêæå î âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ

äâóõ èëè áîëåå ðåæèìîâ êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äëÿ ñëàáî è

ñèëüíî íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì îñòàþòñÿ îòêðûòûìè è ãîðÿ÷î

îáñóæäàþòñÿ (ñì. ìîíîãðà�èè [83,84℄).
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7.2. Âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äå�åêòîâ ñòðóê-

òóðû íà ñïåêòð ýëåìåíòàðíûõ âîç-

áóæäåíèé â êðèñòàëëå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ òî÷å÷íûìè äå�åêòàìè

ñòðóêòóðû è èõ âëèÿíèåì íà ñïåêòð ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé

è ñâîéñòâà òâåðäîãî òåëà.

7.2.1. Âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äå�åêòîâ ñòðóêòóðû

êðèñòàëëà íà çîííóþ êàðòèíó ýëåêòðîí-

íîãî ñïåêòðà

Çîííàÿ òåîðèÿ çàðàíåå ïðåäïîëàãàåò ñòðîãóþ ïåðèîäè÷íîñòü

ñòðóêòóðû ðåøåòêè. Ýòà ïåðèîäè÷íîñòü íàðóøàåòñÿ äå�åêòàìè.

�àññìîòðèì îòäåëüíûé äå�åêò â ïåðèîäè÷åñêîì â îñòàëüíûõ îò-

íîøåíèÿõ ïîòåíöèàëå.

Â èäåàëüíîì êðèñòàëëå ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàí îä-

íî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Ĥ0 = − ~
2

2m
∇2 + V (r) = Ĥ0(~r + n~a), (7.5)

ãäå ~a - ëþáîé âåêòîð ðåøåòêè. Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ

Ĥ0ψα,~k(~r) = εα(~k)ψα,~k(~r) (7.6)

ñîîòâåòñòâóþò �óíêöèÿì Áëîõà

ψα,~k(~r) =
1√
V
ei

~k~ruα,~k(~r),

ãäå V = Nv - îáúåì êðèñòàëëà, ñîäåðæàùåãî N ýëåìåíòàðíûõ

ÿ÷ååê, uα,~k(~r) = uα,~k(~r+n~a). Ôóíêöèè ψα,~k(~r), ñîîòâåòñòâóþùèå

ýíåðãèè εα(~k) è êâàçèèìïóëüñó ~~k ñ N äèñêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè,

ïîëíîñòüþ äåëîêàëèçîâàíû, òàê êàê

|ψα,~k(~r)| = |ψα,~k(~r + n~a)|2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå ðåøåòêè ~r0 íàõîäèò-

ñÿ äå�åêò, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ ëîêàëüíûì ïîòåíöèàëîì
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W (~r − ~r0). Çäåñü W (~r − ~r0) - äîïîëíèòåëüíûé ïîòåíöèàë âíåñåí-
íûé äå�åêòîì. Äëÿ ïðèìåñíîãî àòîìà â óçëå ðåøåòêè, ýòî - ïî-

òåíöèàë ïðèìåñè ìèíóñ ïîòåíöèàë çàìåùåííîãî àòîìà ðåøåòêè,

ïîýòîìó W (~r− ~r0) ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì èëè ïîëîæèòåëü-

íûì. Ýëåêòðîíû ìîãóò, ñëåäîâàòåëüíî, áûòü ñâÿçàíû íà äå�åê-

òå èëè îòòàëêèâàòüñÿ èì. ÓðàâíåíèåØðåäèíãåðà, îïðåäåëÿþùåå

ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà ñ ëîêàëüíûì íàðóøåíèåì ïå-

ðèîäè÷íîñòè ïðèíèìàåò âèä:

(

Ĥ0 + Ŵ (~r − ~r0)
)

Ψ(~r) = EΨ(~r). (7.7)

�àçëîæèì èñêîìîå ðåøåíèå ïî �óíêöèÿì Áëîõà ψα,~k èçîëèðî-

âàííîé ýíåðãåòè÷åñêîé ïîëîñû εα(~k):

Ψα(~r) =
∑

~k

C~kψα,~k(~r). (7.8)

Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìóN àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþ-

ùèõ ýíåðãèè êðèñòàëëà ñ äå�åêòîì E, ñîîòâåòñòâóþùèå εα(~k)
èäåàëüíîãî êðèñòàëëà:

[E − εα(~k)]C~k −
∑

~k‘

W
(α)
~k~k′

C~k′ = 0, (7.9)

ãäå W
(α)
~k~k′

=
∫

ψ∗
α,~k
Ŵ (~r − ~r0)ψα~k′ (~r)d

3~r.

Åñëè ïîòåíöèàë Ŵ (~r − ~r0) îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî â ìàëîì

îáúåìå v0, òî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì, ìîæíî çàïèñàòü

W
(α)
~k~k′

≃ ψ∗
α,~k

(~r′0)ψα,~k′ (~r′0)W0v0, (7.10)

ãäå W0v0 =
∫

v0

W (~r − ~r0)d
3~r, ~r′0 - íåêîòîðàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæà-

ùàÿ îáúåìó v0. Äàëåå áóäåì îòñ÷èòûâàòü ðàññòîÿíèÿ îò

~r′0, òî
åñòü ïîëàãàÿ

~r′0 = 0. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (7.9) â ñîîòâåòñòâèè ñ

ñîîòíîøåíèÿìè (7.10) è (7.8) ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöè-

åíòîâ

C~k =
W0v0ψ

∗
α,~k

(0)Ψα(0)

E − εα(~k)
, (7.11)
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�èñ. 7.10. �ðà�è÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.12)

êîòîðîå áóäó÷è óìíîæåííûì íà ψα,~k(0) è ïðîñóììèðîâàííûì ïî

âåêòîðàì

~k ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

1

W0v0
=

b

V

∑

~k

1

E − εα(~k)
, (7.12)

ãäå

b

V
≃ |ψα(0)|2 =

|uα(0)|2
V

.

Äàííîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò íîâûå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè.

Òàê êàê

~k ïðèíèìàåò N çíà÷åíèé, òî â ðåçóëüòàòå èìååì àëãåá-

ðàè÷åñêîå óðàâíåíèå N -îé ñòåïåíè äëÿ ýíåðãèé E ýëåêòðîííûõ

ñîñòîÿíèé â êðèñòàëëå ñ äå�åêòîì, êîòîðîå èìååò N êîðíåé.

Ïóñòü ε0, ε1, · · · εN−1- ïîñëåäîâàòåëüíî âîçðàñòàþùèå äèñêðåò-
íûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé äëÿ çîíû èäåàëü-

íîãî êðèñòàëëà. Òîãäà �óíêöèÿ

Φ(E) ≡ b

V

∑

~k

1

E − εα(~k)
(7.13)

èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå 7.10. Êîðíè óðàâíåíèÿ

îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ Φ(E) ñ ãîðèçîíòàëü-
íûìè ïðÿìûìè 1/W0v0. ÏðèW0v0 < 0 âñå óðîâíè El, êðîìå íèæ-
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�èñ. 7.11. Èçîáðàæåíèå ý��åêòà îòùåïëåíèÿ óðîâíÿ ñ ýíåðãèåé E
(7.16) îò ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû êàê �óíêöèè ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà

äå�åêòà W0

íåãî, ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿþòñÿ, ïðåòåðïåâàÿ ñìåùåíèå ïðè-

ìåðíî íà îäèíàêîâóþ âåëè÷èíó, òàê êàê îíè ðàñïîëîæåíû ìåæäó

áëèçêèìè íåâîçìóùåííûìè óðîâíÿìè εα(kl) < El+1 < εα(kl+1).
Óðîâåíü æå E0 îòùåïëÿåòñÿ îò íèæíåãî êðàÿ çîíû. Ïðè

W0v0 > 0 îòùåïëÿåòñÿ îò çîíû âåðõíèé óðîâåíü. Âåëè÷èíà îòùåï-

ëåíèÿ òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå |W0| ∼ |W (~r − ~r0)|.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îòùåïëåííî-

ãî óðîâíÿ ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû îäíîìåðíûé êðèñòàëë ñ N
àòîìàìè è ðàññòîÿíèÿìè a ìåæäó íèìè. Òîãäà kl = 2πl/(Na),
l = 0,±1, · · ·±N/2. Ïóñòü εα(kl) = ε0+△(1− coskla), ãäå ε0 - äíî
çîíû ïðîâîäèìîñòè, △ > 0 - øèðèíà çîíû ïðîâîäèìîñòè. Òîãäà

Φ(E) =
b

△Na
∑

k

1

A(E) + cos kla
, (7.14)

ãäå A(E) = (E − ε0 −△)/△.

Ïåðåõîäÿ â (7.14) îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ

∑

~k

⇒
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Na
2π

π
a
∫

−π
a

· · · dk, ïîëó÷èì

Φ(E) =
b

2π△

π/a
∫

−π/a

dk

A(E) + cos ka
=

=
b

2πa△

2π
∫

0

dx

A(E) + cosx
=

b

a△
A(E)

|A(E)|
1

√

A2(E)− 1

(7.15)

ïðè |A(E)| > 1. Ïîäñòàâëÿÿ (7.15) â (7.12) ñ çàìåíîé v0 íà a0,
ïîëó÷èì

(

1

W0a0

)2

=
b2

a2△2

[

(E − ε0 −△)2

△2
− 1

]−1
,

è â èòîãå

E = ε0 +△
[

1 +
W0

|W0|

√

1 +

(

bW0a0
△a

)2
]

. (7.16)

Èç äàííîãî âûðàæåíèÿ (7.16) ñëåäóåò, ÷òî ïðè W0 < 0 îòùåïëÿ-
åòñÿ íèæíèé óðîâåíü ñ E < ε0 è òåì ñèëüíåå, ÷åì áîëüøå øèðèíà

çîíû ïðîâîäèìîñòè △ è îòíîøåíèå (bW0a0/△a); ïðè W0 > 0 îò-
ùåïëÿåòñÿ âåðõíèé óðîâåíü (ðèñ. 7.11).

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ âîëíîâîé�óíêöèè îòùåïëåííîãî óðîâ-

íÿ. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (7.11) äëÿ Ck â (7.8) è äëÿ îäíîìåðíîãî

ñëó÷àÿ ïðè uα,~k(z) ≈ uα(0) ïîëó÷èì

Ψα(z) = B
∑

~k

eikz

A(E0) + cos ka
. (7.17)

Çàìåíÿÿ â (7.17) ñóììó èíòåãðàëîì, èìååì

Ψα(z) = B′
2π
∫

0

eix(z/a)

A(E0) + cosx
dx ∼

∼ 1
√

A2(E0)− 1

(

√

A2(E0)− 1− |A(E0)|
)z/a

(7.18)
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�èñ. 7.12. �ðà�èê âîëíîâîé �óíêöèè Ψα(z), ëîêàëèçîâàííîé íà äå-

�åêòå, íàõîäÿùèìñÿ â ò. z = 0

ïðè |A(E0)| > 1.
Ïîâåäåíèå Ψα(z) äëÿ ñëó÷àÿ |A(E0)| = 2 èçîáðàæåíî íà ðè-

ñóíêå 7.12. Òàêèì îáðàçîì, â ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèåé E0 ýëåêòðîí

îêàçûâàåòñÿ ëîêàëèçîâàííûì â îáëàñòè íàðóøåíèÿ ïåðèîäè÷íî-

ñòè ðåøåòêè. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ ëîêàëèçîâàííûìè.

7.2.2. Âëèÿíèå äå�åêòîâ ñòðóêòóðû íà êîëåáà-

íèÿ ðåøåòêè

Ïîäîáíî ýëåêòðîííûì ñîñòîÿíèÿì çîííîé ìîäåëè, ñîñòîÿíèÿ â

êîëåáàòåëüíîì ñïåêòðå ðåøåòêè ìîäè�èöèðóþòñÿ èçîëèðîâàí-

íûìè äå�åêòàìè. �àññìîòðèì âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äå�åêòîâ íà

ïðîñòîì ïðèìåðå ëèíåéíîé öåïî÷êè àòîìîâ, ðàçäåëåííûõ ðàñ-

ñòîÿíèåì a, ñ ìàññîé M . Ó÷òåì âçàèìîäåéñòâèå òîëüêî áëèæàé-

øèõ ñîñåäåé, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ óïðóãîé ïîñòîÿííîé γ. Äëÿ
èäåàëüíîé öåïî÷êè ìû óæå ïîëó÷àëè ñïåêòð êîëåáàíèé àòîìîâ

â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé V =
= γ

2

∑

n
(ξn − ξn−1)2, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ÷àñòîòîé

ωq = 2

√

γ

M

∣

∣

∣

∣

sin
qa

2

∣

∣

∣

∣

= ω0

∣

∣

∣

∣

sin
qa

2

∣

∣

∣

∣

,

ãäå ω0 = 2
√

γ/M - âåðõíÿÿ ãðàíè÷íàÿ ÷àñòîòà, ωq ≤ ω0.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî àòîì â óçëå n = 0 èìååò îòëè÷íóþ
îò M ìàññó M0 = M(1 − ε) ñ ε ≤ 1. Òîãäà óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé
ïðèìóò âèä

M0ξ̈0 =γ(ξ1 + ξ−1 − 2ξ0), n = 0,

Mξ̈n =γ(ξn+1 + ξn−1 − 2ξn), n 6= 0.
(7.19)

Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü îáîáùåííî â ñëåäóþùåì âèäå:

Mξ̈n − γ(ξn+1 + ξn−1 − 2ξn) =Mεξ̈0δn,0. (7.20)

Ïîëàãàÿ ξn(t) ∼ e−iωt
, èìååì

−ω2Mξn − γ(ξn+1 + ξn−1 − 2ξn) = −Mεω2ξ0δn,0 ≡ Fn. (7.21)

Äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå äâèæå-

íèÿ äëÿ èäåàëüíîé öåïî÷êè ïðè íàëè÷èè âíåøíåé ñèëû Fn =
= −Mεω2ξ0δn,0. Ñîâåðøàÿ ïðåîáðàçîâàíèå ê êîëëåêòèâíûì ïåðå-
ìåííûì

ξn =
1√
N

∑

~q

A~qe
i~q~an, Fn =

1√
N

∑

~q

F~qe
i~q~an,

ïîëó÷àåì

−ω2MA~q + 4γ sin2(
~q~a

2
)A~q = F~q.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

A~q =
F~q/M

ω2
q − ω2

.

Äîìíîæèì äàííîå ñîîòíîøåíèå íà

1√
N
ei~q~am è ïðîñóììèðóåì ïî

~q ïðè èñïîëüçîâàíèè F~q = 1√
N

∑

n
Fne

−i~q~an
, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ξm =
1

NM

∑

~q,n

Fne
i~q~a(m−n)

ω2
q − ω2

. (7.22)

Èñïîëüçóÿ â (7.22) Fn = −Mεω2ξ0δn,0 è ïîëàãàÿ m = 0, ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

ω2

N

∑

~q

1

ω2 − ω2
q

=
1

ε
. (7.23)
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�èñ. 7.13. �ðà�è÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.23)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò òàêóþ æå ñòðóêòóðó, êàê è óðàâíåíèå

(7.12) äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ýëåêòðîííûõ óðàâíåíèé â êðèñòàëëå ñ

äå�åêòîì. Îíî òàêæå ìîæåò áûòü ðåøåíî ãðà�è÷åñêè (ðèñ. 7.13).

Ïðè ω < ω0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ε < 0, îáíàðóæèâàåòñÿ ëèøü
ñëàáîå ñìåùåíèå ñïåêòðà êîëåáàíèé ïî ñðàâíåíèþ ñî ñïåêòðîì

èäåàëüíîé öåïî÷êè.

Îñîáåííîñòüþ êîëåáàíèé â êðèñòàëëå ñ äå�åêòîì ÿâëÿåòñÿ

âîçìîæíîñòü êîëåáàíèé ñ ω > ω0 ïðè ε > 0, òî åñòü ïðèM0 < M .

Âèäíî, ÷òî ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò îòùåïëåíèå ðåøåíèÿ îò îáëàñòè

ñ 0 ≤ ωq ≤ ω0.

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå (7.23) ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé

òðåõìåðíîãî êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ëèøü

ó÷åñòü íàëè÷èå òðåõ àêóñòè÷åñêèõ âåòâåé êîëåáàíèé.

Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ñìåùåíèé ξn îò n â âèäå ξn =
= Aλn + Bλ−n ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ω < ω0 λ ∼ eiα ñ α = qa,
λ ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì. Òîãäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7.19) ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ïëîñêèå âîëíû ξn = Aei~q~an + Be−i~q~an èëè ξn =
= C cos (|n|qa− δ), ãäå tg δ = ε tg qa

2 . Ýòè ðåøåíèÿ äåìîíñòðèðó-

þò íåçíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåøåíèÿìè äëÿ

èäåàëüíîé öåïî÷êè â âèäå ïîÿâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé �àçû êî-

ëåáàíèé δ â ñìåùåíèÿõ àòîìîâ.

278



�èñ. 7.14. Èçîáðàæåíèå ý��åêòà ëîêàëèçàöèè ñìåùåíèé ξn íà

äå�åêòå, íàõîäÿùåìñÿ â óçëå ðåøåòêè ñ n = 0

Îäíàêî äëÿ ω > ω0 λ - äåéñòâèòåëüíî è îòðèöàòåëüíî (λ =

= ε−1
ε+1 , ω

2 =
ω2

0

1−ε2 ). Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî

ξn = ξ0(−1)n
(1− ε

1 + ε

)|n|
, (7.24)

òî åñòü ñîñåäíèå àòîìû êîëåáëþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâ-

ëåíèÿõ. Ñìåùåíèÿ óáûâàþò ñ óâåëè÷åíèåì |n|, òî åñòü êîëåáàíèå
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëèçîâàííûì (ðèñ. 7.14). Ëîêàëèçîâàííûå êîëåáà-

íèÿ âîçíèêàþò ïðè ω > ω0 äëÿ ε > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

M0 < M .

Â ðåøåòêå ñ íåñêîëüêèìè àòîìàìè â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå ñó-

ùåñòâóþò àêóñòè÷åñêèå è îïòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Äëÿ îïòè÷åñêîé

âåòâè ëîêàëèçîâàííûå êîëåáàíèÿ â äå�åêòíûõ êðèñòàëëàõ èìå-

þò ìåñòî íå òîëüêî äëÿ ÷àñòîò, áîëüøèõ âåðõíåé ÷àñòîòû, íî

è â ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè ìåæäó àêóñòè÷åñêèìè è îïòè÷åñêèìè

âåòâÿìè.

Íàðÿäó ñ ëîêàëèçîâàííûìè ýëåêòðîíàìè, �îíîíàìè, âîçìîæ-

íû è äðóãèå ëîêàëèçîâàííûå ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ - ëîêà-

ëèçîâàííûå ìàãíîíû, ïëàçìîíû, ýêñèòîíû.
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Îïðåäåëåíèå çàâèñèìîñòè ñìåùåíèé ξn îò n äëÿ êðè-
ñòàëëà ñ äå�åêòîì

Ïðåäïîëàãàÿ çàâèñèìîñòü ξn(t) ∼ e−iωt
è ïîäñòàâëÿÿ åå â

óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé (7.19) ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ξ1 + ξ−1 +

[

4ω2

ω2
0

(1 − ε)− 2

]

ξ0 = 0,

ξn+1 + ξn−1 +

(

4ω2

ω2
0

− 2

)

ξn = 0.

(7.25)

Èùåì ðåøåíèå ñèñòåìû â âèäå ξn = Aλn + Bλ−n. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà λ







λ2 + λ
[

4ω2

ω2
0
(1− ε)− 2

]

+ 1 = 0,

λ2 +
(

4ω2

ω2
0
− 2
)

λ+ 1 = 0.
(7.26)

Äëÿ íåèñêàæåííîé ðåøåòêè âîçìîæíû ëèøü ðåøåíèÿ ñ ω < ω0,

òîãäà λ ñòàíîâèòñÿ êîìïëåêñíûì. Åñëè çàïèñàòü λ ∼ eiα, òî ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ - ïëîñêèå âîëíû ñ ω = ω0| sin qa

2 | ñ α = qa.
Äëÿ âîçìóùåííîé ðåøåòêè îãðàíè÷èìñÿ ñíà÷àëà îáëàñòüþ

ω < ω0. Âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü îáùåå ðåøåíèå èç äâóõ ñòîÿ-

÷èõ âîëí: îäíîé ñèììåòðè÷íîé ξn = ξ−n, à äðóãîé àíòèñèììåò-

ðè÷íîé ñ ξn = −ξ−n. Âî âòîðîì ñëó÷àå âîçìóùàþùèé àòîì ïðè

n = 0 ïîêîèòñÿ. Ýòî ðåøåíèå íå èçìåíÿåòñÿ âîçìóùåíèåì. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåì ëèøü ðåøåíèå ñ ξn = ξ−n. Äëÿ íåãî
ìîæíî çàïèñàòü ξn = Aeiqa|n| +Be−iqa|n| è òîãäà óðàâíåíèå ïðè-
íèìàåò âèä:

Aeiqa +Be−iqa

A+B
+

[

2
ω2

ω2
0

(1− ε)− 1

]

= 0. (7.27)

Ïóñòü A = Ce−iδ/2, B = Ceiδ/2, òîãäà ïîëó÷àåì ξn =
= C cos (|n|qa− δ) è tg δ = ε tg qa

2 . Ýòî îçíà÷àåò ëèøü íåçíà÷è-

òåëüíîå èçìåíåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåøåíèÿìè äëÿ íåâîçìóùåí-

íîé öåïî÷êè.

�àññìîòðèì ðåøåíèÿ ïðè ω > ω0. Òîãäà λ äåéñòâèòåëüíî è

îòðèöàòåëüíî. Îäíî èç äâóõ ðåøåíèé ìåíüøå åäèíèöû, à äðóãîå

áîëüøå åäèíèöû (îáðàòíàÿ âåëè÷èíà). Îáà ðåøåíèÿ äàþò îäèíà-

êîâûé ðåçóëüòàò ïðè ïåðåñòàíîâêå À è Â. Ìîæíî, ñëåäîâàòåëüíî,
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îãðàíè÷èòüñÿ îäíèì ðåøåíèåì è âûáðàòü â êà÷åñòâå íåãî îòðè-

öàòåëüíîå λ ñ |λ| < 1. Òîãäà ξn = Aλn äëÿ n > 0 è ξn = Bλ−n

äëÿ n < 0.
Åñëè èñêëþ÷èòü ñìåùåíèå ξ0 èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (7.25)

äëÿ ξn ñ n = 1 è n = −1, òî îñòàåòñÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñìå-

ùåíèÿìè ξ2, ξ1, ξ−1, ξ−2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ξn = Aλn  n > 0 è
ξn = Bλn  n < 0, ìîæíî íàéòè, ÷òî A = B. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ

ξ1 + ξ−1 +
[

4
ω2

ω2
0

(1− ε)− 2
]

ξ0 = 0

ïîëó÷àåòñÿ

2λ+ 4
ω2

ω2
0

(1− ε)− 2 = 0.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ

λ2 + λ
[

4
ω2

ω2
0

− 2
]

+1 = 0

ìîæíî èñêëþ÷èòü ω è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå

(λ− 1)
[

2− λ− 1

λ
(1− ε)

]

= 0,

äàþùåå λ = ε−1
ε+1 . Òîãäà

ω2 =
ω2
0

1− ε2
, ξn = ξ0(−1)n

(1− ε

1− ε

)|n|
. (7.28)

Ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò êîëåáàíèå, â êîòîðîì ñîñåäíèå àòîìû

êîëåáëþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ è àìïëèòóäû êî-

ëåáàíèé óáûâàþò ñ óâåëè÷åíèåì |n|. Êîëåáàíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêà-

ëèçîâàííûì.

7.2.3. Âëèÿíèå äå�åêòîâ ñòðóêòóðû íà äè��ó-

çèþ è èîííóþ ïðîâîäèìîñòü â êðèñòàë-

ëàõ

Êèíåòèêà äå�åêòîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöè-

ïèàëüíî âàæíîé ïðè ðàññìîòðåíèè âîïðîñà î ÿâëåíèÿõ äè��ó-

çèè è èîííîé ïðîâîäèìîñòè, ò.ê. â èäåàëüíîì êðèñòàëëå ýòè ïðî-

öåññû áûëè áû íåâîçìîæíû.
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Äå�åêòû çàíèìàþò â êðèñòàëëàõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñî-

îòâåòñòâóþùèå ïîòåíöèàëüíûì ÿìàì â óçëàõ èëè â ìåæäîóçëè-

ÿõ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Êèíåòèêà äå�åêòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â

àêòàõ èõ ïåðåñêîêà èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñîñåäíåå.

�àññìîòðèì âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îòäåëüíîãî ïåðå-

ñêîêà, îòêóäà çàòåì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïàðàìåòðû, îïðåäå-

ëÿþùèå äè��óçèþ è èîííóþ ïðîâîäèìîñòü.

Â êà÷åñòâå ìîäåëè ðàññìîòðèì êðèñòàëë ñ êóáè÷åñêîé ñòðóê-

òóðîé ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ äå�åêòîâ (äëÿ îïðåäåëåííîñòè, äå-

�åêòîâ âíåäðåíèÿ). Ïóñòü äëèíà êðèñòàëëà L = Na â íàïðàâ-

ëåíèè îñè x , ãäå a - ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîòåíöèàëüíûìè

ÿìàìè (x0, x1) â íàïðàâëåíèè îñè x. Ïîñòàâèì âîïðîñ î ÷èñëå

äå�åêòîâ, ïðîøåäøèõ çà âðåìÿ dt ÷åðåç ïëîñêîñòü x = x′, ðàñ-
ïîëîæåííóþ ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè x0 è x1. Åñëè â ñðåäíåì
â ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ â êàæäîé ïëîñêîñòè èìååòñÿ m äå�åê-

òîâ, òî ýòî ÷èñëî ðàâíî mwdt, ãäå w - âåðîÿòíîñòü îòäåëüíîãî

ïåðåñêîêà.

Ôóíêöèþ �àìèëüòîíà äëÿ âíåäðåííîãî àòîìà è îêðóæàþùèõ

åãî èîíîâ ðåøåòêè ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì îáîáùåííîì

âèäå:

H =
p2

2M
+ T (P ) + Φ(~r,Q), (7.29)

ãäå ~r, ~p èM - ñîîòâåòñòâåííî, êîîðäèíàòà, èìïóëüñ è ìàññà âíåä-

ðåííîãî àòîìà, Q è P - îáîçíà÷àþò ñîâîêóïíîñòü îáîáùåííûõ

êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ èîíîâ ðåøåòêè, T - êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-

ãèÿ èîíîâ ðåøåòêè, Φ - ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âñåé ðåøåòêè.

Â òå÷åíèå âðåìåíè dt ïëîñêîñòü x = x′ ïåðåñåêóò ñëåâà íàïðà-
âî âñå òå âíåäðåííûå àòîìû, êîòîðûå èìåþò vx > 0 è íàõîäÿòñÿ
ñëåâà îò x′ íà ðàññòîÿíèè dx = vxdt. ×èñëî òàêèõ àòîìîâ ðàâíî

dn = ndx

∫

e−
H
kT dpydpzdydzd

sPdsQ
∫

e−
H
kT d3~pd3~rdsPdsQ

,

ãäå n = Nm - ïîëíîå ÷èñëî äå�åêòîâ âíåäðåíèÿ. Ïðîâîäÿ èíòå-
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ãðèðîâàíèå ïî âñåì vx > 0, ïîëó÷èì

mwdt =dt

∞
∫

0

dpxnvx

∫

e−
H
kT dpydpzdydzd

sPdsQ
∫

e−
H
kT d3pd3rdsPdsQ

=

=ndt

∫

e−
Φ
kT dydzdsQ

∞
∫

0

px

M e−
p2x

2MkT dpx

∫

e−
Φ
kT d3~rdsQ

∞
∫

−∞
e−

p2x
2MkT dpx

.

(7.30)

Îïðåäåëèì ñðåäíþþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ V (x) ïîñðåäñòâîì
ðàâåíñòâà

e−
V (x)
kT =

∫

e−
Φ
kT dydzdsQ (7.31)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåñêîêà äå�åêòà

w âûðàæåíèå

w =
e−

V (x′)
kT

1
N

∫

e−
V (x)
kT dx

(

kT

2πM

)1/2

. (7.32)

Ôóíêöèÿ V (x) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ðàññòîÿíèþ ìåæ-

äó ÿìàìè a. Èíòåãðàë ïî x â w ÿâëÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, èíòå-

ãðàëîì ïî îòðåçêó ìåæäó x0 è x1, âçÿòûì N ðàç.

Åñëè âûñîòà ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà ìåæäó x0 è x1 âåëèêà

ïî ñðàâíåíèþ ñ kT , òî ìîæíî ðàçëîæèòü V (x) â ðÿä ïî x− x0 è
îãðàíè÷èòüñÿ êâàäðàòè÷íûì ñëàãàåìûì:

V (x) = V (x0) +
K

2
(x − x0)

2 + · · · .

Èíòåãðèðîâàíèå òîãäà âûïîëíÿåòñÿ

1

N

∫

e−
V (x)
kT dx =

(2πkT

K

)1/2

e−
V (x0)

kT .

Â ðåçóëüòàòå

w =
1

2π

√

K

M
e−

△V
kT ,

ãäå △V = V (x′) − V (x0). Ââîäÿ êîý��èöèåíò K = Mω2
, ãäå ω -

÷àñòîòà êîëåáàíèé äå�åêòà âäîëü îñè x â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

V (x) = V (x0) +
K

2
(x − x0)

2,
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ïîëó÷èì

w = ν exp (−△V
kT

), (7.33)

ãäå ν - ÷àñòîòà êîëåáàíèé.
Â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè â êàæäîì íàïðàâëåíèè èìååò ìåñòî

îäèíàêîâîå ÷èñëî ïåðåõîäîâ. Ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ äå�åêòû, åñëè îíè çàðÿæåíû, íà÷èíàþò äâè-

ãàòüñÿ â ïðåèìóùåñòâåííîì íàïðàâëåíèè ïî ïîëþ ïðè èõ ïîëî-

æèòåëüíîì çàðÿäå è ïðîòèâ ïîëÿ ïðè èõ îòðèöàòåëüíîì çàðÿäå.

Ïîäâèæíîñòü çàðÿæåííûõ äå�åêòîâ â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ìîæ-

íî ïîëó÷èòü, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ìåíÿåò

òîëüêî âûñîòó ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà △V . Åñëè äå�åêò ïîëî-

æèòåëüíî çàðÿæåí ñ çàðÿäîì q = eZ, òî âûñîòà áàðüåðà ñòàíî-
âèòñÿ íèæå íà âåëè÷èíó eZEa/2, åñëè çàðÿä äâèæåòñÿ ïî ïîëþ,
è âûøå íà òó æå âåëè÷èíó äëÿ çàðÿäà äâèæóùåãîñÿ ïðîòèâ ïîëÿ.

Ââîäÿ ñîãëàñíî äè��åðåíöèàëüíîìó çàêîíó Îìà ïëîòíîñòü

òîêà èîíîâ âî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, ïîëó÷èì âûðàæåíèå

äëÿ èîííîé ïðîâîäèìîñòè êðèñòàëëîâ â âèäå

~j = qn〈~v〉 = σ ~E, σ = qn
〈~v〉
~E

= qnµ, (7.34)

ãäå µ = 〈~v〉/ ~E - ïîäâèæíîñòü íîñèòåëåé çàðÿäà.

�àçíîñòü ìåæäó âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåñêîêà äå�åêòà ïî è ïðî-

òèâ íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ, óìíîæåííàÿ íà äëèíó ïðûæêà a, îïðåäå-
ëèò ñðåäíþþ ñêîðîñòü äå�åêòà 〈~v〉 = (w→−w←)a. Ïîäâèæíîñòü
ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà äåëåíèåì ñðåäíåé ñêîðîñòè äå�åêòà íà âåëè-

÷èíó íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E. Â ðåçóëüòàòå

µ =
w→ − w←

E
a =

νa

E
e−

△V
kT

[

e
eZaE
2kT − e−

eZaE
2kT

]

≃ eZa2

kT
w. (7.35)

Ïîäâèæíîñòü äå�åêòîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè îïðåäåëÿåò

è èîííóþ ïðîâîäèìîñòü â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå σ =
= Zenµ, ãäå n - êîíöåíòðàöèÿ äå�åêòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ñâÿçàí-

íûé ñ èîííîé ïðîâîäèìîñòüþ ïåðåíîñ çàðÿäà è ìàññû îáóñëîâëåí

ëèáî äå�åêòàìè âíåäðåíèÿ, ëèáî ìèãðàöèåé âàêàíñèé.

Äè��óçèÿ â òâåðäûõ òåëàõ òàêæå ñâÿçàíà ïðåæäå âñåãî ñ ìè-

ãðàöèåé äå�åêòîâ ðåøåòêè. Îïèñàíèå äè��óçèè äå�åêòîâ ìîæ-

íî îñóùåñòâèòü, ïðèìåíÿÿ òåîðèþ ìåäëåííûõ ïðîöåññîâ èç �èçè-
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÷åñêîé êèíåòèêè [63℄, ïðèâîäÿùóþ ê óðàâíåíèþÔîêêåðà-Ïëàíêà:

∂n

∂t
= − ∂

∂x

(

〈~vx〉n(x)
)

+D
∂2n

∂x2
, (7.36)

ãäå 〈vx〉 = (w→ − w←)a - ñðåäíÿÿ äðåé�îâàÿ ñêîðîñòü, êîòîðàÿ

îòëè÷íà îí íóëÿ òîëüêî âî âíåøíåì ïîëå, D =
∫

x2w(x)dx.

7.3. Ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ è

ïîâåðõíîñòíûå ýëåìåíòàðíûå

âîçáóæäåíèÿ

Ïîâåðõíîñòè çåðåí è ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà ÿâëÿþòñÿ äâóìåð-

íûìè äå�åêòàìè êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Ëîêàëèçîâàííûå

ñîñòîÿíèÿ ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ è íà òàêèõ äå�åêòàõ. Îäíàêî èìååò-

ñÿ è âàæíîå îòëè÷èå âî âëèÿíèè ïîâåðõíîñòè íà ñâîéñòâà ýëåìåí-

òàðíûõ âîçáóæäåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷å÷íûìè äå�åêòàìè [69℄.

Ïîâåðõíîñòü êðèñòàëëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíîå ïåðèîäè-

÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå àòîìîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îïðåäåëèòü

ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ, êîòîðûå ëîêàëèçîâàíû â óçêîé îáëà-

ñòè â íàïðàâëåíèè íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè, íî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ

âäîëü ïîâåðõíîñòè. Ìû ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ

(êâàçè÷àñòèöû è êîëëåêòèâíûå âîçáóæäåíèÿ), ëîêàëèçîâàííûå

â ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèÿõ. Àíàëîãè÷íî ýëåìåíòàðíûì âîçáóæ-

äåíèÿì, âîçíèêàþùèì â îáúåìå êðèñòàëëà, ìîæíî ââåñòè ïîâåðõ-

íîñòíûå �îíîíû, ïîâåðõíîñòíûå ïîëÿðèòîíû êàê êîëëåêòèâíûå

âîçáóæäåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ, à òàêæå ïîâåðõíîñòíûå ïëàç-

ìîíû êàê êîëëåêòèâíûå âîçáóæäåíèÿ ýëåêòðîííîãî ãàçà âáëèçè

ïîâåðõíîñòè.

Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïîâåðõíîñòè ëèáî òà æå ñàìàÿ, ÷òî

è ñòðóêòóðà âíóòðè òåëà - èäåàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, ëèáî îíà -

ñâåðõñòðóêòóðà, ñîçäàííàÿ ïåðåãðóïïèðîâêîé àòîìîâ ïîâåðõíî-

ñòè. Åñëè ïîâåðõíîñòü ïîêðûòà àäñîðáèðîâàííûì ñëîåì, îíà òàê-

æå ìîæåò èìåòü ñòðóêòóðó, îòëè÷íóþ îò êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóê-

òóðû âíóòðè òâåðäîãî òåëà. Åñëè àäñîðáèðîâàííûé ñëîé ïîêðû-

âàåò ïîâåðõíîñòü íå ïîëíîñòüþ èëè åñëè ïîâåðõíîñòü ëîêàëüíî

èñêàæåíà, ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ëîêàëüíûå ïîâåðõíîñòíûå ñîñòîÿ-

íèÿ - îíè ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì, ëîêàëèçîâàííûì âáëèçè òî-

÷å÷íûõ äå�åêòîâ.
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7.3.1. Âëèÿíèå ïîâåðõíîñòè íà ýëåêòðîííûé

ñïåêòð. Ýëåêòðîííûå ïîâåðõíîñòíûå

ñîñòîÿíèÿ

�àññìîòðèì óïðîùåííóþ ìîäåëü èäåàëèçèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïîëóáåñêîíå÷íîãî êðèñòàëëà çà-

íèìàåò ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ z < 0. Â ïîëóïðîñòðàíñòâå ñ z > 0,
ñîîòâåòñòâóþùåì âàêóóìó, ïóñòü ïîòåíöèàë ïîñòîÿíåí è ðàâåí

V0. Ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò, òàêèì îáðàçîì, ðåçêèé ïåðåõîä

ìåæäó ñòðîãîé ïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêîé è âàêóóìîì. Ñäåëàåì,

êðîìå òîãî, ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ: áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîòåí-

öèàë ðåøåòêè êàê ñëàáîå âîçìóùåíèå, èñïîëüçóÿ, òàêèì îáðàçîì,

ïðèáëèæåíèå ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ; ñâåäåì çàäà÷ó ê îäíî-

ìåðíîé ìîäåëè, ââîäÿ ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë V (z) = V (z+na)
äëÿ z < 0, V (z) = V0 äëÿ z > 0, a - ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè.

Ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ óðàâíåíèåØðåäèíãåðà äëÿ îäíîìåðíîé çà-

äà÷è

[

− ~
2

2m

d2

dz2
+ V (z)

]

ψ(z) = Eψ(z) (7.37)

îòäåëüíî äëÿ z > 0 è z < 0, çàòåì ðåøåíèÿ äëÿ ψ(z) "ñøèâàþòñÿ"
ïðè z = 0 èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè âîëíîâîé �óíêöèè è åå

ïðîèçâîäíîé.

Âàêóóìó ñ V (z) = V0 äëÿ z > 0 ñîîòâåòñòâóþò òîëüêî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, óáûâàþùèå ñ âîçðàñòàíèåì z:

ψ = A exp

[

−z
√

2m

~2
(V0 − E)

]

. (7.38)

Äëÿ z < 0 âîñïîëüçóåìñÿ ïðèáëèæåíèåì ïî÷òè ñâîáîäíûõ

ýëåêòðîíîâ äëÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà â îäíîìåðíîì ïåðèîäè÷å-

ñêîì ïîòåíöèàëå V (z) = V (z+na). Ò.ê. ïîòåíöèàë ïåðèîäè÷åí, îí
ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â ðÿä Ôóðüå: V (z) =

∑

n Vn exp(i2πnz/a).
×ëåí ñ n = 0 åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà, è ìû ïîëàãàåì

åãî ðàâíûì íóëþ. Ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè

ðàâíà E(0) = ~
2k2/2m ñ âîëíîâîé �óíêöèåé ψk(z) =

1√
a
exp(ikz).

Èñõîäíîå ýíåðãåòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå äâàæäû âûðîæäåíî äëÿ k è
−k. Ïîýòîìó âîëíîâóþ �óíêöèþ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ íàäî

èñêàòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïëîñêèõ âîëí: ψ(0)(k, z) =
= αψk(z) + βψ−k(z). Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà âîçìóùå-

íèÿ, ðîëü êîòîðîãî èãðàåò V (z), õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî Vk,k′ =
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=< k′|V (z)|k >= Vnδk,k′+g, ãäå g = 2πn/a - âåêòîð îáðàòíîé ðå-

øåòêè. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî |k| = |k′ + g|, âîëíîâóþ �óíêöèþ

íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ, áóäåì èñêàòü â âèäå:

ψ(0)(k, z) = α exp(ikz) + β exp

[

i

(

k − 2π

a

)

z

]

. (7.39)

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ ìíî-

æèòåëåé α è β, à òàêæå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè ýëåêòðîíà
â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ

âûðàæåíèÿìè:







[

~
2k2

2m − E(k)
]

α+ βV1 = 0,

αV ∗1 + β
[

~
2

2m

(

k − 2π
a

)2

− E(k)
]

= 0.
(7.40)

Ââåäåì ïàðàìåòðû ε = k−π
a è γ = ~

2πε
ma|V1| . Òîãäà èç (7.40) ïîëó÷èì

E(k) =
~
2k2

2m
+ |V1|

(

−γ ±
√

1 + γ2
)

, (7.41)

ψ(k, z) = B

[

exp
(

i
πz

a

)

+
|V1|
V1

(

−γ ±
√

1 + γ2
)

exp
(

−iπz
a

)

]

eiεz .

(7.42)

Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ε âûðàæåíèå (7.41) çàäàåò ýíåðãåòè÷å-
ñêèå çîíû ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíà (ðèñ. 7.15,à), òèïè÷íûå äëÿ ïðè-

áëèæåíèÿ ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíî-

ìåðíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà: ïàðàáîëà E(k) äëÿ ñâîáîä-
íûõ ýëåêòðîíîâ èñêàæåíà âáëèçè ãðàíèöû çîíû Áðèëëþýíà, çî-

íû ðàçäåëÿþòñÿ âîçíèêàþùåé ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëüþ. Âîëíîâûå

�óíêöèè (7.38) è (7.42) ìîãóò áûòü "ñøèòû" äðóã ñ äðóãîì äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ E. Â ïîëóïðîñòðàíñòâå z < 0 äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìû äâà ðåøåíèÿ ψ(k, z) è ψ(−k, z), ëèíåéíàÿ êîìáèíà-

öèÿ êîòîðûõ ñøèâàåòñÿ ñ âàêóóìíûìè ðåøåíèÿìè. Ýíåðãåòè÷å-

ñêèå çîíû áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè â òàêîì ñëó÷àå, èñêëþ÷àÿ ìàëûå

ïîïðàâêè, îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

Íàðÿäó ñ çîíàìè èìåþòñÿ òàêæå ðåøåíèÿ, ëîêàëèçîâàííûå íà

ïîâåðõíîñòè. Òàê êàê (7.42) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òîëüêî â ïîëó-

ïðîñòðàíñòâå z < 0, òî ïàðàìåòð ε ìîæåò áûòü òàêæå è ìíèìûì.
Äëÿ ε = −iq ñ äåéñòâèòåëüíûì è ïîëîæèòåëüíûì q ïîÿâëÿþò-
ñÿ ðåøåíèÿ, êîòîðûå ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò â êðèñòàëëå. Òàê
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�èñ. 7.15. Ó÷àñòîê çîííîé ñòðóêòóðû äëÿ îäíîìåðíîãî ïåðèîäè÷åñêî-

ãî ïîòåíöèàëà ñ ïîñòîÿííîé ðåøåòêè a â ïðèáëèæåíèè ïî÷òè ñâîáîä-

íûõ çëåêòðîíîâ

ïðè γ = i sin(2δ) = −i(~2π/ma|V1|)q íàõîäèì èç âûðàæåíèÿ (7.42)

ψ(k, z) = C

[

exp
[

i
(πz

a
± δ
)]

± |V1|
V1

exp
[

−i
(πz

a
± δ
)]

]

eqz.

(7.43)

Ýíåðãèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ðåøåíèþ, èìååò âèä

E(q) =
~
2

2m

[

(π

a

)2

− q2
]

± |V1|
[

1−
(

~
2πq

ma|V1|

)2
]1/2

. (7.44)

Îíà ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé äëÿ 0 ≤ q ≤ qmax = ma|V1|/π~2.
Äëÿ q = 0 ïîëó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ

ψ(k, z) =C

[

exp
(

i
π

a
z
)

± |V1|
V1

exp
(

−iπ
a
z
)

]

,

E(q) =
~
2

2m

(π

a

)2

± |V1|
(7.45)

ñ ψ(k, z) ∼ cos(πz/a) äëÿ V1 > 0 è ψ(k, z) ∼ sin(πz/a) äëÿ V1 < 0,
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ýíåðãèÿì äâóõ êðàåâ çîíû, ò.å. íèæíåå
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ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñâÿçûâàþò ñ ñèíóñîèäàëüíîé �óíêöèåé, à

âåðõíåå - ñ êîñèíóñîèäàëüíîé �óíêöèåé.

Äëÿ "ñøèâàíèÿ" ðåøåíèé (7.38) äëÿ z > 0 è (7.43) äëÿ z < 0
â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ äâà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà - îò-

íîøåíèå êîý��èöèåíòîâ A è C è ýíåðãèÿ E. Îáà ýòèõ ïàðàìåòðà
îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè âîëíîâîé �óíêöèè è åå

ïðîèçâîäíîé ïðè z = 0.

Ìû ïîëó÷àåì, òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: â òî

âðåìÿ êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ äåéñòâèòåëüíûì

k ñîîòâåòñòâóþò îáû÷íûì ðåøåíèÿì äëÿ çîí, âîçìîæíû ðåøå-

íèÿ äëÿ ìíèìîãî k, êîòîðûå óáûâàþò ñ óäàëåíèåì îò ïîâåðõ-

íîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè, ñîãëàñíî (7.44), ëå-

æàò â ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè ìåæäó çîíàìè (ðèñ. 7.15,á). Îäíî

èç ýòèõ ðåøåíèé ìîæåò áûòü "ñøèòî" ñ ðåøåíèåì äëÿ âíåøíå-

ãî ïðîñòðàíñòâà. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì

ýëåêòðîí ëîêàëèçîâàí â óçêîé îáëàñòè ó ïîâåðõíîñòè. Ýòî - èñ-

êîìîå ïîâåðõíîñòíîå ñîñòîÿíèå.

Áîëåå ñåðüåçíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî "ñøèâàíèå" âîçìîæ-

íî òîëüêî äëÿ V1 > 0. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé ìîäåëè ïîâåðõíîñò-

íûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü, íî íå â êàæäîì ñëó÷àå.

Â îäíîìåðíîé ìîäåëè ïîâåðõíîñòíîå ñîñòîÿíèå èìååò äèñêðåò-

íûé óðîâåíü â ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè. �àñïðîñòðàíÿÿ ýòó ìîäåëü

íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïîëó÷åííûå ðå-

çóëüòàòû êàê îòíîñÿùèåñÿ ê êîìïîíåíòå âîëíîâîãî âåêòîðà

~k,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïîâåðõíîñòè. Äëÿ êàæäîé �èêñèðîâàííîé

êîìïîíåíòû

~k, ïàðàëëåëüíîé ïîâåðõíîñòè, ìîæíî îæèäàòü ðàç-

ëè÷íîãî ïîëîæåíèÿ óðîâíÿ ýíåðãèè ïîâåðõíîñòíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî îòäåëüíûõ óðîâíåé ïîëó÷àåì ýíåðãåòè-

÷åñêèå çîíû äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèé. Ïîñêîëüêó ýíåðãåòè-

÷åñêàÿ ùåëü, â êîòîðîé äîëæåí ëåæàòü êàæäûé ïîâåðõíîñòíûé

óðîâåíü, ðàçëè÷íà äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ

~k, çîíà ïîâåðõíîñòíûõ
ñîñòîÿíèé ìîæåò ïåðåêðûâàòüñÿ ñ çîíàìè îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé

(ðèñ. 7.16).

Îäíîìåðíàÿ ìîäåëü, ðàññìîòðåííàÿ çäåñü, è åå êà÷åñòâåííîå

ðàñïðîñòðàíåíèå íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé, îäíàêî íå ÿâëÿþòñÿ ðåà-

ëèñòè÷íûìè â íåêîòîðûõ îòíîøåíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, ïîâåðõíîñòü

íå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçêîãî ïåðåõîäà îò íåâîçìóùåííîãî ïåðè-

îäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ðåøåòêè ê âíåøíåìó ïðîñòðàíñòâó. Íå-

ñìîòðÿ íà ýòî, ñîñòîÿíèÿ ðàññìîòðåííîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ âîçìîæ-
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�èñ. 7.16. Ïîâåðõíîñòíûå çîíû äëÿ (110) - ïîâåðõíîñòè: a � Ge, á �

GaAs, â � InP, â � ZnSe. Øòðèõîâûå ëèíèè ïîêàçûâàþò âåðõíèé êðàé

âàëåíòíîé çîíû è íèæíèé êðàé çîíû ïðîâîäèìîñòè ýòèõ ïîëóïðîâîä-

íèêîâ [67℄

íûìè äëÿ ìíîãèõ ïîâåðõíîñòåé.

Ïîïðàâêè íåîáõîäèìû ãëàâíûì îáðàçîì äëÿ òîãî, ÷òîáû îáú-

ÿñíèòü òðè îñîáåííîñòè ðåàëüíîé ïîâåðõíîñòè.

1) Â ïîâåðõíîñòíîì àòîìíîì ñëîå ðåøåòêè äåéñòâóþùèå â

íåé ñèëû íàïðàâëåíû òîëüêî ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè, â

ðåçóëüòàòå îñóùåñòâëÿåòñÿ äå�îðìàöèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåí-

öèàëà, êîòîðàÿ ìåíÿåò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àòîìíûìè ïëîñêîñòÿ-

ìè â ïðèïîâåðõíîñòíîé îáëàñòè. ßâëåíèå ñìåùåíèÿ íåñêîëüêèõ

àòîìíûõ ïëîñêîñòåé (2-3) â ïðèïîâåðõíîñòíîé îáëàñòè îòíîñè-

òåëüíî èõ ïîëîæåíèÿ â îáúåìíîì êðèñòàëëå ïîëó÷èëî íàçâàíèå

ðåøåòî÷íîé ðåëàêñàöèè ïîâåðõíîñòè.

2) Ñâîáîäíûå âàëåíòíûå ñâÿçè íà ïîâåðõíîñòè ìîãóò ñîåäè-

íÿòüñÿ èíûì îáðàçîì, ÷åì âíóòðè êðèñòàëëà, ÷òî âåäåò ê ïîÿâëå-

íèþ ïîâåðõíîñòíîé ñâåðõñòðóêòóðû, ò.å. ê èçìåíåíèþ ñèììåòðèè
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â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå.

3) Ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü ïîêðûòà óïîðÿäî÷åííûì àäñîð-

áèðîâàííûì ñëîåì.

Âñå óêàçàííûå ïîïðàâêè ìåíÿþò ïîëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ

çîí è, ñëåäîâàòåëüíî, èçìåíÿþò ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â íèõ. Îä-

íàêî ýòè �àêòîðû íå óñòðàíÿþò âîçìîæíîñòè ïîÿâëåíèÿ ïîâåðõ-

íîñòíûõ ñîñòîÿíèé.

Â äîáàâëåíèå ê ýòèì çîíàì äåëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé -

ò.å. ñîñòîÿíèé, ïðèíàäëåæàùèõ âñåé ïîâåðõíîñòè è ðàñïðîñòðà-

íÿþùèõñÿ âäîëü íåå, - âîçìîæíû òàêæå ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿ-

íèÿ êàê äèñêðåòíûå óðîâíè, ñâÿçàííûå ñ ëîêàëüíûìè èñêàæåíè-

ÿìè ïîâåðõíîñòè (îòäåëüíûå àäñîðáèðîâàííûå àòîìû, íåçàâåð-

øåííûé àäñîðáèðîâàííûé ñëîé è ò.ä.). Òàêèå ëîêàëèçîâàííûå

ñîñòîÿíèÿ íàáëþäàþòñÿ, êîãäà óñëîâèÿ äëÿ "ñøèâàíèÿ" âîëíî-

âûõ �óíêöèé (7.38) è (7.39) íà ïîâåðõíîñòè íå ìîãóò áûòü âû-

ïîëíåíû, ò.å. êîãäà ïîâåðõíîñòíûå çîíû îòñóòñòâóþò.

Â äàííîì ïàðàãðà�å ìû òîëüêî ïðîèëëþñòðèðîâàëè îñíîâ-

íûå ïðèíöèïû âîçíèêíîâåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ áî-

ëåå äåòàëüíîãî àíàëèçà ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê ìîíîãðà�èè [35℄.

7.3.2. Ïîâåðõíîñòíûå ïëàçìîíû

Ïîâåðõíîñòíûå ïëàçìîíû ââîäÿòñÿ êàê êâàíòû êîëåáàíèé ïëîò-

íîñòè ýëåêòðîíîâ, ëîêàëèçîâàííûõ â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå ìåòàë-

ëà èëè ïîëóïðîâîäíèêà. Äàííûå âûñîêîýíåðãåòè÷íûå ýëåìåíòàð-

íûå âîçáóæäåíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòàëè îáúåêòîì ïðèñòàëü-

íîãî âíèìàíèÿ, ò. ê. îíè ÿâëÿþòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ õàðàêòå-

ðèñòèê äëÿ ìåòàëëè÷åñêèõ íàíî÷àñòèö è òîíêèõ ïëåíîê. Â ðå-

çóëüòàòå òåîðåòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ î ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìî-

íàõ ïðåâðàòèëèñü â âàæíûé èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ,

ïðîòåêàþùèõ íà ìåæ�àçíûõ ãðàíèöàõ ðàçäåëà [21�23,81, 162℄.

Èç ïðîâåäåííîãî â ãëàâå 3 àíàëèçà îáúåìíûõ ïëàçìåííûõ êî-

ëåáàíèé ÿñíî, ÷òî ÷àñòîòà ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó êîëåáàíèé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè,

êîòîðîé, êàê ïîêàçàíî äëÿ îáúåìíîãî ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóåò íóëü

çàâèñÿùåé îò ÷àñòîòû äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè êðèñòàë-

ëà (3.42). Îäíàêî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ïîâåðõ-

íîñòíûõ ïëàçìîíîâ íåîáõîäèìî èçó÷èòü êîëåáàíèÿ ýëåêòðîííîé

ïëîòíîñòè â îãðàíè÷åííûõ ñèñòåìàõ. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ áûëè
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ïðîâåäåíû â ðÿäå ðàáîò [21�23,139,155,175℄, ãäå â ðàçíûõ ïðèáëè-

æåíèÿõ áûëè îïðåäåëåíû õàðàêòåðèñòèêè ïîâåðõíîñòíûõ ïëàç-

ìîíîâ. Â äàííîì ïàðàãðà�å äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòî-

òû ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïîäõîäîì, îñíî-

âàííîì íà äèýëåêòðè÷åñêîì �îðìàëèçìå ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé,

íàêëàäûâàåìûõ ñóùåñòâîâàíèåì ïëîñêîé ãðàíèöû ðàçäåëà ìåæ-

äó, íàïðèìåð, ìåòàëëîì è âàêóóìîì.

Êîëåáàíèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè ñîïðîâîæäàþòñÿ êîëåáà-

íèÿìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó ðàñïðîñòðàíåíèå ïî-

âåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ ýêâèâàëåíòíî ðàñïðîñòðàíåíèþ ïîâåðõ-

íîñòíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, ëîêàëèçîâàííûõ â ïîâåðõíîñò-

íîì ñëîå è îïðåäåëÿåìûõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ñðå-

äû ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ìåòàëë � âàêóóì. �àñ-

ñìîòðèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðîìàãíèò-

íûõ âîëí. Ïóñòü ìåòàëë çàíèìàåò ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ z < 0. Ïî-
âåðõíîñòü ðàçäåëà ïðèìåì çà ïëîñêîñòü (x, y) è áóäåì îáîçíà÷àòü

âåêòîðû â ýòîé ïëîñêîñòè ÷åðåç

~X.
Çàäà÷à ñîñòîèò â ðåøåíèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ äâóõ-

�àçíîé ñèñòåìû ìåòàëë � âàêóóì. Ïðåíåáðåæåíèå ý��åêòàìè

çàïàçäûâàíèÿ âî âçàèìîäåéñòâèè ïîçâîëÿåò â óðàâíåíèÿõ Ìàêñ-

âåëëà �îðìàëüíî ïîëîæèòü c → ∞ è òåì ñàìûì èñïîëüçîâàòü

óðàâíåíèÿ ýëåêòðîñòàòèêè. Â îáåèõ ñðåäàõ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé

ïîòåíöèàë ϕ ìîæíî îïðåäåëèòü èç óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

∇2ϕ = 0. (7.46)

�åøåíèå óðàâíåíèÿ (7.46) áóäåì èñêàòü â âèäå

ϕ = ϕ(z) exp(i ~K ~X). (7.47)

Ïîäñòàíîâêà (7.47) â (7.46) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ ϕ(z):

d2ϕ(z)

dz2
−K2ϕ(z) = 0, K2 = K2

x +K2
y . (7.48)

Íàñ èíòåðåñóþò ðåøåíèÿ, èìåþùèå õàðàêòåð êîëëåêòèâíûõ

êîëåáàíèé, ëîêàëèçîâàííûå ó ïîâåðõíîñòè (èñ÷åçàþùèå ïðè

z → ∞). Â ðåçóëüòàòå èç (7.48) èìååì:

{

φ(z) = AeKz, z < 0
φ(z) = Be−Kz, z > 0.

(7.49)
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¾Ñîøüåì¿ ðåøåíèÿ (7.49) íà ãðàíèöå ðàçäåëà z = 0 èç óñëî-

âèé íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííî-

ñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ýêâèâàëåíòíî íåïðåðûâíîñòè ϕ(z)) è
íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè (ýêâèâàëåíò-

íî íåïðåðûâíîñòè ε(ω)dϕ(z)
dz ). Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî

φ(z) = Ae−K|z|. Èç âòîðîãî óñëîâèÿ, ñ ó÷åòîì, ÷òî äèýëåêòðè÷å-
ñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà ðàâíà åäèíèöå, à ìåòàëë õàðàêòåðè-

çóåòñÿ çàâèñÿùåé îò ÷àñòîòû äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ

ε(ω), ïîëó÷àåì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ êîëëåê-

òèâíûõ êîëåáàíèé â âèäå

ε(ω) + 1 = 0. (7.50)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ èç óñëîâèÿ (7.50) ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïîâåðõ-

íîñòíûõ ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé íåîáõîäèìî çàäàòü ìîäåëüíûé

âèä ε(ω). Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãî âûðàæåíèåì (3.39). Òîãäà ïî-

ëó÷àåì ÷àñòîòû ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ â âèäå

ωs(K) =
1√
2

(

ω2
p + 2ω2

ac(K)
)1/2

=
1√
2

(

ω2
p + αv2FK

2
)1/2

. (7.51)

�ëàâíîé îñîáåííîñòüþ ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ (7.51) ÿâëÿåòñÿ

òî, ÷òî ïðèíåáðåæåíèå çàâèñèìîñòüþ îò âîëíîâîãî âåêòîðà ïðè-

âîäèò ê âûðàæåíèþ äëÿ ÷àñòîòû ïîâåðõíîñòíîãî ïëàçìîíà

ωs(K) ≈ ωp/
√
2, êîòîðàÿ â

√
2 ðàç ìåíüøå ÷àñòîòû îáúåìíîãî

ïëàçìîíà. Îòìåòèì, ÷òî çàêîí äèñïåðñèè ïîâåðõíîñòíîãî ïëàç-

ìîíà òàêæå îòëè÷àåòñÿ îò äèñïåðñèè îáúåìíîãî ïëàçìîíà. Òàê,

êîý��èöèåíò α = 89/90 â (7.51) (îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà äàåò-
ñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å, â êîòîðîì îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêæå îá-

ñóæäåíèå ñâÿçè ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ ñ ïîâåðõíîñòíîé ýíåð-

ãèåé è àäãåçèîííûì âçàèìîäåéñòâèåì ìåòàëëîâ è ïîëóïðîâîäíè-

êîâ).

Òåîðèÿ äèñïåðñèè ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ äîñòàòî÷íî ñëîæ-

íà. Ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ

ìèêðîñêîïè÷åñêîãî ïîäõîäà (ñì. îáçîð [18℄). Ïðè K/kF ≪ 1 áû-
ëî ïîëó÷åíî, ÷òî â ÷àñòîòå ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ íàðÿäó ñ

êâàäðàòè÷íûì ïî K/kF ñëàãàåìûì âîçíèêàåò ëèíåéíîå ïî K/kF
ñëàãàåìîå, êîòîðîå è íà÷èíàåò îïðåäåëÿòü äèñïåðñèþ ïëàçìîíîâ

â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè

ωs(K) ≃ ωp√
2

(

1 + (A1 + iA2)
K

kF

)

. (7.52)
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Òàáëèöà 7.1. Çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ ~ωs,ýÂ äëÿ

ðÿäà ìåòàëëîâ

Ìåòàëëû Mg Al In Ga

Ýêñïåðèìåíò 7.1 10.6 8.7 10.3

Òåîðèÿ 7.7 11.2 8.9 10.3

�èñ. 7.17. Ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ÑÝÏÝ äàííûå ïî äèñïåðñèè ïëàç-

ìîíîâ íà ïîâåðõíîñòè ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ïëåíîê: à � àëþìèíèÿ;

á � èíäèÿ [161℄

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ A1 è A2 è äàæå çíàê A1 ñèëüíî çàâèñèò îò

ìèêðîñêîïè÷åñêîé ìîäåëè ïîâåðõíîñòè (âèäà ïîòåíöèàëà ó ïî-

âåðõíîñòè è ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè).

Çíàÿ ÷èñëî âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ íà àòîì, ìîæíî íàéòè êîí-

öåíòðàöèþ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ n0 è çàòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì

çíà÷åíèé n0, e,m âû÷èñëèòü ωp è îöåíèòü ÷àñòîòó ωs ≈ ωp/
√
2 è

ýíåðãèþ ïîâåðõíîñòíîãî ïëàçìîíà. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿ íåêî-

òîðûõ ïðîñòûõ ìåòàëëîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 7.1, ãäå äëÿ ýòèõ

æå ìåòàëëîâ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ýíåðãèé ïîâåðõ-

íîñòíûõ ïëàçìîíîâ, ñ êîòîðûìè â äîñòàòî÷íî õîðîøåì ñîãëàñèè

íàõîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê äàæå áåç ó÷åòà çà-

êîíà äèñïåðñèè ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ.
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�èñ. 7.18. Äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ â InSb è

ñðàâíåíèå ñ òåîðèåé [177℄

Ñïåêòðîñêîïèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü ýëåêòðîíîâ (ÑÝÏÝ)

ïîçâîëÿåò ïðåêðàñíî âûÿâëÿòü äèñïåðñèþ ïëàçìîíîâ (ñì. ðèñ.

7.17) ïðè ïðèáëèæåíèè äëèíû âîëíû âîçáóæäåíèÿ ê àòîìíûì

ðàçìåðàì. Â ýòîì ýêñïåðèìåíòå [161℄ âûñîêîýíåðãåòè÷íûå (50

êýÂ) ýëåêòðîíû ïðè ïðîõîæäåíèè ñêâîçü òîíêóþ (∼ 100A) ìå-
òàëëè÷åñêóþ ïëåíêó òåðÿþò ýíåðãèþ, ïåðåäàâàÿ åå ïëàçìîíàì.

Ïàðàëëåëüíàÿ ïîâåðõíîñòè êîìïîíåíòà âîëíîâîãî âåêòîðà âà-

ðüèðóåòñÿ ïóòåì ïîäáîðà óãëà ïàäåíèÿ � òàê æå, êàê â ýêñïåðè-

ìåíòàõ ïî �îòîýìèññèè ñ óãëîâûì ðàçðåøåíèåì.

Ïîâåðõíîñòíûå ïëàçìîíû è èõ ýíåðãåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìîãóò

áûòü òàêæå âûÿâëåíû â ýêñïåðèìåíòàõ ïî îïòè÷åñêîìó ïîãëîùå-

íèþ íà ñïåöèàëüíî ïîäãîòîâëåííûõ äëÿ ýòîãî ïîâåðõíîñòÿõ. Òàê,

äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 7.18 ðåçóëüòàòîâ èçìåðå-

íèÿ äèñïåðñèè ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ â InSb [177℄ íà ïîâåðõ-

íîñòè âûðåçàëàñü øòðèõîâàÿ ðåøåòêà ñ ïîñòîÿííîé ðåøåòêè d.
Ïðè ýòîì âûäåëÿëàñü ñîñòàâëÿþùàÿ âîëíîâîãî âåêòîðà

~k, êàñà-
òåëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè ñî çíà÷åíèÿìè kx = (ω/c) sinα + 2πm/d,
ãäå α - óãîë ïàäåíèÿ, à m ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ. Ëèøü òà-

êèå óõèùðåíèÿ ïîçâîëèëè äîáèòüñÿ ý��åêòîâ âîçáóæäåíèÿ ñâå-

òîì ïëàçìîíîâ, ò. ê. äëÿ íåâîçìóùåííûõ ïîâåðõíîñòåé ïëàçìîíû

âîçáóæäàþòñÿ ñâåòîì òàê æå ñëàáî, êàê è ïîâåðõíîñòíûå ïîëÿ-

ðèòîíû.
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7.3.3. Ïîâåðõíîñòíûå ïëàçìîíû è èõ âêëàä âî

âçàèìîäåéñòâèå ìàòåðèàëîâ (ìåòàëëîâ è

ïîëóïðîâîäíèêîâ)

�àññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó äâóìÿ ìàòåðèàëàìè, ðàçäå-

ëåííûìè äèýëåêòðè÷åñêîé ùåëüþ øèðèíû l ñ ïðîíèöàåìîñòüþ ε
è çàíèìàþùèìè îáëàñòè z < 0 è z > l. Ïðåíåáðåæåíèå ý��åê-
òàìè çàïàçäûâàíèÿ âî âçàèìîäåéñòâèè ìàòåðèàëîâ ïîçâîëÿåò â

óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà �îðìàëüíî ïîëîæèòü c → ∞ (l ≤ l0 ∼
∼ 10−4− 10−5 ñì) è òåì ñàìûì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå ýëåêòðî-

ñòàòèêè äëÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ϕ â äàííîé

ñèñòåìå

△ϕ = 0, ϕ = ϕ(z)ei(kxX+kyY−ωt)
(7.53)

è ïîëó÷èòü

d2ϕ(z)

dz2
− k2ϕ(z) = 0, k2 = k2x + k2y. (7.54)

Íàñ èíòåðåñóþò ðåøåíèÿ, èìåþùèå õàðàêòåð êîëëåêòèâíûõ êî-

ëåáàíèé, ëîêàëèçîâàííûõ ó ïîâåðõíîñòè (èñ÷åçàþùèå ïðè z →
±∞). Â ðåçóëüòàòå èìååì

φ(z) =







Aekz , z < 0,
Bekz + Ce−kz , 0 < z < l,
De−kz , z > l.

(7.55)

Ñøèâàÿ äàííûå ðåøåíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä z = 0, l ñ
èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâ-

ëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è íîðìàëüíîé ñî-

ñòàâëÿþùåé ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè (ýòè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-

íû íåïðåðûâíîñòè ϕ(z) è εdϕ(z)
dz ), ïîëó÷àåì êàê óñëîâèå ñóùå-

ñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñëåäóþùåå äèñïåðñèîííîå

óðàâíåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â ñèñòåìå:

D(ω, k, l) = 1− (ε1(ω, k)− ε)(ε2(ω, k)− ε)

(ε1(ω, k) + ε)(ε2(ω, k) + ε)
e−2kl = 0. (7.56)

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ è åñòü èíòåðåñóþùèå íàñ ñîáñòâåííûå ÷à-

ñòîòû ïîâåðõíîñòíûõ êîëåáàíèé. Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ íåîáõîäè-

ìî çàäàòü ÿâíûé âèä �óíêöèè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè
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εn(ω, k) äëÿ ìàòåðèàëîâ 1 è 2 â ðàìêàõ òîé èëè èíîé ïðèíèìàå-
ìîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ ñðåä.

Äëÿ îáúåìíûõ êîëåáàíèé (l = 0) çàêîí äèñïåðñèè îïðåäåëÿ-

åòñÿ óñëîâèåì

εn(ω(k), k) = 0.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ êîëåáàíèé óåäèíåííîãî ìàòåðè-

àëà äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü l → ∞, ÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

εn(ω, k) + ε = 0. (7.57)

Êîëëåêòèâíûå âîçáóæäåíèÿ ýëåêòðîííîé ñèñòåìû - ïëàçìîíû -

â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè ñîîòâåòñòâóþò èñïîëüçîâàíèþ

ïðèáëèæåíèÿ õàîòè÷åñêèõ �àç, â ðàìêàõ êîòîðîãî äèýëåêòðè÷å-

ñêèå ïðîíèöàåìîñòè ìåòàëëîâ è ïîëóïðîâîäíèêîâ ìîæíî çàïè-

ñàòü â âèäå:

εn(ω, k) = 1 +
ω2
pn − ω2

gn

ω2
kn + ω2

gn − ω2
, (7.58)

ãäå ω2
pn = 4πe2Nn/m, ωgn = Eg/~, ω2

kn = µnv
2
fnk

2
, µ

(ω)
n =

= 7
18 + 19

90

(

ω2/ω2
pn

)

, ωpn, vfn, Nn - ñîîòâåòñòâåííî ïëàçìåí-

íàÿ ÷àñòîòà, �åðìèåâñêàÿ ñêîðîñòü è êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ

âàëåíòíîé çîíû n-ãî ìàòåðèàëà, Eg - øèðèíà çàïðåùåííîé çîíû

ýòîãî ìàòåðèàëà, µn(ω) - êîððåêòèðóþùèé ìíîæèòåëü, ÷èñëåí-

íûå êîý��èöèåíòû â êîòîðîì îáåñïå÷èâàþò ñòàíäàðòíóþ äèñ-

ïåðñèþ îáúåìíîé ïëàçìåííîé ÷àñòîòû

ω2
v = ω2

p +
3

5
v2fk

2. (7.59)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàêîíà äèñïåðñèè ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ íà

ãðàíèöå ðàçäåëà ìàòåðèàëà ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäîé èñïîëüçó-

åì ñîîòíîøåíèå (7.57) ñ εn(ω, k) èç (7.58). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ω2
s =

1

(1 + ε)

[

ω2
pm + εω2

gn +
(54 + 35ε)

90
v2fnk

2

]

. (7.60)

�åøåíèå äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî l ñ
ó÷åòîì äèýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì âûðàæå-

íèÿì äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìåííûõ ÷àñòîò, ïîýòîìó ïðèâåäåì
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çäåñü ëèøü èõ çíà÷åíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñ ε = 1, ñîîòâåòñòâóþùåãî
âàêóóìíîìó çàçîðó ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè ìàòåðèàëîâ. Òàê

ωsi(k, l) =
ωp1

2
{1 + ∆ + 2(γ1i + γ2i)± [(1−∆+

+2γ1i − 2γ2i)
2 + 4e−2kl∆]1/2}1/2,

(7.61)

ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ i = 1, 2, ñîîòâåòñòâóþùèå â (7.61)
çíàêàì ±, (ωp1 ≥ ωp2) è

∆ = (ωp2/ωp1)
2, γ11 = v21Fk

2(89 + 19∆)/180ω2
p1,

γ21 = v22F k
2(89 + 19∆−1)/180ω2

p1, γ12 = 7v21Fk
2/18ω2

p1,

γ22 = 7v22Fk
2/18ω2

p1.

(7.62)

Çíàÿ çàêîí äèñïåðñèè ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé

ìîæíî ðàññ÷èòàòü èõ âêëàä â ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ìàòåðèà-

ëîâ âäîëü ãðàíèöû èõ ðàçäåëà. Òàê ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ

E(12)
a (l) =

~

2

∫

[ωsj(k, l)− ωsj(k,∞)]
d2k

(2π)2
. (7.63)

Ýòà �îðìóëà èìååò ïðîñòîé �èçè÷åñêèé ñìûñë: ýíåðãèÿ âçàè-

ìîäåéñòâèÿ ðàâíà ðàçíîñòè ýíåðãèé ïîâåðõíîñòíûõ êîëåáàíèé,

êîãäà ìàòåðèàëû íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà ðàññòîÿíèÿõ l è
l → ∞. Ýíåðãèè ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé áîëüøå ýíåðãèé äðó-

ãèõ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé, ïîýòîìó èõ âêëàä â ýíåðãèþ

âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì. Íî ïðè èñïîëüçîâàíèè

ïëàçìîíîâ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòíûå ïëàçìîíû ïðè

íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè âîëíîâîãî âåêòîðà kc, îïðåäå-
ëÿåìîì óñëîâèåì

ωs(kc,∞) = kcvf +
~k2c
2m

,

ðàñïàäàþòñÿ, ïåðåäàâàÿ ñâîþ ýíåðãèþ è èìïóëüñ îäèíî÷íûì �åð-

ìèåâñêèì ýëåêòðîíàì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè k > kc ïëàçìîí íå
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü êàê êîãåðåíòíîå äâèæåíèå âñåõ ýëåêòðîíîâ.

Êàæäàÿ èç ïëàçìåííûõ ìîä äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ õàðàê-

òåðèçóåòñÿ ñâîèì êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì âîëíîâîãî âåêòîðà kcn.
Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîáõîäèìî ïðè ðàñ÷åòàõ ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ

298



èíòåãðèðîâàíèå ïî âîëíîâûì âåêòîðàì â (7.63) îñóùåñòâëÿòü äëÿ

k < k
(min)
c , ãäå k

(min)
c ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîìó èç çíà÷åíèé

êðèòè÷åñêèõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ kcn ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòåðèà-

ëîâ. Òåì ñàìûì ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå âêëàä âî âçàèìîäåé-

ñòâèå òîëüêî êîëëåêòèâíûõ ñîñòîÿíèé.

7.3.4. Ïîâåðõíîñòíûå �îíîíû è ïîëÿðèòîíû

�àññìîòðèì ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ ïîëóáåñêîíå÷íîãî êðè-

ñòàëëà, ñâÿçàííûå ñ êîëëåêòèâíûì êîëåáàòåëüíûì äâèæåíèåì

àòîìîâ è èîíîâ îòíîñèòåëüíî óçëîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè,

àìïëèòóäà êîëåáàíèé êîòîðûõ ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàåò ñ óäà-

ëåíèåì îò ïîâåðõíîñòè âãëóáü êðèñòàëëà. Ïðè îïèñàíèè òàêèõ

ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ïëîòíîñòè ìîãóò áûòü âûäåëåíû òðè îñíîâ-

íûõ òèïà:

à) äëèííîâîëíîâûå óïðóãèå âîëíû,

á) äëèííîâîëíîâûå îïòè÷åñêèå âîëíû,

â) êîðîòêîâîëíîâûå àêóñòè÷åñêèå è îïòè÷åñêèå âîëíû.

Ïåðâîå îáñóæäåíèå ÿâëåíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ îñîáåííîñòÿìè ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ óïðóãèõ âîëí, ïðèíàäëåæèò �ýëåþ.

Ïîâåðõíîñòíûå �îíîíû

Äëèííîâîëíîâûå óïðóãèå (àêóñòè÷åñêèå) ïîâåðõíîñòíûå âîëíû

ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãî-

ñòè äëÿ ñïëîøíîé ñðåäû [61℄. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~u âåêòîð ñìåùå-

íèÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ïîëóáåñêîíå÷íîé èçîòðîïíîé ñïëîøíîé

ñðåäû èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò âåêòîð

ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ïîïåðå÷íîãî (div~ut = 0) è ïðî-

äîëüíîãî (rot~ul = 0) ñìåùåíèé. Ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ ~ut è ~ul
óäîâëåòâîðÿþò îáû÷íîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ ñ ó÷åòîì ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ñêîðîñòåé çâóêà ct è cl:

∂2~ut
∂t2

− c2t∇2~ut = 0,

∂2~ul
∂t2

− c2l∇2~ul = 0.

(7.64)

Â îáúåìå ýòè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ñìåùåíèÿ íå ñâÿçàíû

äðóã ñ äðóãîì. Â ñëó÷àå æå ïîâåðõíîñòíûõ âîëí òàêîå ðàçäåëå-

íèå íà äâå íåçàâèñèìûå ÷àñòè îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì èç-çà
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âëèÿíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Âáëèçè ïîâåðõíîñòè áóäåì èñêàòü

ðåøåíèå óðàâíåíèé (7.64) â âèäå (îáëàñòè ñðåäû ñîîòâåòñòâóþò

z < 0)

~ui = ~Ai exp[i( ~Q ~X − ωt)] exp(κz), κ =

(

Q2 − ω2

c2

)1/2

, (7.65)

ãäå

~X è

~Q çàäàþò ïðîñòðàíñòâåííûå è âîëíîâûå âåêòîðû â ïëîñ-

êîñòè ïîâåðõíîñòè (x, y). Îòìåòèì, ÷òî ýòè âîëíû ÿâëÿþòñÿ ìàê-

ðîñêîïè÷åñêèìè è â ïðåäåëå

~Q→ 0 ñìåùåíèå ïðîäîëæàåò ñóùå-
ñòâîâàòü â îáúåìå êðèñòàëëà íà äîñòàòî÷íî áîëüøîé ãëóáèíå.

Äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí âåêòîð ñìåùåíèÿ ~u äîëæåí áûòü

îïðåäåëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ ~ul è ~ut. Äëÿ åå

îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü ïîâåðõíîñòíûå ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ. Â áåñêîíå÷íîé ñðåäå ðàâíîâåñíûì íàïðÿæåíèÿì îòâå-

÷àþò ñèëû, êîòîðûå óðàâíîâåøèâàþò äðóã äðóãà ñ êàæäîé ñòî-

ðîíû áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëåìåíòà îáúåìà. Íà ïîâåðõíîñòè âñå

ñîñòàâëÿþùèå ñèë, ïåðåñåêàþùèõ ãðàíè÷íóþ ïëîñêîñòü, äîëæ-

íû îáðàùàòüñÿ â íóëü, ò. å.

dFi = σizdfz = 0, (7.66)

ãäå dfz � êîìïîíåíòà âåêòîðà d~f ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè, íàïðàâ-

ëåííàÿ ïî âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Îòñþäà ñëåäóþò óñëî-

âèÿ

σxz = σyz = σzz = 0. (7.67)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σij ñâÿçà-

íû ñ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà äå�îðìàöèé εij =
1
2 (

∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi
) çàêî-

íîì �óêà. Äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû óïðóãèå êîíñòàíòû, èãðàþùèå

ðîëü êîý��èöèåíòîâ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â çàêîíå �óêà, ìîãóò

áûòü çàïèñàíû ÷åðåç ìîäóëü Þíãà E è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà

σ. Ïîýòîìó èç óñëîâèé (7.66) ïîëó÷àåì

uxz = uyz = 0, σ(uxx + uyy) + (1− σ)uzz = 0. (7.68)

Ïîñêîëüêó âñå âåëè÷èíû íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû y, òî óñëîâèå
uyz = 0 äàåò

uyz = 1
2

(

∂uy

∂z + ∂uz

∂y

)

= 1
2
∂uy

∂z = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, uy = 0. Ýòî ãðàíè÷íîå óñëîâèå îòðàæàåò òðåáî-
âàíèå, ÷òî ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòíûõ ìîä ïðîèñõîäèò òîëüêî â ñà-

ãèòòàëüíîé ïëîñêîñòè, ò. å. ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé íàïðàâëåíèå

ðàñïðîñòðàíåíèÿ

~Q, ïàðàëëåëüíîå îñè x, è íîðìàëü ê ïîâåðõíî-
ñòè. Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ

div~ut =0 =
∂utx
∂x

+
∂utz
∂z

,

rot~ul =0 =
∂ulx
∂z

− ∂ulz
∂x

,

(7.69)

òî ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (7.65) è òîãî, ÷òî

~Q = ~Qx, ïîëó÷àåì

ñîîòíîøåíèÿ

ciQutx + κtutz = 0,

iQulz − κlulx = 0,
(7.70)

îòêóäà ñëåäóþò âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñìåùåíèÿ:

ux =(aκte
κtz + bQeκlz) ei(Qx−ωt),

uz =− i (aQeκtz + bκle
κlz) ei(Qx−ωt),

(7.71)

ãäå κl è κt îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì äëÿ κ â (7.65) ñî ñêîðîñòÿ-
ìè c = cl è c = ct.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì è òðåòüèì èç óñëîâèé (7.68).

Âûðàæàÿ uij ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò ui è ââîäÿ ñêîðîñòè cl è ct,
çàïèøåì ýòè óñëîâèÿ â âèäå

∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

= 0,

c2l
∂uz
∂z

+(c2l − 2c2t )
∂ux
∂x

= 0.

(7.72)

Ïîäñòàâëÿÿ â (7.72) âûðàæåíèÿ (7.71) äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà

ñìåùåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

a(Q2 + κ2t ) + 2bQκl = 0,

2aQc2tκt + b[c2l (κ
2
l −Q2) + 2c2tQ

2] = 0.
(7.73)

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äàííûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé äàåò õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèè ïîâåðõ-

íîñòíûõ êîëåáàíèé:

(Q2 + κ2t )
2 = 4Q2κtκl. (7.74)

301



�èñ. 7.19. Çàâèñèìîñòü ζ îò σ [61℄

Ïîäñòàâëÿÿ â (7.74) âûðàæåíèÿ äëÿ κl è κt, ìîæíî îïðåäåëèòü
ñâÿçü ω è Q. Èç (7.74) âèäíî, ÷òî äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí, êàê

è äëÿ îáúåìíûõ óïðóãèõ àêóñòè÷åñêèõ, ÷àñòîòà ïðîïîðöèîíàëü-

íà âîëíîâîìó âåêòîðó. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòíûõ

àêóñòè÷åñêèõ âîëí áóäåì ñâÿçü ω è Q èñêàòü â âèäå

ω = ctQζ. (7.75)

Ïîäñòàâëÿÿ (7.75) â óðàâíåíèå (7.75), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ζ:

ζ6 − 8ζ4 + 8ζ2
(

3− 2
c2t
c2l

)

− 16

(

1− 2
c2t
c2l

)

= 0. (7.76)

Èç (7.76) âèäíî, ÷òî ζ � ÷èñëî, çàâèñÿùåå òîëüêî îò îòíîøå-
íèÿ ct/cl, ÿâëÿþùåãîñÿ íåêîòîðîé õàðàêòåðíîé äëÿ êàæäîãî âå-
ùåñòâà ïîñòîÿííîé è çàâèñÿùåãî òîëüêî îò êîý��èöèåíòà Ïóàñ-

ñîíà

ct
cl

= =
√

1−2σ
2(1−σ) . Âåëè÷èíà ζ äîëæíà áûòü âåùåñòâåííîé è

ïîëîæèòåëüíîé, ïðè÷åì ζ < 1, ÷òîáû κl è κt áûëè âåùåñòâåííû.
Óðàâíåíèå (7.76) èìååò òîëüêî îäèí êîðåíü, óäîâëåòâîðÿþùèé

ýòèì óñëîâèÿì.

Îòíîøåíèå êîíñòàíò a è b, �èãóðèðóþùèõ â (7.73), çàäàåò îò-
íîøåíèå àìïëèòóä ïîïåðå÷íîé è ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ âîë-
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�èñ. 7.20. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ðýëååâñêèõ âîëí. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ðàç-

äåëÿåò âîëíû ñ äîêðèòè÷åñêèì è ñâåðõêðèòè÷åñêèì çàòóõàíèåì [143℄

íû è îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

a

b
= − 2− ζ2

2
√

1− ζ2
. (7.77)

Îòíîøåíèå ct/cl ìåíÿåòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âåùåñòâ �àêòè÷åñêè â
ïðåäåëàõ îò 0 äî

√
2/2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ σ â èíòåð-

âàëå 0 ≤ σ ≤ 1/2. Ïðè ýòîì ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ζ ìåíÿþòñÿ îò

0.874 äî 0.955 (ðèñ. 7.19). Â ðåçóëüòàòå ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòíîé

àêóñòè÷åñêîé âîëíû cR = ctζ îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå, ÷åì ct è cl.
Òàêàÿ "ìåäëåííàÿ" ïîâåðõíîñòíàÿ àêóñòè÷åñêàÿ âîëíà ïîëó÷èëà

íàçâàíèå ðýëååâñêîé.

Ïðè áîëåå ïîëíîì ðàññìîòðåíèè ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ðå-

àëüíûå âåùåñòâà îáû÷íî îáëàäàþò àíèçîòðîïíûìè óïðóãèìè êîí-

ñòàíòàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ëèáî ïîëó÷àåòñÿ òî÷íî òàêîå æå ìî-

íîòîííî ñïàäàþùåå ðåøåíèå, êàê (7.71), ëèáî âîçíèêàåò îáîá-

ùåííàÿ ðýëååâñêàÿ âîëíà ñ äîêðèòè÷åñêèì çàòóõàíèåì, àìïëè-

òóäà êîòîðîé òàêæå ñïàäàåò ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè

â ãëóáü êðèñòàëëà, íî ÿâëÿåòñÿ ñèíóñîèäàëüíî ìîäóëèðîâàííîé.

Íà ðèñ. 7.20 ïîêàçàí õàðàêòåðíûé âèä �àçîâîé äèàãðàììû ðýëå-

åâñêèõ âîëí, âîçíèêàþùèõ íà ïîâåðõíîñòè (100) ðÿäà èçâåñòíûõ
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âåùåñòâ [143℄. Îáëàñòü, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó øòðèõîâûìè ëèíè-

ÿìè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáëàñòü óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè.

Äðóãîé êëàññ äëèííîâîëíîâûõ ïîâåðõíîñòíûõ ìîä ñóùåñòâó-

åò â èîííûõ ñîåäèíåíèÿõ, ãäå êîëåáàíèÿ èîíîâ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå îïòè÷åñêèì âåòâÿì êîëåáàíèé (ïîïåðå÷íûì (TO) è ïðîäîëü-

íûì (LO) îïòè÷åñêèì), âûçûâàþò ïîÿâëåíèå îñöèëëèðóþùåãî

äèïîëüíîãî ìîìåíòà â êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå êðèñòàëëà.

Ïðè ýòîì â èîííûõ êðèñòàëëàõ íàðÿäó ñ óïðóãèìè ñèëàìè, ïðî-

ïîðöèîíàëüíûìè ñìåùåíèÿì, ñóùåñòâåííóþ ðîëü íà÷èíàþò èã-

ðàòü ýëåêòðè÷åñêèå äàëüíîäåéñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó

èîíàìè. Ñìåùåíèÿ èîíîâ èç ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé ñîçäàþò

ýëåêòðè÷åñêóþ ïîëÿðèçàöèþ, âûçûâàþùóþ ïîÿâëåíèå ïîëÿ, êî-

òîðîå â ñâîþ î÷åðåäü âçàèìîäåéñòâóåò ñ èîíàìè. Óäåëüíàÿ ïî-

ëÿðèçàöèÿ

~P îáóñëîâëåíà êàê ñìåùåíèåì èîíîâ, òàê è âíóòðåí-

íåé ïîëÿðèçàöèåé èîíîâ âñëåäñòâèå ñìåùåíèÿ ýëåêòðîíîâ îòíî-

ñèòåëüíî ÿäåð ïîä âëèÿíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó â îá-

ùåì âèäå ìîæíî çàïèñàòü:

~P = γ1~ξ + γ2 ~E, (7.78)

ãäå ïàðàìåòðû γ1 è γ2 ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç íåïîñðåä-

ñòâåííî èçìåðèìûå âåëè÷èíû, è â ñîîòâåòñòâèè ñ [33℄, åñëè íå

ó÷èòûâàòü ý��åêòîâ çàïàçäûâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, ïåðåíîñè-

ìîãî ïîïåðå÷íîé ñîñòàâëÿþùåé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

~Et,

γ1 = ωTO

√

ε0 − ε∞
4π

, γ2 =
ε∞ − 1

4π
, (7.79)

ãäå ε0 è ε∞ � ñòàòè÷åñêàÿ è âûñîêî÷àñòîòíàÿ äèýëåêòðè÷åñêèå

ïðîíèöàåìîñòè èîííîãî êðèñòàëëà, ωTO � ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ

îáúåìíûõ ïîïåðå÷íûõ îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

×àñòîòû îáúåìíûõ äëèííîâîëíîâûõ ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷-

íûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé èîíîâ ñâÿçàíû èçâåñòíûì ñîîòíîøå-

íèåì Ëèääåíà-Ñàêñà-Òåëëåðà:

ωLO = ωTO

√

ε0
ε∞

. (7.80)

Ïðè ýòîì ýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà êðèñòàëëîâ õàðàêòåðèçóþòñÿ

ñëåäóþùåé ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòüþ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-

ìîñòè

ε(ω) = ε∞ +
(ε0 − ε∞)ω2

TO

ω2
TO − ω2

=
ε∞(ω2

LO − ω2)

ω2
TO − ω2

. (7.81)
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Èç (7.81) ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì îáúåìíûõ ïðîäîëü-

íûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóåò íóëü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-

ìîñòè êðèñòàëëà, à ÷àñòîòàì îáúåìíûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé �

ïîëþñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè.

Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ïîëÿ, èíäóöèðîâàííûå

ñîáñòâåííûìè äëèííîâîëíîâûìè îïòè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè, ñ

ó÷åòîì âëèÿíèÿ ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà äîëæíû, êàê è â ñëó÷àå

ñ ïîâåðõíîñòíûìè ïëàçìîíàìè, çàäàâàòüñÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì

ïîòåíöèàëîì, îïðåäåëÿåìûì âûðàæåíèÿìè (7.47)�(7.49). Ïðîâî-

äÿ òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ, êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, ïîëó-

÷àåì, ÷òî ïîâåðõíîñòíàÿ ìîäà äëèííîâîëíîâûõ îïòè÷åñêèõ êî-

ëåáàíèé äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ε(ω) + 1 = 0, ãäå ε(ω)
çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (7.81). Â ðåçóëüòàòå èìååì

ωSO = ωTO

√

1 + ε0
1 + ε∞

. (7.82)

Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî íàáëþäåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ �îíîíîâ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ òàêèì äëèííîâîëíîâûì ïîâåðõíîñòíûì îïòè-

÷åñêèì êîëåáàíèÿì, èäåàëüíî ïîäõîäèò ñïåêòðîñêîïèÿ ýíåðãå-

òè÷åñêèõ ïîòåðü ýëåêòðîíîâ (ÑÝÏÝ). Ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå çäåñü

çàêëþ÷àåòñÿ â íåóïðóãîì êóëîíîâñêîì ðàññåÿíèè ýëåêòðîíîâ íà

äàëüíîäåéñòâóþùåì äèïîëüíîì ïîòåíöèàëå íàä êðèñòàëëîì. Òà-

êîå ðàññåÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ðåçêèì ìàêñèìóìîì â ïðÿìîì íà-

ïðàâëåíèè. ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðèì ïàäàþùèé ýëåê-

òðîí ñ âîëíîâûì âåêòîðîì

~k è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé E. Ïî-
ñêîëüêó ðå÷ü èäåò òîëüêî î äëèííîâîëíîâûõ ìîäàõ, ò. å.

~Q → 0,
ìîäóëü âîëíîâîãî âåêòîðà ïîñëå ðàññåÿíèÿ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò

|~k|.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ýëåêòðîí äåéñòâèòåëüíî ðàññåèâàåòñÿ íà

ìàëûé óãîë θ, ìû èìååì Q = kθ. Òàê êàê ðàäèóñ äåéñòâèÿ ïîòåí-
öèàëà èìååò ïîðÿäîê Q−1, âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî ýëåêòðîí

íàõîäèòñÿ â äèïîëüíîì ïîëå, ðàâíî t ∼ 2m/~kQ = h/Eθ. Äàëåå
ìîäà ñ ýíåðãèåé ~ωSO ñèëüíåå âñåãî âîçáóæäàåòñÿ ïðè âðåìåíè

ïðîëåòà ýëåêòðîíà ïîðÿäêà ω−1SO. Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëåå ñèëü-

íîå ðàññåÿíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü íà óãîë θ = ~ωSO/2πE. Èñõîä-
íîå ïðåäïîëîæåíèå î ìàëîì óãëå ðàññåÿíèÿ îïðàâäàíî â ñëó÷àå

âîçáóæäåíèÿ �îíîíîâ (~ωSO ∼ 100 ìýÂ) ýëåêòðîíàìè íèçêîé

ýíåðãèè (E ∼ 1−100 ýÂ). Ïîñêîëüêó íèçêîýíåðãåòè÷íûå ýëåêòðî-
íû èñïûòûâàþò äè�ðàêöèþ íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà, íàèáîëåå
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�èñ. 7.21. Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ îïòè÷åñêàÿ ìîäà íà ïî-

âåðõíîñòè ZnO (1100), îáíàðóæåííàÿ ñ ïîìîùüþ ÑÝÏÝ [154℄

ñèëüíûé ñèãíàë ÑÝÏÝ áóäåò íàáëþäàòüñÿ â çåðêàëüíî îòðàæåí-

íîì ïó÷êå.

Ñïåêòð ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü ýëåêòðîíîâ, ðàññåÿííûõ íà ïî-

âåðõíîñòè ZnO (1100), ñîäåðæèò çàìåòíûé ïèê ïðè ýíåðãèè îêîëî

69 ìýÂ (ðèñ. 7.21) [154℄. Ïîëîæåíèå ïèêà ïðåâîñõîäíî ñîãëàñó-

åòñÿ ñ âû÷èñëåííûì ïî �îðìóëå (7.82), åñëè èñïîëüçîâàòü îáú-

åìíûå äèýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îêñèäà öèíêà. Ñèãíàë

íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ îñîáåííî èíòåíñèâåí â ýòîì ñëó÷àå, òàê êàê

âêëàä â ïîëå äàþò äèïîëüíûå ìîìåíòû ÿ÷ååê êðèñòàëëà âïëîòü

äî àòîìíîãî ñëîÿ ñ íîìåðîì QλSO, ñ÷èòàÿ îò ïîâåðõíîñòè, ãäå

λSO � äëèíà âîëíû ïîâåðõíîñòíûõ îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

Â ñïåêòðå èìååòñÿ òàêæå íåáîëüøîé ïèê ïðè 69 ìýÂ, îáóñëîâëåí-

íûé ïîãëîùåíèåì ýëåêòðîííûì ïó÷êîì ñóùåñòâîâàâøåãî ðàíåå

ïîâåðõíîñòíîãî �îíîíà. Èñïîëüçóÿ îòíîøåíèå àìïëèòóä ïèêîâ,

îòâå÷àþùèõ ïðèðàùåíèþ è ïîòåðå ýíåðãèè, ìîæíî âû÷èñëèòü

ïîâåðõíîñòíóþ òåìïåðàòóðó.

Íàáëþäåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòíûõ îïòè÷åñêèõ

ìîä â öåíòðàëüíîé òî÷êå ïîâåðõíîñòíîé çîíû Áðèëëþýíà ìåòî-

äîì ÑÝÏÝ ðåøàþùèì îáðàçîì ñâÿçàíî ñ ìàëîé ïåðåäà÷åé èì-
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ïóëüñà, õàðàêòåðíîé äëÿ äèïîëüíîãî êóëîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Ïî-

ýòîìó äàííûé ìåõàíèçì íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ âîçáóæäåíèé ñ êîíå÷íûì âîëíîâûì âåêòîðîì, ò. å. äèñ-

ïåðñèè ïîâåðõíîñòíûõ �îíîíîâ. Îäíàêî ýëåêòðîíû ìîãóò òàêæå

ðàññåèâàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî íà êîðîòêîäåéñòâóþùåì àòîì-

íîì ïîòåíöèàëå. Â ýòîì ñëó÷àå �îíîíû âîçáóæäàþòñÿ â ðåçóëü-

òàòå ïðÿìîãî ñîóäàðåíèÿ, è â ýêñïåðèìåíòå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ

ïåðåäà÷à èìïóëüñà, îòâå÷àþùàÿ ïåðåõîäó ÷åðåç âñþ çîíó Áðèë-

ëþýíà. �àçðåøåíèå, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîëó÷åííûìè òàêèì

ïóòåì äàííûìè, îãðàíè÷åíî ãëàâíûì îáðàçîì ýíåðãåòè÷åñêèì

ðàçìûòèåì ïåðâè÷íîãî ýëåêòðîííîãî ïó÷êà. Ïðèìåíÿÿ íàèëó÷-

øóþ ñîâðåìåííóþ òåõíèêó ýêñïåðèìåíòà, ìåòîäîì ÑÝÏÝ ìîæíî

îïðåäåëèòü äèñïåðñèþ �îíîíîâ ñ ðàçðåøåíèåì îêîëî 5 ìýÂ.

Ïîâåðõíîñòíûå ïîëÿðèòîíû

Åñëè ïðè îïèñàíèè ïîïåðå÷íûõ îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ó÷èòû-

âàòü çàïàçäûâàþùåå ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå, îñóùåñò-

âëÿåìîå èíäóöèðîâàííûìè ýòèìè êîëåáàíèÿìè ýëåêòðîìàãíèò-

íûìè âîëíàìè, òî ïðè óñëîâèÿõ, êîãäà ýíåðãèè �îòîíîâ êàê êâàí-

òîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè ýíåðãèè ïî-

ïåðå÷íûõ îïòè÷åñêèõ �îíîíîâ, ñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèÿì èîí-

íûõ êðèñòàëëîâ ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ, ïî-

ëó÷èâøèå íàçâàíèå ïîëÿðèòîíîâ.

Òåðìèí "ïîëÿðèòîí" áûë ââåäåí â 1957 ã. Äæ. Õàï�èëäîì

[150℄ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé âîëíû ïîëÿðèçàöèè â êðè-

ñòàëëå. Ïîçäíåå Â.Ì. Àãðàíîâè÷ [2℄ óïîòðåáèë åãî êàê êðàòêèé

ýêâèâàëåíò òåðìèíà "íîðìàëüíàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà â ñðå-

äå", ò.å. ïëîñêàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà â

áåçãðàíè÷íîì êðèñòàëëå, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèì

óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà. Òàêîå åãî òîëêîâàíèå îêàçàëîñü óäà÷-

íûì, ïðèæèëîñü è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè îáùåïðèíÿòî.

Íà ïðàêòèêå òåðìèí "ïîëÿðèòîí" íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþò,

êîãäà ÷àñòîòà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ïîïàäàåò â îêðåñòíîñòü

÷àñòîòû äèïîëüíî àêòèâíîãî ïåðåõîäà â êðèñòàëëå. Â ýòîì ñëó-

÷àå âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ óêàçàííûì êîí-

êðåòíûì ïåðåõîäîì âûðàæåíî îñîáåííî ÿðêî è ïðèâîäèò ê ñèëü-

íîìó "ñìåøèâàíèþ" âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîäñèñòåì � ýëåêòðî-

ìàãíèòíîé è "ìåõàíè÷åñêîé" (êîëåáàíèÿ èîíîâ). Òåðìèí "ïî-

ëÿðèòîí" èñïîëüçóåòñÿ çäåñü ñ öåëüþ ïîä÷åðêíóòü ñìåøàííûé
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ýëåêòðîìàãíèòíî-ìåõàíè÷åñêèé õàðàêòåð íîðìàëüíûõ âîëí â ñè-

ñòåìå, óäîâëåòâîðÿþùèõ ìàêðîóðàâíåíèÿìÌàêñâåëëà. �å÷ü èäåò

î ñìåøèâàíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ ñ êîëåáàíèÿìè, îò-

âå÷àþùèìè êîíêðåòíîìó äèïîëüíî àêòèâíîìó (ïîëÿðíîìó) ïåðå-

õîäó, íàïðèìåð, ïîëÿðíîìó îïòè÷åñêîìó êîëåáàíèþ êðèñòàëëà.

Ñëåäóåò òàêæå èìåòü â âèäó, ÷òî ïðè êâàíòîâîì îïèñàíèè òåðìèí

"ïîëÿðèòîí" îòíîñÿò ÷àùå âñåãî íå ê ñàìîé ýëåêòðîìàãíèòíîé

âîëíå, à ê ñîîòâåòñòâóþùåé êâàçè÷àñòèöå � êâàíòó ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ â ñðåäå ("�îòîíó â ñðåäå").

Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿðèòîíîâ â èçîòðîïíûõ ñðåäàõ

ìîæåò áûòü ðàçâèòà [33℄, åñëè ïðè èññëåäîâàíèè ïîïåðå÷íûõ êî-

ëåáàíèé èîíîâ ó÷èòûâàåòñÿ ïîïåðå÷íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ýëåêòðè-

÷åñêîãî ïîëÿ

~̈ξt+ω
2
TO
~ξt = γ1 ~Et,

~Pt =γ1~ξt + γ2 ~Et.
(7.83)

Óðàâíåíèÿ (7.83) íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà

rot ~H =
1

c

(

~̇Et + 4π ~̇Pt

)

, rot ~Et = −1

c
~̇Ht,

div ~H =0, div
(

~Et + 4π ~Pt

)

= 0,
(7.84)

ñâÿçûâàþùèìè ïîïåðå÷íûå ïîëÿ

~Ht,
~Et ñ ïîïåðå÷íîé óäåëüíîé

ïîëÿðèçóåìîñòüþ.

�åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé áóäåì èñêàòü â âèäå

Ex

Ex0
=

Px

Px0
=

ξx
ξx0

=
Hy

Hy0
= exp[i(kz − ωt)], (7.85)

òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(ω2
TO − ω2)ξx − γ1Ex = 0, kEx =

ω

c
Hy,

Px =γ1ξx + γ2Ex, kHy =
ω

c
(Ex + 4πPx).

(7.86)

Óñëîâèå íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ýòîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê

ðàâåíñòâó

c2k2

ω2
= 4π

(

γ2 +
γ21

ω2
TO − ω2

)

. (7.87)
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Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ γ1, γ2 èç (7.79), ïîëó÷èì

c2k2

ω2
=
ε∞(ω2

LO − ω2)

ω2
TO − ω2

. (7.88)

Óðàâíåíèå (7.79) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çàêîí äèñïåðñèè ýëå-

ìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé - ïîëÿðèòîíîâ. Òàê, îòíîñèòåëüíî ω
óðàâíåíèå (7.79) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

ε∞ω
4 − ω2

(

ε∞ω
2
LO + k2c2

)

+ k2c2ω2
TO = 0. (7.89)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (7.80) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.89) ïðèíèìàþò

âèä:

ω2
1,2 =

1

2ε∞

[

ε0ω
2
TO + c2k2 ±

√

(ε0ω2
TO + c2k2)

2 − 4ε∞c2k2ω2
TO

]

.

(7.90)

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ k ðåøåíèÿ (7.90) ïðèíèìàþò âèä:

ω2
1 =

c2k2

ε0
, ω2

2 =
ε0ω

2
TO

ε∞
+
c2k2

ε∞
= ω2

LO +
c2k2

ε∞
. (7.91)

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k (k ≫ ωTO
√
ε0/c), íî åùå óäîâëåò-

âîðÿþùèõ óñëîâèþ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî îïèñàíèÿ (ka < 1),

ω2
1 = ω2

TO, ω2
2 =

c2k2

ε∞
. (7.92)

Òàêèì îáðàçîì, èìåþòñÿ äâå âåòâè ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé

(ïîëÿðèòîíîâ): ïåðâàÿ âåòâü ñ ÷àñòîòàìè 0 ≤ ω1(k) < ωTO è âòî-

ðàÿ âåòâü ñ ÷àñòîòàìè â èíòåðâàëå ωLO ≤ ω2(k) <∞ (ðèñ. 7.22).

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k âîçáóæäåíèÿ ïåðâîé âåòâè ñîâïàäàþò
ñ ïîïåðå÷íûìè �îíîíàìè, à âîçáóæäåíèÿ âòîðîé âåòâè � ñ �îòî-

íàìè â ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε∞. Îäíàêî â
îêðåñòíîñòè çíà÷åíèé k = ωTO

√
ε0/c ïîëÿðèòîíû ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé âåñüìà ñëîæíóþ ¾ñìåñü¿ �îòîíîâ è �îíîíîâ. Ïîëÿðèòîí-

íûå âîçáóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè ýëåêòðîìàãíèòíûìè

âîëíàìè âíóòðè êðèñòàëëà. Ýíåðãèÿ ýòèõ âîëí âêëþ÷àåò â ñåáÿ

è ýíåðãèþ ïîëÿðèçàöèîííûõ êîëåáàíèé êðèñòàëëà.

Â îáëàñòè ïðîçðà÷íîñòè êðèñòàëëà (ε(ω) > 0) ïîëÿðèòîíû
áîëüøèõ äëèí âîëí òîæäåñòâåííî ñîâïàäàþò ñ �îòîíàìè â êðè-

ñòàëëå, îòëè÷àÿñü îò ñâîáîäíûõ �îòîíîâ òîëüêî ìåíüøåé (â n

309



�èñ. 7.22. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå �îíîí-ïîëÿðèòîíîâ [67℄

ðàç, ãäå n � ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ) äëèíîé âîëíû. Ïåðâàÿ

ïîëÿðèòîííàÿ âåòâü îïèñûâàåò �îòîíû ñ ÷àñòîòàìè, ìåíüøèìè

ωTO, à âòîðàÿ � �îòîíû ñ ÷àñòîòàìè, ïðåâûøàþùèìè ωLO.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå íå ó÷èòûâàëàñü äèñ-

ïåðñèÿ ïîïåðå÷íûõ îïòè÷åñêèõ �îíîíîâ. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò

èìåòü â âèäó, ÷òî �îðìóëà (7.81) äëÿ ε(ω) ñïðàâåäëèâà òîëüêî
âíå îáëàñòè ïîãëîùåíèÿ ω 6= ωTO, ïîýòîìó íàéäåííûå ïîëÿðè-

òîííûå âåòâè ñîîòâåòñòâóþò ýëåêòðîìàãíèòíûì âîëíàì â êðè-

ñòàëëå òîëüêî â îáëàñòè ïðîçðà÷íîñòè. Ó÷åò êîíå÷íîãî âðåìåíè

æèçíè ïîïåðå÷íûõ �îíîíîâ ïðèâîäèò è ê êîíå÷íûì âðåìåíàì

æèçíè è ïîëÿðèòîííûõ ñîñòîÿíèé. Êðîìå òîãî, ý��åêò èçëó÷å-

íèÿ êðèñòàëëàìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê äîïîëíè-

òåëüíîìó ñîêðàùåíèþ âðåìåíè æèçíè ïîëÿðèòîíîâ.

Â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî êðèñòàëëà âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü

ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí èíîãî òèïà � ðàñïðî-

ñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü ïîâåðõíîñòè è íå óäàëÿþùèõñÿ îò íåå â

ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè, ò. å. êàê áû ¾ïðèâÿçàííûõ¿ ê

ïîâåðõíîñòè. Òàêèå âîëíû åñòåñòâåííî íàçâàòü ïîâåðõíîñòíûìè

â ïðîòèâîâåñ îáúåìíûì, êîòîðûå ñóùåñòâóþò â ãëóáèíå êðèñòàë-

ëà è íå ÷óâñòâóþò âëèÿíèÿ åãî ïîâåðõíîñòè. Îòñóòñòâèå ý��åê-

òà ðàñïðîñòðàíåíèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàñïëûâàíèÿ äè�ðàêöèè

â íàïðàâëåíèè, íîðìàëüíîì ê ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà, àâòîìà-
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òè÷åñêè âëå÷åò çà ñîáîé çàòóõàíèå ïîëÿ âäîëü íîðìàëè âãëóáü

êðèñòàëëà. Â ýòîì òàêæå ïðîÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíûé õàðàêòåð

âîëíû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîâåðõíîñòíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîë-

íû âîçáóæäàþòñÿ â îïðåäåëåííîé îêðåñòíîñòè ÷àñòîòû ïîëÿðíî-

ãî ïåðåõîäà è íîñÿò �àêòè÷åñêè ñìåøàííûé ýëåêòðîìàãíèòíî-

ìåõàíè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîýòîìó èõ îáû÷íî íàçûâàþò ïîâåðõ-

íîñòíûìè ïîëÿðèòîíàìè. Èòàê, ïîâåðõíîñòíûé ïîëÿðèòîí åñòü

ïîâåðõíîñòíàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà â êðèñòàëëå, êîòîðàÿ,

êàê è â îáúåìíîì ñëó÷àå, óäîâëåòâîðÿåò ìàêðîñêîïè÷åñêèì óðàâ-

íåíèÿì Ìàêñâåëëà. Îäíàêî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå âáëèçè ãðà-

íèöû êðèñòàëëà äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü òàêæå ãðàíè÷íûì óñëî-

âèÿì, êîòîðûå ñâÿçûâàþò êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ïîëÿ ïî îáå ñòî-

ðîíû îò ãðàíèöû. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïîëå âíå êðèñòàëëà, ò. å.

â ñðåäå, ãðàíè÷àùåé ñ íèì, òàêæå îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïîëå ïîâåðõ-

íîñòíûõ ïîëÿðèòîíîâ ëîêàëèçîâàíî ïî îáå ñòîðîíû îò ïîâåðõíî-

ñòè êðèñòàëëà è çàòóõàåò ïðè óäàëåíèè îò íåå â ëþáóþ ñòîðîíó.

Ïðè ýòîì ïîòîê ýíåðãèè äëÿ âîëíû ïîâåðõíîñòíûõ ïîëÿðèòîíîâ

òàíãåíöèàëåí ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà.

Ïîëó÷èì çàêîí äèñïåðñèè äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïîëÿðèòîíîâ,

ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü ïëîñêîé ãðàíèöû: èçîòðîïíûé íåìàã-

íèòíûé èîííûé êðèñòàëë (z < 0) � âàêóóì (z > 0). Áóäåì îïèñû-

âàòü êðèñòàëë â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè ïîñðåäñòâîì çàâè-

ñÿùåé îò ÷àñòîòû äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè, çàäàâàåìîé

âûðàæåíèåì (7.81). Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, êîòîðûå íåîáõîäèìî

ðåøèòü, èìåþò âèä:

div(ε ~E) = 0, div ~H = 0, rot ~H =
1

c
ε ~̇E, rot ~E = −1

c
~̇H. (7.93)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ òèïà

~E = ~E(z) exp[i(kxx− ωt)], ~H = ~H(z) exp[i(kxx− ωt)]. (7.94)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèÿ (7.93), ïîñëå ïðåîáðàçî-

âàíèé ïîëó÷èì

∂2Ex

∂z2
= α2Ex,

∂Ez

∂z
= −ikxEx, (7.95)

ãäå α2 = k2x − ε(ω/c)2.
Èç ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóþò ðåøåíèÿ äëÿ êðèñòàëëà

Ex(z) = exp(αz), Ez(z) = −ikx
α

exp(αz), (7.96)

311



äëÿ âàêóóìà

Ex(z) = A exp(−α0z), Ez(z) = i
kx
α0
A exp(−α0z), (7.97)

ãäå α2
0 = k2x − (ω/c)2.

Òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ Ez è Dx = ε(ω)Ex íà ïîâåðõ-

íîñòè z = 0 ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

ε(ω) +
α

α0
= 0, (7.98)

èç êîòîðîãî ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ α è α0 ïîëó÷àåì

ω = kxc

√

ε(ω) + 1

ε(ω)
. (7.99)

Êîãäà çíà÷åíèÿ kx âåëèêè, òî èç (7.99) ïîëó÷àåì, ÷òî ε(ω) → −1
è, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ïðåäåëå âûïîëíÿåòñÿ âûðàæåíèå (7.82).

Óñëîâèå (7.98) ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïîëÿðèòîíîâ çà-

äàåò îòðèöàòåëüíóþ âåëè÷èíó äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè

äëÿ ÷àñòîò ïîâåðõíîñòíûõ ïîëÿðèòîíîâ. Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ

(7.81) ýòî ìîæåò áûòü âûïîëíåíî, òîëüêî êîãäà ωTO < ω < ωLO,

ò. å. â îáëàñòè ÷àñòîò, â êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò îáúåìíûõ ïîëÿ-

ðèòîíîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ïîâåðõíîñòíûå ïîëÿðèòîíû ìîãóò èìåòü íå-

ñêîëüêî âåòâåé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýëåìåí-

òàðíûå ÿ÷åéêè êðèñòàëëîâ ñîäåðæàò íåñêîëüêî èîíîâ, ïîýòîìó

÷èñëî ïîïåðå÷íûõ îïòè÷åñêèõ âåòâåé, �îíîíû êîòîðûõ âçàèìî-

äåéñòâóþò ñ �îòîíàìè, èçëó÷àåìûìè ïðè îïòè÷åñêèõ êîëåáàíè-

ÿõ, òàêæå ìîæåò áûòü íåñêîëüêî. Ïðèìåðîì ñèñòåìû, â êîòîðîé

íàáëþäàåòñÿ ýòî ÿâëåíèå, ñëóæèò æåëåçîèòòðèåâûé ãðàíàò (ñì.

ðèñ. 7.23) [108℄.

7.3.5. Ïîâåðõíîñòíûå ìàãíîíû

Ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè �åððîìàãíåòèêà

èëè àíòè�åððîìàãíåòèêà èçâåñòíû êàê ñïèíîâûå âîëíû, èëè ìàã-

íîíû. �àññìîòðèì ñèñòåìó, â êîòîðîé êàæäîìó óçëó ðåøåòêè ñî-

îòâåòñòâóåò âïîëíå îïðåäåëåííûé ñïèíîâûé ìîìåíò

~Sn. Ìåæäó
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�èñ. 7.23. Äèñïåðñèÿ �îíîííûõ ïîâåðõíîñòíûõ ïîëÿðèòîíîâ â

Y3FeSO2, èçìåðåííàÿ ìåòîäîì ÍÏÂÎ [108℄

ñîñåäíèìè ñïèíàìè ñóùåñòâóåò êîðîòêîäåéñòâóþùåå êâàíòîâî-

ìåõàíè÷åñêîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå, çàäàâàåìîå ãàìèëüòîíè-

àíîì �åéçåíáåðãà

Ĥ = −
∑

n,m

Jnm ~̂Sn
~̂Sm. (7.100)

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì �åððîìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ÿâëÿåò-

ñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü èíòåãðàëà îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó

áëèæàéøèìè ñïèíàìè àòîìîâ, ò. å. J ≡ Jn,n±1 > 0, äëÿ àíòè�åð-
ðîìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ � J < 0.

Äëèííîâîëíîâóþ ñïèíîâóþ âîëíó â �åððîìàãíåòèêàõ ìîæíî

îïèñûâàòü êàê êîãåðåíòíóþ ïðåöåññèþ ïîïåðå÷íîé ñîñòàâëÿþ-

ùåé íàìàãíè÷åííîñòè êðèñòàëëà âîêðóã íàïðàâëåíèÿ âíåøíåãî

ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Êâàíòîâàíèå ñïèíîâûõ âîëí ïðè-

âîäèò ê ââåäåíèþ ïîíÿòèÿ ýëåìåíòàðíîãî âîçáóæäåíèÿ � ìàãíî-

íà.

�àññìîòðèì, ñëåäóÿ [99℄, ïðîñòåéøóþ îäíîìåðíóþ ðåøåòêó

ñïèíîâ. Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñïèíà

~̂Sn â n-ì óçëå èìååò
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âèä:

d~̂Sn

dt
= J

(

~̂Sn × ~̂Sn+1 − ~̂Sn−1 × ~̂Sn

)

. (7.101)

Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ñïèíû

~̂Sn äîïóñòèìî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê îáû÷íûå âåêòîðû. Óðàâíåíèå (7.101) ÿâëÿåòñÿ íåëè-

íåéíûì, íî åãî ìîæíî ëèíåàðèçîâàòü, ïîëîæèâ, ÷òî êîìïîíåíòà

Snx åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ Snx = Sx. Òîãäà â ëèíåàðèçîâàí-

íîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå (7.101) ïðèíèìàåò âèä ñëåäóþùåé

ñèñòåìû óðàâíåíèé:

dSny

dt
=JSx (2Snz − Sn+1,z − Sn−1,z) ,

dSnz

dt
=JSx (2Sny − Sn+1,y − Sn−1,y) .

(7.102)

Ïîñêîëüêó ñïèíîâûå âîëíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âðàùåíèå ñïèíà

îòíîñèòåëüíî îñè z, òî ðåøåíèå óðàâíåíèé (7.102) áóäåì èñêàòü

â âèäå

Sny =A sin(ωmt) exp(inak),

Snz =A cos(ωmt) exp(inak),
(7.103)

ãäå a - ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè, k - âîëíîâîé âåêòîð.
Ïîäñòàâëÿÿ (7.103) â (7.102), ïîëó÷àåì äëÿ ÷àñòîòû ñïèíîâûõ

âîëí ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

ωm = 2JSx [1− cos(ak)] . (7.104)

Â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè (ka ≪ 1) ýíåðãèÿ ñïèíîâûõ

âîëí (ìàãíîíîâ) â �åððîìàãíåòèêàõ ε(k) = ~ωm ≃ JSxa
2k2,

ò.å. ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó âîëíîâîãî âåêòîðà. Äàííàÿ âåòâü

ñïèíîâûõ âîëí ïîëó÷èëà íàçâàíèå àêóñòè÷åñêîé. Â ìàãíèòíûõ

ñïëàâàõ, êîãäà â ñîñòàâ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ìîãóò âõîäèòü íå-

ñêîëüêî ìàãíèòíûõ èîíîâ, ñïèíîâûå âîëíû íàðÿäó ñ àêóñòè÷å-

ñêîé âåòâüþ ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ îïòè÷åñêèìè âåòâÿìè êî-

ëåáàíèé, ÷àñòîòû êîòîðûõ, êàê è â ñëó÷àå îïòè÷åñêèõ �îíîííûõ

âåòâåé, ñòðåìÿòñÿ ê íåêîòîðîé êîíñòàíòå ïðè ñòðåìëåíèè âîëíî-

âîãî âåêòîðà âîçáóæäåíèé ê íóëþ.

Â òðåõìåðíîé ðåøåòêå ñïèíîâ çàêîí äèñïåðñèè àêóñòè÷åñêèõ

ñïèíîâûõ âîëí â �åððîìàãíåòèêàõ â ïðèáëèæåíèè âçàèìîäåé-
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�èñ. 7.24. Ïðåäñòàâëåíèå ñïèíîâîé âîëíû êàê ïðåöåññèè âîêðóã îñè

(a) è ïîâåðõíîñòíàÿ ñïèíîâàÿ âîëíà (á) [86℄

ñòâèÿ áëèæàéøèõ ñïèíîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ âûðàæåíèåì

ωm(k) = JSν

[

1− 2

ν
(cos(akx) + cos(aky) + cos(akz))

]

, (7.105)

ãäå ν � êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî ðåøåòêè, õàðàêòåðèçóþùåå ÷èñëî
áëèæàéøèõ ñîñåäåé ó àòîìà â êðèñòàëëå.

Â äâóõïîäðåøåòî÷íîì àíòè�åððîìàãíåòèêå çàêîí äèñïåðñèè

àêóñòè÷åñêèõ ñïèíîâûõ âîëí õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëåå ñëîæíîé çà-

âèñèìîñòüþ:

ωm(k) = 2JSν
√

1− γ2(k), γ(k) =
1

ν

∑

a

ei
~k~a. (7.106)

Äëÿ ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè ñ ν = 6 âûðàæåíèå äëÿ γ(k)
ïðèíèìàåò âèä γ(k) = (cos(akx)+cos(aky)+cos(akz))/3. Â äëèííî-

âîëíîâîì ïðèáëèæåíèè (ka≪ 1) ïîëó÷àåì (1−γ2(k))1/2 ≃ ka/
√
3

è, ñëåäîâàòåëüíî, ωm(k) ≃ 4
√
3JSka, ò. å. àêóñòè÷åñêèå ìàãíî-

íû â àíòè�åððîìàãíåòèêàõ õàðàêòåðèçóþòñÿ ëèíåéíîé çàâèñè-

ìîñòüþ îò âîëíîâîãî âåêòîðà, â îòëè÷èå îò êâàäðàòè÷íîé çàâè-

ñèìîñòè â �åððîìàãíåòèêàõ.

Íà ðèñ. 7.24 ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíà ñïèíîâàÿ âîëíà â îäíî-

ìåðíîì ñëó÷àå (ðèñ. 7.24,à). Òàì æå (ðèñ. 7.24,á) èçîáðàæåíà ïî-

âåðõíîñòíàÿ ñïèíîâàÿ âîëíà, àìïëèòóäà êîòîðîé óáûâàåò ïî ìåðå
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�èñ. 7.25. Êà÷åñòâåííàÿ äèñïåðñèîííàÿ äèàãðàììà ìàãíîííûõ çîí

[86℄

óäàëåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè. Ïðåäñòàâëåí ñëó÷àé àêóñòè÷åñêîé ñïè-

íîâîé âîëíû â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè, êîãäà îðèåíòàöèÿ

ñïèíîâ â äàëåêèõ äðóã îò äðóãà óçëàõ ðåøåòêè ìåíÿåòñÿ ñëàáî.

Â îïòè÷åñêîé ñïèíîâîé âîëíå ïðîåêöèè ïðåöåññèðóþùèõ ñïèíîâ

â ñîñåäíèõ óçëàõ îðèåíòèðîâàíû ïðîòèâîïîëîæíî.

Â ðàáîòå [218℄ ïðåäñòàâëåíî äåòàëüíîå îïèñàíèå ïîâåðõíîñò-

íûõ ñïèíîâûõ âîëí äëÿ ìíîãîàòîìíûõ èçîòðîïíûõ �åððîìàã-

íåòèêîâ. Áûëè ïîëó÷åíû äèñïåðñèîííûå çàâèñèìîñòè äëÿ àêó-

ñòè÷åñêîé ω
(ac)
s (k) è îïòè÷åñêîé ω

(op)
s (k) âåòâåé ïîâåðõíîñòíûõ

ñïèíîâûõ âîëí, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæå-

íèÿìè:

ω(ac)
s ( ~K) =ωm( ~K)− 2JS(chβn− 1),

ω(op)
s ( ~K) =ωm( ~K) + 2JS(chβn+ 1),

(7.107)

ãäå

~K � òàíãåíöèàëüíûé ê ïîâåðõíîñòè âîëíîâîé âåêòîð, ωm( ~K)
� äèñïåðñèîííàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ îáúåìíûõ ìàãíîíîâ, ðàñïðî-

ñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ èìååò âèä:

ωm( ~K) = 2JS [2− cos(aKx)− cos(aKy)] . (7.108)

Ïàðàìåòð β > 0 â (7.107) õàðàêòåðèçóåò çàòóõàíèå àìïëèòóäû

ïîâåðõíîñòíûõ ìàãíîíîâ ïðè óäàëåíèè îò ïîâåðõíîñòè, îïèñûâà-

åìîå çàêîíîì exp(−βn), ãäå n � íîìåð óçëà, îòñ÷èòûâàåìûé îò

íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè.

316



�èñ. 7.26. Ñðàâíåíèå ïîâåðõíîñòíîé è îáúåìíîé íàìàãíè÷åííîñòè â

Ni40Fe40B20 [193℄

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.107) ýíåðãèÿ àêóñòè÷åñêèõ ìàãíîíîâ íè-

æå, ÷åì ó ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåìíûõ ìàãíîíîâ, à ýíåðãèè îïòè-

÷åñêèõ ìàãíîíîâ � âûøå. Ñõåìàòè÷åñêè ýòî ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ.

7.25, ãäå ïîêàçàíà êà÷åñòâåííàÿ äèñïåðñèîííàÿ äèàãðàììà ìàã-

íîíîâ. Áîëåå òîíêàÿ ñòðóêòóðà äèñïåðñèîííîé äèàãðàììû ïðî-

àíàëèçèðîâàíà â ðàáîòå [218℄, ãäå îïèñàíû îñîáåííîñòè ñïèíîâûõ

âîëí äëÿ ìàãíèòíûõ ìàòåðèàëîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Òèïè÷íûå

çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà äëÿ ñïèíîâûõ âîëí îáû÷íî ïðåâîñ-

õîäÿò âåëè÷èíó 106ñì−1.

Îäíàêî âîçìîæíî âîçáóæäåíèå ñïèíîâûõ âîëí è ñ ñóùåñòâåí-

íî ìåíüøèìè âîëíîâûìè âåêòîðàìè. Â [218℄ îòìå÷àåòñÿ, ÷òî

â ìèêðîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâàõ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñïèíîâûå

âîëíû ñ âîëíîâûì âåêòîðîì 103ñì−1. Òèïè÷íàÿ ÷àñòîòà äëÿ ñïè-
íîâûõ âîëí ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó 109 − 1010 �ö, ÷òî ãîâîðèò î

äîñòàòî÷íî íèçêîé ýíåðãèè ìàãíîíîâ: îíè ëåãêî âîçáóæäàþòñÿ

äàæå ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû äåòåêòèðîâàíèÿ ïîâåðõíîñò-

íûõ ñïèíîâûõ âîëí. Îíè ïðîÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ïðè áðèëëþ-

ýíîâñêîì ðàññåÿíèè ñâåòà íà ïîâåðõíîñòè ìàãíèòíîãî ìàòåðèà-
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ëà [37℄: â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòîòà ðàññåÿííûõ ïîâåðõíîñòüþ âîëí

èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó ±ωs çà ñ÷åò ïîãëîùåíèÿ èëè âîçáóæ-

äåíèÿ ïàäàþùèì ñâåòîì ìàãíîíà ñ ýíåðãèåé ~ωs. Äðóãîé ìåòîä

ñîñòîèò â èçìåðåíèè ïîâåðõíîñòíîé íàìàãíè÷åííîñòè ìàòåðèàëà.

Ïîñêîëüêó âîçáóæäåíèå ìàãíîíîâ ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ íàìàã-

íè÷åííîñòè, òî èçìåíåíèå íàìàãíè÷åííîñòè ìîæíî ñâÿçàòü ñ ÷èñ-

ëîì âîçáóæäàåìûõ ìàãíîíîâ. Òàê êàê àêóñòè÷åñêèå ïîâåðõíîñò-

íûå ìàãíîíû èìåþò ìåíüøóþ ýíåðãèþ, ÷åì îáúåìíûå ìàãíîíû,

òî ñ ïîâûøåíèåì òåìïåðàòóðû ïîâåðõíîñòíàÿ íàìàãíè÷åííîñòü

áóäåò óáûâàòü áûñòðåå, ÷åì îáúåìíàÿ. Òàêîå ðàçëè÷èå â ñêîðîñòè

óáûâàíèÿ ïîâåðõíîñòíîé è îáúåìíîé íàìàãíè÷åííîñòåé ñ òåìïå-

ðàòóðîé ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èññëåäîâàíèÿìè

(ðèñ. 7.26) [193℄.

7.4. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Äàòü êëàññè�èêàöèþ òèïîâ äå�åêòîâ, îñíîâàííóþ íà èõ

ðàçìåðíîñòè. Ïðèâåñòè ïðèìåðû äå�åêòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ðàçëè÷íûì ðàçìåðíîñòÿì. Îòëè÷èòåëüíûå îñîáåííîñòè îïèñàíèÿ

ñëàáî íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì.

2. Ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíûå ý��åêòû âëèÿíèÿ äå�åêòîâ

ñòðóêòóðû íà ñïåêòð ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé â òâåðäûõ òå-

ëàõ.

3. Êàêîâû îòëè÷èòåëüíûå îñîáåííîñòè âëèÿíèÿ íà ñâîéñòâà

òâåðäûõ òåë è ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäå-

íèé ïðîòÿæåííûõ äå�åêòîâ ñòðóêòóðû (äèñëîêàöèé, ïîâåðõíî-

ñòè, ãðàíèö çåðåí) ïî ñðàâíåíèþ ñ âëèÿíèåì òî÷å÷íûõ äå�åêòîâ

ñòðóêòóðû?

4. Ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíûå ý��åêòû âëèÿíèÿ òî÷å÷íûõ äå-

�åêòîâ ñòðóêòóðû íà ñïåêòð ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé â òâåð-

äûõ òåëàõ íà ïðèìåðå ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû.

5. Îïèñàòü âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äå�åêòîâ ñòðóêòóðû íà ñïåêòð

êîëåáàíèé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè.

6. Â ÷åì îáùíîñòü è êàêèå îòëè÷èÿ âî âëèÿíèè äå�åêòîâ

ñòðóêòóðû íà ñïåêòð êîëåáàíèé àòîìîâ ðåøåòêè è ýëåêòðîííûé

ñïåêòð?

7. Îõàðàêòåðèçîâàòü âëèÿíèå äå�åêòîâ ñòðóêòóðû íà äè�-

�óçèþ è èîííóþ ïðîâîäèìîñòü â êðèñòàëëàõ.
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8. Îïèñàòü âëèÿíèå ïîâåðõíîñòè íà ýëåêòðîííûé ïîâåðõíîñò-

íûé ñïåêòð â ïðèáëèæåíèè ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ.

9. Îïèñàòü âëèÿíèå ïîâåðõíîñòè íà ñïåêòð ïëàçìåííûõ êîëå-

áàíèé.
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�ëàâà 8

Ìåòîä �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè è åãî ïðè-

ëîæåíèÿ ê �èçèêå ïîâåðõíîñòíûõ ÿâëå-

íèé

8.1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ãëàâå ïîñëåäîâàòåëüíî èçëîæåíà ìåòîäèêà ñàìîñîãëà-

ñîâàííîãî ðàñ÷åòà ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè è ðàáîòû âûõîäà ìå-

òàëëîâ â ðàìêàõ ìåòîäà �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè (ÌÔÏ) ñ ó÷åòîì

ãðàäèåíòíûõ ïîïðàâîê íà íåîäíîðîäíîñòü ýëåêòðîííîãî ãàçà â

ïðèïîâåðõíîñòíîé îáëàñòè äëÿ êèíåòè÷åñêîé è îáìåííî-êîððåëÿ-

öèîííîé ýíåðãèé. �àññìîòðåíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæå-

íèé äëÿ îáìåííî-êîððåëÿöèîííûõ ïîïðàâîê ê ïëîòíîñòè ýíåðãèè

íåîäíîðîäíîé ýëåêòðîííîé ñèñòåìû íà çíà÷åíèÿ ïîâåðõíîñòíîé

ýíåðãèè è ðàáîòû âûõîäà, êàê ïðîñòûõ, òàê è ïåðåõîäíûõ ìåòàë-

ëîâ.

Äåìîíñòðèðóþòñÿ ìåòîäèêà è ðåçóëüòàòû ñàìîñîãëàñîâàííî-

ãî ðàñ÷åòà âåëè÷èíû ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé èîííîé ïëîñêîñòè

â ðàçëè÷íûõ ìåòàëëàõ è ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ äàííûõ ðåëàê-

ñàöèîííûõ ý��åêòîâ íà çíà÷åíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê

äëÿ ðÿäà ìåòàëëîâ.

Äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîí-èîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ìåòàëëàõ

øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïñåâäîïîòåíöèàëîâ. Îäíèì èç ïðî-

ñòåéøèõ òèïîâ ïñåâäîïîòåíöèàëîâ ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïîòåíöèàë

Àøêðî�òà, õàðàêòåðèçóåìûé åäèíñòâåííûì ïîäãîíî÷íûì ïàðà-

ìåòðîì. Ñàìîñîãëàñîâàííàÿ âàðèàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ìåòîäà

�óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòü ïàðà-

ìåòð ïñåâäîïîòåíöèàëà Àøêðî�òà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòàëëîâ, à

òåì ñàìûì îñóùåñòâëÿòü ðàñ÷åò âëèÿíèÿ ýëåêòðîí-èîííîãî âçàè-

ìîäåéñòâèÿ íà âåëè÷èíó ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè è ðàáîòû âûõîäà

ìåòàëëîâ.

320



8.2. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ìåòîäà �óíê-

öèîíàëà ïëîòíîñòè

Ôóíêöèîíàë ïëîòíîñòè - îäíî èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ ïîíÿòèé âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ �èçèêè. Àòîìíàÿ

è ÿäåðíàÿ �èçèêà, �èçèêà êðèñòàëëîâ è æèäêîñòåé, �èçèêà ïî-

âåðõíîñòè è àäñîðáöèîííûõ ÿâëåíèé - âîò äàëåêî íå ïîëíûé ïåðå-

÷åíü òåõ îáëàñòåé ñîâðåìåííîé �èçèêè, ãäå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ

ìåòîä �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè.

Â ðàìêàõ ýòîãî ìåòîäà ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âçàèìî-

äåéñòâóþùèõ ÷àñòèö âî âíåøíåì ïîëå è òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïî-

òåíöèàë ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê îäíîçíà÷íûå �óíêöèîíà-

ëû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö n(~r). Ìèíèìóì

òàêîãî �óíêöèîíàëà çàäàåò èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè â

ñèñòåìå. Òàêèì îáðàçîì, ââîäèòñÿ â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ðàñ÷å-

òà ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ

ñèñòåìû íå ìíîãî÷àñòè÷íàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò

áîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ â êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå,

à ïëîòíîñòü ÷àñòèö, îïðåäåëÿåìàÿ â îáû÷íîì òðåõìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Î÷åâèäíî, ÷òî èìåòü äåëî ñ �óíêöèåé òðåõ ïåðåìåí-

íûõ íåèçìåðèìî ëåã÷å, ÷åì ðàáîòàòü ñ ïîëíîé âîëíîâîé �óíê-

öèåé ñèñòåìû. Ñëîæíîñòü æå ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

òî÷íûé âèä �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè, îïðåäåëÿþùåãî ýíåðãèþ îñ-

íîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, íå èçâåñòåí è åãî ïîñòðîåíèå âûõî-

äèò çà ðàìêè ñàìîãî ìåòîäà �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè. Îïðåäåëå-

íèå ñîñòàâëÿþùèõ �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ, êàê

ïðàâèëî, â ðàìêàõ êâàíòîâîé òåîðèè ìíîãîýëåêòðîííûõ ñèñòåì.

8.2.1. Òåîðèÿ �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè â �îð-

ìóëèðîâêå Õîýíáåðãà - Êîíà

Èñõîäíûé ïóíêò ìåòîäà ÔÏ ñîñòîèò â äîêàçàííîé Õîýíáåðãîì è

Êîíîì [149℄ òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè óíèâåðñàëüíîãî �óíêöèî-

íàëà ýíåðãèè ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ïîëå âíåøíåãî

ïîòåíöèàëà v(r). Ïëîòíîñòü n(~r) îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñâÿçàííîé
ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ â íåêîòîðîì âíåøíåì

ïîòåíöèàëå v(~r) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ýòîò ïîòåíöèàë.

Ïðèìå÷àíèÿ:
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1. Òåðìèí "îäíîçíà÷íî" çäåñü îçíà÷àåò "ñ òî÷íîñòüþ äî íå

ïðåäñòàâëÿþùåé èíòåðåñà àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé".

2. Â ñëó÷àå âûðîæäåííîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ òåîðåìà îòíî-

ñèòñÿ ê ïëîòíîñòè n(~r) ëþáîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.

3. Äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãèì.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åíü ïðîñòîå. Ïðèâåäåì åãî äëÿ íåâûðîæ-

äåííîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ïóñòü n(~r) - ïëîòíîñòü íåâûðîæäåííîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
ñèñòåìû N ýëåêòðîíîâ â ïîòåíöèàëå v1(~r), îòâå÷àþùàÿ îñíîâíî-
ìó ñîñòîÿíèþ Ψ1 è ýíåðãèè E1. Òîãäà

E1 = (Ψ1, H1Ψ1) =

∫

v1(~r)n(~r)d~r + (Ψ1, (T + U)Ψ1), (8.1)

ãäå H1 - ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí, ñîîòâåòñòâóþùèé v1, a T è U -

îïåðàòîðû êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ.

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âòîðîé ïîòåíöèàë v2(~r), êî-
òîðûé íå ðàâåí v1(~r) + const, è åìó îòâå÷àåò îñíîâíîå ñîñòîÿíèå
Ψ2 6= exp(iθ)Ψ1, ïðèâîäÿùåå ê òîé æå ñàìîé ïëîòíîñòè n(~r).
Òîãäà

E2 =

∫

v2(~r)n(~r)d~r + (Ψ2, (T + U)Ψ2). (8.2)

Ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå Ψ1 ïðåäïîëàãàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, ïðèí-

öèï ìèíèìóìà �ýëåÿ-�èòöà äëÿ Ψ1 ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

E1 < (Ψ2, H1Ψ2) =

∫

v1(~r)n(~r)d~r + (Ψ2, (T + U)Ψ2) =

=E2 +

∫

[v1(~r)− v2(~r)]n(~r)d~r.

(8.3)

Àíàëîãè÷íî

E2 ≤ (Ψ1, HΨ1) = E1 +

∫

[v2(~r)− v1(~r)]n(~r)d~r, (8.4)

ãäå èñïîëüçîâàí çíàê ≤, ïîñêîëüêó íåâûðîæäåííîñòüΨ2 íå ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ. Ñëîæåíèå íåðàâåíñòâ ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ:

E1 + E2 < E1 + E2 . Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó îò

ïðîòèâíîãî (redutio ad absurdum), ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâî-

âàíèè âòîðîãî ïîòåíöèàëà v2(~r), êîòîðûé íåðàâåí v1(~r) + const,
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íî äàåò òó æå ñàìóþ ïëîòíîñòü n(~r), íå ìîæåò áûòü âåðíûì.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåâûðîæäåííîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ëåì-

ìà äîêàçàíà. Ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü n(~r) îïðåäåëÿåò êàê ÷èñëî

÷àñòèö N , òàê è ïîòåíöèàë v(~r) (ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííîé

àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé), îíà äàåò ïîëíûé ãàìèëüòîíèàíH è îïå-

ðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö N äëÿ ýëåêòðîííîé ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî,

n(~r) íåÿâíî îïðåäåëÿåò âñå ñâîéñòâà, ïîëó÷àåìûå èç H ïóòåì

ðåøåíèÿ çàâèñÿùåãî èëè íå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè óðàâíåíèÿ

Øð¼äèíãåðà (äàæå ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíûõ âîçìóùåíèé

òèïà ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé), íàïðèìåð, ìíîãî÷àñòè÷íûå ñîá-

ñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ψ(0)(~r1 . . . ~rN ), ψ(1)(~r1 . . . ~rN ), äâóõ÷àñòè÷íóþ
�óíêöèþ �ðèíà G(~r1, t1;~r2, t2), ÷àñòîòíî-çàâèñÿùóþ ýëåêòðè÷å-

ñêóþ ïîëÿðèçóåìîñòü α(ω) è ò.ä. Ñëåäóåò íàïîìíèòü, ÷òî âñÿ ýòà
èí�îðìàöèÿ íåÿâíî ñîäåðæèòñÿ â n(~r) - ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âîïðîñó: ìîæåò

ëè ëþáàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ n(~r) ñ ðåãóëÿðíûì ïîâåäåíè-

åì, èíòåãðàë îò êîòîðîé ðàâåí öåëîìó ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó

N , ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïëîòíîñòü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ êàêîìó-íèáóäü ïîòåíöèàëó v(~r)? Òàêàÿ ïëîòíîñòü íà-
çûâàåòñÿ v-ïðåäñòàâèìîé (v-representable, VR). Ñ îäíîé ñòîðîíû

(ïîëîæèòåëüíîé), ðàçëàãàÿ ïî ñòåïåíÿì λ, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ëþáàÿ ðåàëüíàÿ ïî÷òè îäíîðîäíàÿ ïëîòíîñòü âèäà n(~r) = n0+
+λ
∑

n(~q) exp(i~q~r) ÿâëÿåòñÿ v-ïðåäñòàâèìîé èëè ÷òî äëÿ îòäåëü-
íîé ÷àñòèöû ëþáàÿ íîðìèðîâàííàÿ ïëîòíîñòü n(~r) = |ψ(~r)|2 òàê-
æå v-ïðåäñòàâèìà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ëåâè [170℄ ïîêàçàë íà ïðè-

ìåðå íåêîòîðîé ãèïîòåòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ âûðîæäåííûì îñíîâ-

íûì ñîñòîÿíèåì, ÷òî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïëîòíîñòè ñ ðåãóëÿð-

íûì ïîâåäåíèåì, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ v-ïðåäñòàâèìûìè. Èçó-
÷åíèå òîïîëîãèè îáëàñòåé v-ïðåäñòàâèìîñòè â àáñòðàêòíîì ïðî-

ñòðàíñòâå âñåõ n(~r) â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîäîëæàåòñÿ. Íî ïîêà

íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî íåðåøåííîñòü ýòîé ïðîáëåìû íå ÿâëÿ-

åòñÿ ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé ÌÔÏ.

8.2.2. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Õîýíáåðãà-Êîíà

Ñàìàÿ âàæíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ýëåêòðîííîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿ-

íèÿ - ýòî åãî ýíåðãèÿ E. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âîëíîâûõ �óíêöèé

E ìîæíî íàéòè èëè íåïîñðåäñòâåííî ïóòåì ïðèáëèæåííîãî ðå-
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øåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà Hψ = Eψ, èëè èç ïðèíöèïà ìè-

íèìóìà �ýëåÿ - �èòöà:

E = minΨ̃(Ψ̃, HΨ̃), (8.5)

ãäå Ψ̃ - íîðìèðîâàííàÿ ïðîáíàÿ �óíêöèÿ äëÿ äàííîãî ÷èñëà ýëåê-

òðîíîâ N . Ôîðìóëèðîâêà ïðèíöèïà ìèíèìóìà íå ÷åðåç ïðîáíûå
�óíêöèè Ψ̃, à ÷åðåç ïðîáíûå ïëîòíîñòè ñ(~r) âïåðâûå áûëà äàíà
â [149℄. Çäåñü ìû èçëîæèì áîëåå ëàêîíè÷íûé âûâîä Ëåâè [170℄,

íàçûâàåìûé ìåòîäîì óñëîâíîãî ïîèñêà. Âñÿêàÿ ïðîáíàÿ �óíê-

öèÿ Ψ̃ ñîîòâåòñòâóåò ïðîáíîé ïëîòíîñòè ñ(~r), ïîëó÷åííîé ïóòåì
èíòåãðèðîâàíèÿ Ψ̃∗Ψ̃ ïî âñåì ïåðåìåííûì, êðîìå ïåðâîé, è óìíî-

æåíèÿ ðåçóëüòàòà íà N . Ìèíèìèçàöèþ (8.5) ìîæíî âûïîëíèòü â

äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà çàäàäèì ïðîáíóþ ïëîòíîñòü ñ(~r) è îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Ψ̃α
ñ êëàññ ïðîáíûõ �óíêöèé äëÿ äàííîé ïëîòíîñòè ñ.

Ïðè �èêñèðîâàííîé ñ(~r) îïðåäåëèì óñëîâíûé ìèíèìóì ýíåðãèè

êàê

Ev[ñ(~r)] ≡ minα(Ψ̃
α
ñ, HΨ̃α

ñ) =

∫

v(~r)ñ(~r)d~r + F [ñ(~r)], (8.6)

ãäå

F [ñ(~r)] ≡ minα(Ψ̃
α
ñ(~r), (T + U)Ψ̃α

ñ(~r)). (8.7)

Ôóíêöèîíàë F [ñ(~r)] íå òðåáóåò òî÷íîãî çíàíèÿ ïîòåíöèàëà v(~r).
Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèâåðñàëüíûé �óíêöèîíàë ïëîòíîñòè

ñ(~r) (íåâàæíî, v-ïðåäñòàâèìîé èëè íåò). Íà âòîðîì ýòàïå ìèíè-

ìèçèðóåì (8.6) ïî âñåì ñ:

E = minñ(~r)Ev[ñ(~r)] = minñ(~r)

{∫

v(~r)ñ(~r)d~r + F [ñ(~r)]

}

. (8.8)

Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ìèíèìóì äîñòè-

ãàåòñÿ òîãäà, êîãäà ñ(~r) åñòü ïëîòíîñòü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, à

äëÿ âûðîæäåííîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ - êîãäà ñ(~r) åñòü îäíà èç
ïëîòíîñòåé îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (ëþáàÿ). Èòàê, òðóäíîïðåîäîëè-

ìàÿ ïðîáëåìà ïîèñêà ìèíèìóìà (ψ̃,Hψ̃) ïî 3N -ìåðíûì ïðîáíûì

�óíêöèÿì ψ̃ ïðåîáðàçîâàíà â êàæóùóþñÿ òðèâèàëüíîé ïî ñâî-

åìó âèäó çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà Ev[ñ(~r)] ïî 3-ìåðíûì

ïðîáíûì �óíêöèÿì ñ(~r). Â äåéñòâèòåëüíîñòè îïðåäåëåíèå (8.7)

äëÿ F [ñ(~r)] ïðèâîäèò íàñ êàê ðàç îáðàòíî - ê ìèíèìèçàöèè ïî
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3N -ìåðíûì ïðîáíûì âîëíîâûì �óíêöèÿì. Òåì íå ìåíåå, äîñòèã-

íóò çíà÷èòåëüíûé �îðìàëüíûé ïðîãðåññ: ïîëó÷åíû ñòðîãèå �îð-

ìóëèðîâêè, ïðè÷åì öåëèêîì íà ÿçûêå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè

ñ(~r), äëÿ çàäà÷è î íàõîæäåíèè ïëîòíîñòåé è ýíåðãèé îñíîâíî-

ãî ñîñòîÿíèÿ, à òàêæå äëÿ õîðîøî îïðåäåëåííîãî, õîòÿ è íåèç-

âåñòíîãî â ÿâíîì âèäå, �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè F [ñ(~r)], êîòîðûé
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ýíåðãèè âçàè-

ìîäåéñòâèÿ (T +U) è ñâÿçàí ñ ïëîòíîñòüþ ñ (ñì. �îðìóëó (8.7)).

8.2.3. Ñàìîñîãëàñîâàííûå óðàâíåíèÿ

Êîíà � Øýìà

Õàðòðè â ðàáîòå [147℄ ââåë ñèñòåìó ñàìîñîãëàñîâàííûõ îäíî÷à-

ñòè÷íûõ óðàâíåíèé äëÿ ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèÿ ýëåêòðîííîé

ñòðóêòóðû àòîìîâ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåêòðîí äâèæåòñÿ â

íåêîòîðîì ý��åêòèâíîì îäíî÷àñòè÷íîì ïîòåíöèàëå

vH(~r) = −Z
r
+

∫

n(~r′)

|~r − ~r′|
dV ′, (8.9)

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ïîòåíöèàë, îáóñëîâëåííûé ÿä-

ðîì ñ àòîìíûì íîìåðîì Z, à âòîðîå - ïîòåíöèàë, ñâÿçàííûé ñ

óñðåäíåííûì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè n(~r) (ñ ó÷åòîì îòðèöà-

òåëüíîãî çàðÿäà ýëåêòðîíà). Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå êàæäîãî

ýëåêòðîíà ïîä÷èíÿåòñÿ îäíî÷àñòè÷íîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà

{

−1

2
∇2 + vH(~r)

}

ϕj(~r) = εjϕj(~r), (8.10)

ãäå ÷åðåç j îáîçíà÷åíû êàê ïðîñòðàíñòâåííûå, òàê è ñïèíîâûå

êâàíòîâûå ÷èñëà. Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü çàïèñûâàåòñÿ êàê

n(~r) =

N
∑

j=1

|ϕj(~r)|2. (8.11)

Çäåñü (â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè) ñóììà áåðåòñÿ ïî N íèæíèì ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ïðèíöèïó çàïðåòà Ïà-

óëè. Óðàâíåíèÿ (8.9) - (8.11) íàçûâàþòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííûìè

óðàâíåíèÿìè Õàðòðè. Èõ ðåøåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ âûáîðà ïåðâîãî

ïðèáëèæåíèÿ äëÿ n(~r) (íàïðèìåð, òåîðèè Òîìàñà-Ôåðìè), çàòåì
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ñòðîèòñÿ vH(~r), ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (8.10) äëÿ ϕj(~r) è ïî �îð-

ìóëå (8.11) âû÷èñëÿåòñÿ íîâàÿ ïëîòíîñòü n(~r), êîòîðàÿ äîëæíà

áûòü ðàâíà èñõîäíîé n(~r). Åñëè îíè íå ðàâíû, âñÿ ïðîöåäóðà

ïîâòîðÿåòñÿ ñíà÷àëà, è òàê äî òåõ ïîð, ïîêà îíè íå ñðàâíÿþòñÿ.

Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Õàðòðè (8.10) âûãëÿäèò êàê

óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ,

äâèæóùèõñÿ âî âíåøíåì ïîòåíöèàëå veff . Óäàñòñÿ ëè íàéòè ÷òî-
íèáóäü ïîëåçíîå â �îðìóëèðîâêå ÌÔÏ äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþ-

ùèõ ýëåêòðîíîâ, äâèæóùèõñÿ â çàäàííîì âíåøíåì ïîòåíöèàëå

v(~r)? Äëÿ òàêîé ñèñòåìû âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Õîýíáåðãà-Êîíà

ïðèíèìàåò âèä

Ev(~r)[ñ] ≡
∫

v(~r)ñ(~r)d~r + Ts[ñ(~r)] ≥ E, (8.12)

ãäå (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñ(~r) äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåê-
òðîíîâ v-ïðåäñòàâèìà) Ts[ñ(~r)] òîæäåñòâåííî ðàâíà êèíåòè÷å-

ñêîé ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåê-

òðîíîâ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè ñ(~r). Çàïèøåì óðàâíåíèå

Ýéëåðà-Ëàãðàíæà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî âûðàæåíèå (8.12) ñòàöèîíàðíî

ïî îòíîøåíèþ ê òàêèì âàðèàöèÿì ñ(~r), ïðè êîòîðûõ ñîõðàíÿåòñÿ
ïîëíîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ:

δEv(~r)[ñ] ≡
∫

δñ(~r)

{

v(~r) +
δ

δñ(~r)
Ts[ñ(~r)]|ñ=n − ε

}

d~r = 0,

(8.13)

ãäå ñ(~r) - òî÷íàÿ ïëîòíîñòü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ v(~r). Çäåñü
ε - ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, îáåñïå÷èâàþùèé ñîõðàíåíèå ÷èñëà ÷à-
ñòèö. Â ýòîì ðåøàåìîì ñëó÷àå áåç âçàèìîäåéñòâèÿ ìû çíàåì,

÷òî ìîæíî íàéòè ýíåðãèþ è ïëîòíîñòü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, âû-

÷èñëèâ ñîáñòâåííûå �óíêöèè ϕj(~r) è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ εj
ñëåäóþùèõ îäíî÷àñòè÷íûõ óðàâíåíèé áåç âçàèìîäåéñòâèÿ:

{

−1

2
∇2 + v(~r)− εj

}

ϕj(~r) = 0. (8.14)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

E =

N
∑

j=1

εj ;n(~r) =

N
∑

j=1

|ϕj(~r)|2. (8.15)
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Çäåñü j íóìåðóåò êàê ïðîñòðàíñòâåííûå êâàíòîâûå ÷èñëà, òàê è
ñïèíîâûå èíäåêñû ±1.
Âîçâðàùàÿñü ê ïðîáëåìå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ, êî-

òîðûå ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü ïðèáëèæåííî ñ ïîìîùüþ óðàâíå-

íèé òèïà îäíî÷àñòè÷íûõ óðàâíåíèé Õàðòðè, ìû òåïåðü ñïåöè-

àëüíî çàïèøåì �óíêöèîíàë F [ñ(~r)] (8.7) â âèäå

F [ñ(~r)] ≡ Ts[ñ(~r)] +
1

2

∫

ñ(~r)ñ(~r′)

|~r − ~r′|
d~r~r′ + Exc[ñ(~r)], (8.16)

ãäå Ts[ñ(~r)] - �óíêöèîíàë êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íåâçàèìîäåé-

ñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ (8.12). Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå Exc[ñ(~r)] -
ýòî òàê íàçûâàåìûé �óíêöèîíàë îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé ýíåð-

ãèè, è �îðìóëà (8.16) ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî îïðåäåëåíèåì. Òîãäà âà-

ðèàöèîííûé ïðèíöèï Õîýíáåðãà-Êîíà äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ

ýëåêòðîíîâ ïðèíèìàåò âèä

Ev[ñ(~r)] ≡
∫

v(~r)ñ(~r)d~r + Ts[ñ(~r)]+

+
1

2

∫

ñ(~r)ñ(~r′)

|~r − ~r′|
d~rd~r′ + Exc[ñ(~r)] ≥ E.

(8.17)

Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ çàäàííî-

ãî ïîëíîãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ èìååò âèä

δEv(~r)[ñ] ≡
∫

δñ(~r)

{

veff (~r) +
δ

δñ(~r)
Ts[ñ(~r)]|ñ=n − ε

}

d~r = 0,

(8.18)

ãäå

veff (~r) ≡ v(~r) +

∫

n(~r′)

|~r − ~r′|
d~r′ + vxc(~r) (8.19)

è

vxc(~r) ≡
δ

δñ(~r)
Exc[ñ(~r)]|ñ=n. (8.20)

Òåïåðü óðàâíåíèå (8.18) ïî âèäó èäåíòè÷íî óðàâíåíèþ (8.13)

äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ â íåêîòîðîì ý�-

�åêòèâíîì âíåøíåì ïîòåíöèàëå veff âìåñòî v(~r), è, òàêèì îáðà-

çîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ìèíèìèçèðóþùàÿ ïëîòíîñòü n(~r) îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ îäíî÷àñòè÷íîãî óðàâíåíèÿ

{

−1

2
∇2 + veff (~r)− εj

}

ϕj(~r) = 0 (8.21)
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ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé

n(~r) =

N
∑

j=1

|ϕj(~r)|2, (8.22)

veff (~r) ≡ v(~r) +

∫

n(~r′)

|~r − ~r′|
d~r′ + vxc(~r), (8.23)

ãäå vxc(~r) - ëîêàëüíûé îáìåííî-êîððåëÿöèîííûé ïîòåíöèàë,

�óíêöèîíàëüíî çàâèñÿùèé îò ïîëíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíî-

ñòè ñ(~r), ñîãëàñíî �îðìóëå (8.20). Ñåé÷àñ ýòè ñàìîñîãëàñîâàííûå
óðàâíåíèÿ íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè Êîíà - Øýìà.

Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

E =

N
∑

j=1

εj+Exc[n(~r)]−
∫

vxc(~r)n(~r)d~r−
1

2

∫

n(~r)n(~r′)

|~r − ~r′|
d~r′. (8.24)

Åñëè âîîáùå ïðåíåáðå÷ü ýíåðãèåé Exc è ïîòåíöèàëîì vxc, òî
óðàâíåíèÿ Êîíà-Øýìà (8.21)-(8.24) ñâîäÿòñÿ ê ñàìîñîãëàñîâàí-

íûì óðàâíåíèÿì Õàðòðè. Òåîðèþ Êîíà-Øýìà �îðìàëüíî ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèâåäåíèå òåîðèè Õàðòðè ê òî÷íîìó âèäó.

Åñëè Exc è vxc èçâåñòíû òî÷íî, òî âñå ìíîãî÷àñòè÷íûå ý��åêòû

â ïðèíöèïå ó÷òåíû. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâëåêàåò

îñíîâíîå âíèìàíèå ê �óíêöèîíàëó Exc[ñ(~r)]. Ïðàêòè÷åñêàÿ ïðè-
ãîäíîñòü ÌÔÏ äëÿ ðàñ÷åòà ñèñòåì â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè öåëèêîì

è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ìîæíî ëè íàéòè òàêèå ïðèáëè-

æåíèÿ äëÿ �óíêöèîíàëà Exc[ñ(~r)], êîòîðûå äîñòàòî÷íî ïðîñòû è

â òî æå âðåìÿ äîñòàòî÷íî òî÷íû.

Ïðèìå÷àíèÿ:

1. Òî÷íûé ý��åêòèâíûé îäíî÷àñòè÷íûé ïîòåíöèàë veff (~r)
òåîðèè Êîíà-Øýìà (8.23) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê �èê-

òèâíûé âíåøíèé ïîòåíöèàë, êîòîðûé â ñëó÷àå íåâçàèìî-

äåéñòâóþùèõ ÷àñòèö äàåò òàêóþ æå ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü

n(~r), êàê è ïëîòíîñòü âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ â ðå-
àëüíîì âíåøíåì ïîòåíöèàëå v(~r). Òàêèì îáðàçîì, åñëè èñ-

òèííàÿ ïëîòíîñòü n(~r) èçâåñòíà èç íåçàâèñèìîãî èñòî÷íèêà
(íàïðèìåð, èç ýêñïåðèìåíòà èëè, â ñëó÷àå ìàëûõ, ñèñòåì, èç
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òî÷íûõ âû÷èñëåíèé ìíîãî÷àñòè÷íûìè ìåòîäàìè ñ èñïîëü-

çîâàíèåì âîëíîâûõ �óíêöèé), òî veff (~r), à ñëåäîâàòåëüíî,
è vxc(~r) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû íåïîñðåäñòâåííî èç ïëîò-

íîñòè n(~r).

2. Áëàãîäàðÿ òåñíîé ñâÿçè ñ òî÷íîé �èçè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ

n(~r), îäíî÷àñòè÷íûå âîëíîâûå �óíêöèè Êîíà-Øýìà ϕj(~r)
ìîæíî ñ÷èòàòü "îïòèìàëüíûìè ïî ïëîòíîñòè", òîãäà êàê

âîëíîâûå �óíêöèè Õàðòðè-Ôîêà ϕHF
j (~r) ÿâëÿþòñÿ "îïòè-

ìàëüíûìè ïî ïîëíîé ýíåðãèè", â òîì ñìûñëå, ÷òî íîðìè-

ðîâàííûé äåòåðìèíàíò Õàðòðè-Ôîêà äàåò ñàìóþ íèçøóþ

ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, êàêóþ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ îä-

íèì äåòåðìèíàíòîì. Ñ òåõ ïîð êàê ïîÿâèëñÿ ÌÔÏ, òåð-

ìèí "îáìåííàÿ ýíåðãèÿ" ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáìåííîé

ýíåðãèè, âû÷èñëåííîé ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íûõ âîëíîâûõ

�óíêöèé ÊØ ϕj(~r), à íå âîëíîâûõ �óíêöèé Õàðòðè-Ôîêà
ϕHF
j (~r). (Äëÿ îäíîðîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà îáà îïðåäåëå-

íèÿ ñîâïàäàþò; ðàçëè÷èÿ îáû÷íî î÷åíü ìàëû.)

3. Ñòðîãî ãîâîðÿ, íè òî÷íûå âîëíîâûå �óíêöèè Êîíà-Øýìà

ϕj , íè ýíåðãèè εj íå èìåþò êàêîãî-ëèáî ðåàëüíîãî �èçè-

÷åñêîãî ñìûñëà, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî à) ñóùåñòâóåò

ñâÿçü (8.22) ìåæäó ϕj è èñòèííîé �èçè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ

n(~r) è á) ýíåðãèÿ ñàìîãî âåðõíåãî çàïîëíåííîãî ñîáñòâåííî-
ãî çíà÷åíèÿ εj , îòñ÷èòàííàÿ îò âàêóóìíîãî íóëÿ, ñîâïàäàåò
ñ ýíåðãèåé èîíèçàöèè.

Íàêîíåö, îáñóäèì òàêóþ âàæíóþ îñîáåííîñòü ýëåêòðîííîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè, êàê îñöèëëÿöèè Ôðèäåëÿ.

Èõ ïðîèñõîæäåíèå ñâÿçàíî ñ âîëíîâûìè ñâîéñòâàìè ýëåêòðîíîâ

è îáúÿñíÿåòñÿ äè�ðàêöèåé áëîõîâñêèõ âîëí íà ãðàíèöå ìåòàëëà.

Ýòîò ý��åêò ðàññìîòðåí Êîíîì è Øýìîì [159℄. Âûáðàâ â óðàâ-

íåíèè (8.21) â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ðåøåíèÿ âîëíîâóþ �óíêöèþ

ýëåêòðîíà â âèäå ïëîñêîé âîëíû, îíè íàøëè ñîîòâåòñòâóþùóþ

ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (8.21) ñ ý��åêòèâíûì

ïîòåíöèàëîì äàâàëî ñëåäóþùèé ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ äëÿ âîë-

íîâîé �óíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ñ èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèîííîé

ïðîöåäóðû è ñàìîñîãëàñîâàíèÿ ïîòåíöèàëà ïîëó÷åíî îñöèëëèðó-

þùåå âáëèçè ïîâåðõíîñòè ðåøåíèå äëÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè.

Îäíàêî äëÿ ìåòàëëîâ ñ âûñîêîé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòüþ òàêèå

îñöèëëÿöèè âåñüìà ìàëû.
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8.2.4. Ìåòîä ïðîáíûõ �óíêöèé. Ïðèáëèæåíèå

Òîìàñà-Ôåðìè

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè ÌÔÏ â �îðìóëèðîâêå Õîýí-

áåðãà-Êîíà óäîáíî ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû çàïè-

ñûâàòü â âèäå �óíêöèîíàëà

E[n(~r)] =

∫

w[n(~r)]d~r, (8.25)

ââîäÿ w[n(~r)] - ïëîòíîñòü ýíåðãèè, â êîòîðîé ó÷èòûâàþòñÿ ñîâî-
êóïíîñòü ñîñòàâëÿþùèõ. Âî-ïåðâûõ, ó÷èòûâàåòñÿ ýëåêòðîñòàòè-

÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ. Îíà âêëþ÷àåò ýíåð-

ãèþ ýëåêòðîíîâ âî âíåøíåì ïîòåíöèàëå v(~r), êîòîðûé, â ÷àñòíî-
ñòè, ìîæåò âêëþ÷àòü ïñåâäîïîòåíöèàë èîíîâ:

w1(~r) = v(~r)n(~r). (8.26)

Äðóãàÿ ÷àñòü ýëåêòðîñòàòèñòè÷åñêîé ýíåðãèè ó÷èòûâàåò êó-

ëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ äðóã ñ äðóãîì:

w2(~r) =
1

2

∫

n(~r)n(~r′)

|~r − ~r′| d~r
′. (8.27)

Äðóãîé ñîñòàâëÿþùåé ÿâëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ (�åðìèåâñêàÿ)

ýíåðãèÿ âûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà ïëîòíîñòè n(~r), êîòî-
ðóþ áóäåì âû÷èñëÿòü ïî �îðìóëàì, ñâÿçûâàþùèì åå ñ ïëîòíî-

ñòüþ èäåàëüíîãî îäíîðîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà n(~r). Ïðè ýòîì

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåîäíîðîäíîñòü ýëåêòðîííîãî ãàçà ìàëà, òàê

÷òî ñîõðàíÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó ýíåðãèåé è ïëîòíîñòüþ

(ýòî ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ïëîòíîñòè

|∇n(r)| < n0/rs, ãäå rs åñòü ðàäèóñ ÿ÷åéêè Âèãíåðà-Çåéòöà è

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì 4/3πr3s = n−10 ). Äðóãèìè ñëîâàìè, â

àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö (e = me = ~ = 1):

εF (r) = p2F (r)/2 = 1/2(3π2)2/3n2/3(r). (8.28)

Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ

âûðàæåíèåì

wkin(r) = 0.3(3π2)2/3n5/3(r). (8.29)

Óìåíüøåíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîííîãî ãàçà,

îáóñëîâëåííîå îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì ýëåêòðîíîâ, áóäåì
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îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ �îðìóëû, ïîëó÷àåìîé â ïðèáëèæåíèè

Õàðòðè-Ôîêà [49℄:

wx(~r) = − 1

4π4
J(~r). (8.30)

Çäåñü J(~r) = 4πp4F (~r) � îáìåííûé èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïëîò-
íîñòè ýëåêòðîíîâ â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì,

wx(~r) = −0.75(3/π)1/3n4/3(~r). (8.31)

Äëÿ êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà èí-

òåðïîëÿöèîííàÿ �îðìóëà Âèãíåðà [214℄:

wc(~r) =
−0.056n4/3(~r)

0.079 + n1/3(~r)
, (8.32)

äîñòàòî÷íî òî÷íàÿ äëÿ ïëîòíîñòåé ýëåêòðîíîâ, èìåþùèõ ìåñòî

â ðåàëüíûõ ìåòàëëàõ (2 < rs < 6), òîãäà êàê �îðìóëà �åëëìàíà-
Áðàêíåðà [141℄ êîððåêòíà òîëüêî ïðè âûñîêîé ïëîòíîñòè, êîãäà

rs ìàëî. Äðóãèå èñïîëüçóåìûå àïïðîêñèìàöèè ïðåäñòàâëåíû â

[140,153,186℄.

w2[n(z), |∇n|2] =
| ∇n(z) |2
72n(z)

+ w2,xc(z)[n(z), |∇n|2] (8.33)

ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì ãðàäèåíòíîãî ðàçëîæåíèÿ, ó÷èòûâàþ-

ùèì íåîäíîðîäíîñòü ýëåêòðîííîãî ãàçà. Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå -

ïîïðàâêà íà íåîäíîðîäíîñòü ýëåêòðîííîãî ãàçà äëÿ êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè, ïðîèñõîäÿùàÿ îò êâàíòîâûõ ý��åêòîâ ïðè ðàçëîæåíèè

ýíåðãèè ïî ïàðàìåòðó êâàçèêëàññè÷íîñòè (�îðìóëà Âåéöçåêêåðà-

Êèðæíèöà [48,52,211℄), à w2,xc - ïîïðàâêà íà íåîäíîðîäíîñòü äëÿ

îáìåííîé è êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèé.

Äëÿ w2,xc ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ:

1) ïðèáëèæåíèå õàîòè÷åñêèõ �àç (ÏÕÔ)

w2,xc(z) = 0; (8.34)

2) ïðèáëèæåíèå Õàááàðäà [153℄

w2,xc(z) =
|∇n|2

29.16n4/3 + 12n+ 1/235n2/3
; (8.35)
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3) ïðèáëèæåíèå Ñèíãâè-Øîëàíäåðà-Òîçè-Ëàíäà (SSTL) [199℄

w2,xc(z) =
A(n)B2(n)|∇n|2

34/3π5/3n4/3
, (8.36)

ãäå A(n) = 1.063− 0.1537kF (n), B(n) = −0.2736 + 0.618k
1/5
F (n),

kF = (3π2n)1/3 - �åðìèåâñêèé âîëíîâîé âåêòîð;
4) ïðèáëèæåíèå Ëàíãðå�à-Ìåõëÿ (LM) [167℄

w2,xc(z) =
0.00214|∇n|2

n4/3

[

2 exp

(

−0.262|∇n|
n7/6

)

− 7/9

]

; (8.37)

5) ïðèáëèæåíèå Âàøèøòû-Ñèíãâè (VS) [207℄

w2,xc(z) =
A(n)B2(n)|∇n|2

34/3π5/3n4/3
, (8.38)

ãäåA(n) = 0.4666+0.3735k
−2/3
F (n), B(n) = −0.0085+0.3318k

1/5
F (n).

Äàííûå âûðàæåíèÿ äëÿ âåëè÷èí A(n), B(n) ïîëó÷åíû èíòåð-

ïîëÿöèåé çíà÷åíèé, ïðèâåäåííûõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîòàõ.

Îáîáùàÿ âûøåñêàçàííîå è îáîçíà÷àÿ êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë

φ(~r) = v(~r) +
1

2

∫

n(~r′)

|~r − ~r′|d~r
′, (8.39)

çàïèøåì �óíêöèîíàë ýíåðãèè â âèäå:

E[n] =

∫

φ(~r)n(~r)dV +G[n], (8.40)

ãäå G[n] âêëþ÷àåò êèíåòè÷åñêóþ, îáìåííóþ, ãðàäèåíòíóþ è êîð-

ðåëÿöèîííóþ ýíåðãèè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ÌÔÏ äëÿ îïðåäåëåíèÿ "ïðàâèëüíîé" �óíê-

öèè ïëîòíîñòè ýëåêòðîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ n(~r) íåîáõîäèìî ðå-
øèòü ñëåäóþùóþ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó [201℄ äëÿ íàõîæäåíèÿ

ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ E[n]:

∂

∂n
(E[n]− µN) = 0. (8.41)

Çäåñü µ = ∂E[n]/∂N - ëàíãðàíæåâ ìíîæèòåëü ïðè óñëîâèè ñî-

õðàíåíèÿ ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö N =
∫

n(~r)dV = const. Âåëè÷è-
íà µ ñîîòâåòñòâóåò õèìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó ñèñòåìû ýëåêòðî-

íîâ. ×òîáû ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íåîáõîäèìî

332



íàéòè åùå îäíî óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå âåëè÷èíû φ(~r) è n(~r).
Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî v(~r) ñîçäàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì çàðÿäîì

èîíîâ, ðàñïðåäåëåííûì ñ ïëîòíîñòüþ n0(~r), èìååì

v(~r) =

∫

n0(~r
′)

|~r − ~r′|dV
′. (8.42)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåíöèàë φ(r) ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Ïóàññî-

íà ñ ïîëíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà ýëåêòðîíîâ è èîíîâ:

∆φ(~r) = 4π[n0(~r)− n(~r)]. (8.43)

�àññìîòðèì ïëîñêóþ ãðàíèöó ìåòàëëà, âíåøíþþ íîðìàëü ê

êîòîðîé âûáåðåì çà îñü z, òàê ÷òî îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, çàíÿòàÿ
ìåòàëëîì, ñîîòâåòñòâóåò z < 0. Ý��åêòû, ñâÿçàííûå ñ òðåõìåð-
íîñòüþ ìåòàëëà ó÷èòûâàòü íå áóäåì. Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîí-

íóþ ïëîòíîñòü è ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë ìîæíî ñ÷èòàòü

�óíêöèÿìè òîëüêî êîîðäèíàòû z.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âáëèçè ïîâåðõ-

íîñòè ìåòàëëà ïðèìåíèì ìåòîä ïðîáíûõ �óíêöèé: ââîäÿòñÿ íåêî-

òîðûå ïðîáíûå �óíêöèè n = n(αi, z) è φ = φ(αi, z), ãäå αi -

íåêîòîðûå íåîïðåäåëåííûå ïàðàìåòðû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íàõî-

äÿòñÿ, íàïðèìåð, èç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè ïîëíîé ýíåðãèè ñè-

ñòåìû. Ïîäñòàâëÿÿ ââîäèìûå òàêèì îáðàçîì n(z) è φ(z) â (8.40),
íàõîäèòñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Âûáðàííûå ïðîáíûå �óíê-

öèè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî çà-

òóõàíèÿ âíå ìåòàëëà, ñòðåìèòüñÿ ê îáúåìíîìó çíà÷åíèþ ýëåê-

òðîííîé ïëîòíîñòè âíóòðè ìåòàëëà è áûòü íåïðåðûâíûìè íà

ãðàíèöå ìåòàëë-ñðåäà, ïðèâîäÿ ê óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè íîð-

ìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äëÿ ïðè-

áëèæåííîãî âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðà ïðîáíûõ �óíêöèé ñëåäóåò ðå-

øèòü óïðîùåííóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé â G[n℄ (8.40) ó÷èòûâàåòñÿ

òîëüêî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ (ïðèáëèæåíèå Òîìàñà-

Ôåðìè (ÒÔ)). Íàéäåííûå â ïðèáëèæåíèè ÒÔ �óíêöèè ýëåêòðîí-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ïðèìåíÿòü â êà÷åñòâå ïðîáíûõ äëÿ

ðåøåíèÿ ïîëíîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è.

Èñïîëüçóÿ äëÿ ìåòàëëà ìîäåëü "æåëå", â êîòîðîé äèñêðåò-

íîå ðàñïðåäåëåíèå èîíîâ çàìåíÿåòñÿ �îíîì îäíîðîäíî ðàñïðå-

äåëåííîãî ïîëîæèòåëüíîãî çàðÿäà ïëîòíîñòè n0(z), ïåðåïèøåì
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óðàâíåíèå Ïóàññîíà (8.43) â âèäå

d2

dz2
φ(z) = 4π[n0Θ(−z)− n(z)], (8.44)

ãäå Θ(z) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà. Â ïðèáëèæåíèè ÒÔ

E[n(z)] =

∞
∫

−∞

[

0.5φ(z)n(z) + 0.3(3π2)2/3n5/3(z)
]

dz. (8.45)

Ïîäñòàâëÿÿ (8.45) â (8.41) è âàðüèðóÿ, íàõîäèì ñîîòíîøåíèå

φ(z) + 1/2(3π2)2/3n2/3(z) = µ. (8.46)

Ïîñêîëüêó µ åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, ðàâåíñòâî (8.46) ÿâëÿåò-
ñÿ óñëîâèåì ïîñòîÿíñòâà ýëåêòðîõèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â ëþ-

áîé òî÷êå ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè:

φ(−∞) + αn
2/3
0 = φ(z) + αn2/3(z), (8.47)

ãäå α = 1/2(3π2)2/3. Ôîðìóëà (8.47) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óìåíü-

øåíèè ïëîòíîñòè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè äîëæíà âîçðàñ-

òàòü ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Èç óñëîâèÿ (8.47) íàéäåì,

÷òî

n(z) = n0

(

1− φ(z)− φ(−∞)

ξ0

)3/2

, (8.48)

ãäå ξ0 = αn
2/3
0 . Ïîäñòàâëÿÿ (8.48) â âûðàæåíèå (8.43), ïîëó÷èì

óðàâíåíèå ÒÔ:

d2

dz2
φ(z) = 4πn0

[

1−
(

1− φ(z)− φ(−∞)

ξ0

)3/2
]

, z < 0,

d2

dz2
φ(z) = 4πn0

[

1− φ(z)− φ(−∞)

ξ0

]3/2

, z > 0.

(8.49)

Êàê èçâåñòíî [166℄, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÒÔ äàåò ñòåïåííîé çàêîí

ñïàäàíèÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ ñ ðàññòîÿíèåì äî ïîâåðõíîñòè

ìåòàëëà. Ïîýòîìó ðåøåíèå òî÷íîãî óðàâíåíèÿ ÒÔ íå ïîäõîäèò â

êà÷åñòâå ïðîáíûõ �óíêöèé.
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Ïðîâåäåì �îðìàëüíóþ ëèíåàðèçàöèþ óðàâíåíèÿ ÒÔ, ò.å. ðàç-

ëîæèì åãî ïðàâóþ ÷àñòü ïî ñòåïåíÿì φ(z) − φ(−∞) è îòáðîñèì

êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû è ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïàðàìåò-

ðîì ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå èçìåíåíèÿ ýëåêòðîñòàòè÷å-

ñêîãî ïîòåíöèàëà ê ýíåðãèè Ôåðìè [φ(z) − φ(−∞)]/ξ0. Èç �îð-
ìóëû (8.44) ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ïàðàìåòð ìåíüøå åäèíèöû, ïðè÷åì

ïðè z → −∞ îí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à â õâîñòå ýëåêòðîííîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïðè z → +∞ � áëèçîê ê åäèíèöå. Äðóãèìè ñëîâà-

ìè, ïðîöåäóðà ëèíåàðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî êîððåêòíîé ëèøü

â ãëóáèíå ìåòàëëà. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

β =
6πn0

ξ0

1/2

, (8.50)

çàïèøåì ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå ÒÔ â âèäå

d2

dz2
φ(z) =β2[φ(z)− φ(−∞)], z < 0,

d2

dz2
φ(z) =β2[φ(z)− φ(−∞)]− 4πn0, z > 0.

(8.51)

Âûðàæåíèå (8.51) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì äè��åðåí-

öèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà. Åãî ðåøåíèå èìååò âèä:

φ(z) =C1e
βz + C2e

−βz + φ(−∞), z < 0,

φ(z) =C3e
βz + C4e

−βz + φ(−∞) + 4πn0/β
2, z > 0.

(8.52)

Óñëîâèå êîíå÷íîñòè ïîòåíöèàëà ïðè z = +∞ è z = −∞ äàåò C2 =
= C3 = 0. Ïîñòîÿííûå C1 è C4 íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ íåïðåðûâ-

íîñòè ïîòåíöèàëà è åãî ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöå ìåòàëëà z=0:

C1 = 2πn0/β
2, C4 = −2πn0/β

2.

Íàêîíåö, âûáèðàÿ òî÷êó îòñ÷åòà ïîòåíöèàëà φ(∞) = 0, ïîëó-
÷èì φ(−∞) = −4πn0/β

2
. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.52)

èìååò âèä:

φ(z) =
2πn0

β2
eβz − 4πn0

β2
, z < 0,

φ(z) =− 2πn0

β2
e−βz, z > 0.

(8.53)
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Ïîäñòàâëÿÿ (8.53) â óðàâíåíèå Ïóàññîíà, äëÿ �óíêöèè ýëåê-

òðîííîé ïëîòíîñòè èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

n(z) = n0

[(

1− 1

2
eβz
)

Θ(−z) + 1

2
e−βzΘ(z)

]

. (8.54)

Ôóíêöèè (8.53) è (8.54) áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå ïðîá-

íûõ ïðè ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà ýíåðãèè (8.25). Â äàëüíåé-

øåì ïàðàìåòð β ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííûì. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ âåëè÷èíà β ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õàðàêòåðíóþ òîëùèíó

ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ, íà êîòîðîì ðåçêî ìåíÿåòñÿ ýëåêòðîííàÿ

ïëîòíîñòü. Ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû β−1 ðàâíà äëèíå äåáàåâñêîãî

ýêðàíèðîâàíèÿ ïðèìåñåé â ìåòàëëå [49℄. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî

ïðîáíûå �óíêöèè (8.53) è (8.54) ïðèìåíÿëèñü Ñìèòîì â [201℄ áåç

îáñóæäåíèÿ èõ âûâîäà è îáîñíîâàíèÿ.

Â äàëüíåéøåì ìû ïîñòóëèðóåì ïðèìåíèìîñòü ïðîáíûõ �óíê-

öèé, ïîëó÷åííûõ â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíå-

íèÿ ÒÔ, âî âñåé îáëàñòè âáëèçè ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà. Òàêèå

�óíêöèè, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè òî÷íî-

ãî óðàâíåíèÿ ÒÔ òîëüêî â ãëóáèíå ìåòàëëà, óäîâëåòâîðÿþò ïå-

ðå÷èñëåííûì âûøå òðåáîâàíèÿì ê ïðîáíûì �óíêöèÿì. Â ÷àñò-

íîñòè, áóäó÷è ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèìè âíå ìåòàëëà, îíè

áîëüøå ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèþ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è

äëÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè, ÷åì ñòåïåííîå ðåøåíèå òî÷íîãî

óðàâíåíèÿ ÒÔ. Ê íåäîñòàòêàì òàêèõ ïðîáíûõ �óíêöèé ñëåäóåò

îòíåñòè îòñóòñòâèå îñöèëëÿöèé Ôðèäåëÿ, çàòóõàþùèõ îò ïîâåðõ-

íîñòè âãëóáü ìåòàëëà.

8.3. Ïðèìåíåíèå ÌÔÏ ê ðàñ÷åòó

ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè

8.3.1. �àñ÷åò ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ìåòàëëîâ

â ðàìêàõ ìîäåëè æåëå

Äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê âîñïîëüçóåìñÿ ìî-

äåëüþ, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïîëóáåñêîíå÷íûé ìåòàëë, ãðàíè-

÷àùèé ñ âàêóóìîì. �àññìîòðèì ïëîñêóþ ãðàíèöó ìåòàëëà, âíåø-

íþþ íîðìàëü ê êîòîðîé âûáåðåì çà îñü z, òàê ÷òî îáëàñòü ïðî-

ñòðàíñòâà, çàíÿòàÿ ìåòàëëîì, ñîîòâåòñòâóåò z < 0. Â ðàìêàõ äàí-

íîé ìîäåëè ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü n(~r) è ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé
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ïîòåíöèàë φ(~r) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê �óíêöèè òîëüêî êîîðäèíà-
òû z.

Ïðåäñòàâèì �óíêöèîíàë ïîëíîé ýíåðãèè â âèäå ãðàäèåíòíîãî

ðàçëîæåíèÿ

E[n(z)] =

∞
∫

−∞

{

w0[n(z)] + w2[n(z), |∇n|2] + O(|∇|4)
}

dz, (8.55)

ñîñòàâëÿþùèå êîòîðîãî ïðèâåäåíû â âûðàæåíèÿõ (8.25-8.38).

Â êà÷åñòâå ïðîáíûõ �óíêöèé äëÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè è

ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà âûáåðåì ðåøåíèÿ ëèíåàðèçî-

âàííîãî óðàâíåíèÿ Òîìàñà-Ôåðìè (8.54).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî �îðìàëüíî èíòåãðàë (8.55) ðàñõîäèò-

ñÿ. Èëè äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîííîãî ãàçà ïî-

ëóîãðàíè÷åííîé ñèñòåìû � áåñêîíå÷íà. Îäíàêî íàñ èíòåðåñóþò

ëèøü ý��åêòû, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó,

ó÷èòûâàÿ îäíîìåðíîñòü çàäà÷è, óäîáíî ââåñòè âåëè÷èíó ïîâåðõ-

íîñòíîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ â ðàìêàõ ìîäåëè "æåëå" ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé ðàçíîñòü ìåæäó ïîëíîé ýíåðãèåé ñèñòåìû, êîãäà ýëåê-

òðîíû ðàñïðåäåëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ �óíêöèåé n(z) è êîãäà èõ
ðàñïðåäåëåíèå çàäàåòñÿ "ñòóïåíüêîé", òî åñòü n(z) = n0(z) =
= n0Θ(−z):

σ0(βmin) =

∞
∫

−∞

{w[n(z)]− w[n0Θ(−z)]} dz, (8.56)

ãäå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà βmin ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç óñëîâèÿ

ìèíèìàëüíîñòè ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè

∂σ0(β)

∂β

∣

∣

∣

∣

βmin

= 0. (8.57)

Ïðîãðàììà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â (8.56) ïðè îñóùåñòâ-

ëåíèè îäíîâðåìåííîé ìèíèìèçàöèè ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ìå-

òîäîì êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿöèè Ïàóýëà ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè

ðàñ÷åòû ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè σ0 ìåòàëëîâ â ðàìêàõ ìîäåëè

"æåëå" êàê �óíêöèè ïàðàìåòðà rs = (4πn0/3)
−1/3

äëÿ ðàçëè÷-

íûõ îáìåííî-êîððåëÿöèîííûõ ïîïðàâîê íà íåîäíîðîäíîñòü (8.34-

8.38). �åçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ â [20℄ ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà
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�èñ. 8.1. Çàâèñèìîñòü ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè σ0 ìåòàëëîâ â ðàìêàõ

ìîäåëè "æåëå" îò ïàðàìåòðà ïëîòíîñòè rs äëÿ ðàçëè÷íûõ îáìåííî-

êîððåëÿöèîííûõ ïîïðàâîê íà íåîäíîðîäíîñòü: 1 - ïðèáëèæåíèå Õàá-

áàðäà; 2 - VS; 3 - SSTL; 4 - LM; 5 - ÏÕÔ.

ðèñ. 8.1. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî äàííîå ïðèáëèæåíèå áîëåå èëè

ìåíåå ïðèìåíèìî ëèøü äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ìå-

òàëëîâ ñ äîñòàòî÷íî ìàëîé êîíöåíòðàöèåé ñâîáîäíûõ ýëåêòðî-

íîâ (rs > 2.5), òî åñòü, ïî ñóòè, òîëüêî äëÿ ðÿäà ùåëî÷íûõ

ìåòàëëîâ. Ïðè íèçêèõ çíà÷åíèÿõ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè âåëè-

÷èíà ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ïîëîæèòåëüíà è ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ ïðè rs → ∞. Ïðè ýòîì îñíîâíîé âêëàä â ïîâåðõíîñò-

íóþ ýíåðãèþ ñâÿçàí ñ îáìåííî-êîððåëÿöèîííûì âçàèìîäåéñòâè-

åì. Ïðè áîëüøèõ æå çíà÷åíèÿõ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ áîëüøèíñòâó îñòàëüíûõ ìåòàëëîâ, ïîâåðõíîñòíàÿ

ýíåðãèÿ íà÷èíàåò ñòðåìèòåëüíî ïàäàòü è ïåðåõîäèò â îáëàñòü

íå�èçè÷åñêèõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî

ñäåëàòü âûâîä î íåîáõîäèìîñòè ñóùåñòâåííîé êîððåêòèðîâêè ìî-

äåëè "æåëå", ïåðåõîäÿ îò íåïðåðûâíîãî îäíîðîäíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ çàðÿäà èîíîâ (ïîëîæèòåëüíîãî "�îíà") ìîäåëè "æåëå" ê

ó÷åòó äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ â êðèñòàëëè÷åñêîé ðå-

øåòêå.
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8.3.2. Ó÷åò âëèÿíèÿ äèñêðåòíîñòè êðèñòàëëè-

÷åñêîé ðåøåòêè íà âåëè÷èíó ïîâåðõíîñò-

íîé ýíåðãèè

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòîé [165℄, ó÷åò äèñêðåòíîñòè â ðàñïðåäåëå-

íèè èîíîâ ïî óçëàì êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ìåòàëëîâ ïðèâî-

äèò ê ïîïðàâêàì â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ

êàê çà ñ÷åò èîí-èîííîãî, òàê è èîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèé.

Â ðåçóëüòàòå ïîâåðõíîñòíóþ ýíåðãèþ ìåòàëëà ìîæíî çàïèñàòü â

ñëåäóþùåì âèäå:

σ = σ0 + σii + σei, (8.58)

ãäå σ0 � âêëàä îò ýëåêòðîííîé ñèñòåìû â ðàìêàõ ìîäåëè "æå-

ëå", σii âîçíèêàåò îò ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èîíîâ
ìåæäó ñîáîé; σei ñâÿçàí ñ ðàçíîñòüþ â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì âçà-

èìîäåéñòâèè ýëåêòðîíîâ ñ äèñêðåòíûìè èîíàìè è ñ îäíîðîäíûì

�îíîì "æåëå". Äëÿ σii ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëèòè÷åñêèì

âûðàæåíèåì ðàáîòû [132℄:

σii =

√
3Z2

c3
exp

(

− 4πd√
3c

)

, (8.59)

ãäå Z - çàðÿä èîíîâ; c - ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿ-
ìè â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé ïîâåðõíîñòè; d - ìåæïëîñêîñòíîå
ðàññòîÿíèå.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîïðàâêè íà ýëåêòðîí-èîííîå âçàèìîäåéñòâèå

íåîáõîäèìî çàäàòü ïîòåíöèàë îòäåëüíûõ èîíîâ â ìåòàëëå. Ïî-

ñêîëüêó â íàñòîÿùåå âðåìÿ çàäàòü ÿâíûé âèä òàêîãî ïîòåíöèà-

ëà íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, äëÿ ïîäîáíûõ ðàñ÷åòîâ â òåî-

ðèè òâåðäîãî òåëà ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà ìåòîäû è ïðè-

áëèæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ïñåâäîïîòåíöèà-

ëîâ [46℄. Âîñïîëüçóåìñÿ øèðîêî ïðèìåíÿåìûì â �èçèêå ìåòàë-

ëîâ ïñåâäîïîòåíöèàëîì Àøêðî�òà (ïîòåíöèàëîì ïóñòûõ ñ�åð),

ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êîòîðîãî âáëèçè êàæäîãî óçëà i ñ ðàñïî-
ëîæåííûì â íåì èîíîì âàëåíòíîñòè Z ýëåêòðîíû ïðîâîäèìîñòè

"÷óâñòâóþò" ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë, çàäàâàåìûé ñëåäó-

þùèì âûðàæåíèåì:

Vei(~r) =







0, |~r − ~ri| < rc;
−Z

|~r − ~ri|
, |~r − ~ri| > rc,

(8.60)
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ãäå rc - òàê íàçûâàåìûé ðàäèóñ îáðåçàíèÿ. Êàê âèäíî èç (8.60),
èîí â ìîäåëè Àøêðî�òà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïóñòîé øàð ðàäèóñà

rc, ïðèòÿãèâàþùèé ê ñåáå ýëåêòðîíû ïî çàêîíó îáû÷íîãî êóëî-

íîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Âîïðîñ î çíà÷åíèè ïàðàìåòðà rc ïñåâäîïîòåíöèàëà Àøêðî�-
òà äëÿ òîãî èëè èíîãî ìåòàëëà ìîæåò áûòü ðåøåí ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñ�åðó àòîìíîãî ðàäèóñà Rat,

âíóòðè êîòîðîé íàõîäèòñÿ èîí, ñîçäàþùèé ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå

ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì (8.60). Çàïèøåì îáúåìíóþ ýíåðãèþ ýëåê-

òðîííîãî ãàçà, ïðèõîäÿùóþñÿ íà îäèí àòîì, â ñëåäóþùåì âèäå:

EV = Ecul + Ekin + Eex + Ec, ãäå Ecul, Ekin, Ex, Ec ñîîòâåòñòâåí-

íî åå êóëîíîâñêàÿ, êèíåòè÷åñêàÿ, îáìåííàÿ è êîððåëÿöèîííàÿ

ñîñòàâëÿþùèå. Ekin, Eex, Ec ëåãêî ïîëó÷èòü, åñëè â �îðìóëàõ

(8.29-8.32) ïåðåéòè îò ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö n ê ïàðàìåòðó

rs: n = 3/4πr3s è äîìíîæèòü êàæäóþ ñîñòàâëÿþùóþ íà îáúåì,

çàíèìàåìûé îäíèì àòîìîì Vat = 4Zπr3s/3.
Âåëè÷èíó êóëîíîâñêîé ñîñòàâëÿþùåé ýíåðãèè Ecul ìîæíî çà-

ïèñàòü â âèäå

Ecul = 1/2

Ra
∫

0

nVel(~r)d~r +

Ra
∫

0

nVion(~r)d~r, (8.61)

ãäå ïåðâûé èíòåãðàë õàðàêòåðèçóåò ýíåðãèþ âçàìîäåéñòâèÿ ýëåê-

òðîííîãî ãàçà ïëîòíîñòè n ñ ïîòåíöèàëîì, ñîçäàâàåìûì ñàìèì

ýëåêòðîííûì ãàçîì, à âòîðîé èíòåãðàë îòâå÷àåò íåïîñðåäñòâåííî

çà ýëåêòðîí-èîííîå âçàèìîäåéñòâèå, Rat = Z1/3rs � ðàäèóñ àòîìà
â îáúåìå ìåòàëëà. Vel(~r) ìîæíî çàäàòü êàê ïîòåíöèàë, ñîçäàâàå-
ìûé ñ�åðîé ðàäèóñà Rat, çàïîëíåííîé ñâîáîäíûìè ýëåêòðîíàìè:

Vei(~r) =











3Z

2Rat

(

1− r2

3R2
at

)

, r ≤ Rat;

Z

r
, r > Rat,

(8.62)

Vion(~r) â (8.61) çàäàäèì â âèäå ïñåâäîïîòåíöèàëà Àøêðî�òà

(8.60). Ïðîöåäóðà ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â (8.61) ïîçâî-

ëÿåò ïîëó÷èòü äëÿ Ecul ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

Ecul = − 9Z2

10Rat
+

3Z2r2c
2R3

at

. (8.63)
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Ïðîâîäÿ ñóììèðîâàíèå âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ ýíåðãèè, ìîæíî

ïðèéòè â èòîãå ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè

ýëåêòðîííîãî ãàçà â ðàñ÷åòå íà îäèí àòîì êàê �óíêöèè îò ïàðà-

ìåòðà ïëîòíîñòè rs:

EV =w(n0)Zn0 =

=Z

(

1.105

r2s
− 0.458

rs
− 0.056

1 + 0.127rs
+

1.5r2c
r3s

− 0.9Z2/3

rs

)

.

(8.64)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå ìèíèìóìà ïîëíîé ýíåðãèè ýëåêòðîííîãî

ãàçà ïî îòíîøåíèþ ê rs, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ äëÿ îäíîçíà÷-

íîãî îïðåäåëåíèÿ rc äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòàëëîâ:

rc =

√
2rs
3

[

0.458− 2.21

rs
+ 0.9Z2/3 +

0.0071r2s
(1 + 0.127rs)2

]1/2

. (8.65)

Äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîí-èîííîé ñîñòàâëÿþùåé ïîâåðõíîñòíîé

ýíåðãèè σei âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäèêîé, ðàçâèòîé â ðàáîòå [51℄. Â

ñîîòâåòñòâèè ñ [51℄ ïîòåíöèàë (8.60), ñîçäàâàåìûé èîíàìè, îäíî-

ðîäíî "ðàçìàçûâàåòñÿ" ïî êðèñòàëëè÷åñêèì ïëîñêîñòÿì, ïàðàë-

ëåëüíûì ïîâåðõíîñòè, ñ êîîðäèíàòàìè z = −1/2d, −3/2d, −5/2d
è ò.ä. (ìåæïëîñêîñòíîå ðàññòîÿíèå d > rc). Òîãäà ïîïðàâêà σei
áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σei =

∞
∫

−∞

δV (z){n(z)− n0Θ(−z)}dz, (8.66)

ãäå δV (z) èìååò ñìûñë óñðåäíåííîé ïî êðèñòàëëè÷åñêèì ïëîñêî-

ñòÿì ñóììû èîííûõ ïñåâäîïîòåíöèàëîâ çà âû÷åòîì ïîòåíöèàëà

ïîëóáåñêîíå÷íîãî îäíîðîäíîãî �îíà ïîëîæèòåëüíîãî çàðÿäà, à

èìåííî

δV (z) =

〈

∑

i

V i
Àø

(~r)

〉

− φ+(z). (8.67)

δV (z) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ:

δV (z) = δV1(z) + δV2(z),
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ãäå

δV1(z) =
∑

i

〈

V i
Àø

(~r) +
Z

|~r − ~ri|

〉

,

δV2(z) =

〈

∑

i

− Z

|~r − ~ri|

〉

− φ+(z).

(8.68)

Âåëè÷èíà δV1(z) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå çíà÷åíèå ñîâî-

êóïíîñòè òî÷å÷íûõ êóëîíîâñêèõ ïîòåíöèàëîâ, êîòîðûå îòëè÷íû

îò íóëÿ ëèøü â ñ�åðàõ ðàäèóñà rc , îïèñàííûõ âîêðóã êàæäîãî
óçëà i. Óñðåäíåíèå îçíà÷àåò ðàçìàçûâàíèå çàðÿäà èîíîâ ïî êðè-
ñòàëëè÷åñêèì ïëîñêîñòÿì â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì

∑

Z =
∫

ρd,
ãäå ρ = n0d � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà. Â ðåçóëüòàòå, íà-

ïðèìåð, äëÿ îáëàñòè −d/2− rc < z < −d/2 + rc ýëåêòðîñòàòè÷å-
ñêîå ïîëå ìîæåò áûòü çàäàíî ïîòåíöèàëîì ðàâíîìåðíî çàðÿæåí-

íîé ïëîñêîñòè z = −d/2, è ïîñëå ñøèâàíèÿ íà ãðàíèöàõ îáëàñòè
ïîëó÷èì ïðè −d < z < 0 :

δV1(z) = 2πn0{d(rc − |z + d/2|)Θ(rc − |z + d/2|). (8.69)

Âû÷èñëåíèå δV2(z) òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòóþ ýëåêòðî-

ñòàòè÷åñêóþ çàäà÷ó, è â ðåçóëüòàòå äëÿ âåëè÷èíû δV (z) â îáëà-
ñòè ïåðâîé ïðèïîâåðõíîñòíîé èîííîé ïëîñêîñòè (−d < z < 0)
ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

δV (z) =2πn0{d(rc − |z + d/2|)Θ(rc − |z + d/2|)−
−[z + dΘ(−z − d/2)]2}.

(8.70)

Èñïîëüçóÿ äëÿ âåëè÷èíû n(z) ðàñïðåäåëåíèå (8.54), à ïðè

ñóììèðîâàíèè ïî èîííûì ïëîñêîñòÿì ñ z = −(i+d/2), i = 1, 2, ...
ïåðèîäè÷íîñòü ïîòåíöèàëà δV (z − d) = δV (z), â èòîãå èç (8.66)
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ýëåêòðîí-èîííîé ñîñòàâëÿþ-

ùåé ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè:

σei =
2πn2

0

β3
{1− βd exp(−βd/2)

1− exp(−βd) ch(βrc)}. (8.71)

Çíà÷åíèå âåëè÷èíû β êàê âàðèàöèîííîãî ïàðàìåòðà îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïóòåì ìèíèìèçàöèè ïîëíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïîâåðõíîñò-

íîé ýíåðãèè σ, ò.å. ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ

∂σ(β)

∂β
|βmin

=
∂(σ0 + σii + σei)

∂β
|βmin

= 0. (8.72)
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Ñîñòàâëÿþùèå σii è σei â ïîëíîé ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ïîç-
âîëÿþò ïðîàíàëèçèðîâàòü åå çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ è òèïà

ñèììåòðèè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, à òàêæå îáúÿñíèòü íàáëþ-

äàåìóþ â ðÿäå ýêñïåðèìåíòîâ [104℄ çàâèñèìîñòü ïîâåðõíîñòíîé

ýíåðãèè ìåòàëëîâ îò êðèñòàëëîãðà�è÷åñêîé îðèåíòàöèè ïîâåðõ-

íîñòíîé ãðàíè.

Â ðåçóëüòàòå ó÷åòà äèñêðåòíîñòè êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû

âåëè÷èíû σ è β ïðèîáðåòàþò ÿâíóþ �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñè-

ìîñòü îò ïàðàìåòðîâ n0, Z, d, c, rc, õàðàêòåðèçóþùèõ ýëåêòðîí-
íûå ñâîéñòâà ìåòàëëà, åãî ñèììåòðèþ è îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñò-

íîé ãðàíè. Çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóåìûå â ðàñ÷åòàõ,

ïðèâåäåíû â òàáëèöå 8.1.

Ìåäü â ñâîèõ ñîåäèíåíèÿõ è ýëåêòðîííûõ ñâîéñòâàõ ìîæåò

âûñòóïàòü êàê îäíîâàëåíòíûé, òàê è äâóõâàëåíòíûé ìåòàëë.

Ïðîâåäåííûé â [20℄ ðàñ÷åò ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè äëÿ îáîèõ ñëó-

÷àåâ ïîêàçàë õîðîøåå ñîãëàñèå ðàñ÷åòíîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî

çíà÷åíèé ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè äëÿ äâóõâàëåíòíîé ìåäè.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïëàâëåíèè áîëüøèíñòâà ìåòàëëîâ òàêèå

õàðàêòåðèñòèêè, êàê ýëåêòðîïðîâîäíîñòü, òåïëîïðîâîäíîñòü,

óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ è äð., ìåíÿþòñÿ

íåçíà÷èòåëüíî (∼ 10%). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåêòðîííîå ñîñòîÿ-

íèå îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííûì è, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåê-

òðîííóþ ñîñòàâëÿþùóþ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ìåòàëëè÷åñêèõ

ðàñïëàâîâ ìîæíî ïî-ïðåæíåìó âû÷èñëÿòü â ðàìêàõ èçëîæåííî-

ãî âàðèàíòà ìåòîäà �óíêöèîíàëà ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè. Ïðè

ýòîì äëÿ æèäêèõ ìåòàëëîâ îáúåìíàÿ ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü n0

ïðè T = T
ïë

çà ñ÷åò ý��åêòîâ ðàñøèðåíèÿ îêàçûâàåòñÿ íèæå

çíà÷åíèé n0 äëÿ òâåðäûõ ìåòàëëîâ. Èç-çà ýòîãî â ñîîòâåòñòâèè

ñ âûðàæåíèåì (8.65) ïàðàìåòð ïñåâäîïîòåíöèàëà Àøêðî�òà rc
õàðàêòåðèçóåòñÿ äëÿ æèäêèõ ìåòàëëîâ áîëåå âûñîêèìè çíà÷åíè-

ÿìè, ÷åì äëÿ òâåðäûõ.

Ñ ó÷åòîì èçîòðîïíîñòè æèäêèõ ìåòàëëîâ ïàðàìåòðû c è d,
îïðåäåëÿþùèå ñîîòâåòñòâåííî ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè

ñîñåäÿìè â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé ïîâåðõíîñòè, è ìåæïëîñ-

êîñòíîå ðàññòîÿíèå, áåðóòñÿ äëÿ ðàñïëàâîâ ðàâíûìè ïàðàìåòðó

áëèæíåãî ïîðÿäêà, óñòàíàâëèâàåìîìó ïî ïîëîæåíèþ ïåðâîãî ïè-

êà �óíêöèè ðàäèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Òàáëèöà 8.1. Çíà÷åíèÿ èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóåìûå äëÿ

ðàñ÷åòà ïîâåðõíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê, è ýêñïåðèìåíòàëüíûå

çíà÷åíèÿ äëÿ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè σexp è ïàðàìåòðà îòíîñè-

òåëüíîãî ñìåùåíèÿ δ/dexp ïîâåðõíîñòíîé èîííîé ïëîñêîñòè äëÿ

ðÿäà ìåòàëëîâ â êðèñòàëëè÷åñêîì è æèäêîì ñîñòîÿíèÿõ

Ìåòàëë �ðàíü Z n◦ rc d  δ/dexp σexp

àò.åä. àò.åä. àò.åä. àò.åä. % ìÄæ/ì

2

Na 110 5.71 6.99

ÎÖÊ 100 1 0.0038 1.74 4.03 8.06 220

111 2.33 11.41

æ 0.0036 1.77 5.71 5.71 191

K 110 6.99 8.55

ÎÖÊ 100 1 0.00196 2.34 4.94 9.88

111 2.85 13.98

Al 111 4.92 +2.5

�ÖÊ 100 3 0.0269 1.11 3.71 5.25 1140

110 2.63 -5.0

æ 0.0237 1.173 4.65 4.65 856

Cu 111 3.92 -4.1

�ÖÊ 100 2 0.0252 0.938 3.39 4.80 1750

110 2.40 -10.0

æ 0.0219 1.017 4.72 4.72 1350

Fe 110 3.84 4.70

ÎÖÊ 100 4 0.0504 0.945 2.71 5.43 -1.4 2.170

111 1.57 7.67

Cr 110 3.85 4.72

ÎÖÊ 100 4 0.0492 0.956 2.72 5.44 2200

111 1.57 7.69

Pb 111 5.38

(�ÖÊ) 100 4 0.0194 1.46 4.66 6.589 560

110 3.29

æ 0.0184 1.49 6.13 6.13 453
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8.3.3. Ó÷åò âëèÿíèÿ ãðàäèåíòíûõ ïîïðàâîê

4-ãî ïîðÿäêà â ðàñ÷åòàõ ïîâåðõíîñòíîé

ýíåðãèè ìåòàëëîâ

Ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ êîëè÷åñòâåííîãî ñîãëàñèÿ çíà÷åíèé ïîâåðõ-

íîñòíîé ýíåðãèè äëÿ ïåðåõîäíûõ è áëàãîðîäíûõ ìåòàëëîâ ìîæåò

áûòü ïðîâåäåí ó÷åò âëèÿíèÿ íà ïîâåðõíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè

÷ëåíà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî ñòåïåíÿì ãðàäèåíòà n(z) ê ïëîòíî-

ñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè [174℄:

w4,kin =
1.336n

540(3π2n)2/3

{

[∇2n

n

]2

−9

8
(
∇2n

n
)

[ |∇n|
n

]2

+

+
1

3

[ |∇n|
n

]4
}

,

(8.73)

è ê ïëîòíîñòè îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèè [31℄:

w4,xc = 2.94 · 10−4 exp
(

−0.2986n−0.26
)

[∇2n

n

]2

. (8.74)

Â òàáëèöå 8.2 îòðàæåíû ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî â [20℄ èññëå-

äîâàíèÿ âëèÿíèÿ íà çíà÷åíèÿ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè σ ãðàäèåíò-
íûõ ïîïðàâîê ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïðè ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåíèÿõ

äëÿ îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèè â íåîäíîðîäíîé ýëåêòðîí-

íîé ñèñòåìå. Òàê êàê äëÿ ïðîñòûõ ìåòàëëîâ íàèëó÷øèì ÿâèëîñü

ïðèáëèæåíèå VS, à â ñëó÷àå ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ ó÷åò ÷ëåíîâ

ãðàäèåíòíîãî ðàçëîæåíèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïðèâîäèò ê ñó-

ùåñòâåííîìó ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîñòûìè ìåòàëëàìè óâåëè÷åíèþ

çíà÷åíèé ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè, òî â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçî-

âàëè äëÿ ðàñ÷åòîâ ïîâåðõíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê âñåõ ìåòàëëîâ

ïðèáëèæåíèå VS êàê íàèáîëåå óíèâåðñàëüíîå. �åçóëüòàòû ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 8.3.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà âèäíî, ÷òî äëÿ ïðîñòûõ ìåòàëëîâ íàè-

ëó÷øèì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ãðàäèåíòíûõ ïîïðàâîê òîëüêî

âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ Al íåîáõîäèì ó÷åò ãðàäèåíòíûõ ïîïðà-

âîê ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ê êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ÷òî îáóñëîâëå-

íî áîëüøåé íåîäíîðîäíîñòüþ ýëåêòðîííîãî ãàçà ïðè s-p ãèáðè-

äèçàöèè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ. Äëÿ áëàãîðîäíûõ è
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Òàáëèöà 8.2. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà çíà÷åíèé ïîâåðõíîñòíîé ýíåð-

ãèè σ(ìÄæ/ì2
) äëÿ ðÿäà ìåòàëëîâ â ìîäåëè ïñåâäîïîòåíöèàëà

Àøêðî�òà ñ ó÷åòîì ãðàäèåíòíûõ ïîïðàâîê âïëîòü äî ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà äëÿ íàèáîëåå ïëîòíîóïàêîâàííûõ ãðàíåé äëÿ ðàçëè÷íûõ

îáìåííî-êîððåëÿöèîííûõ ïîïðàâîê íà íåîäíîðîäíîñòü

�ðàäèåíòíàÿ

Ìåòàëë ïîïðàâêà ÏÕÔ Õàááàðä SSTL VS

4-ãî ïîðÿäêà

Na ê êèí.ýí. 196 316 250 300

ê îáì.-êîð.ýí. 287 388 332 374

K ê êèí.ýí. 109 158 134 166

ê îáì.-êîð.ýí. 147 189 168 196

Al ê êèí.ýí. 579 1985 1078 1165

ê îáì.-êîð.ýí. 1361 2584 1785 1860

Cu ê êèí.ýí. 534 1871 1013 1104

ê îáì.-êîð.ýí. 1319 2469 1721 1799

Fe ê êèí.ýí. 176 2995 1008 1043

ê îáì.-êîð.ýí. 1506 4142 2365 2395

Cr ê êèí.ýí. 376 2915 997 1035

ê îáì.-êîð.ýí. 1469 4019 2301 2335

Mo ê êèí.ýí. 184 3555 1292 1304

ê îáì.-êîð.ýí. 1780 4789 2748 2759
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Òàáëèöà 8.3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà çíà÷åíèé ïîâåðõíîñòíîé ýíåð-

ãèè σ(ìÄæ/ì2
) äëÿ ðÿäà ìåòàëëîâ â ìîäåëè ïñåâäîïîòåíöèàëà

Àøêðî�òà ñ ó÷åòîì ãðàäèåíòíûõ ïîïðàâîê âïëîòü äî ÷åòâåðòî-

ãî ïîðÿäêà â ïðèáëèæåíèè VS äëÿ íàèáîëåå ïëîòíîóïàêîâàííûõ

ãðàíåé

�ðàäèåíòíàÿ �ðàä.ïîïðàâêà �ðàä.ïîïðàâêà

Ìåòàëë ïîïðàâêà 4-ãî ïîðÿäêà 4-ãî ïîðÿäêà

2-ãî ïîðÿäêà ê êèí.ýí. ê îáì.-êîð.ýí.

Na 267 300 374

K 151 166 196

Al 941 1165 1860

Cu 872 1104 1798

Fe 635 1043 2394

Cr 641 1034 2334

Mo 876 1304 2759

Ïðèìå÷àíèå: Ïîä÷åðêíóòû çíà÷åíèÿ, íàõîäÿùèåñÿ â íàèëó÷øåì

ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòà [100℄.

ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ íàèëó÷øåå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíû-

ìè çíà÷åíèÿìè ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè áûëî ïîëó÷åíî ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè ãðàäèåíòíûõ ïîïðàâîê ê êèíåòè÷åñêîé è îáìåííî-

êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèÿì âïëîòü äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ÷òî îáó-

ñëîâëåíî ý��åêòàìè s-p-d ãèáðèäèçàöèè.

Ââåäåíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ ãðàäèåíòíûõ ïîïðàâîê ïðè îïèñà-

íèè ïîâåðõíîñòíûõ ñâîéñòâ ïðîñòûõ è ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ ñäå-

ëàëî âîçìîæíûì èñïîëüçîâàíèå åäèíîé îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé

ïîïðàâêè â ïðèáëèæåíèè VS (8.38). Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äàí-

íûé �àêò çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò è óòî÷íÿåò ðàñ÷åòû àäãåçèîí-

íûõ õàðàêòåðèñòèê ìåòàëëîêîíòàêòîâ.

8.3.4. Ó÷åò ý��åêòîâ ðåøåòî÷íîé ðåëàêñàöèè

ìåòàëëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé

Â ïðèâåäåííûõ âûøå âûðàæåíèÿõ äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ ïîâåðõ-

íîñòíîé ýíåðãèè íå ó÷èòûâàëèñü ý��åêòû ñìåùåíèÿ ïðèïîâåðõ-

íîñòíûõ èîííûõ ïëîñêîñòåé èç èõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, õàðàê-

òåðíûõ äëÿ îáúåìà ìàòåðèàëà. Ñóùåñòâîâàíèå ïîâåðõíîñòè ìå-
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òàëëà õàðàêòåðèçóåòñÿ íàðóøåíèåì òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè

êðèñòàëëà â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïîâåðõíîñòè, ïðî-

èñõîäèò ïðîöåññ ðåøåòî÷íîé ðåëàêñàöèè ïîâåðõíîñòè. Îá èçìå-

íåíèè ìåæïëîñêîñòíîãî ðàññòîÿíèÿ â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå ìåòàë-

ëà ñâèäåòåëüñòâóþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïîëó÷åííûå ìå-

òîäîì äè�ðàêöèè ýëåêòðîíîâ íèçêèõ ýíåðãèé [156℄. Èçìåíåíèå

ìåæïëîñêîñòíîãî ðàññòîÿíèÿ îáóñëîâëèâàåò èçìåíåíèå ïîâåðõ-

íîñòíîé ýíåðãèè ìåòàëëîâ. Âëèÿíèå ñìåùåíèÿ ïðèïîâåðõíîñò-

íûõ èîííûõ ïëîñêîñòåé íà ïîâåðõíîñòíóþ ýíåðãèþ íåîáõîäèìî

íàõîäèòü ñàìîñîãëàñîâàííî, ó÷èòûâàÿ âçàèìíîå âëèÿíèå ïðî�è-

ëÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè âáëèçè ïîâåðõíîñòè è ðåëàêñèðóþùåé

èîííîé ïëîñêîñòè.

�àññìîòðèì, êàêèå èçìåíåíèÿ âûçîâåò ó÷åò ñìåùåíèÿ îäíîé

ïîâåðõíîñòíîé èîííîé ïëîñêîñòè íà âåëè÷èíó δ (δ > 0 ñîîò-

âåòñòâóåò ðàñøèðåíèþ) îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè

â íåâîçìóùåííîì ìàòåðèàëå, õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ êîîðäèíàòîé

z = −d/2. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðîáíàÿ �óíê-

öèÿ äëÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè n(z) â (8.54) ïî-ïðåæíåìó õà-

ðàêòåðèçóåòñÿ òîëüêî ïàðàìåòðîì β è íå ïðèîáðåòàåò ÿâíîé çà-

âèñèìîñòè îò δ. Ïðè ýòîì ñîñòàâëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè

σ0(β), îòðàæàþùàÿ âêëàä îò ýëåêòðîííîé ñèñòåìû â ðàìêàõ ìî-

äåëè "æåëå", òàêæå íå ïðèîáðåòàåò ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò δ. ×òî
êàñàåòñÿ âêëàäà σii , âîçíèêàþùåãî îò ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ èîíîâ ìåæäó ñîáîé, òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà,

èçëîæåííîãî â ðàáîòå [132℄, â [20℄ áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå âû-

ðàæåíèå:

σii(δ) =

√
3Z2

c3
exp

(

−4π(d− 2δ)√
3c

)

=

=σii(0) exp

(

8πδ√
3c

)

,

(8.75)

ãäå σii(0) çàäàåòñÿ �îðìóëîé (8.59).

Â ñîñòàâëÿþùåé ∆σei(β, δ), îòðàæàþùåé ý��åêòû ýëåêòðî-

ñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ äèñêðåòíûìè èîíà-

ìè, ìîæíî âûäåëèòü äâà âêëàäà ∆σ
(1)
ei (δ) è ∆σ

(2)
ei (β, δ). Ïåðâûé

èç íèõ ñâÿçàí ñ ðàçíîñòüþ ýíåðãèé âçàèìîäåéñòâèÿ ñìåùåííîé

ïîâåðõíîñòíîé èîííîé ïëîñêîñòè è íåñìåùåííîé èîííîé ïëîñêî-

ñòè ñ îäíîðîäíûì ýëåêòðîííûì �îíîì â ñëîå ñ êîîðäèíàòàìè
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−d < z < 0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [148℄

∆σ
(1)
ei (β, δ) = 2πn2

0dδ
2. (8.76)

Âêëàä σ
(2)
ei (δ) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøå-

íèÿ (8.66) ïðè

δV (z) =2πn0{d(rc − |z + d/2− δ|)Θ(rc − |z + d/2− δ|)−
−(z + d)2Θ(−z − d/2 + δ)− (z2 + 2dδ)Θ(z + d/2− δ)}

(8.77)

äëÿ z > −d. Äëÿ z < −d èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå (8.77) ñ δ = 0
è îñóùåñòâëÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïëîñêîñòÿì z = −(i + d/2),
i = 1, 2, ... ïðè ó÷åòå ïåðèîäè÷íîñòè ïîòåíöèàëà δV (z − d) =
= δV (z). Â èòîãå

σei(β, δ) = σei(β, 0) + ∆σ
(1)
ei (δ) + ∆σ

(2)
ei (β, δ), (8.78)

ãäå

∆σ
(2)
ei (β, δ) =

2πn2
0

β2
d(1− exp(βδ)) exp(−βd/2)ch(βrc),

è σei(β, 0) èç (8.71).
Â ðåçóëüòàòå ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ σ(β, δ) êàê �óíê-

öèÿ âàðèàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé âêëàäîâ, çà-

äàâàåìûõ âûðàæåíèÿìè (8.56), (8.75) è (8.78), ñ ïëîòíîñòüþ ýíåð-

ãèè íåîäíîðîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçàw[n(z)] èç (8.29)-(8.32). Çíà-
÷åíèÿ âàðèàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ β, δ, èñïîëüçóåìûå ïðè îïðåäå-
ëåíèè âåëè÷èíû ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ìåòàëëîâ, íàõîäÿòñÿ èç

óñëîâèÿ åå ìèíèìàëüíîñòè. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà äàííûõ âåëè÷èí

ïðåäñòàâëåíû â òàáë.8.4.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïîêàçûâàåò, ÷òî ó÷åò ý��åêòîâ

ðåëàêñàöèè ðåøåòêè âáëèçè ïîâåðõíîñòè ïðèâîäèò ê íåçíà÷è-

òåëüíîìó ïîíèæåíèþ çíà÷åíèé ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè äëÿ ïëîò-

íîóïàêîâàííûõ ãðàíåé è ìàêñèìàëüíîìó ïîíèæåíèþ σ íà 3−7%
äëÿ íàèáîëåå ðûõëûõ ãðàíåé. Âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ δ ïîâåðõíîñò-
íîé ïëîñêîñòè èîíîâ îòíîñèòåëüíî îáúåìíîãî ïîëîæåíèÿ çàâèñèò

îò îðèåíòàöèè ïîâåðõíîñòíîé ãðàíè è ïðèíèìàåò òåì ìåíüøèå

çíà÷åíèÿ, ÷åì áîëåå ïëîòíîóïàêîâàííîé ÿâëÿåòñÿ äàííàÿ ãðàíü.
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Òàáëèöà 8.4. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñïàäàíèÿ

ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè β (a.e.), ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè δ (a.e.),
à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ñ

ó÷åòîì σδ (ìÄæ/ì
2
) è áåç ó÷åòà σ (ìÄæ/ì

2
) ý��åêòîâ ïîâåðõ-

íîñòíîé ðåëàêñàöèè

Ìåòàëë �ðàíü β σ βδ δ σδ

Na 110 0.876 266 0.814 0.109 259

(ÎÖÊ) 100 0.726 265 0.689 0.09 261

111 0.674 417 0.711 -0.152 407

K 110 0.728 151 0.666 0.153 146

(ÎÖÊ) 100 0.605 150 0.573 0.114 147

111 0.57 233 0.602 -0.206 226

Al 111 1.106 1165 1.146 0.053 1096

(�ÖÊ) 100 1.065 876 0.885 0.112 1136

110 0.914 2295 0.955 -0.054 2224

Cu 111 1.049 1799 0.986 0.096 1621

(�ÖÊ) 100 0.986 1400 0.903 0.124 1148

110 0.902 1934 0.904 -0.003 1935

Fe 110 1.213 2394 1.15 0.063 2088

(ÎÖÊ) 100 1.016 2950 0.976 0.046 2818

111 0.928 11531 0.99 -0.117 10822

Cr 110 1.202 2335 1.136 0.065 2025

(ÎÖÊ) 100 1.008 2966 0.971 0.044 2848

111 0.921 11687 0.988 -0.127 10879

Mo 110 1.23 2759 1.172 0.052 2468

(ÎÖÊ) 100 0.981 4247 0.943 0.042 4098

111 0.882 19153 0.956 -0.138 17780
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Âåëè÷èíà δ ìàêñèìàëüíà ïî ìîäóëþ è èìååò õàðàêòåð ñæàòèÿ

(δ < 0) äëÿ íàèáîëåå ðûõëîé ãðàíè.
Ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíîé

ïîâåðõíîñòíîé ðåëàêñàöèè δ/d(%) ñ åå ýêñïåðèìåíòàëüíûìè çíà-
÷åíèÿìè [156℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèÿ δ/d, ðàññ÷èòàííûå äëÿ Al
â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ VS, êà÷åñòâåííî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûìè (òàáë. 8.1), à êîëè÷åñòâåííî îòëè÷àþòñÿ â íåñêîëü-

êî ðàç.

�àññ÷èòàííûå èòîãîâûå çíà÷åíèÿ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè è

âàðèàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ îðèåíòàöèé ïîâåðõ-

íîñòíûõ ãðàíåé ïðèâåäåíû â òàáë. 8.4.

Èç ýêñïåðèìåíòà èçâåñòíî, ÷òî çíà÷åíèÿ σ òåì ìåíüøå, ÷åì

áîëåå ïëîòíîóïàêîâàííîé ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ãðàíü. Äëÿ æèä-

êèõ ìåòàëëîâ âåëè÷èíà ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ïðèíèìàåò åùå

áîëåå íèçêèå çíà÷åíèÿ, ÷åì äëÿ ïëîòíîóïàêîâàííûõ ãðàíåé òåõ

æå ìåòàëëîâ.

Èç òàáë. 8.4 âèäíî, ÷òî äëÿ íàòðèÿ ñ ÎÖÊ-ðåøåòêîé, äåé-

ñòâèòåëüíî, ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ σ110 < σ100 < σ111, â òî

æå âðåìÿ äëÿ ìåòàëëîâ ñ �ÖÊ-ðåøåòêîé áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî

σ100 < σ111 < σ110, õîòÿ ãðàíü {111} ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïëîòíîóïà-

êîâàííîé, ÷åì {100}. Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ïîâåðõíîñòíîé

ýíåðãèè îò âåëè÷èíû rc ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ ïîíèæåíèåì rc ïîâåðõ-
íîñòíàÿ ýíåðãèÿ ðàñòåò, ïðè÷åì ïðèðàùåíèå σ áîëüøå äëÿ áîëåå
ðûõëûõ ãðàíåé.

8.4. Ïðèìåíåíèå ÌÔÏ ê ðàñ÷åòó ðàáî-

òû âûõîäà ýëåêòðîíà ñ ïîâåðõíîñòè

ìåòàëëà

Åùå îäíîé âàæíîé ïîâåðõíîñòíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ ðà-

áîòà âûõîäà ýëåêòðîíà ñ ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà. Ñëîæíîñòü òåîðå-

òè÷åñêîãî îïèñàíèÿ è ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ðàáîòû

âûõîäà ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîäîá-

íîé çàäà÷åé äëÿ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ìåòàëëîâ çàêëþ÷àåòñÿ â

íàáëþäàåìîì íà ýêñïåðèìåíòå ìàëîì îòíîñèòåëüíîì èçìåíåíèè

âåëè÷èíû ðàáîòû âûõîäà äëÿ âñåãî ðÿäà ìàòåðèàëîâ, îáëàäàþ-

ùèõ ìåòàëëè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Òàê, ìîëèáäåí îáëàäàåò íàè-

áîëüøèì èç ìåòàëëîâ çíà÷åíèåì ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ
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ïî÷òè â äâàäöàòü ðàç ïðåâûøàåò çíà÷åíèå ïîâåðõíîñòíîé ýíåð-

ãèè äëÿ êàëèÿ, â òî âðåìÿ êàê çíà÷åíèÿ ðàáîòû âûõîäà äëÿ íèõ

îòëè÷àþòñÿ âñåãî â äâà ðàçà.

Ïðè ðåøåíèè âîïðîñà, ñâÿçàííîãî ñ èññëåäîâàíèåì ðàáîòû

âûõîäà, íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñòàÿ

ïîâåðõíîñòü ìåòàëëà, ïîìåùåííîãî â âàêóóì. Çàãðÿçíåíèå ýòîé

ïîâåðõíîñòè, àäñîðáöèÿ ïîñòîðîííèõ âåùåñòâ, èñêàæåíèå ðåøåò-

êè ÷óæåðîäíûìè àòîìàìè áóäóò èçìåíÿòü ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòè

ìåòàëëà è, òàêèì îáðàçîì, âëèÿòü íà âåëè÷èíó ðàáîòû âûõîäà.

Íà ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà ìîãóò áûòü àäñîðáèðîâàíû ïî ðàçíûì

ïðè÷èíàì ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå èîíû, íåéòðàëüíûå

àòîìû, ìîëåêóëû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé æåñòêèå èëè èíäóöè-

ðîâàííûå äèïîëè, à òàêæå ìîëåêóëû, íà êîòîðûå ñî ñòîðîíû ïî-

âåðõíîñòè ìåòàëëà äåéñòâóþò ñèëû Âàí-äåð-Âààëüñà. Àäñîðáöèÿ

íà ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà ïîëîæèòåëüíûõ èîíîâ âûçûâàåò îáðàçî-

âàíèå äâîéíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ è ñèëüíî óìåíüøàåò âåëè-

÷èíó ðàáîòû âûõîäà. Àäñîðáöèÿ îòðèöàòåëüíûõ èîíîâ ïðèâîäèò

ê óâåëè÷åíèþ W. Ïðè àäñîðáöèè ìîëåêóë, èìåþùèõ ïîñòîÿííûé

èëè èíäóöèðîâàííûé äèïîëüíûé ýëåêòðè÷åñêèé ìîìåíò, òàêæå

ïðîèñõîäèò îáðàçîâàíèå äâîéíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ, ÷òî çà-

ìåòíî ïîíèæàåò âåëè÷èíó ðàáîòû âûõîäà. Êðîìå òîãî, ìíîãèå

àòîìû ìîãóò àäñîðáèðîâàòüñÿ íà ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà õèìè÷å-

ñêèì ïóòåì, îáðàçóÿ îäíî- è ìíîãîàòîìíûå ñëîè, êàê, íàïðèìåð,

êèñëîðîä â ñëîÿõ îêèñè. Ýòè ñëîè íà ïîâåðõíîñòè ìîãóò áûòü ïî-

ëÿðèçîâàíû. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ àòîìû èëè ìîëåêóëû ýòèõ ñëîåâ

ðàñïîëàãàþòñÿ â íåêîòîðûõ ïðåèìóùåñòâåííûõ îáëàñòÿõ, îïðå-

äåëÿåìûõ ñòðóêòóðîé ðåøåòêè. Ýòî âûçûâàåò çíà÷èòåëüíîå èç-

ìåíåíèå âåëè÷èíû W. Ïîñêîëüêó ìåòàëëû èìåþò òåíäåíöèþ àä-

ñîðáèðîâàòü íà ñâîåé ïîâåðõíîñòè àòîìû è ìîëåêóëû, èçìåðåíèå

ðàáîòû âûõîäà òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ âûñîêîâàêóóìíîé òåõíèêè è

èíòåíñèâíîé îáðàáîòêè ïîâåðõíîñòè èññëåäóåìûõ ìåòàëëîâ ñ öå-

ëüþ åå î÷èñòêè îò àäñîðáèðîâàííûõ ÷àñòèö. Çíàíèå âåëè÷èíû

ðàáîòû âûõîäà äëÿ òîãî èëè èíîãî ìåòàëëà äàåò âîçìîæíîñòü

êîíòðîëèðîâàòü ÷èñòîòó åãî ïîâåðõíîñòè ïóòåì íåïîñðåäñòâåí-

íîãî èçìåðåíèÿ ðàáîòû âûõîäà.

�àáîòîé âûõîäà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ, êîòîðóþ

íåîáõîäèìî ñîîáùèòü ýëåêòðîíó ïðè Ò=0, ÷òîáû ìîæíî áûëî

óäàëèòü åãî èç ìåòàëëà. Ñàìûå âûñîêèå çàíÿòûå óðîâíè â çîíå

ïðîâîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþò ýíåðãèè Ôåðìè ǫF = µ (µ � õèìè÷å-
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ñêèé ïîòåíöèàë), ïîýòîìó â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ íåâçàèìîäåé-

ñòâóþùèõ ÷àñòèö ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ðàáîòà âûõîäà îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê

W = v
ý��

(∞)− µ. (8.79)

Â ýòîì âûðàæåíèè v
ý��

(∞) � êðèñòàëëè÷åñêèé ïîòåíöèàë íà

áîëüøîì óäàëåíèè îò ìåòàëëà. Ñðàçó íå ÿñíî, ìîæíî ëè ñ ïî-

ìîùüþ ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðàâèëüíî ó÷åñòü è ìíîãî÷àñòè÷íûå

ý��åêòû. Ïðè óäàëåíèè îäíîãî ýëåêòðîíà ìåòàëë îñòàåòñÿ îä-

íîêðàòíî ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûì è ïîýòîìó ïðèòÿãèâàåò ê

ñåáå ýëåêòðîí. Âîçíèêàåò âîïðîñ, ïðàâèëüíî ëè ó÷èòûâàåòñÿ â

îïðåäåëåíèè ðàáîòû âûõîäà âêëàä, íåîáõîäèìûé äëÿ ïðåîäîëå-

íèÿ òàêèõ ñèë. Ýòîò âîïðîñ áûë ðåøåí Ëàíãîì è Êîíîì [166℄ â

ðàìêàõ �îðìàëèçìà �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè.

Òàê, ñ ó÷åòîì ñóùåñòâóþùåãî âíå êðèñòàëëà ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ äëÿ ïåðåìåùåíèÿ ýëåêòðîíà èç òî÷êè ~ri â òî÷êó ~rj , ðàñïî-
ëîæåííóþ îò ïîâåðõíîñòè íà ìàëîì ðàññòîÿíèè ïî ñðàâíåíèþ ñ

ðàçìåðîì ïîâåðõíîñòíîé ãðàíè êðèñòàëëà, íî áîëüøîì ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ ïîñòîÿííîé ðåøåòêè, òðåáóåòñÿ ðàáîòàWj −Wi. Â ñâÿçè

ñ ýòèì ðàáîòà âûõîäà çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

Wi = [φ(~ri) + EN−1]− EN , (8.80)

ãäå EN � ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íåéòðàëüíîãî N - ýëåê-

òðîííîãî êðèñòàëëà, EN−1 � ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êðè-

ñòàëëà, èç êîòîðîãî óäàëåí îäèí ýëåêòðîí, è φ(~ri) � ýëåêòðîñòà-
òè÷åñêèé ïîòåíöèàë â òî÷êå ~ri. Òàê êàê õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

µ = EN − EN−1, èìååì

Wi = φ(~ri)− µ. (8.81)

Äàííàÿ �îðìóëà áûëà ïîëó÷åíà Øóëüòå [195℄. Îáà ÷ëåíà â

(8.81) ìîæíî îòñ÷èòûâàòü îò ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî íóëåâî-

ãî ïîòåíöèàëà; óäîáíî â êà÷åñòâå íà÷àëà îòñ÷åòà âçÿòü ñðåäíèé

ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë â ìåòàëëå:

φ̄ ≡ Ω−1
∫

Ω

φ(r)dr, (8.82)

ãäå Ω � îáúåì ìåòàëëà è èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ýòîìó îáúåìó.

Òàêèì îáðàçîì, çàïèøåì:

D̄i ≡ φ(ri)− φ̄, µ̄ ≡ µ− φ̄,
(8.83)
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òàê ÷òî

Wi = D̄i − µ̄. (8.84)

×àñòî äëÿ äâóõ ÷ëåíîâ â �îðìóëå (8.84) óäîáíî èñïîëüçîâàòü

äðóãîå íà÷àëî îòñ÷åòà ïîòåíöèàëà, îòëè÷íîå îò ñðåäíåãî ïîòåí-

öèàëà φ̄. Â âû÷èñëåíèÿõ Âèãíåðà-Çåéòöà [213℄, íàïðèìåð, åñòå-

ñòâåííûì íà÷àëîì îòñ÷åòà ñëóæèò ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöè-

àë íà ñ�åðå Âèãíåðà-Çåéòöà.

Åñëè â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ÔÏ ðåøèòü âàðèàöèîííóþ çà-

äà÷ó äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà ýíåðãèè, çàïèñàí-

íîãî â âèäå (8.40), ïðè óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî ÷èñëà ýëåê-

òðîíîâ, òî ïîñëå ïðîâåäåíèÿ óñðåäíåíèÿ ïî îáúåìó ìåòàëëà íàé-

äåì

µ̄ = µ− φ̄ = Ω−1
∫

Ω

δG[n]

δn(r)
dr. (8.85)

Îòñþäà ìû âèäèì, ÷òî µ̄ ÿâëÿåòñÿ îáúåìíîé õàðàêòåðèñòèêîé
ñèñòåìû. Ýòî îáúåìíûé õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, îòñ÷èòàííûé îò

ñðåäíåãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ìåòàëëà; îí íå çàâè-

ñèò îò ïîñëåäíåãî, ÷òî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ G[n] êàê ïîëíîé

íåýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ôîðìóëà (8.84), òàêèì îáðàçîì,

ðàçäåëÿåò ðàáîòó âûõîäà íà äâå êîìïîíåíòû: îáúåìíóþ è ïî-

âåðõíîñòíóþ [166℄. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ýòè âåëè÷èíû âñëåäñòâèå

óíèâåðñàëüíîñòè �óíêöèîíàëà G[n] íåÿâíî çàâèñÿò îò ïîòåíöè-
àëà êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. �åçóëüòàò (8.84) ñâèäåòåëüñòâóåò,

÷òî ïðåäïîëîæåíèå (8.79) äëÿ âåëè÷èíû ðàáîòû âûõîäà ñïðà-

âåäëèâî. Ìíîãî÷àñòè÷íûå ý��åêòû îòðàæàþòñÿ â îáúåìíûõ è

êîððåëÿöèîííûõ âêëàäàõ â G[n], à êàê ñëåäñòâèå �îðìóë (8.83),
(8.84) òàêæå è â âåëè÷èíå Di.

Îáðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ìîäåëè îäíîðîäíîãî �îíà äëÿ

ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà (ìîäåëü "æåëå"). Äâîéíîé ýëåêòðè÷åñêèé

ñëîé, êîòîðûé îáðàçóåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü

îòëè÷íà îò íóëÿ çà �îðìàëüíîé (ðåçêîé) ãðàíèöåé �îíà, ïðèâî-

äèò ê òîìó, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë

â âàêóóìå φ(∞) áóäåò âûøå, ÷åì âíóòðè ìåòàëëà φ(−∞). Òàêèì
îáðàçîì, ýëåêòðîíû, ïûòàþùèåñÿ âûëåòåòü èç ìåòàëëà, èñïûòû-

âàþò äåéñòâèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî áàðüåðà, èìåþùåãî âûñîòó

D0 = φ(∞) − φ(−∞) = 4π

∞
∫

−∞

z[n(z)− n0(z)]dz. (8.86)
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Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå φ̄ = φ(−∞), òî âûñîòà D ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé êàê ðàç òó âåëè÷èíó, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà �îðìóëîé (8.83).

Ïðèìåíèì â äàííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîí-

íîé ïëîòíîñòè n(z) â âèäå ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ
Òîìàñà-Ôåðìè (8.54), èñïîëüçîâàâøåìñÿ óæå äëÿ ðàñ÷åòà ïîâåðõ-

íîñòíîé ýíåðãèè. Òîãäà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ â (8.86) ïîëó÷àåì,

÷òî

D0 =
4πn0e

2

β2
. (8.87)

Èç (8.83-8.84) íàõîäèì ðàáîòó âûõîäà:

W = D0 − µ̄, (8.88)

µ̄ =
dε(n̄)

dn̄
, (8.89)

ãäå ε(n̄) � ñðåäíÿÿ íà ÷àñòèöó ýíåðãèÿ îäíîðîäíîãî ýëåêòðîííîãî
ãàçà, èìåþùåãî ïëîòíîñòü n.

Äîâîëüíî ÷àñòî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà íà

ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà èñïîëüçóåòñÿ ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë, à íå

åãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî îá-

ðàçîâàíèå îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé äûðêè îêîëî ýëåêòðîíà âíóò-

ðè ìåòàëëà ïîíèæàåò åãî ýíåðãèþ îòíîñèòåëüíî âàêóóìíîãî óðîâ-

íÿ. Îäíàêî òîëüêî ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà ïîëíîé âûñî-

òû ïîâåðõíîñòíîãî áàðüåðà íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò ñâîéñòâ

ïîâåðõíîñòè.

Â ðàáîòàõ [166℄ áûë ïðîâåäåí ñàìîñîãëàñîâàííûé ðàñ÷åò ðàáî-

òû âûõîäà äëÿ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ïðîñòûõ ìåòàëëîâ (ìîäåëü

îäíîðîäíîãî �îíà íåïðèãîäíà äëÿ ïåðåõîäíûõ èëè áëàãîðîäíûõ

ìåòàëëîâ) â ðàìêàõ ìîäåëè "æåëå" ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëèæå-

íèÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè äëÿ îïèñàíèÿ îáìåííîãî è êîððåëÿöè-

îííîãî âçàèìîäåéñòâèé è ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè âåëè÷èí W, µ̄ è

D îò ïàðàìåòðà ïëîòíîñòè rs. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè

rs ðàáîòà âûõîäà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, à çàòåì íà÷èíàåò óìåíü-

øàòüñÿ. Õîòÿ ñàìà âåëè÷èíà W , ñîãëàñíî Ïîéêåðòó [192℄, ñòðå-

ìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó, ðàâíîìó ïðèìåðíî 1.3 ýÂ, îäíàêî

îòäåëüíûå êîìïîíåíòû W ðàñõîäÿòñÿ ïðè rs → 0. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî ìîäåëü "æåëå" ïðè âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ ýëåêòðîííîé

ïëîòíîñòè íåñïðàâåäëèâà. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ è ïðè ðàñ÷åòàõ

ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ìåòàëëîâ, ïðèâîäÿùèõ ê îòðèöàòåëüíûì
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çíà÷åíèÿì ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè â îáëàñòè âûñîêèõ çíà÷åíèé

ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè. Êðîìå òîãî, ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî è

äèïîëüíûé áàðüåð äëÿ ìàëûõ rs î÷åíü âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñî

çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ïðè ïîëóýìïèðè÷åñêîì ïîäõîäå. Îáà

ýòèõ íåñîîòâåòñòâèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ñîçäàíèÿ õîðîøåé ìî-

äåëè ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà íåîáõîäèìî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì

ââåñòè ïîòåíöèàë èîíîâ.

Îïèñàííàÿ âûøå ìîäåëü "æåëå" ïîëíîñòüþ èãíîðèðóåò ý�-

�åêòû äèñêðåòíîé èîííîé ðåøåòêè, õîòÿ îíè âåñüìà ñóùåñòâåí-

íû. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàáîòû âûõîäà ìîíîêðèñòàëëà

çà÷àñòóþ ñèëüíî çàâèñÿò îò âûáðàííîé ãðàíè êðèñòàëëà. Ïëîòíî-

óïàêîâàííûå ïîâåðõíîñòè, êàê îêàçàëîñü, èìåþò áîëüøóþ ðàáîòó

âûõîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåíåå çàïîëíåííûìè. Äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ,

êîãäà ñðåäíÿÿ ðàáîòà âûõîäà õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ "æå-

ëå", ýòà ìîäåëü íå â ñîñòîÿíèè óäîâëåòâîðèòåëüíî ïðåäñêàçàòü

çíà÷åíèå ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè. Áûëî ïîêàçàíî [166℄, ïîëîæå-

íèå ìîæíî èñïðàâèòü, äîáàâëÿÿ ê ïñåâäîïîòåíöèàëó âîçìóùåíèå,

îáóñëîâëåííîå äèñêðåòíûì ïîòåíöèàëîì ðåøåòêè.

Âîçìîæíîå ïðîèñõîæäåíèå àíèçîòðîïèè ðàáîòû âûõîäà âïåð-

âûå áûëî ïðåäëîæåíî Ñìîëóõîâñêèì [203℄. Îí èñïîëüçîâàë ìî-

äåëü ãî�ðèðîâàííîé îòêðûòîé ïîâåðõíîñòè æåëå. ×òîáû ìèíè-

ìèçèðîâàòü ñâîþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, ýëåêòðîíû ñòðåìÿòñÿ

ñëåäîâàòü çà ïëàâíîé ãðàíèöåé. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äè-

ïîëüíîãî ïîòåíöèàëà, çíàê êîòîðîãî ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó ýëåê-

òðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, âû÷èñëåííîãî äëÿ ïëîñêîé ïîâåðõ-

íîñòè. Ïîÿâëåíèå òàêîãî ïîòåíöèàëà, ðàçóìååòñÿ, ïîíèæàåò ðà-

áîòó âûõîäà. Ñìèò ïîêàçàë [202℄, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëóêîëè-

÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ãðàíè (110) êðèñòàëëà âîëü�ðàìà,

èñïîëüçóÿ ýòó îáùóþ èäåþ â �îðìàëèçìå ÔÏ. Ëàíã è Êîí [166℄

òàêæå èçó÷àëè àíèçîòðîïèþ ðàáîòû âûõîäà â ìîäåëè "æåëå" ñ

èñïîëüçîâàíèåì ïîòåíöèàëà èîíîâ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè òåî-

ðèè âîçìóùåíèé. Òåì íå ìåíåå äî ñèõ ïîð óäîâëåòâîðèòåëüíîãî

ñîãëàñèÿ ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ðàáî-

òû âûõîäà íå áûëî ïîëó÷åíî [208℄.

Ïðè ó÷åòå äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà èîíîâ â óçëàõ

êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè âûðàæåíèå äëÿ äèïîëüíîãî ïîòåíöè-

àëüíîãî áàðüåðà â ðàìêàõ ìîäåëè "æåëå" íåîáõîäèìî äîïîëíèòü

ïîïðàâêàìè íà ýëåêòðîí-èîííîå âçàèìîäåéñòâèå. Âëèÿíèå äàí-

íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà ðàáîòó âûõîäà ñâÿçàíî ñ ðàçíîñòüþ â
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ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì âçàèìîäåéñòâèè èîíîâ ñ ýëåêòðîííîé ïëîò-

íîñòüþ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè è â ñîñòîÿíèè ñ îäíèì óäàëåí-

íûì ýëåêòðîíîì. Ñëåäóÿ ðàáîòå [165℄, çàïèøåì äîïîëíèòåëüíûé

âêëàä ê âåëè÷èíå ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà â âèäå

Dei =

−
∞
∫

−d
δV (z)ne(z)dz

∞
∫

−∞
ne(z)dz

, (8.90)

ãäå d � ìåæïëîñêîñòíîå ðàññòîÿíèå, à δV (z) èìååò ñìûñë óñðåä-
íåííîé ïî êðèñòàëëè÷åñêèì ïëîñêîñòÿì ñóììû ïîòåíöèàëîâ

èîíîâ çà âû÷åòîì ïîòåíöèàëà ïîëóáåñêîíå÷íîãî îäíîðîäíîãî ïî-

ëîæèòåëüíîãî �îíà. Òàê êàê âûðàæåíèå (8.90) îäíîðîäíî îòíî-

ñèòåëüíî ne, òî ne - ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîé ïîâåðõíîñòíîé ïëîò-

íîñòè çàðÿäà ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ â ñëàáîì ýëåêòðè÷åñêîì ïî-

ëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ Ez, â ïîëóáåñêîíå÷íîé ìîäåëè îäíîðîäíîãî

�îíà:

ne(z) =



















n0 −
[

βEz

8π
+
n0

2

]

exp(βz), z < 0;

−
[

βEz

8π
− n0

2

]

exp(−βz), z > 0.

(8.91)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîïðàâêè íà ýëåêòðîí-èîííîå âçàèìîäåéñòâèå,

êàê è ïðè âû÷èñëåíèè ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè, âîñïîëüçóåìñÿ

ïñåâäîïîòåíöèàëîì Àøêðî�òà (8.60). Äëÿ δV (z) ïðè −d < z < 0
èñïîëüçóåì ïîëó÷åííîå ðàíåå âûðàæåíèå (8.70). Ïðîâîäÿ òàêæå

ñóììèðîâàíèå ïî èîííûì ïëîñêîñòÿì ñ z = −(i+ d/2), i = 1, 2, ...
è âîñïîëüçîâàâøèñü ïåðèîäè÷íîñòüþ ïîòåíöèàëà δV (z−d) = =
δV (z), èç (8.90) ïîëó÷èì

Dei = − 4πn0 exp(−βd/2)
β2(2− exp(−βd)){βd ch(βrc)− 2 sh(−βd/2)}. (8.92)

Ó÷åò ý��åêòîâ ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé èîííîé ïëîñêîñòè

îòíîñèòåëüíî ñâîåãî îáúåìíîãî ïîëîæåíèÿ íà âåëè÷èíó δ ïðèâî-
äèò ê äîïîëíèòåëüíîìó âêëàäó â âåëè÷èíó äèïîëüíîãî áàðüåðà:

Dδ =− 4πn0e
β(δ−d/2)

β2(2− exp(−βd)){2(1− eβδ) sh
βd

2
− β2δd}+

+Dei(e
βδ − 1)− 4πn0dδ.

(8.93)
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Â ðåçóëüòàòå âåëè÷èíà äèïîëüíîãî ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà îïðå-

äåëÿåòñÿ ñóììîé âêëàäîâ: D = D0 +Dei +Dδ.

Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ ýëåêòðîííîãî ãàçà îïðåäåëÿåòñÿ ñâî-
èì îáúåìíûì çíà÷åíèåì

µ =
∂w

∂n
,

ãäå w - ïëîòíîñòü îáúåìíîé ýíåðãèè êðèñòàëëà. Â ïðèáëèæåíèè

ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè îáúåìíàÿ ýíåðãèÿ ìåòàëëà, ïðèõîäÿùàÿñÿ

íà îäèí àòîì è âûðàæåííàÿ ÷åðåç ïàðàìåòð ïëîòíîñòè rs, îïðå-
äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

EV = w(n0)Zn0 =Z

(

1.105

r2s
− 0.458

rs
− 0.056

1 + 0.127rs
+

+
1.5r2c
r3s

− 0.9Z2/3

rs

)

.

(8.94)

Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå äëÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ  ó÷å-
òîì îáìåííî-êîððåëÿöèîííûõ è ïñåâäîïîòåíöèàëüíûõ ïîïðàâîê

ïðèíèìàåò âèä:

µ =0.5(3π2n0)
2/3 −

(

3n0

π

)1/3

− 0.056n
2/3
0 + 0.0059n

1/3
0

(0.079 + n
1/3
0 )2

−

−0.4Z2/3

(

4πn0

3

)1/3

+ 4πn0r
2
c .

(8.95)

Â ñâÿçè ñ âûÿâëåííîé ïðè ðàñ÷åòå ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ìå-

òàëëîâ íåîáõîäèìîñòüþ ó÷åòà ÷ëåíîâ ãðàäèåíòíîãî ðàçëîæåíèÿ

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ãðà-

äèåíòíûõ ïîïðàâîê ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è íà âåëè÷èíó ðàáîòû

âûõîäà [68℄. Íåîáõîäèìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûñîòû ïîòåíöèàëü-

íîãî áàðüåðà D çíà÷åíèÿ âàðèàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ β è δ îïðå-
äåëÿëèñü ïðè ìèíèìèçàöèè ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè. Âèäíî, ÷òî

áåç ó÷åòà ý��åêòîâ ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé èîííîé ïëîñêîñòè

ïîëó÷àåòñÿ õîðîøåå ñîãëàñèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ñ ýêñïåðèìåí-

òàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ðàáîòû âûõîäà äëÿ ïðîñòûõ ìåòàëëîâ è

çíà÷èòåëüíîå èõ çàâûøåíèå äëÿ ïåðåõîäíûõ. Ó÷åò ý��åêòîâ ðå-

ëàêñàöèè ïîâåðõíîñòè ïðèâîäèò ê ñîîòâåòñòâèþ çíà÷åíèé äëÿ ïå-

ðåõîäíûõ ìåòàëëîâ, íî çàíèæàåò èõ äëÿ ïðîñòûõ.
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Òàáëèöà 8.5. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñïàäàíèÿ

ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè β, ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè δ, ðàáîòû âûõî-

äà ñ ó÷åòîì Wδ(ýÂ) è áåç ó÷åòà W (ýÂ) ý��åêòîâ ïîâåðõíîñòíîé

ðåëàêñàöèè.Wexp (ýÂ) - ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàáîòû âû-

õîäà [122℄

Ìåòàëë �ðàíü Wexp β W βδ δ Wδ

ýÂ àò.åä. ýÂ àò.åä. àò.åä. ýÂ

110 0.876 2.65 0.814 0.109 2.11

Na 100 2.35 0.726 2.98 0.689 0.09 2.77

111 0.674 3.05 0.711 -0.152 3.22

æèäê. 0.858 2.65

110 0.728 2.07 0.666 0.153 1.58

K 100 2.137 0.605 2.24 0.573 0.114 2.07

111 0.57 2.2 0.602 -0.206 2.37

111 4.24 1.106 4.19 1.146 0.053 3.44

Al 100 4.41 1.065 5.35 0.885 0.112 4.76

110 4.06 0.914 6.98 0.955 -0.054 5.60

111 4.98 1.049 7.07 0.986 0.096 4.88

Cu 100 4.59 0.986 7.6 0.903 0.124 5.68

110 4.48 0.902 8.41 0.904 -0.003 8.40

110 4.31 1.213 7.3 1.15 0.063 4.48

Fe 100 4.24 1.016 10.19 0.976 0.046 9.42

111 0.928 11.8 0.990 -0.117 12.5

110 1.202 7.27 1.136 0.065 4.45

Cr 100 4.58 1.008 10.1 0.971 0.044 9.36

111 0.921 11.76 0.988 -0.127 12.4
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Â ñâÿçè ñ âûÿâëåííîé â [68℄ ãîðàçäî áîëåå ñèëüíîé çàâèñè-

ìîñòüþ âåëè÷èíû ðàáîòû âûõîäà îò ñìåùåíèÿ èîííîé ïëîñêî-

ñòè (îò 20 äî 50 %), ÷åì äëÿ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè , âîçíèêà-

åò íåîáõîäèìîñòü áîëåå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ðåëàêñà-

öèè. Äëÿ ýòîãî, âèäèìî, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ý��åêòû ñìåùå-

íèÿ íåñêîëüêèõ èîííûõ ïðèïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ, à òàêæå âëèÿ-

íèå òåìïåðàòóðû íà âåëè÷èíó ïàðàìåòðà δ.

8.5. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Ñ�îðìóëèðîâàòü òåîðåìó Õîýíáåðãà-Êîíà. Â ÷åì çàêëþ÷à-

åòñÿ ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè?

2. Çàïèñàòü ïðèíöèï ìèíèìóìà ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ

÷åðåç ïðîáíûå ïëîòíîñòè. Êàêîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íàêëà-

äûâàåòñÿ íà �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè?

3. Íà ÷åì îñíîâûâàåòñÿ ïðèáëèæåíèå ý��åêòèâíîãî îäíî÷à-

ñòè÷íîãî ïîòåíöèàëà? Êàê âûãëÿäèò ý��åêòèâíûé îäíî÷àñòè÷-

íûé ïîòåíöèàë veff (~r) òåîðèè Êîíà-Øýìà?

4. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàíèå â ñèñòåìå óðàâíåíèé

Êîíà-Øýìà? Êàê ðàññ÷èòûâàåòñÿ ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ?

5. Ïåðå÷èñëèòü ñîñòàâëÿþùèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè. Êàêèå èç

íèõ ó÷èòûâàþòñÿ â ïðèáëèæåíèè Òîìàñà-Ôåðìè?

6. Êàêèì òðåáîâàíèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïðîáíûå �óíê-

öèè ïëîòíîñòè ýëåêòðîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïëîñêîé ïîâåðõ-

íîñòè ìåòàëëà?

7. Çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè

äëÿ ìåòàëëè÷åñêîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè â âèäå ðåøåíèÿ ëèíåà-

ðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Òîìàñà-Ôåðìè. Êàêîâ �èçè÷åñêèé ñìûñë

âàðèàöèîííîãî ïàðàìåòðà β?

8. Äàòü îïðåäåëåíèå ìîäåëè æåëå è îõàðàêòåðèçîâàòü îáëàñòü

åå ïðèìåíåíèÿ.

9. Îïèñàòü âêëàäû â ïîâåðõíîñòíóþ ýíåðãèþ è óñëîâèÿ å¼

ìèíèìàëüíîñòè.

10. Çàïèñàòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ïñåâäîïîòåíöèà-

ëà Àøêðî�òà è ïðèâåñòè åãî ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå.

11. Îáúÿñíèòü �èçè÷åñêèé ñìûñë ïàðàìåòðà ïñåâäîïîòåíöè-

àëà Àøêðî�òà è óñëîâèÿ åãî îïðåäåëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòàë-

ëîâ.
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12. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ý��åêò ðåøåòî÷íîé ðåëàêñàöèè ìå-

òàëëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé? Êàê ó÷åñòü åå ïðè ðàñ÷åòå ïîâåðõ-

íîñòíîé ýíåðãèè?

13. Ïîÿñíèòü ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ äâîéíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî

ñëîÿ âáëèçè ìåòàëëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Äàòü îïðåäåëåíèå ðà-

áîòû âûõîäà ýëåêòðîíà ñ ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà. Êàê âëèÿåò çà-

ãðÿçíåíèå ïîâåðõíîñòè íà âåëè÷èíó ðàáîòû âûõîäà?

14. Íà êàêèå äâå êîìïîíåíòû ìîæíî ðàçäåëèòü âûðàæåíèå

äëÿ ðàáîòû âûõîäà â ðàìêàõ òåîðèè �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè?

Îõàðàêòåðèçóéòå èõ. Êàê â íèõ ó÷èòûâàþòñÿ ìíîãî÷àñòè÷íûå

ý��åêòû?

15. Êàê ñêàçûâàåòñÿ ïðè ðàñ÷åòå ðàáîòû âûõîäà ó÷åò äèñ-

êðåòíîñòè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè è ý��åêòîâ ñìåùåíèÿ ïî-

âåðõíîñòíîé èîííîé ïëîñêîñòè?

16. Â ðàìêàõ ìîäåëè "æåëå" è â ïðèáëèæåíèè VS (Âàøèøòû-

Ñèíãâè) äëÿ îáìåííî-êîððåëÿöèîííûõ ïîïðàâîê íà íåîäíîðîä-

íîñòü (8.38) ðàññ÷èòàòü ïîâåðõíîñòíóþ ýíåðãèþ äëÿ ñëåäóþùèõ

ìåòàëëîâ: Na, Al, Pb, Cu, Cr.

17. Ó÷åñòü âëèÿíèå äèñêðåòíîñòè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè

íà âåëè÷èíó ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ìåòàëëîâ Na, Al, Pb, Cu, Cr,

ââåäÿ ïîïðàâêè íà èîí-èîííîå (8.59) è ýëåêòðîí-èîííîå (8.71)

âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðèìåíÿÿ ïñåâäîïîòåíöèàë Àøêðî�òà. Äëÿ

îáìåííî-êîððåëÿöèîííûõ ïîïðàâîê íà íåîäíîðîäíîñòü èñïîëüçî-

âàòü ïðèáëèæåíèå VS (Âàøèøòû-Ñèíãâè) (8.38). Ñðàâíèòü ïîëó-

÷àåìûå çíà÷åíèÿ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè.

18. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëó÷øåãî ñîãëàñèÿ ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè èñïîëüçîâàòü äëÿ

Pb ïðèáëèæåíèå õàîòè÷åñêèõ �àç (ÏÕÂ) (8.34), äëÿ Al äîïîëíè-

òåëüíî ó÷åñòü âêëàä â ïîâåðõíîñòíóþ ýíåðãèþ ãðàäèåíòíîé ïî-

ïðàâêè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ê êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (8.73), äëÿ

Cu è Cr äîïîëíèòåëüíî ó÷åñòü âêëàä â ïîâåðõíîñòíóþ ýíåðãèþ

ãðàäèåíòíîé ïîïðàâêè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà êàê ê êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè (8.73), òàê è ê îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèè (8.74).

19. �àññ÷èòàòü âåëè÷èíó ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé èîííîé

ïëîñêîñòè äëÿ ïëîòíîóïàêîâàííûõ ãðàíåé ñëåäóþùèõ ìåòàëëîâ:

Al, Pb, Cu, Cr, ïðîâîäÿ ó÷åò ñîñòàâëÿþùèõ ïîâåðõíîñòíîé ýíåð-

ãèè â ïðèáëèæåíèÿõ, îïðåäåëåííûõ äëÿ íèõ â çàäàíèè 18.

20. �àññ÷èòàòü âåëè÷èíó ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè äëÿ ïëîòíî-

óïàêîâàííûõ ãðàíåé ñëåäóþùèõ ìåòàëëîâ: Al, Pb, Cu, Cr, ñ ó÷å-
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òîì ý��åêòîâ ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé èîííîé ïëîñêîñòè.

21. �àññ÷èòàòü ðàáîòó âûõîäà ýëåêòðîíà ñ ïîâåðõíîñòè ñëå-

äóþùèõ ìåòàëëîâ: Na, Al, Pb, Cu, Cr, ðàññìàòðèâàÿ èõ â ïðè-

áëèæåíèè ìîäåëè "æåëå".

22. �àññ÷èòàòü ðàáîòó âûõîäà ýëåêòðîíà ñ ïîâåðõíîñòè ìå-

òàëëîâ Na, Al, Pb, Cu, Cr, ââåäÿ ïîïðàâêó íà ýëåêòðîí-èîííîå

âçàèìîäåéñòâèå (8.92). Ñðàâíèòü ïîëó÷àåìûå çíà÷åíèÿ ðàáîòû

âûõîäà ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè.
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�ëàâà 9

Ñòðóêòóðíûå �àçîâûå ïåðåõîäû

9.1. Ââåäåíèå

Ñòðóêòóðíûå �àçîâûå ïåðåõîäû õàðàêòåðèçóþò èçìåíåíèÿ ñî-

ñòîÿíèÿ òâåðäûõ òåë, ïðè êîòîðûõ èçìåíÿåòñÿ èõ êðèñòàëëîãðà-

�è÷åñêàÿ ñòðóêòóðà. Òàêèå ïåðåõîäû áûëè âûÿâëåíû è îïèñàíû

â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ òàêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàêðîñêîïè÷åñêèõ

ñâîéñòâ òâåðäûõ òåë, êàê òåïëîåìêîñòü, äèýëåêòðè÷åñêàÿ âîñïðè-

èì÷èâîñòü, ìîäóëè óïðóãîñòè, êîý��èöèåíòû òåïëîâîãî ðàñøè-

ðåíèÿ è ò.ä. Â ñèëó ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ìàêðîñêîïè÷åñêèõ

ñâîéñòâ òâåðäûõ òåë ïðè �àçîâûõ ïåðåõîäàõ, èõ èçó÷åíèå ÿâëÿåò-

ñÿ î÷åíü âàæíûì äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ ïðèìåíåíèé ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ìàòåðèàëîâ. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü èñïîëüçîâàíèå ñå-

ãíåòîýëåêòðèêîâ â êà÷åñòâå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ è ïè-

ðîýëåêòðè÷åñêèõ äåòåêòîðîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðåãèñòðèðîâàòü òåï-

ëîâûå ïîòîêè â øèðîêîì ñïåêòðàëüíîì èíòåðâàëå, äëÿ ïîëó÷å-

íèÿ êîíäåíñàòîðîâ áîëüøîé åìêîñòè, à òàêæå ìíîãèõ ýëåìåíòîâ

ýëåêòðîòåõíè÷åñêèõ è ðàäèîòåõíè÷åñêèõ öåïåé. Ýëåêòðîîïòè÷å-

ñêèå è àêóñòîîïòè÷åñêèå ñâîéñòâà òàêèõ ñåãíåòîýëåêòðèêîâ, êàê

LiNbO3, LiTaO3, KD2PO4, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ îïòè÷å-

ñêèõ ìîäóëÿòîðîâ è äå�ëåêòîðîâ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ.

Èçó÷åíèå ìèêðîñêîïè÷åñêîé ïðèðîäû ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ

ïåðåõîäîâ ïîòðåáîâàëî óñèëèé ìíîãèõ ó÷åíûõ. Äàííûå èññëå-

äîâàíèÿ íà÷àëèñü ñ òùàòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé

ñòðóêòóðû �àç ïî îáå ñòîðîíû îò òî÷êè ïåðåõîäà. Ïåðâûå ïî-

äîáíûå èçìåðåíèÿ áûëè âûïîëíåíû íà BaTiO3 �.Ä. Ìåãîó (1947)

[179℄, Â. Êåíöèãîì (1951) [158℄, �. Øèðàíå è äð. (1955) [197℄, à

ïîçäíåå Äæ. Õàðàäîé è äð. [145℄. �åçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 9.1, íà êîòîðîì èçîáðàæåíà ñòðóêòóðà íèç-

êîòåìïåðàòóðíîé �àçû BaTiO3 (T < Tc = 393K); çäåñü àòîìû

ñìåùåíû îòíîñèòåëüíî öåíòðîñèììåòðè÷íûõ ïîëîæåíèé, çàíè-

ìàåìûõ èìè â âûñîêîòåìïåðàòóðíîé êóáè÷åñêîé �àçå. Â ñåãíå-

òîýëåêòðè÷åñêîì BaTiO3 ñòàòè÷åñêèå ñìåùåíèÿ àòîìîâ â êàæäîé
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�èñ. 9.1. Èñêàæåííàÿ ñòðóêòóðà ïåðîâñêèòà ó ñåãíåòîýëåêòðèêà

BaTiO3

ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå íåñèììåòðè÷íîé �àçû îäèíàêîâû.

Ïðè äðóãèõ ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäàõ ýëåìåíòàðíàÿ

ÿ÷åéêà íåñèììåòðè÷íîé �àçû ñîñòîèò èç äâóõ, ÷åòûðåõ è, äàæå,

áîëüøåãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê âûñîêîòåìïåðàòóðíîé �à-

çû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà �àçîâîãî ïåðåõîäà ýòîãî òèïà íà ðèñ.

9.2 ïîêàçàíà ñòðóêòóðà SrTiO3 íèæå òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà ïðè

110 Ê. Â ýòîì ñëó÷àå âûñîêîòåìïåðàòóðíàÿ ïåðîâñêèòîâàÿ ñòðóê-

òóðà èñêàæàåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà â ïðîòèâî�àçå ñîñåäíèõ

êèñëîðîäíûõ îêòàýäðîâ [206℄.

Ïðîâåäåííûå èçìåðåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå ïðè

íåêîòîðûõ ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäàõ àòîìû â íåñèììåò-

ðè÷íîé �àçå íåçíà÷èòåëüíî ñìåùåíû îòíîñèòåëüíî ðàâíîâåñíûõ

ïîëîæåíèé, çàíèìàåìûõ èìè â âûñîêîòåìïåðàòóðíîé �àçå (�à-

çîâûå ïåðåõîäû òèïà ñìåùåíèÿ). Èñõîäÿ èç ýòîãî, Ï. Àíäåðñî-

íîì [3℄ è Â. Êîêðåíîì [120℄ áûëî âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî

òàêèå �àçîâûå ïåðåõîäû ìîãóò áûòü âûçâàíû íåóñòîé÷èâîñòüþ

êðèñòàëëà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ åãî íîðìàëüíûõ ìîä â âû-

ñîêîòåìïåðàòóðíîé �àçå. Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ

áûëî âûïîëíåíî ìíîãî èçìåðåíèé òàê íàçûâàåìûõ ìÿãêèõ ìîä,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóðíûì �àçîâûì ïåðåõîäàì (îáçîð ýòèõ
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�èñ. 9.2. Ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ êóáè÷åñêîé îñè,

äëÿ íèçêîòåìïåðàòóðíîé �àçû êðèñòàëëà SrTiO3

èçìåðåíèé ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â [196, 198℄. Â ðåçóëüòàòå, ñó-

ùåñòâîâàíèå òàêèõ ìîä, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ

òèïà ñìåùåíèÿ, õîðîøî óñòàíîâëåíî.

Âîçìîæíû äðóãèå ñòðóêòóðíûå �àçîâûå ïåðåõîäû, à èìåííî

ïåðåõîäû, îáóñëîâëåííûå óïîðÿäî÷åíèåì ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ èîíîâ, ðàçóïîðÿäî÷åííûõ â âûñîêîòåìïå-

ðàòóðíîé �àçå. Ïðèìåðîì òàêîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà òèïà ïîðÿ-

äîê - áåñïîðÿäîê ìîæåò ñëóæèòü ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèé �àçîâûé

ïåðåõîä â NaNO2. Â âûñîêîòåìïåðàòóðíîé (ïàðàýëåêòðè÷åñêîé)

�àçå èîíû àçîòà N â òðåóãîëüíûõ ãðóïïàõ NO2 ñ îäèíàêîâîé âå-

ðîÿòíîñòüþ ñìåùåíû â ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì íàïðàâ-

ëåíèÿõ îñè

~b. Îäíàêî íèæå òåìïåðàòóðû 436 Ê èîíû N ñòðåìÿòñÿ

ðàñïîëîæèòüñÿ òàê, ÷òîáû íàïðàâëåíèå ñìåùåíèÿ áûëî îäèíàêî-

âûì äëÿ âñåõ èîíîâ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 9.3 [151℄. Òàê êàê ïåðå-

îðèåíòàöèÿ ãðóïï NO2 ïðèâîäèò ê î÷åíü áîëüøèì ñìåùåíèÿì, â

÷àñòíîñòè èîíîâ àçîòà N, ýòî äâèæåíèå íåëüçÿ îïèñûâàòü, ïîëü-
çóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì î ìàëûõ ñìåùåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ðàâíî-

âåñíûõ ïîëîæåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòèõ ñèñòåìàõ ñ �àçîâûì

ïåðåõîäîì òèïà ïîðÿäîê - áåñïîðÿäîê ïðåäñòàâëåíèå î "ìÿãêîé

ìîäå" ìåíåå ïîëåçíî, ÷åì â ñèñòåìàõ ñ �àçîâûì ïåðåõîäîì òè-

ïà ñìåùåíèÿ. Íàêîíåö, óïîìÿíåì äðóãîé òèï �àçîâîãî ïåðåõîäà
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�èñ. 9.3. Ñòðóêòóðà ñåãíåòîýëåêòðèêà NaNO2

ïîðÿäîê - áåñïîðÿäîê, à èìåííî ïåðåõîä, íàáëþäàþùèéñÿ â ñïëà-

âàõ. Íà ðèñ. 9.4 ïîêàçàíà ñòðóêòóðà óïîðÿäî÷åííîé �àçû CuZn
(β-ëàòóíü); âûøå òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà, ðàâíîé 741 Ê, àòîìû

Cu è Zn ðàñïîëîæåíû õàîòè÷åñêè â îáúåìíîöåíòðèðîâàííîé êó-

áè÷åñêîé ðåøåòêå, îäíàêî íèæå òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà îíè ðàñ-

ïîëîæåíû ðåãóëÿðíî, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

Èçó÷åíèå ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ õàðàêòåðèçîâàëîñü

áóðíûì ðàçâèòèåì â 60 - 70-õ ãîäû äâàäöàòîãî âåêà áëàãîäàðÿ

ñîçäàíèþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå ïîçâîëèëè áîëåå

òî÷íî èçó÷àòü ìèêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà. Â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû

íåéòðîííîé ñïåêòðîñêîïèè, êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ, à òàêæå

ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà îêàçàëèñü îñîáåííî ý��åêòèâíûìè. Îíè

ïîêàçàëè, íàñêîëüêî ìíîãî÷èñëåííûå è ðàçíîîáðàçíûå ÿâëåíèÿ

ìîãóò ïðîòåêàòü â ñèñòåìàõ, èñïûòûâàþùèõ ñòðóêòóðíûå �àçî-

âûå ïåðåõîäû.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû îïèøåì ðàçâèòèå èññëåäîâàíèé â

îáëàñòè èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ â ðàìêàõ åäè-

íîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè Ëàí-
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�èñ. 9.4. Ñòðóêòóðà óïîðÿäî÷åííîé �àçû β-ëàòóíè

äàó [55℄; îáñóäèì ñèòóàöèè, êîãäà òåîðèÿ Ëàíäàó îêàçûâàåòñÿ

íåàäåêâàòíîé è áóäåò ïðîâåäåíî ðàññìîòðåíèå â ðàìêàõ �ëóêòó-

àöèîííîé òåîðèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ. Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàçíîîá-

ðàçèÿ ÿâëåíèé ïðè ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäàõ áóäóò ðàñ-

ñìîòðåíû ïåðåõîäû â BaTiO3, SrTiO3, NaNO2 è β-ëàòóíè. Îïè-
ñàíèå áóäåò ïðîâåäåíî â ðàìêàõ åäèíîãî ïîäõîäà áåç ñòðåìëåíèÿ

äàòü èñ÷åðïûâàþùèé îáçîð ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è òåî-

ðåòè÷åñêèõ ðàññìîòðåíèé äëÿ îòäåëüíûõ âåùåñòâ. Òàêîé àíàëèç

ïðîâåäåí â ðåêîìåíäóåìûõ êíèãàõ [13,53, 91, 156℄.

Ïðîñòåéøåé òåîðèåé ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ ÿâëÿ-

åòñÿ �åíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ëàíäàó (1937) [55, 60℄. Íåçàâè-

ñèìî, ýòà òåîðèÿ áûëà ðàçâèòà À.Ô. Äåâîíøèðîì (1949) [125℄ äëÿ

BaTiO3. Ïåðâûé øàã â îïèñàíèè òåîðèè ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ

ïåðåõîäîâ áóäåò ñîñòîÿòü â èçëîæåíèè òåîðèè Ëàíäàó è åå ïðè-

ìåíåíèè ê ðÿäó ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ. Òåîðèÿ Ëàíäàó

ñîäåðæèò áîëüøîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå íà �åíîìåíî-

ëîãè÷åñêîì óðîâíå äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû èç ýêñïåðèìåíòà.

Â ïðèíöèïå èõ ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü èç ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåî-

ðèè, êîòîðàÿ ìîãëà áû îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ñèììåòðè÷íàÿ �àçà

îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé ïðè òåìïåðàòóðå �àçîâîãî ïåðåõîäà

Tc.
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9.2. Ìîäåëüíûé ãàìèëüòîíèàí äëÿ îïè-

ñàíèÿ ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ ïåðå-

õîäîâ

Íèæå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ñòðóêòóðíîãî �àçîâîãî ïåðåõî-

äà ñðåäíåå ïîëîæåíèå àòîìà ñìåùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî åãî ïîëî-

æåíèÿ â âûñîêîñèììåòðè÷íîé �àçå. Ïîýòîìó â òåîðèè ñòðóê-

òóðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-

íûå ïðè îïèñàíèè ñìåùåíèé àòîìîâ èç èõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ.

Â âûñîêîòåìïåðàòóðíîé, âûñîêîñèììåòðè÷íîé �àçå ñðåäíèå ðàâ-

íîâåñíûå ïîëîæåíèÿ àòîìîâ îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðîì

~Rn,α, ãäå n
îáîçíà÷àåò ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó, à α - íîìåð àòîìà èç ν ðàç-

ëè÷íûõ àòîìîâ â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå, òàê ÷òî

~Rn,α = ~Rn + ~Rα.

Ñìåùåíèÿ àòîìîâ èç ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé îáîçíà÷àþòñÿ ÷å-

ðåç ~un,α, òàê ÷òî ïîëîæåíèå àòîìîâ â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðå-

ìåíè èìååò âèä: ~rn,α = ~Rn,α + ~un,α.

Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ êðèñòàëëà V ìîæíî �îðìàëüíî ðàç-

ëîæèòü â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ñìåùåíèé ~un,α. Â ãàðìîíè÷åñêîì ïðè-

áëèæåíèè âñåìè ÷ëåíàìè âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà â ýòîì ðàçëîæå-

íèè ïðåíåáðåãàþò. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ àòîìà â ãàðìîíè÷åñêîì

ïðèáëèæåíèè ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ

ïëîñêèõ âîëí, â êîòîðîì óðàâíåíèÿ ðàñöåïëÿþòñÿ äëÿ ðàçëè÷-

íûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ. Ïîëó÷àþùèåñÿ äèíàìè÷åñêèå ìàòðèöû

òàêæå ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÷àñòîòû ω~q,s è

íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ~e~q,s íîðìàëüíûõ ìîä. Èñ-

ïîëüçóÿ ýòè íîðìàëüíûå ìîäû, ñìåùåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

~un,α =
1√
mαN

∑

~q,s

~eα(~q, s) exp (i~q · ~Rn,α)A~q,s, (9.1)

ãäå mα - ìàññà àòîìà òèïà α, N - ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê

â êðèñòàëëå è A~q,s - íîðìàëüíàÿ êîîðäèíàòà. Â ïðåäñòàâëåíèè

íîðìàëüíûõ ìîä ãàðìîíè÷åñêàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà ïðèíèìàåò

âèä

H2 =
1

2

∑

~q,s

[

Ȧ~q,sȦ−~q,s + ω2
~q,sA~q,sA−~q,s

]

, (9.2)

ãäå Ȧ~q,s =
dA−~q,s

dt = P~q,s - èìïóëüñ, ñîïðÿæåííûé A~q,s.
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Äëÿ äèàãîíàëèçàöèè äàííîãî ãàìèëüòîíèàíà íîðìàëüíûå êî-

îðäèíàòû âûðàæàþòñÿ (ñì. ãëàâó 2) ÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ

è óíè÷òîæåíèÿ �îíîíîâ:

A~q,s =

(

~

2ω~q,s

)1/2

(b~q,s + b+−~q,s). (9.3)

Ñòðóêòóðíûå �àçîâûå ïåðåõîäû îñóùåñòâëÿþòñÿ òîëüêî â ñó-

ùåñòâåííî àíãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ, â êîòîðûõ ÷èñòî ãàðìî-

íè÷åñêèå ÷àñòîòû ω~q,s ìîãóò áûòü ìíèìûìè. Îäíàêî âûðàæåíèå

(9.3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü, åñëè ω~q,s çàìåíèòü ïîäõîäÿùèì îáðà-

çîì ïåðåíîðìèðîâàííûìè ÷àñòîòàìè [122℄. Íàì íåîáõîäèìî áóäåò

ðàññìîòðåòü ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì âòîðîãî, â ðàç-

ëîæåíèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

HA =
∑

~q1~q2~q3
s1s2s3

V

(

~q1~q2~q3
s1s2s3

)

A~q1,s1A~q2,s2A~q3,s3 + · · · . (9.4)

Ïîäîáíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöè-

àëüíîé ýíåðãèè ÷åðåç àòîìíûå ïîòåíöèàëû è ñîáñòâåííûå âåêòî-

ðû íîðìàëüíûõ ìîä ìîæíî íàéòè â [17℄.

Ïðè ìíîãèõ ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäàõ ìåíÿåòñÿ ðàç-

ìåð è �îðìà êðèñòàëëà. Ýòè èçìåíåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ââåäåíèåì

áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí - ïàðàìåòðîâ äå�îðìàöèè ηij . Ñìå-
ùåíèå àòîìà â ðåçóëüòàòå áåñêîíå÷íî ìàëîé äå�îðìàöèè èìååò

âèä

uin,α =
∑

j

ηijR
j
n,α. (9.5)

Ñðàâíåíèå âûðàæåíèé (9.5) è (9.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî

ηij = lim
~qj→0

i~qj
√

N
∑

α
mα

A~qj ,i, (9.6)

ãäå A~qj ,i - àìïëèòóäà àêóñòè÷åñêîé ìîäû, ñîáñòâåííûé âåêòîð êî-

òîðîé èìååò íàïðàâëåíèå i, à âîëíîâîé âåêòîð - íàïðàâëåíèå j.
Ê ñîæàëåíèþ, ïðîèçâîëüíûå âûäåëåííûå êîìáèíàöèè ïàðàìåò-

ðîâ äå�îðìàöèè íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç àìïëèòóäû àêó-

ñòè÷åñêèõ ìîä. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå äå�îðìàöèè
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(èëè äëèííîâîëíîâûå àêóñòè÷åñêèå ìîäû), äîëæíû áûòü èñêëþ-

÷åíû èç ñóììû ïî (~q, s) â âûðàæåíèÿõ (9.2) è (9.4) [17℄ è çàïèñàíû
êàê äîïîëíèòåëüíûå âêëàäû â ãàìèëüòîíèàí:

HD =
∑

ij

ηij

[

∑

j

Vij

(

0

s

)

A0,s

∑

~qss′

Vij

(

~q − ~q

s s′

)

A~q,sA−~q,s′ + · · ·
]

+

+
v

2

∑

ijlm

ηijηlm[Cijlm + · · · ]; (9.7)

çäåñü âûïèñàíû òîëüêî òðè íàèáîëåå âàæíûõ ÷ëåíà â äâîéíîì

ðàçëîæåíèè â ðÿä îòíîñèòåëüíî ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé â âûñî-

êîñèììåòðè÷íîé �àçå. Â âûðàæåíèè (9.7) ïåðâûé ÷ëåí îïèñûâà-

åò ñâÿçü äå�îðìàöèè ñ äëèííîâîëíîâîé îïòè÷åñêîé ìîäîé, à âî

âòîðîì ÷ëåíå èñïîëüçîâàí çàêîí ñîõðàíåíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà.

Òðåòèé ÷ëåí ñîäåðæèò îáû÷íûå êîý��èöèåíòû óïðóãîñòè è â

êà÷åñòâå ñîìíîæèòåëÿ îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè.

Ïðè �àçîâûõ ïåðåõîäàõ ïîðÿäîê - áåñïîðÿäîê ðàçëè÷íûå âîç-

ìîæíûå ïîëîæåíèÿ àòîìîâ ìîãóò áûòü çíà÷èòåëüíî óäàëåíû äðóã

îò äðóãà. Õîòÿ âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ãàìèëüòîíèàí â âèäå

ñòåïåííîãî ðÿäà ïî ñìåùåíèÿì, ýòîò ðÿä â ëó÷øåì ñëó÷àå ñõîäèò-

ñÿ òîëüêî î÷åíü ìåäëåííî è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî òðóäíî èñïîëü-

çîâàòü íà ïðàêòèêå. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ñîñòîèò âî ââåäå-

íèè íîâûõ èçèíãîâñêèõ ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå îïèñû-

âàþò êðóïíîìàñøòàáíûå äâèæåíèÿ. Â ñëó÷àå NaNO2 ñïèíîâàÿ

ïåðåìåííàÿ îïèñûâàåò ñìåùåíèå àòîìà N êàæäîé NO2 - ãðóï-

ïû ëèáî â ïîëîæèòåëüíîì Sn,α = +1/2, ëèáî â îòðèöàòåëüíîì

Sn,α = −1/2 íàïðàâëåíèè ïî îñè b. Â NaNO2 â êàæäîé ýëåìåíòàð-

íîé ÿ÷åéêå èìååòñÿ òîëüêî îäíà ãðóïïà NO2, ïîýòîìó ìû ìîæåì

îïóñòèòü èíäåêñ α è îñòàâèòü òîëüêî îäíó ñïèíîâóþ ïåðåìåííóþ

Sn, îïèñûâàþùóþ îðèåíòàöèþ êàæäîé NO2 - ãðóïïû.

Àíàëîãè÷íîå îáîçíà÷åíèå ìîæíî ââåñòè è äëÿ áèíàðíîãî ÀÂ-

ñïëàâà (ñ ïåðåõîäîì òèïà ïîðÿäîê - áåñïîðÿäîê). Åñëè â êðèñòàë-

ëå èìåþòñÿ òîëüêî óçëû îäíîãî òèïà (òî åñòü îäíî çíà÷åíèå α) â
âûñîêîñèììåòðè÷íîé �àçå, òî ìû ìîæåì ââåñòè ñïèíîâóþ ïåðå-

ìåííóþ Sn,α = +1/2, åñëè óçåë n çàíÿò àòîìîì À, è −1/2, åñëè îí
çàíÿò àòîìîì Â. Ýòó ìîäåëü ìîæíî òàêæå ðàñïðîñòðàíèòü íà áî-

ëåå ñëîæíûå ñïëàâû è íà áîëåå ñëîæíûå âûñîêîòåìïåðàòóðíûå

�àçû.

Â ñëó÷àå ÀÂ-ñïëàâà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ

ìåæäó àòîìàìè â ïîëîæåíèÿõ

~Rn è
~Rn′

ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íóþ
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�óíêöèîíàëüíóþ �îðìó â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå àòîìû âçà-

èìîäåéñòâóþò: ÀÀ, ÂÂ èëè ÀÂ. Îáîçíà÷àÿ ýòè ýíåðãèè âçàèìî-

äåéñòâèÿ ÷åðåç εAA, εBB è εAB = εBA, ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ

ìåæäó äâóìÿ óçëàìè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

εnn′ = ε
(0)
nn′ + 2ε

(1)
nn′(Sn + Sn′) + 4ε

(2)
nn′SnSn′ , (9.8)

ãäå

ε(0) =
1

4
(εAA + εBB + 2εAB), ε(1) =

1

4
(εAA − εBB),

ε(2) =
1

4
(εAA + εBB − 2εAB).

Ýòî óæå îáùåå ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ

óçëîâ n è n′ áåçîòíîñèòåëüíî ê ðàñïðåäåëåíèþ àòîìà ïî óçëàì.

Òðåòèé ÷ëåí âûðàæåíèÿ (9.8) îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ìåæ-

äó ñïèíîâûìè ïåðåìåííûìè íà ðàçëè÷íûõ óçëàõ. ×àñòî áûâàåò

ïîëåçíî ýòîò ÷ëåí ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, çàäàâàÿ êî-

îðäèíàòû àòîìîâ ðàâíûìè èõ ñðåäíèì ðàâíîâåñíûì çíà÷åíèÿì,

÷òîáû ïîëó÷èòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû Eα(~q, s) è ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ J(~q, s). Òîãäà

Sn,α =
1√
N

∑

~q,s

Eα(~q, s) exp (i~q · ~Rn,α)S~q,s, (9.9)

ãäå S~q,s - àìïëèòóäà ñïèíîâîé íîðìàëüíîé ìîäû.

9.3. Ïàðàìåòðû ïîðÿäêà

9.3.1. Îñíîâíûå ïàðàìåòðû ïîðÿäêà

Ïðè ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäàõ ìåíÿåòñÿ ñèììåòðèÿ êðè-

ñòàëëà. Ïðè ýòîì íåêîòîðûå èç ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè âûñîêî-

ñèììåòðè÷íîé �àçû, êîòîðàÿ îáû÷íî, íî íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âû-

ñîêîòåìïåðàòóðíîé, èñ÷åçàþò â íèçêîñèììåòðè÷íîé �àçå. Âûøå

òåìïåðàòóðû ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà â BaTiO3

(ðèñ. 9.1) èîíû Ba è Ti ðàñïîëîæåíû â óçëàõ, èìåþùèõ ïîëíóþ

êóáè÷åñêóþ ñèììåòðèþ, òîãäà êàê â íèçêîñèììåòðè÷íîé �àçå
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êàæäûé óçåë îáëàäàåò òîëüêî òåòðàãîíàëüíîé ñèììåòðèåé. Òà-

êàÿ ïîòåðÿ â íèçêîñèììåòðè÷íîé �àçå íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ñèì-

ìåòðèè, ñâîéñòâåííûõ âûñîêîñèììåòðè÷íîé �àçå, ÿâëÿåòñÿ îñ-

íîâíîé õàðàêòåðèñòèêîé áîëüøèíñòâà �àçîâûõ ïåðåõîäîâ.

Ïðè �àçîâîì ïåðåõîäå âòîðîãî ðîäà (íåïðåðûâíîì ïåðåõîäå)

ñìåùåíèÿ àòîìîâ èç ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, âûçûâàþùèå ïîíè-

æåíèå ñèììåòðèè, íåïðåðûâíî óìåíüøàþòñÿ äî íóëÿ ïðè ïðè-

áëèæåíèè ê òåìïåðàòóðå �àçîâîãî ïåðåõîäà. Â îòäåëüíîì äî-

ìåíå íèçêîñèììåòðè÷íîé �àçû ñìåùåíèÿ â êàæäîé ýëåìåíòàð-

íîé ÿ÷åéêå ñâÿçàíû îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñî ñìåùåíèÿìè, âîç-

íèêàþùèìè â äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷åéêàõ. Òàê, â BaTiO3 ñìå-

ùåíèÿ îäèíàêîâû âî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷åéêàõ, â òî âðåìÿ êàê â

SrTiO3 (ðèñ. 9.2) îíè ïðè îäèíàêîâîé âåëè÷èíå õàðàêòåðèçóþòñÿ

ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíûìè íàïðàâëåíèÿìè äëÿ ñîñåäíèõ ýëåìåí-

òàðíûõ ÿ÷ååê. Âîçíèêíîâåíèå äàëüíåãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ õàðàê-

òåðíûì ïðèçíàêîì äëÿ íèçêîñèììåòðè÷íûõ �àç. Ïðè ýòîì äëÿ

áîëüøèíñòâà ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ äàííûå ñìåùåíèÿ

ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ íîðìàëüíûõ ìîä èëè ñïèíîâûõ

ïåðåìåííûõ. Åäèíñòâåííîå èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò �àçîâûå ïå-

ðåõîäû èç íåñîðàçìåðíûõ â ñîðàçìåðíûå �àçû [19,94℄.

Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ñòðóêòóðíîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà ðåàëè-

çóåòñÿ, êîãäà ñìåùåíèÿ àòîìîâ, ïîíèæàþùèå ñèììåòðèþ êðè-

ñòàëëà, ìîãóò áûòü îïèñàíû îäíîé íîðìàëüíîé ìîäîé A~qc,s. Âå-

ëè÷èíà èñêàæåíèÿ òîãäà îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà:

φ0 =
1√
N

〈A~qc,s〉. (9.10)

Ìíîæèòåëü N1/2
îáåñïå÷èâàåò íåçàâèñèìîñòü φ0 îò ðàçìåðà êðè-

ñòàëëà.

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà ïàðàìåòð ïîðÿäêà

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè T → Tc. Èçìåíåíèå âåëè÷èíû φ0 îïèñûâà-
åòñÿ ñòåïåííûì çàêîíîì.

φ0 ∼ (Tc − T )β , (9.11)

ãäå β íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì èíäåêñîì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.

Â òåîðèÿõ ñðåäíåãî ïîëÿ, íå ó÷èòûâàþùèõ �ëóêòóàöèîííûå ý�-

�åêòû, èíäåêñ β = 0.5, â òî âðåìÿ êàê â äåéñòâèòåëüíîñòè çíà-

÷åíèå β ìåíÿåòñÿ îò 0.25 äî 0.5.
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Âîçìîæíûå àòîìíûå ñìåùåíèÿ â íèçêîñèììåòðè÷íîé �àçå âî

ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåëüçÿ îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ òîëüêî îäíîé íîð-

ìàëüíîé ìîäû, à íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ëèíåéíóþ êîìáèíà-

öèþ n íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò. Â òàêîì ñëó÷àå n íàçûâàþò ÷èñ-

ëîì êîìïîíåíò ïàðàìåòðà (èëè ðàçìåðíîñòüþ ïàðàìåòðà ïîðÿä-

êà). Â âûñîêîñèììåòðè÷íîé �àçå âñå n íîðìàëüíûõ ìîä èìåþò

îäèíàêîâóþ ÷àñòîòó. Çàäàäèì ïàðàìåòð ïîðÿäêà íèçêîñèììåò-

ðè÷íîé �àçû â âèäå

φi = φ0ζi =
1√
N

〈A~qci,si〉, (9.12)

ãäå

∑

i

ζ2i = 1. (9.13)

Ïàðàìåòðû ζi îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó èñêàæåííîé �àçû, à âåëè-
÷èíà φ0 èçìåíÿåòñÿ ñ òåìïåðàòóðîé ïî çàêîíó (9.11).

Îáà êðèñòàëëà, BaTiO3 è SrTiO3, ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ñè-

ñòåì, ãäå n = 3. Â BaTiO3 óïîðÿäî÷åííàÿ �àçà õàðàêòåðèçóåòñÿ

ñìåùåíèÿìè âäîëü îñåé x, y èëè z, êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåò-
ñòâóåò ñâîÿ íîðìàëüíàÿ ìîäà. Ïîäîáíî ýòîìó â SrTiO3 êèñëîðîä-

íûå îêòàýäðû ìîãóò âðàùàòüñÿ îòíîñèòåëüíî ëþáîé èç òðåõ êó-

áè÷åñêèõ îñåé. Â îáîèõ íàçâàííûõ ñëó÷àÿõ âîëíîâûå âåêòîðû ~qci
îäèíàêîâû äëÿ âñåõ òðåõ çíà÷åíèé i, à èìåííî ~qc = 0 äëÿ BaTiO3

è ~qc = (1/2, 1/2, 1/2)2π/a äëÿ SrTiO3. Äëÿ �àçîâîãî ïåðåõîäà

òàêîãî òèïà n íå ìîæåò áûòü áîëüøå 3. Îäíàêî ïðè íåñîèçìå-

ðèìûõ �àçîâûõ ïåðåõîäàõ n (â êóáè÷åñêèõ ñîåäèíåíèÿõ) ìîæåò

äîñòèãàòü çíà÷åíèÿ 48.

Õîòÿ ìû ââåëè ïðåäñòàâëåíèå î ïàðàìåòðå ïîðÿäêà, èñïîëü-

çóÿ ïîêàçàííûå íà ðèñ. 9.1 è 9.2 �àçîâûå ïåðåõîäû òèïà ñìå-

ùåíèÿ, òàêîé æå ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ìîæíî

ïðèìåíèòü è â ñëó÷àå ïåðåõîäîâ òèïà ïîðÿäîê - áåñïîðÿäîê, äëÿ

êîòîðûõ

φ0 =
1√
N

〈S~qc,s〉. (9.14)

Òàê, íàïðèìåð, â NaNO2 ïàðàìåòð ïîðÿäêà õàðàêòåðèçóåò ðàç-

íîñòü ìåæäó ÷èñëîì ãðóïï NO2, ñìåùåííûõ â ïîëîæèòåëüíîì è

îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ âäîëü îñè b.
Áîëåå �îðìàëüíîå îïèñàíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðè �àçîâîì

ïåðåõîäå ìîæåò áûòü äàíî íà ÿçûêå òåîðèè ãðóïï [60℄. Ôóíêöèþ
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ïëîòíîñòè ρ(~r) â êðèñòàëëå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè íîðìèðîâàííûõ �óíêöèé ϕ, êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ
äðóã â äðóãà ïîä äåéñòâèåì îïåðàöèé ñèììåòðèè ãðóïïû G âû-

ñîêîñèììåòðè÷íîé �àçû. Óäîáíî âûáðàòü �óíêöèè ϕ òàê, ÷òîáû

îíè ðàçäåëÿëèñü íà ïîäãðóïïû, âíóòðè êîòîðûõ �óíêöèè ïðè

âñåõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñèììåòðèè ïðåîáðàçóþòñÿ òîëüêî äðóã â

äðóãà. Òàêèå �óíêöèè ϕp
i îáðàçóþò áàçèñ íåïðèâîäèìûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé ãðóïïû G, ïðè÷åì p îáîçíà÷àåò íåïðèâîäèìîå ïðåä-

ñòàâëåíèå, à i - ÷èñëî �óíêöèé â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè. Ñðåäè

�óíêöèé ϕp
i âñåãäà åñòü òàêàÿ, êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëü-

íî G. Ýòà �óíêöèÿ îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ρ0(~r) âûñîêîñèììåò-
ðè÷íîé �àçû. Òîãäà ñìåùåíèå àòîìîâ â íèçêîñèììåòðè÷íîé �àçå

(äèñòîðñèþ) δρ(~r) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

δρ ≡
∑

p

′∑

i

Cp
i ϕ

p
i , (9.15)

ãäå øòðèõ ó çíàêà ñóììû ïî p îçíà÷àåò, ÷òî ÷ëåí, îïèñûâàþùèé
ñòðóêòóðó âûñîêîñèììåòðè÷íîé �àçû, äîëæåí áûòü îïóùåí. Òå-

ïåðü ïðè íåïðåðûâíîì �àçîâîì ïåðåõîäå èñêàæåíèå ñòðóêòóðû

ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ òîëüêî îäíîãî íåïðèâîäèìîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ, ñêàæåì, p = s; êîý��èöèåíòû Cs
i òîãäà îïèñû-

âàþò ñòðóêòóðó íèçêîñèììåòðè÷íîé �àçû.

Ñìåùåíèÿ àòîìîâ îòíîñèòåëüíî èõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü �óíêöèé, êîòîðûå ïðåîáðàçó-

þòñÿ ïîä äåéñòâèåì îïåðàöèé ñèììåòðèè ãðóïïûG. ×òî êàñàåòñÿ
íîðìàëüíûõ ìîä, òî ñèììåòðèÿ êðèñòàëëà ãàðàíòèðóåò, ÷òî êàæ-

äàÿ íîðìàëüíàÿ ìîäà ïðåîáðàçóåòñÿ ïî îïðåäåëåííîìó íåïðèâî-

äèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïû. Ôóíêöèè A~qj

òîãäà ïðîïîðöèîíàëüíû �óíêöèÿì ϕp
i , ââåäåííûì âûøå, à êî-

ý��èöèåíòû Cs
i ïðîïîðöèîíàëüíû ïàðàìåòðó ïîðÿäêà φi. ×èñëî

êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà n åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ðàçìåð-

íîñòü s-ãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ãðóïïû.

9.3.2. Âòîðè÷íûå ïàðàìåòðû ïîðÿäêà

Òåðìèí "âòîðè÷íûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà", ê ñîæàëåíèþ, óïîòðåá-

ëÿþò â äâóõ ðàçëè÷íûõ ñìûñëàõ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü îí èñïîëüçó-

åòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ âîçíèêàþùåé ïðè �àçîâîì ïåðåõîäå äèñòîðèè

374



(â íèçêîñèììåòðè÷íîé �àçå), êîòîðàÿ èñêëþ÷àåò ìåíüøåå ÷èñëî

ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè, ñâîéñòâåííûõ âûñîêîñèììåòðè÷íîé �à-

çå, ÷åì äèñòîðñèÿ, îïèñûâàåìàÿ îñíîâíûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà.

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ïîÿñíèòü, ðàññìàòðèâàÿ ñîåäèíåíèÿ

BaTiO3 è SrTiO3, â êîòîðûõ â íèçêîñèììåòðè÷íîé �àçå äîïîë-

íèòåëüíî ê îñíîâíîé äèñòîðñèè ïîÿâëÿåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ

äå�îðìàöèÿ. Â BaTiO3 òî÷å÷íàÿ ãðóïïà âûñîêîñèììåòðè÷íîé

�àçû èìååò ïîëíóþ êóáè÷åñêóþ ñèììåòðèþ m3m, à íèçêîñèì-

ìåòðè÷íàÿ �àçà îïèñûâàåòñÿ òåòðàãîíàëüíîé òî÷å÷íîé ãðóïïîé

4mm. Åñëè áû, îäíàêî, äèñòîðñèÿ, ïðèâîäÿùàÿ ê òåòðàãîíàëü-

íîé ñòðóêòóðå, âîçíèêëà òîëüêî çà ñ÷åò òåòðàãîíàëüíîé äå�îð-

ìàöèè ηzz − (ηxx + ηyy), òî íèçêîñèììåòðè÷íàÿ �àçà èìåëà áû

ñèììåòðèþ 4/mmm. Òî÷å÷íóþ ãðóïïó 4/mmm ìîæíî ïîëó÷èòü

èç ãðóïïû 4mm, äîáàâëÿÿ ïëîñêîñòü îòðàæåíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿð-
íóþ òåòðàãîíàëüíîé îñè. Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ýòîé ïëîñêî-

ñòè îòðàæåíèÿ íàðóøàåòñÿ äèñòîðñèåé, îïèñûâàåìîé îñíîâíûì

ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà, íî íå íàðóøàåòñÿ äèñòîðñèåé, îïèñûâàåìîé

âòîðè÷íûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà - òåòðàãîíàëüíîé äå�îðìàöèåé.

Â SrTiO3 íèçêîòåìïåðàòóðíàÿ �àçà èìååò ñèììåòðèþ 4/mmm,
íî êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò äâå �îðìóëüíûå åäè-

íèöû, òîãäà êàê åñëè áû äèñòîðñèÿ ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé òîëüêî

äå�îðìàöèþ, òî òî÷å÷íàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè áûëà áû 4/mmm,
íî êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæàëà áû ïî îäíîé �îð-

ìóëüíîé åäèíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, îñíîâíîé ïàðàìåòð ïîðÿäêà

îïèñûâàåò íàðóøåíèå òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè äâóõ �îðìóëü-

íûõ åäèíèö â êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå íèçêîñèììåòðè÷íîé

�àçû, òîãäà êàê äèñòîðñèÿ, îïèñûâàåìàÿ âòîðè÷íûì ïàðàìåòðîì

ïîðÿäêà (òåòðàãîíàëüíàÿ äå�îðìàöèÿ), åå íå íàðóøàåò.

Òàê êàê äèñòîðñèÿ, îïèñûâàåìàÿ âòîðè÷íûì ïàðàìåòðîì ïî-

ðÿäêà, íàðóøàåò ñèììåòðèþ âûñîêîòåìïåðàòóðíîé �àçû, îíà

äîëæíà óìåíüøàòüñÿ äî íóëÿ ïðè T → Tc. Ïîýòîìó ìû çàïèøåì

òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü âòîðè÷íîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà φ̄,
êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äå�îðìàöèþ èëè äðóãóþ íîðìàëü-

íóþ ìîäó, â âèäå

φ̄ ∼ (Tc − T )β̃. (9.16)

Òàê êàê âòîðè÷íûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà íå íàðóøàåò âñåõ ýëåìåí-

òîâ ñèììåòðèè, êîòîðûå èñ÷åçàþò ïðè Tc, îí äîëæåí èìåòü âáëè-
çè Tc ïðåäåëüíî ìàëóþ àìïëèòóäó ïî ñðàâíåíèþ ñ îñíîâíûì ïà-

ðàìåòðîì ïîðÿäêà. Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî β̃ > β.
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Äðóãîå èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà "âòîðè÷íûé ïàðàìåòð ïîðÿä-

êà" ñâÿçàíî ñ ñèòóàöèåé, êîãäà áîëåå ÷åì îäíà íîðìàëüíàÿ ìîäà

(~qj) èìååò ñèììåòðèþ îñíîâíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Íàïðèìåð,

â BaTiO3 èìåþòñÿ òðè ðàçëè÷íûå ÷àñòîòû ïîïåðå÷íûõ îïòè÷å-

ñêèõ ìîä â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå. Ìû ìîæåì âûáðàòü ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû ìîä òàê, ÷òîáû ñìåùåíèÿ âáëèçè Tc îïðåäå-
ëÿëèñü òîëüêî îäíîé èç ýòèõ ìîä. Îäíàêî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ

äèñòîðñèè êàðòèíà àòîìíûõ ñìåùåíèé ìåíÿåòñÿ, ÷òî ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî êàê ñâÿçü ñ äðóãèìè íîðìàëüíûìè ìîäàìè.

9.4. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ

Ëàíäàó

9.4.1. �àññìîòðåíèå ñèñòåì ñ îäíîêîìïî-

íåíòíûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà

Áàçîâàÿ ìîäåëü òåîðèè Ëàíäàó

Â 1937 ã. Ë.Ä. Ëàíäàó [55℄ ðàçâèë òåîðèþ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ, êî-

òîðóþ îí ïðèìåíèë ê ñòðóêòóðíûì �àçîâûì ïåðåõîäàì. Íà÷íåì

ñ ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà [60℄, êîãäà ïàðàìåòð ïîðÿäêà èìååò òîëü-

êî îäíó êîìïîíåíòó φi = φ, êîòîðóþ âñåãäà ìîæíî âûáðàòü âå-

ùåñòâåííîé. Ëàíäàó Ë.Ä. ïðåäïîëîæèë, ÷òî ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ,

ïðèõîäÿùóþñÿ íà îäíó ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó êðèñòàëëà, ìîæíî

ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà:

F = F0 +
r

2
φ2 + dφ3 + uφ4, (9.17)

ãäå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ìîãóò áûòü �óíêöèÿìè òåìïåðà-

òóðû.

Ôàçà óñòîé÷èâà òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

∂F

∂φ

∣

∣

∣

∣

φ0

= 0,
∂2F

∂φ2

∣

∣

∣

∣

φ0

> 0. (9.18)

Òîãäà âûñîêîñèììåòðè÷íàÿ �àçà 〈φ〉 = φ0 = 0 óñòîé÷èâà òîëü-

êî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â (9.17) ëèíåéíûé ÷ëåí ïî φ îòñóòñòâó-

åò, à êîý��èöèåíò r ïîëîæèòåëåí. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â íåñèì-
ìåòðè÷íîé �àçå, åñëè êîý��èöèåíò r îòðèöàòåëåí. Êðîìå òîãî,
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ïðè íåïðåðûâíîì �àçîâîì ïåðåõîäå ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ F äîëæ-

íà âîçðàñòàòü ñ óâåëè÷åíèåì |φ| è ïðè Tc(r = 0), ïîýòîìó d = 0,
à u > 0. Òåîðèÿ Ëàíäàó, òàêèì îáðàçîì, äîïîëíÿåòñÿ åùå îäíèì

ïðåäïîëîæåíèåì: òàê êàê êîý��èöèåíò r ìåíÿåò ñâîé çíàê ïðè

Tc, åãî ìîæíî çàïèñàòü âáëèçè Tc â âèäå àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè
îò T :

r = a (T − Tc).

Â òî æå âðåìÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äîñòàòî÷íî áëèçêî îò Tc êîý�-
�èöèåíò u îò òåìïåðàòóðû íå çàâèñèò. Â ýòîì ñëó÷àå ñâîáîäíàÿ

ýíåðãèÿ òàêîé ïðîñòåéøåé ìîäåëè ïðèíèìàåò âèä

F = F0 +
a

2
(T − Tc)φ

2 + uφ4. (9.19)

Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íèçêîòåìïåðàòóðíîé �àçû ïðè T < Tc
ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà:

φ20 =
a

4u
(Tc − T ). (9.20)

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ïðè ðàâíîâåñíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ïî-

ðÿäêà ïðèíèìàåò âèä

Fs = 〈F 〉 = F0 −
a2

16u
(Tc − T ), T < Tc, (9.21)

è, ñëåäîâàòåëüíî, èçìåíåíèå òåïëîåìêîñòè ðàâíî

C̃ = −T ∂
2F

∂T 2
=
a2T

8u
, T < Tc,

C̃ = 0, T > Tc.

(9.22)

Âîñïðèèì÷èâîñòü χ(~k = 0) = (∂2F/∂φ2)−1 èìååò âèä

χ(0) =
1

a(T − Tc)
T > Tc,

χ(0) =
1

2a(Tc − T )
T < Tc.

(9.23)

Ýòè ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â äàííîé òåîðèè èíäåêñû, îïè-

ñûâàþùèå êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå φ ∼ (Tc − T )β, χ ∼ |T − Tc|−γ ,
èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: β = 1/2 è γ = 1. Íà ðèñ. 9.5 ïî-

êàçàíà ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ ýòîé ìîäåëè âûøå è íèæå Tc, à
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�èñ. 9.5. Çàâèñèìîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè F − F0 îò èçìåíåíèÿ ïàðà-

ìåòðà ïîðÿäêà φ äëÿ òðåõ ìîäåëåé. Ìîäåëü I (à) �àçîâîãî ïåðåõîäà

âòîðîãî ðîäà îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (9.19) ñî çíà÷åíèÿìè ïàðàìåò-

ðîâ a = 2, u = 4; â ýòèõ åäèíèöàõ ∆ = T −Tc = 1. Â ìîäåëè II (á) ó÷è-

òûâàåòñÿ êóáè÷åñêèé ÷ëåí d ñ âûáðàííûì íà ðèñóíêå çíà÷åíèåì d = 6,
êîãäà �àçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà ïðîèñõîäèò ïðè TI = Tc + ∆ ñ

∆ = d2/2au = 2.25. Ìîäåëü III (â) õàðàêòåðèçóåòñÿ âûðàæåíèåì (9.26)

ñ a = 2, u = −8, h = 6 è îïèñûâàåò �àçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà ïðè
TI = Tc +∆ ñ ∆ = u2/2ah.

íà ðèñ. 9.6 - ïîâåäåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà è âîñïðèèì÷èâîñòè â

çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû.

Ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî â (9.17) d = 0. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå

ñïðàâåäëèâî âñåãäà, åñëè ïàðàìåòð ïîðÿäêà èìååò òîëüêî îäíó

êîìïîíåíòó, îäíàêî îíî íå îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå

ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, íàïðèìåð ïðè íåêîòî-

ðûõ íåóñòîé÷èâîñòÿõ îòíîñèòåëüíî äå�îðìàöèè ðåøåòêè [123℄.

Åñëè êîý��èöèåíò d íå ðàâåí íóëþ, òî �àçîâûé ïåðåõîä îòíî-
ñèòñÿ ê ïåðâîìó ðîäó è ðàçëîæåíèå (9.19) ñòàíîâèòñÿ ñîìíèòåëü-

íûì. Òåì íå ìåíåå âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ �àçîâûé ïåðåõîä áëèçîê

ê íåïðåðûâíîìó è åãî ìîæíî àíàëèçèðîâàòü, èñïîëüçóÿ ðàçëî-
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�èñ. 9.6. Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà φ0 è îáðàò-

íîé âîñïðèèì÷èâîñòè äëÿ òðåõ ìîäåëåé, ðàññìîòðåííûõ íà ðèñ. 9.5.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìîäåëè III îáðàòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü õàðàêòåðèçó-

åòñÿ áûñòðûì ðîñòîì ïðè T < TI .

æåíèå Ëàíäàó. Ïåðåõîä âîçíèêàåò ïðè T = TI , ïðè÷åì

TI = Tc +
d2

2au
. (9.24)

Ïàðàìåòð ïîðÿäêà ïðèíèìàåò ïðè TI çíà÷åíèå

φ0 = − d

2u
,

à íèæå TI îí îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

φ0 =
−3d− [9d2 − 16ua(T − Tc)]

1/2

8u
. (9.25)

Áîëåå äåòàëüíî ñâîéñòâà ýòîé ìîäåëè ïîêàçàíû íà ðèñ. 9.5 è 9.6.

Ôàçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà èìååò ìåñòî, åñëè ñèììåòðèÿ äî-

ïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî êóáè÷åñêîãî ÷ëåíà d. Â òàêîì

ñëó÷àå îí îáóñëîâëåí èìåííî ñèììåòðèåé.
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Ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà âîçíèêàåò â ïðîñòåéøåé ìîäåëè òàêæå,

åñëè u < 0, íî â ýòîì ñëó÷àå îí îáóñëîâëåí íå ñèììåòðèåé, à èç-

ìåíåíèåì çíàêà ó êîý��èöèåíòà u â ðàçëîæåíèè Ëàíäàó. Åñëè

êîý��èöèåíò u îòðèöàòåëåí, òî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ F ñòàíîâèò-

ñÿ íåîãðàíè÷åííîé è ðàçëîæåíèå íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ÷ëåíàìè

âûøå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ â ýòîì

ñëó÷àå ìû çàïèøåì â âèäå

F = F0 +
a

2
(T − Tc)φ

2 + uφ4 + hφ6 + · · · , (9.26)

ãäå êîý��èöèåíò u òåïåðü îòðèöàòåëåí, à êîý��èöèåíò h ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Ïåðåõîä â ýòîì ñëó÷àå îòíîñèòñÿ ê

ïåðâîìó ðîäó è èìååò ìåñòî ïðè òåìïåðàòóðå

TI = Tc +
u2

2ah
, u < 0. (9.27)

Ñêà÷îê ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðè TI ðàâåí

φ0 = ±
(

a (TI − Tc)

|u|

)1/2

, (9.28)

òîãäà êàê íèæå TI ïàðàìåòð ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

φ20 =
−4u+ [16u2 − 24ah (T − Tc)]

1/2

12h
. (9.29)

Ñâîéñòâà ýòîãî òèïà ïåðåõîäà ïåðâîãî ðîäà, êîòîðûé ðåàëèçóåò-

ñÿ, íàïðèìåð, â KDP(KH2PO4), èëëþñòðèðóþò ðèñ. 9.5 è 9.6.

�àññìîòðåíèå ìîäåëè ñî ñâÿçüþ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ñ äå-

�îðìàöèåé

Ïðè âñåõ ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäàõ ïàðàìåòð ïîðÿäêà ñâÿ-

çàí ñ óïðóãèìè äå�îðìàöèÿìè èëè, âîçìîæíî, ñ äðóãèìè âòîðè÷-

íûìè ïàðàìåòðàìè ïîðÿäêà. Ýòà ñâÿçü îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûìè

ïî äå�îðìàöèè è êâàäðàòè÷íûìè ïî ïàðàìåòðó ïîðÿäêà ÷ëåíàìè

â ðàçëîæåíèè ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Ïðîñòåéøèì îáîáùåíèåì ìî-

äåëè, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ÿâëÿåòñÿ ó÷åò ñâÿçè

ñ äå�îðìàöèåé, îïèñûâàåìîé åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì η. Ñâî-
áîäíàÿ ýíåðãèÿ (9.19) òîãäà ïðèíèìàåò âèä

F = F0 +
a

2
(T − Tc) φ

2 + uφ4 + eφ2η +
C

2
η2 · · · , (9.30)
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ãäå e - ïàðàìåòð ñâÿçè, à C - ñîîòâåòñòâóþùèé êîý��èöèåíò

óïðóãîñòè. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî, çà èñêëþ÷åíèåì ðåäêèõ ñëó-

÷àåâ, êîý��èöèåíò C âáëèçè Tc ñëàáî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû.
Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ â êðèñòàëëå íàïðÿæåíèé ∂F/∂η äàåò

η = −eφ
2

C
. (9.31)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü, ÷òîáû èñêëþ÷èòü η èç

(9.30), ïîñëå ÷åãî ïîëó÷àåì

F = F0 +
a

2
(T − Tc) φ

2 + ũφ4, (9.32)

ãäå

ũ = u− e2

2C
. (9.33)

Âûðàæåíèå (9.32) èìååò â òî÷íîñòè òàêóþ æå �îðìó, êàê è âû-

ðàæåíèå (9.19), ëèøü ñ çàìåíîé u íà ũ, ïîýòîìó â ðåçóëüòàòàõ

ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà íóæíî òîëüêî âåçäå âìåñòî u ïîäñòàâèòü

ũ. Âûðàæåíèå (9.33) ïîêàçûâàåò, ÷òî ũ ìåíüøå u; ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè ïåðåõîäû ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ

áóäóò îòíîñèòüñÿ ê ïåðâîìó ðîäó, ÷åì ïðè ïîñòîÿííîé äå�îðìà-

öèè.

Óïðóãàÿ äå�îðìàöèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ïàðàìåòðà

ïîðÿäêà (9.31) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (9.20) ïðîïîðöèîíàëü-

íà T − Tc. Âîñïðèèì÷èâîñòü ìîæíî èçìåðèòü äâóìÿ ðàçíûìè

ñïîñîáàìè: ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ äå�îðìàöèÿ ñëåäóåò çà ïàðà-

ìåòðîì ïîðÿäêà φ; â ýòîì ñëó÷àå âîñïðèèì÷èâîñòü îáîçíà÷àþò

χ0
, íî ïðè âûñîêèõ ÷àñòîòàõ îíà íå óñïåâàåò ñëåäîâàòü çà φ, è

âîñïðèèì÷èâîñòü îáîçíà÷àþò χ∞. Ïðè T > Tc îáå âîñïðèèì÷è-
âîñòè ðàâíû [a (T − Tc)]

−1
, íî ïðè T < Tc

χ0(0) = [2a (Tc − T )]−1, (9.34)

à âåëè÷èíà χ∞(0) îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ∂2F/∂φ2, âû÷èñëÿ-
åìîé ïðè ïîñòîÿííîé äå�îðìàöèè η, è èìååò âèä

χ∞(0) =
ũ

2ua(Tc − T )
. (9.35)

Òàê êàê ũ ìåíüøå u, òî χ∞ < χ0
, õîòÿ îáå âåëè÷èíû ñòðåìÿòñÿ

ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè Tc.
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Íåîáõîäèìî òàêæå ðàçëè÷àòü íèæå Tc âûñîêî- è íèçêî÷à-

ñòîòíûé îòêëèê äëÿ êîý��èöèåíòîâ óïðóãîñòè. Êîý��èöèåíòû

óïðóãîñòè ïðè �èêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå ïîðÿäêà φ îïðåäåëÿ-

þòñÿ ñîîòíîøåíèåì ∂2F/∂η2 = C, òîãäà êàê ïðè óñëîâèÿõ, êî-

ãäà φ ñëåäóåò çà èçìåíåíèÿìè η, îíè îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

∂2F/∂η2 = C − e2/4u.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ, êîãäà ïàðàìåòð ïîðÿä-

êà ìîæåò ñëåäîâàòü çà óïðóãèìè �ëóêòóàöèÿìè, êîý��èöèåíò

óïðóãîñòè ïðè ïåðåõîäå óìåíüøàåòñÿ íà âåëè÷èíó e2/4u.
Â íèçêîòåìïåðàòóðíîé �àçå ñóùåñòâóåò òàêæå íåíóëåâàÿ âîñ-

ïðèèì÷èâîñòü, îïèñûâàþùàÿ ðåàêöèþ äå�îðìàöèè íà ïîëå, ñî-

ïðÿæåííîå ïàðàìåòðó ïîðÿäêà φ. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
[∂2F/∂η ∂φ]−1 = 1/2eφ0 è, ñëåäîâàòåëüíî, íåîãðàíè÷åííî âîçðàñ-
òàåò ïðè Tc.

9.4.2. �àññìîòðåíèå ñèñòåì ñ ìíîãîêîìïîíåíò-

íûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà

Áàçîâàÿ ìîäåëü

Ïàðàìåòð ïîðÿäêà ïðè ñòðóêòóðíîì �àçîâîì ïåðåõîäå ìîæåò

èìåòü áîëüøå îäíîé êîìïîíåíòû; íàïðèìåð â BaTiO3 è SrTiO3

÷èñëî êîìïîíåíò n = 3. Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ñëó÷àè, êîãäà âåëè÷èíû φi âåùåñòâåííû. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî,
÷òîáû âîëíîâîé âåêòîð ìÿãêîé ìîäû ~qs óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ

~qs = ~g/2 èëè ~qs = 0. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìîæíî ïîëó÷èòü, èñ-
ïîëüçóÿ òåîðèþ ãðóïï; îíî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àíòèñèììåò-

ðè÷íûé êâàäðàò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òðåáîâàíèþ

∇~k ω (~qs + ~k, j)|~k=0 = 0,

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåòñÿ äëÿ ìîä ñ ~qs = 0 èëè ~qs = ~g/2 äëÿ ñèì-
ìîð�íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðóïï, íî äëÿ íåñèììîð�íûõ ãðóïï

ýòî íå îáÿçàòåëüíî òàê. Íàïðèìåð, äëÿ ñòðóêòóðû àëìàçà ïðî-

äîëüíûå ìîäû íà ãðàíèöå çîíû Áðèëëþýíà [100℄ íå èìåþò íóëå-

âîãî ãðàäèåíòà.

Íà÷íåì ñ îáñóæäåíèÿ ñèñòåìû ñ n = 2 êîìïîíåíòàìè, äëÿ

êîòîðîé ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ïî àíàëîãèè ñ (9.19) èìååò âèä

F = F0+
a

2
(T−Tc) (φ21+φ22)+u(φ21+φ22)2+v (φ41+φ42)+· · · . (9.36)
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Ñèììåòðèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà îïðåäåëÿåò âèä êâàäðàòè÷íîãî

÷ëåíà; êðîìå òîãî, åñëè ïåðåõîä íåïðåðûâíûé, òî ÷ëåí òðåòüå-

ãî ïîðÿäêà ïî φ äîëæåí îòñóòñòâîâàòü. Âûðàæåíèå (9.36) îòëè-

÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (9.19) äëÿ îäíîêîìïîíåíòíîé ìîäåëè òåì,

÷òî îíî ñîäåðæèò äâà êîý��èöèåíòà, u è v. Âûðàæåíèå (9.36)
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (9.19), åñëè ìû çàïèøåì φi = ζiφ, ãäå ñîá-
ñòâåííûé âåêòîð íîðìèðîâàí:

∑

ζ2i = 1 è ââåäåì êîý��èöèåíò

ũ = u+ v(ζ41 + ζ42 ); òîãäà â (9.19) u çàìåíèòñÿ íà ũ.
Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ óïîðÿäî÷åííîé �àçû ìèíèìàëüíà, åñëè

ìèíèìàëüíà êîíñòàíòà ũ (ñì. (9.21)). Óêàçàííîå óñëîâèå îïðåäå-
ëÿåò ïðèðîäó óïîðÿäî÷åííîé �àçû. Âîçìîæíû òðè òèïà �àçîâûõ

ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà:

I. v < 0, íî v + u > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ũ = u + v > 0 è óïîðÿ-

äî÷åííàÿ �àçà ñîñòîèò èç îäíîãî èç ÷åòûðåõ äîìåíîâ (ζ1 = ±1,
ζ2 = 0 èëè ζ2 = ±1, ζ1 = 0).

II. v = 0 è u > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ũ = u è óïîðÿäî÷åííàÿ �àçà
ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíóþ îðèåíòàöèþ â ïðîñòðàíñòâå φ1 è φ2.

III. v > 0 è ũ = u + v/2 > 0. Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ ÷åòûðå

óïîðÿäî÷åííûõ äîìåíà ñ ζ1 = ± 1/
√
2, ζ2 = ±1/

√
2. Òàêèå ñâîé-

ñòâà - ìíîãîîáðàçèå äîìåíîâ è ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ çàâèñèò îò

âûáðàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ, - õàðàêòåðíû

äëÿ âñåõ ñèñòåì ñ n > 1.
Àíàëèç ñâîéñòâ ìîäåëè - ïîâåäåíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà φ0,

òåïëîåìêîñòè, ñâîáîäíîé ýíåðãèè è âîñïðèèì÷èâîñòè âûøå Tc
ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàêæå, êàê è äëÿ ñèñòåì ñ n = 1. Îäíàêî, ÷òîáû
ïîëó÷èòü ïîâåäåíèå âîñïðèèì÷èâîñòè íèæå Tc, íåîáõîäèìî ïðî-
âîäèòü äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç. Ñòàòè÷åñêèå âîñïðèèì÷èâîñòè

îïðåäåëÿþòñÿ îáðàòíûìè âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè îò ñâîáîäíîé

ýíåðãèè ïî φ1 è φ2, âû÷èñëåííûìè â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè.

Äëÿ íåñèììåòðè÷íîé �àçû òèïà I ñ ζ1 = 1 è ζ2 = 0 âîñïðèèì-
÷èâîñòü îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè îò ñâîáîäíîé ýíåð-

ãèè:

χ1(0) =

[

∂2F

∂φ21

]−1
, χ2(0) =

[

∂2F

∂φ22

]−1
.

Íèæå Tc "ïðîäîëüíàÿ" âîñïðèèì÷èâîñòü îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå-

íèåì

χ1(0) = [2a (T − Tc)]
−1, (9.37)

òî åñòü èìååò òî÷íî òàêîé æå âèä, êàê è äëÿ ñèñòåìû ñ n = 1
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(9.23), â òî âðåìÿ êàê "ïîïåðå÷íàÿ" âîñïðèèì÷èâîñòü

χ2(0) = − u+ v

av (Tc − T )
(9.38)

âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, òàê êàê ýòà �àçà óñòîé÷èâà òîëüêî ïðè

óñëîâèè v < 0. Òåðìèíû "ïðîäîëüíàÿ" è "ïîïåðå÷íàÿ" èñïîëüçó-

þòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ìîäåëüþ �åéçåíáåðãà â ìàãíåòèçìå: χ1 îïè-

ñûâàåò �ëóêòóàöèè, ïàðàëëåëüíûå ïàðàìåòðó ïîðÿäêà, à χ2 -

ïåðïåíäèêóëÿðíûå ýòîìó íàïðàâëåíèþ.

Äëÿ ñëó÷àÿ II v = 0 è âîñïðèèì÷èâîñòü χ2(0) áåñêîíå÷íà ïðè
âñåõ T ≤ Tc. Ôèçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãàìèëüòî-

íèàí èìååò íåïðåðûâíóþ ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ â

ïðîñòðàíñòâå φ1 è φ2, è ïîýòîìó íå òðåáóåòñÿ ýíåðãèè äëÿ ïî-

âîðîòà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Íàëè÷èå áåñêîíå÷íîé âîñïðèèì÷èâî-

ñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð âûïîëíåíèÿ òåîðåìû �îëäñòîóíà

(ñì., íàïðèìåð, [87℄).

Â �àçå III, ãäå ζ1 = ζ2 = 1/
√
2, ïðîèçâîäíûå ñâîáîäíîé ýíåð-

ãèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

∂2F

∂φ21
=
∂2F

∂φ22
= 2a (Tc − T )

u+ v

2u+ v
,

∂2F

∂φ1∂φ2
= 2a (Tc − T )

u

2u+ v
.

(9.39)

Âîñïðèèì÷èâîñòü ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîé �îðìå, ðàñ-

ñìàòðèâàÿ åå äëÿ ïîëåé, ïàðàëëåëüíûõ íàïðàâëåíèþ óïîðÿäî÷å-

íèÿ, χL(0), è ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ýòîìó íàïðàâëåíèþ, χT . Òîãäà

χL îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (9.23) èëè (9.37), à ïîïåðå÷íàÿ âîñ-

ïðèèì÷èâîñòü

χT (0) = − 2u+ v

2av (Tc − T )
(9.40)

ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïîëîæèòåëüíà, êîãäà �àçà III óñòîé÷èâà.
Ïðîâåäåííîå ðàññìîòðåíèå ìîæíî ïîâòîðèòü äëÿ ñèñòåìû ñ

n = 3 êîìïîíåíòàìè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà [200℄, äëÿ êîòîðîé ñâî-

áîäíàÿ ýíåðãèÿ èìååò âèä

F =F0 +
a

2
(T − Tc) (φ

2
1 + φ22 + φ23)+

+u(φ21 + φ22 + φ23)
2 + v (φ41 + φ42 + φ43).

(9.41)

384



Îïÿòü âîçìîæíû òðè �àçû:

I. v < 0; óïîðÿäî÷åííàÿ �àçà èìååò òåòðàãîíàëüíóþ ñèììåò-

ðèþ (íàïðèìåð, ζ1 = ±1, ζ2 = ζ3 = 0) è ũ = u+v. Óïîðÿäî÷åííàÿ
�àçà òàêîãî òèïà íàáëþäàåòñÿ â BaTiO3 è SrTiO3.

II. v = 0; îðèåíòàöèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà íå îïðåäåëåíà.
III. v > 0; óïîðÿäî÷åííàÿ �àçà èìååò òðèãîíàëüíóþ ñèììåò-

ðèþ ñ ζ1 = ±ζ2 = ±ζ3 = ±1/
√
3) è ũ = u + v/3. Ýòà �àçà íà-

áëþäàåòñÿ â LaAlO3, â êîòîðîì â äðóãèõ îòíîøåíèÿõ ïåðåõîä

àíàëîãè÷åí ïåðåõîäó â SrTiO3 [185℄.

Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ �àçàõ èìååòñÿ ïðîäîëüíàÿ âîñïðèèì-

÷èâîñòü:

χL(0) = [2a (Tc − T )]−1, (9.42)

è äâàæäû âûðîæäåííàÿ ïîïåðå÷íàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü, èìåþùàÿ

ñëåäóþùèé âèä äëÿ �àçû I:

χT (0) = − −u+ v

av (Tc − T )
(9.43)

è äëÿ �àçû III

χT (0) = − 3u+ v

2av (Tc − T )
. (9.44)

Â çàêëþ÷åíèå êðàòêî ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé ñè-

ñòåìû ñ n = 4. Íàèáîëåå îáùèé âèä ñâîáîäíîé ýíåðãèè â ýòîì

ñëó÷àå òàêîâ:

F =F0 +
a

2
(T − Tc) (φ

2
1 + φ22 + φ23 + φ24)+

+u(φ21 + φ22 + φ23 + φ24)
2 + v (φ41 + φ42 + φ43 + φ44)+

+ω1 (φ21 φ
2
2 + φ23 φ

2
4) + ω2 (φ21 φ

2
3 + φ22 φ

2
4)+

+ω3 φ1 φ2 φ3 φ4.

(9.45)

Â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ ñèììåòðèÿ ìîæåò ðàçðåøàòü íå âñå èíâà-

ðèàíòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ýòîò âîïðîñ ìû îáñóäèì ïîçæå äëÿ

BaMnF4 è NbO2.

Â ýòîì îáùåì ñëó÷àå äëÿ ìîäåëè ñ n = 4 âîçìîæíû øåñòü

ðàçëè÷íûõ �àç, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ â òàáëèöå 9.1 ïðèâåäåíû

õàðàêòåðíûå âåêòîðû ζ.
Íàèáîëåå óñòîé÷èâà �àçà ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû

ũ = u+v
∑

i

ζ4i +ω1 (ζ
2
1 ζ

2
2+ζ

2
3 ζ

2
4 )+ω2 (ζ

2
1 ζ

2
3+ζ

2
2 ζ

2
4 )+ω3 ζ1 ζ2 ζ3 ζ4.
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Òàáëèöà 9.1. Óïîðÿäî÷åííûå �àçû äëÿ ìîäåëè ñ n = 4

ζ ũ
I (1000) u+ v
II (1111) 1

2 u+ 1
4 v +

1
8 (ω1 + ω2) +

1
4 ω3

III (1100) 1√
2

u+ 1
2 v +

1
4 ω1

IV (1010) 1√
2

u+ 1
2 v +

1
4 ω2

V (1001) 1√
2

u+ 1
2 v

VI (1111) 1
2 u+ 1

4 v +
1
8 (ω1 + ω2)− 1

4 ω3

Âîñïðèèì÷èâîñòè â óïîðÿäî÷åííîé �àçå ìîæíî âû÷èñëèòü

òàê æå, êàê è âûøå. Â êàæäîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ïðîäîëüíàÿ

âîñïðèèì÷èâîñòü âèäà (9.42) è òðè ïîïåðå÷íûå âîñïðèèì÷èâî-

ñòè. Ýòè ïîïåðå÷íûå âîñïðèèì÷èâîñòè çàâèñÿò îò êîý��èöèåí-

òîâ àíèçîòðîïèè, íî â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñèñòåìàì ñ n = 3 îíè
íå ìîãóò áûòü íå ðàâíû äðóã äðóãó.

Ìîäåëü ñî ñâÿçüþ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ñ äå�îðìàöèÿìè

Â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåìàõ ñâÿçü ñ âòîðè÷íûìè ïàðàìåòðà-

ìè ïîðÿäêà, òàêèìè, êàê äå�îðìàöèÿ, áîëåå ñëîæíà, ÷åì äëÿ ñè-

ñòåì ñ n = 1. Çäåñü âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âêëþ÷åíèÿ ðàçëè÷-
íûõ êîìïîííåíò äå�îðìàöèè, òàê ÷òî, íàïðèìåð, äëÿ BaTiO3 è

SrTiO3 èìåþòñÿ øåñòü êîìïîíåíò äå�îðìàöèè. Ñâîáîäíàÿ ýíåð-

ãèÿ îáîèõ ýòèõ âåùåñòâ èìååò âèä (9.41) ïëþñ óïðóãàÿ ýíåðãèÿ

Fe, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì [126,200℄:

F =e1 (η1 + η2 + η3) (φ
2
1 + φ22 + φ23) + e2 [η1 (2φ21 − φ22 − φ23)+

+η2 (2φ22 − φ21 − φ23) + η3 (2φ23 − φ21 − φ22)]+

+e3 (φ1φ2η6 + φ1φ3η5 + φ2φ3η4) +
1

2

∑

αβ

Cαβηαηβ ,

(9.46)
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ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ Ôîéãòà äëÿ äå�îðìàöèé. Ìèíè-

ìèçàöèÿ ñóììû F + Fe ïî äå�îðìàöèÿì äàåò

η1 = − e1
C11 + 2C12

(φ21 + φ22 + φ23)−

− e2
C11 − C12

(2φ21 − φ22 − φ23),

η4 = − e3
C44

φ2φ3.

(9.47)

Åñëè ýòè âûðàæåíèÿ ïîäñòàâèòü îïÿòü â (9.41) è (9.46), òî ñâîáîä-

íàÿ ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò òàêîé æå âèä, êàê è â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ

íàïðÿæåíèé, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî u è v çàìåíÿþòñÿ íà

ũ =u− 3

2

[

e21
C11 + 2C12

− e22
C11 − C12

+
e23
C44

]

,

ṽ =v − 9

2

e22
C11 + C12

+
e23
C44

.

(9.48)

Òàêîé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâÿçü ñ äå�îðìàöèåé ìîäè-

�èöèðóåò ïàðàìåòðû òåîðèè Ëàíäàó, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò

èçìåíèòü ðîä ïåðåõîäà íà ïåðâûé è èçìåíèòü ñòðóêòóðó íåñèì-

ìåòðè÷íîé �àçû. Êàê ìû óæå âèäåëè â ñëó÷àå ñèñòåì ñ n = 1,
íèæå Tc íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü âûñîêî- è íèçêî÷àñòîòíûå âîñ-

ïðèèì÷èâîñòè [200℄. Íåîáõîäèìîñòü òàêîãî ðàçëè÷èÿ ýêñïåðèìåí-

òàëüíî ïîäòâåðæäàåòñÿ èçìåðåíèåì êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ

íåéòðîíîâ â SrTiO3. Îòíîøåíèå êâàäðàòîâ "ïðîäîëüíûõ" ÷àñòîò

íèæå è âûøå Tc ñîñòàâëÿåò 2.4 ± 0.2, òîãäà êàê â îòñóòñòâèå

ñâÿçè ñ äå�îðìàöèåé îíî äîëæíî áûòü ðàâíî 2.

Òåîðèÿ ïðåäñêàçûâàåò òàêæå ñêà÷îê êîý��èöèåíòîâ óïðóãî-

ñòè ïðè Tc. Êàê ïîêàçûâàþò èçìåðåíèÿ â SrTiO3, (ðèñ. 9.7), ýòî

ïðåäñêàçàíèå êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíî, îäíàêî â äåòàëÿõ ïîâåäå-

íèå ìîæåò áûòü áîëåå ñëîæíûì.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïîêàçàíî, ÷òî ñèììåòðèÿ íå âëèÿåò íà

òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü äå�îðìàöèè è êîý��èöèåíòîâ óïðó-

ãîñòè. Òàê îáñòîèò äåëî òîëüêî â òåîðèè Ëàíäàó. Â áîëåå ïîëíîé

òåîðèè ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò ðàçëè÷èå ìåæäó äå�îðìà-

öèÿìè, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âòîðè÷íûå ïàðàìåòðû

ïîðÿäêà è íàðóøàþò ñèììåòðèþ âûñîêîñèììåòðè÷íîé �àçû,

è äå�îðìàöèÿìè, èìåþùèìè ïîëíóþ ñèììåòðèþ ýòîé �àçû.
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�èñ. 9.7. Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ïðîäîëüíûõ Vlong è

ñäâèãîâûõ Vshear âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â íàïðàâëåíèè [100℄ â

SrTiO3 [173℄.

Â SrTiO3 èçîòðîïíàÿ äå�îðìàöèÿ η1 = η2 = η3 íå íàðóøà-

åò êàêîé-ëèáî îïåðàöèè ñèììåòðèè âûñîêîñèììåòðè÷íîé �àçû,

òîãäà êàê òåòðàãîíàëüíàÿ äå�îðìàöèÿ η1 = η2 = η3/2 íàðóøàåò.
Ïîñëåäíèå äå�îðìàöèè âûøå Tc äîëæíû ñ íåîáõîäèìîñòüþ áûòü

ðàâíû íóëþ. Èçîòðîïíàÿ æå äå�îðìàöèÿ íå äîëæíà áûòü ðàâ-

íà íóëþ âûøå Tc, è â òåîðèè, áîëåå ïîëíîé, ÷åì òåîðèÿ Ëàíäàó,

ïîâåäåíèå óêàçàííûõ äâóõ òèïîâ äå�îðìàöèè ðàçëè÷íî.

Íåñîáñòâåííûå ñåãíåòîýëåêòðèêè

Íåñîáñòâåííûå ñåãíåòîýëåêòðèêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðèìåð ñè-

ñòåì, äëÿ êîòîðûõ âòîðè÷íûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ñå-

ãíåòîýëåêòðè÷åñêàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Îáçîð èõ ñâîéñòâ ñîäåðæèòñÿ

â ðàáîòå [129℄. Òàê êàê â ñåãíåòîýëåêòðèêàõ èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå

äîìåíû ñ ðàçëè÷íûìè íàïðàâëåíèÿìè ïîëÿðèçàöèè, ñâîáîäíàÿ

ýíåðãèÿ íå ìîæåò ñîäåðæàòü ÷ëåíû âèäà φ̄φ2, ãäå φ - îñíîâíîé

ïàðàìåòð ïîðÿäêà ñèñòåìû ñ n = 1. Íåñîáñòâåííûìè ñåãíåòî-

ýëåêòðèêàìè ìîãóò áûòü òîëüêî ñèñòåìû, â êîòîðûõ îñíîâíîé

ïàðàìåòð ïîðÿäêà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâå êîìïîíåíòû. Ïðî-
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ñòåéøàÿ ìîäåëü íåñîáñòâåííîãî ñåãíåòîýëåêòðèêà ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ñèñòåìó ñ n = 2 è ñâÿçüþ ñ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêîé ïîëÿ-

ðèçàöèåé â âèäå φ1φ2φ̄. Â ýòîì ñëó÷àå ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ èìååò

âèä

F =F0 +
a

2
(T − Tc) (φ

2
1 + φ22) + u (φ21 + φ22)

2+

+v (φ41 + φ42) + e φ1φ2φ̄+
b

2
φ̄2,

(9.49)

ãäå b - îáðàòíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü, îòíîñèòåëü-
íî êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà òîëüêî ñëàáî çàâèñèò îò òåì-

ïåðàòóðû. Ìèíèìèçàöèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè îòíîñèòåëüíî φ̄ äàåò

φ̄ = −
(

e

2b

)

φ1φ2. (9.50)

Ïîäñòàíîâêà (9.50) â (9.49) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ òàêîãî æå

âèäà, êàê è (9.36), íî ñ çàìåíîé êîý��èöèåíòîâ u è v íà

ũ = u− e2

4b
, ṽ = v − e2

4b
.

Åñëè ṽ < 0, òî óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóêòóðà ïðèíàäëåæèò ê òèïó I.
Òîãäà ñ ó÷åòîì (9.50) èìååì 〈φ̄〉 = 0, è �àçà íå ÿâëÿåòñÿ ñåãíåòî-
ýëåêòðè÷åñêîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ṽ > 0, òî óïîðÿäî÷åííàÿ
ñòðóêòóðà ïðèíàäëåæèò òèïó III è φ̄ = ±eφ20/2b, ãäå ïîëîæè-

òåëüíûé çíàê áåðåòñÿ, åñëè ζ1 = −ζ2, à îòðèöàòåëüíûé - åñëè

ζ1 = ζ2.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè �àçîâûå ïåðåõîäû â íåñîáñòâåííûõ ñå-

ãíåòîýëåêòðèêàõ ÿâëÿþòñÿ ïåðåõîäàìè ïåðâîãî ðîäà [129℄, âîç-

ìîæíî, èç-çà òîãî, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ũ âñåãäà ìåíüøå, ÷åì u.
Îäíàêî èìåþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà âåëè÷èíà φ̄ ïðîïîðöèîíàëüíà φ20,
íàïðèìåð, äëÿ Tb2(MoO4)3 [127℄.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äèýëåêòðè÷åñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü â íå-

ñîáñòâåííîì ñåãíåòîýëåêòðèêå äîëæíà, ñîãëàñíî òåîðèè Ëàíäàó,

ïðåòåðïåâàòü ïðè Tc ðàçðûâ â âèäå ñòóïåíüêè. Íà ðèñ. 9.8 ïî-

êàçàíû èçìåðåííûå âîñïðèèì÷èâîñòè òðåõ íåñîáñòâåííûõ ñåã-

íåòîýëåêòðèêîâ. Ïðîñòàÿ òåîðèÿ îïèñûâàåò ðåçóëüòàòû â

(NH4)2Cd2(SO4)3 (CAS), íî îêàçûâàåòñÿ ìåíåå óäîâëåòâîðèòåëü-
íîé äëÿ áîðàöèòà CoIB èëè Gd2(MoO4)3 (GMO). Ýòî, íåñîìíåí-
íî, îòðàæàåò òîò �àêò, ÷òî ðàçâèòàÿ âûøå òåîðèÿ ñëèøêîì óïðî-

ùåíà äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ íåñîáñòâåííûõ ñåãíåòîýëåêòðèêîâ.
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�èñ. 9.8. Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî-

ñòè òðåõ íåñîáñòâåííûõ ñåãíåòîýëåêòðèêîâ [129℄.

Â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñâÿçü ìåæäó äå�îðìàöèåé

è îñíîâíûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà, à òàêæå ìåæäó äå�îðìàöè-

åé è ñïîíòàííîé ïîëÿðèçàöèåé, íà íàëè÷èå êîòîðîé óêàçûâàþò

ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ â Tb2(MoO4)3 [127℄. Êðîìå òî-
ãî, íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ïðîíèöàåìîñòü çàæàòîãî è ñâîáîäíîãî

êðèñòàëëà, ÷òî äåòàëüíî îáñóæäàåòñÿ â ðàáîòå [129℄.

Êîíêóðèðóþùèå âçàèìîäåéñòâèÿ

Îäíîé èç õàðàêòåðíûõ ÷åðò n-êîìïîíåíòíûõ ñèñòåì ñ n > 1 ÿâ-
ëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ �àç:

â ñèñòåìå ñ n = 2 ñóùåñòâóþò óïîðÿäî÷åííàÿ �àçà I ñ ζ1 = 1,
ζ2 = 0 è �àçà II ñ ζ1 = ζ2 = 1/

√
2, îòíîñèòåëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü

êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì v. Áîëåå îäíîãî �àçîâîãî ïåðåõî-
äà ìîæåò âîçíèêíóòü, åñëè èìåþòñÿ êîíêóðèðóþùèå âçàèìîäåé-

ñòâèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ áëàãîïðèÿòñòâóåò îáðàçîâàíèþ îäíîé

èç ýòèõ �àç. Òàêîãî òèïà êîíêóðåíöèÿ ïðèâîäèò ê ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ â BaTiO3 [126℄, äëÿ ðàññìîòðåíèÿ

êîòîðîé ìû îáîáùèì âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè (9.41),
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âêëþ÷èâ ÷ëåíû øåñòîãî ïîðÿäêà ïî ïàðàìåòðó ïîðÿäêà:

F =F0 +
a

2
(T − Tc) (φ

2
1 + φ22 + φ23)+

+u(φ21 + φ22 + φ23)
2 + v (φ41 + φ42 + φ43)+

+h1 (φ21 + φ22 + φ23)
3 + h2 (φ61 + φ62 + φ63)+

+h3[φ
4
1 (φ22 + φ23) + φ42 (φ21 + φ23) + φ43 (φ21 + φ22)].

(9.51)

Êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí è ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå u è h1, ÿâëÿþòñÿ èçî-
òðîïíûìè è ïîýòîìó íå îïðåäåëÿþò ïðèðîäó óïîðÿäî÷åííîé �à-

çû. Ñòðóêòóðó óïîðÿäî÷åííîé �àçû îïðåäåëèì, èñïîëüçóÿ òåî-

ðèþ âîçìóùåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè àíèçîòðîïèè. �àññìîò-

ðèì òðè âîçìîæíûå ñòðóêòóðû, I, II è III, äëÿ êîòîðûõ (φ1, φ2, φ3)
èìåþò ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ (1, 0, 0) φ0, (1/

√
2, 1/

√
2, 0) φ0 è

(1/
√
3, 1/

√
3, 1/

√
3) φ0. Âêëàä àíèçîòðîïíûõ ÷ëåíîâ â ñâîáîäíóþ

ýíåðãèþ èìååò âèä

FAN (I) = (v + h2φ
2
0) φ

4
0,

FAN (II) =

(

v

2
+

h2 + h3
4

φ20

)

φ40,

FAN (III) =

(

v

3
+

h2 + h3
9

φ20

)

φ40.

(9.52)

Åñëè v < 0, òî �àçà I áîëåå óñòîé÷èâà, ÷åì �àçû II èëè III. Åñëè,
îäíàêî, h2 è h3 îòðèöàòåëüíû, òî áóäåò ñóùåñòâîâàòü òåíäåíöèÿ
ê óñòîé÷èâîñòè �àçû III, à íå �àç I èëè II. Îäíàêî, òàê êàê êîý�-
�èöèåíòû h óìíîæàþòñÿ íà φ20, âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðè
íåêîòîðîé òåìïåðàòóðå ýíåðãåòè÷åñêè ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïåðåõîä

èç ñòðóêòóðû, óñòîé÷èâîñòü êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ êîý��èöèåí-

òîì v, â ñòðóêòóðó, îïðåäåëÿåìóþ êîý��èöèåíòàìè h. Ïðåíåáðå-
æåì äëÿ ïðîñòîòû ÷ëåíîì h3; òîãäà, åñëè v < 0 è h2 > 0, âûðà-
æåíèÿ (9.52) îïèñûâàþò òðè ïåðåõîäà: ðàçóïîðÿäî÷åííàÿ �àçà

→ �àçà I ïðè T = Tc, �àçà I → �àçà II ïðè φ20 = −2v/3h2;
�àçà II → �àçà III ïðè φ20 = −6v/5h2. Ïåðâûé ïåðåõîä ìîæåò

áûòü íåïðåðûâíûì, íî âòîðîé è òðåòèé ñ íåîáõîäèìîñòüþ ÿâëÿ-

þòñÿ ïåðåõîäàìè ïåðâîãî ðîäà. Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî �àçà II
íèêîãäà íå ìîæåò áûòü óñòîé÷èâîé, åñëè ó÷èòûâàòü òîëüêî ïàðà-

ìåòð h2, íî ìîæåò ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ â ðåçóëüòàòå êîíêóðåíöèè
ýòèõ ÷ëåíîâ. Äåâîíøèð [49℄ ïðèìåíèë èçëîæåííóþ òåîðèþ äëÿ

391



îïèñàíèÿ BaTiO3 è ïîêàçàë, ÷òî îíà îáúÿñíÿåò ïîÿâëåíèå òðåõ

ïåðåõîäîâ. Íåóäèâèòåëüíî, îäíàêî, ÷òî óäîâëåòâîðèòåëüíîå êî-

ëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü, äîïóñòèâ òîëüêî

òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ.

Åñëè v > 0, òî �àçà III óñòîé÷èâà íèæå Tc, è åñëè h2 < 0, òî
èìååò ìåñòî �àçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà â �àçó I ïðè φ20 =
= −3v/4h. Â ýòîì ñëó÷àå �àçà II íèêîãäà íå áóäåò óñòîé÷èâîé.
Íà ðèñ. 9.7 ïîêàçàíû �àçîâûå äèàãðàììû ðàññìîòðåííûõ âûøå

ñèñòåì ñ n = 3.
Äðóãîé òèï êîíêóðåíöèè ìåæäó ðàçëè÷íûìè �àçàìè ïîÿâëÿ-

åòñÿ ïðè ñæàòèè èëè äå�îðìàöèè êðèñòàëëà, êîòîðûå âûäåëÿ-

þò îäíó èç âîçìîæíûõ íèçêîòåìïåðàòóðíûõ �àç ïî ñðàâíåíèþ

ñ äðóãèìè [119℄.

Ñæàòèå âäîëü íàïðàâëåíèÿ [100℄ â SrTiO3 ñíèìàåò âûðîæ-

äåíèå òðåõ ìîä φ1, φ2 è φ3. Ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ (9.41) ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

F =F0 +
1

2

[

a(T − Tc) (φ
2
1 + φ22 + φ23) + 2p1φ

2
1 + p2(φ

2
2 + φ23)

]

+

+u(φ21 + φ22 + φ23)
2 + v (φ41 + φ42 + φ43),

(9.53)

ãäå íîâûå ÷ëåíû p1 è p2 ïðîïîðöèîíàëüíû ñæàòèþ, äåéñòâóþùå-

ìó âäîëü íàïðàâëåíèÿ [100℄. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî

p1 = −p2 = p0, ïðåíåáðåæåì çàâèñèìîñòüþ âåëè÷èí u è v îò

äå�îðìàöèè è ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîý��èöèåíò v îòðèöàòåëåí

(íàïðèìåð, â SrTiO3). Â ýòîì ñëó÷àå êàê ñæàòèå, òàê è îòðèöà-

òåëüíîå çíà÷åíèå v ñïîñîáñòâóþò óïîðÿäî÷åíèþ âäîëü êóáè÷å-

ñêèõ îñåé φ1, åñëè p0 < 0, è φ2 èëè φ3, åñëè p0 > 0. Ôàçîâûé
ïåðåõîä èìååò ìåñòî, êîãäà

T = Tc − 2p0/a, p0 < 0,

T = Tc + p0/a, p0 > 0.

Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 9.9à, â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå èìååòñÿ

�àçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà, ðàçäåëÿþùèé äâå óïîðÿäî÷åííûå

�àçû.

Ïîâåäåíèå îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëîæíûì, åñëè v > 0 (êàê â

LaAlO3), ïîòîìó ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðèëîæåííîå ïîëå âûäåëÿåò

óïîðÿäî÷åíèå âäîëü êóáè÷åñêèõ îñåé, òîãäà êàê ïîëîæèòåëüíûé

çíàê v ñïîñîáñòâóåò óïîðÿäî÷åíèþ âäîëü îñåé òèïà [111℄.
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�èñ. 9.9. Ôàçîâûå äèàãðàììû ñèñòåìû ñ n = 3 ïðè ñæàòèè âäîëü

íàïðàâëåíèÿ [100℄: à - ñëó÷àé v < 0 (íàïðèìåð, SrTiO3); á - ñëó÷àé

v > 0 (íàïðèìåð, LaAlO3) (ïî ðàáîòå [119℄).

Ôàçîâóþ äèàãðàììó â îñíîâíîì ìîæíî îïðåäåëèòü, ïîëàãàÿ,

÷òî àíèçîòðîïíûå ÷ëåíû ìàëû, è èñïîëüçóÿ òåîðèþ âîçìóùåíèé

äëÿ âû÷èñëåíèÿ èõ âëèÿíèÿ. Áîëåå ïîëíûé ïîäõîä ïðåäëîæåí â

ðàáîòå [119℄. Åñëè ïàðàìåòð ïîðÿäêà óïîðÿäî÷åííîé �àçû çàïè-

ñàòü â âèäå (φ1, φ2, φ3) = (cos θ, ζ2 sin θ, ζ3 sin θ) φ0, ãäå ζ
2
2 +ζ

2
3 = 1,

òî âêëàä àíèçîòðîïèè â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ åñòü

FAN =

(

3p0
2

)

φ20 cos2 θ + v (cos4 θ + sin4 θ (ζ42 + ζ43 )) φ
4
0.

Òåïåðü, òàê êàê v > 0 è ìû èùåì ìèíèìóì FAN ïðè óñëîâèè

ζ42 + ζ43 = 1/2, ìèíèìèçàöèÿ FAN îòíîñèòåëüíî óãëà θ äàåò òðè
ðåøåíèÿ:

I cos θ = 0,
II cos2 θ = 1

3 − p0

2vφ2
0
,

III sin θ = 0.

Ôàçà I óñòîé÷èâà ïðè p0 > 2vφ20/3, �àçà III óñòîé÷èâà ïðè

p0 < −4vφ20/3, à ïðîìåæóòî÷íàÿ �àçà ñ áîëåå îáùèì âåêòîðîì

óïîðÿäî÷åíèÿ óñòîé÷èâà ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ p0. Ôà-
çîâàÿ äèàãðàììà ïîêàçàíà íà ðèñ. 9.9á.

Ïîäîáíûé àíàëèç ìîæíî ïðèìåíèòü ïðè ñæàòèè â íàïðàâëå-

íèè [111℄, õîòÿ ðàññìîòðåíèå óñëîæíÿåòñÿ íåîðòîãîíàëüíîñòüþ

ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé [111℄. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìîæíî îæè-

äàòü, "ïðîìåæóòî÷íàÿ" �àçà ïîÿâëÿåòñÿ ïðè v < 0, ÷òî ïîêàçàíî
ñõåìàòè÷åñêè íà ðèñ. 9.10.
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�èñ. 9.10. Ôàçîâûå äèàãðàììû ñèñòåìû ñ n = 3 ïðè ñæàòèè âäîëü

íàïðàâëåíèÿ [111℄: à - ñëó÷àé v < 0; á - ñëó÷àé v > 0 [119℄.

9.4.3. Ó÷åò âëèÿíèÿ �ëóêòóàöèé íà ïîâåäåíèå

ñèñòåì ïðè �àçîâûõ ïåðåõîäàõ

Ôëóêòóàöèè â ñèñòåìàõ ñ êîðîòêîäåéñòâóþùèìè ñèëàìè

�àçëîæåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

φ íå äîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ çàâèñèìîñòè âîñïðèèì÷èâîñòè îò

âîëíîâîãî âåêòîðà. Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáîáùèì íàøå ðàññìîò-

ðåíèå ñ öåëüþ ó÷åòà ý��åêòîâ �ëóêòóàöèè φ(~k). Ôîðìàëüíî âû-
ðàæåíèå (9.19) ìîæíî îáîáùèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F =F0 +
1

2N

∑

k

R(~k) φ(~k) φ(−~k)+

+
1

N2

∑

~k1
~k2

~k3

u(~k1, ~k2, ~k3) φ(~k1) φ(~k2) φ(~k3) φ(−~k1 − ~k2 − ~k3),

(9.54)

ãäå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ çàâèñÿò îò âîëíîâîãî âåêòîðà è

èñïîëüçîâàí çàêîí ñîõðàíåíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà. Ïîñëåäíåå âû-

ðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè (ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí)

âêëþ÷àåò âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó âîçáóæäåíèÿìè ñ ðàçëè÷íûìè

âîëíîâûìè âåêòîðàìè è òðóäíî äëÿ àíàëèçà. Çäåñü ìû ñîõðàíèì

ó÷åò �ëóêòóàöèé òîëüêî â ãëàâíûõ ÷ëåíàõ. Òîãäà ìû ïðèõîäèì

ê òåîðèè Ëàíäàó - �èíçáóðãà, â êîòîðîé ïðåíåáðåãàþò âñåìè âçà-

èìîäåéñòâèÿìè â u-÷ëåíå, êðîìå ñîîòâåòñòâóþùèõ òàêèì êîì-
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áèíàöèÿì îïåðàòîðîâ φ, â êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìåðå äâà èç íèõ

çàìåíåíû ñòàòè÷åñêèì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà φ0.
Â ïðîñòåéøåé ìîäåëè �àçîâîãî ïåðåõîäà êîý��èöèåíò àíãàð-

ìîíè÷íîñòè u(0, 0, 0) íå ðàâåí íóëþ ïðè Tc è ïîýòîìó ìû ïðåíå-

áðåãàåì çàâèñèìîñòüþ u îò

~k. Êîý��èöèåíò æå R(0) ìàë ïðè

Tc è ïîýòîìó ìû îñòàâèì â R(~k) ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ïî

~k. Åñëè ïàðàìåòð ïîðÿäêà èìååò îäíó êîìïîíåíòó, òî ~qs - "ñèì-
ìåòðè÷íàÿ òî÷êà" çîíû Áðèëëþýíà, â ðàçëîæåíèè íåò ëèíåéíûõ

÷ëåíîâ ïî

~k. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èçîòðîïíîé ñèñòåìû ñ êîðîò-

êîäåéñòâóþùèì âçàèìîäåéñòâèåì ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò

âèä

F = Fs +
1

2N

∑

k

[a (T − Tc) + fk2 + 12φ20u] φ(
~k) φ(−~k),

ãäå Fs - ñòàòè÷åñêàÿ ÷àñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè (9.21). Ñòàòè÷åñêàÿ

âîñïðèèì÷èâîñòü äëÿ âîëíîâîãî âåêòîðà

~k îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå-
íèÿìè

χ−1(~k) = [a(T − Tc) + fk2], T > Tc,

χ−1(~k) = [2a(Tc − T ) + fk2], T < Tc.
(9.55)

Èíîãäà ïîëåçíî, ïî àíàëîãèè ñ ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì,

îïðåäåëèòü îáðàòíûå âåëè÷èíû ýòèõ ñòàòè÷åñêèõ âîñïðèèì÷è-

âîñòåé êàê êâàäðàòû ÷àñòîò:

χ−1(~k) = ω2(~k).

Ýòè ÷àñòîòû ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü, à ìîãóò è íå ñîîòâåòñòâîâàòü

÷àñòîòàì ðåçîíàíñíûõ íîðìàëüíûõ ìîä, èëè ìÿãêèõ ìîä.

Ñ ïîìîùüþ òàêèõ "÷àñòîò" ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå

F = Fs +
1

2N

∑

k

ω2(~k) φ(~k) φ(−~k), (9.56)

ãäå

ω2(~k) = a(T − Tc) + fk2 + 12φ20u.

Èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò, ÷òî êîý��èöèåíò ðàçëîæå-

íèÿ f äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëåí ïðè Tc äëÿ âîëíîâûõ âåêòî-

ðîâ íèçêîñèììåòðè÷íîé �àçû ~qs, ïîýòîìó â ïåðâîì ïðèáëèæå-

íèè îí íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû. Èç óêàçàííûõ ïîëîæåíèé
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�èñ. 9.11. Èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿíèÿ íåéòðîíîâ â β-ëàòóíè ïðè T =
= Tc+8.9K êàê �óíêöèè âîëíîâîãî âåêòîðà k èëè îòêëîíåíèÿ îò áðåã-
ãîâñêîãî ðå�ëåêñà íà âåëè÷èíó y è ïîäãîíêà ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ëîðåí-
öåâñêîé êðèâîé. Êðóæêè: èçìåðåííàÿ èíòåíñèâíîñòü Im(y); ñïëîøíàÿ

ëèíèÿ: Iκ1(y), ãäå κ1 = 6.145 · 10−2A−1
[110℄.

âûòåêàåò, ÷òî êðèòè÷åñêèå èíäåêñû äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíê-

öèè (C(r) ∼ exp(−r/ξ)/rd−2+η
, ξ ∼ |T − Tc|−ν) èìåþò çíà÷åíèÿ

ν = 0.5, η = 0. Â ðåçóëüòàòå, ïðè �èêñèðîâàííîé òåìïåðàòóðå

çàâèñèìîñòü �óíêöèè ðàññåÿíèÿ îò âîëíîâîãî âåêòîðà ïåðåäà÷è

~k èìååò ëîðåíöåâñêóþ �îðìó. Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ

ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòà, íàïðèìåð, äëÿ β-ëàòóíè, êàê âèäíî èç
ðèñ. 9.11.

Êîý��èöèåíò â (9.56) íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ

~k òîëüêî â
êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå âûðàæåíèå (9.56)

èìååò âèä

ω2(~k) = a(T − Tc) + 12φ20u+
∑

αβ

fαβ kα kβ .

Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ îò âîëíîâîãî âåêòîðà â ýòîì

ñëó÷àå èìååò ëîðåíöåâñêóþ �îðìó, íî øèðèíà ëîðåíöèàíà çà-

âèñèò îò íàïðàâëåíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà, êàê ýòî íàáëþäàëîñü

âáëèçè (α− β)-ïåðåõîäà â êâàðöå [127℄. Êðèòè÷åñêèé èíäåêñ, îä-

íàêî, íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ

~k.
Òî÷êà íà �àçîâîé äèàãðàììå, äëÿ êîòîðîé ÷ëåí ñ k2 â (9.55)

èìååò êîý��èöèåíò f = 0 äëÿ îäíîãî èëè áîëåå íàïðàâëåíèé ~k,
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íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ëè�øèöà. Ýòà òî÷êà îòäåëÿåò �àçîâûå ïåðå-

õîäû â �àçû, îïèñûâàåìûå "ñèììåòðè÷íûìè âîëíîâûìè âåêòî-

ðàìè" ~qs, îò ïåðåõîäîâ â �àçû, â êîòîðûõ âåêòîð ~qs íåñîèçìåðèì
ñ âåêòîðàìè èñõîäíîé îáðàòíîé ðåøåòêè.

Îäíîîñíûå ñåãíåòîýëåêòðèêè

Ôîðìàëüíîå ðàçëîæåíèåR(~k) ïî ñòåïåíÿì k2 ñïðàâåäëèâî òîëüêî
ïðè îòñóòñòâèè â âåùåñòâå äàëüíîäåéñòâóþùèõ ñèë. Íàèáîëåå îá-

ùèì ïðèìåðîì äàëüíîäåéñòâóþùèõ ñèë ìîãóò ñëóæèòü ýëåêòðî-

ñòàòè÷åñêèå ñèëû â ñåãíåòîýëåêòðèêàõ. Â ýòèõ âåùåñòâàõ ìàêðî-

ñêîïè÷åñêîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, îáóñëîâëåííîå ñåãíåòîýëåêòðè-

÷åñêèìè �ëóêòóàöèÿìè, ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè îòêëèêà îò íà-

ïðàâëåíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà: âîçíèêàåò ðàñùåïëåíèå ïðîäîëü-

íî- è ïîïåðå÷íî-ïîëÿðèçîâàííûõ ìîä. Ó÷èòûâàÿ ýòî ýëåêòðîñòà-

òè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå è âûáèðàÿ z-íàïðàâëåíèå âäîëü åäèí-
ñòâåííîé ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêîé îñè, ïîëó÷àåì äëÿ ñâîáîäíîé

ýíåðãèè âûðàæåíèå (9.56), íî ñ ÷àñòîòàìè, îïðåäåëÿåìûìè ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

ω2(~k) = a(T − Tc) +
∑

αβ

fαβ kα kβ + g
k2z
k2

+ 12uQ2
0, (9.57)

ãäå êîý��èöèåíò g âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïåðàòîð äèïîëüíîãî ìî-

ìåíòà:

g =

(

1

vε0

)

|Dz(~k)|2

è íå çàâèñèò îò

~k, åñëè ïðåíåáðå÷ü çàâèñèìîñòüþ Dz(~k) îò âîë-
íîâîãî âåêòîðà.

Âîñïðèèì÷èâîñòü èëè ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ äëÿ âîëíîâûõ âåê-

òîðîâ, ïàðàëëåëüíûõ îñÿì x è y, èìåþò òàêîé æå âèä, êàê è äëÿ
èçîòðîïíûõ ñèñòåì, îïèñàííûõ âûøå. Äëÿ äðóãèõ íàïðàâëåíèé

~k â ïðåäåëå ~k → 0 âîñïðèèì÷èâîñòü îñòàåòñÿ êîíå÷íîé äàæå ïðè
Tc.

Ñèíãóëÿðíîñòü âîñïðèèì÷èâîñòè χ(~k) ïðè ~k → 0 íå ìîæåò

èìåòü ìåñòà â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ. Áîëåå äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå

ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîìó ïðåïÿòñòâóþò ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå âçàè-

ìîäåéñòâèÿ, âêëþ÷àÿ ý��åêòû çàïàçäûâàíèÿ èëè ïîëÿðèòîííûå

ý��åêòû, à òàêæå âëèÿíèå ïîâåðõíîñòåé êðèñòàëëà [17℄.
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Ôëóêòóàöèè è ðàçìåðíûå çàâèñèìîñòè �ëóêòóàöèîííûõ

âêëàäîâ â òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû

Íåäîñòàòêè �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ âòî-

ðîãî ðîäà ñâÿçàíû ñ íåó÷åòîì ðîñòà ïðè T → Tc �ëóêòóàöèé àì-
ïëèòóä òåõ êîîðäèíàò A~q, âîëíîâûå âåêòîðû êîòîðûõ áëèçêè ê

âîëíîâûì âåêòîðàì ìÿãêîé ìîäû. Ýòîò èçáûòîê ìÿãêèõ �îíî-

íîâ õàðàêòåðèçóåò âîçíèêàþùóþ ñèëüíóþ êîððåëÿöèþ ëîêàëü-

íûõ ïåðåìåííûõ A~r. Áîëüøèå �ëóêòóàöèè ìÿãêèõ ìîä óñèëèâà-

þò èõ ý��åêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå.

�àññìîòðèì ïîäðîáíåå âîïðîñ î �ëóêòóàöèÿõ ïàðàìåòðà ïî-

ðÿäêà. Óæå èç ñàìîãî âèäà (9.19) äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïî-

òåíöèàëà ñëåäóåò, ÷òî âáëèçè òåìïåðàòóðû �àçîâîãî ïåðåõîäà

�ëóêòóàöèè φ äîëæíû ðåçêî âîçðàñòàòü, òàê êàê äîâîëüíî çíà-

÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà íå âûçûâàþò çàìåò-

íîãî èçìåíåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Êàê ñëåäñòâèå

ýòîãî, âåðîÿòíîñòü �ëóêòóàöèé âîçðàñòàåò.

Îïðåäåëèì, íàïðèìåð, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ïàðà-

ìåòðà ïîðÿäêà â ñèììåòðè÷íîé �àçå ñ φ0 = 0:

〈φ2〉 =
+∞
∫

−∞

φ2 exp

(

−F (T, φ)
kBT

)

dφ

[

+∞
∫

−∞

exp

(

−F (T, φ)
kBT

)

dφ

]−1
.

(9.58)

Îãðàíè÷èâàÿñü â âûðàæåíèè äëÿ F (T, φ) â (9.19) ÷ëåíîì, êâàäðà-
òè÷íûì ïî φ, èíòåãðàëû â (9.58) ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó Ïóàññîíà

è, â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì

〈φ2〉 = kBT

a(T − Tc)
. (9.59)

Âèäíî, ÷òî 〈φ2〉 → ∞ ïðè T → Tc.
Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (9.23) äëÿ òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè

âîñïðèèì÷èâîñòè â ñèììåòðè÷íîé �àçå ñîîòíîøåíèå (9.59) ìî-

æåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

〈φ2〉 = kBTχ(T ), (9.60)

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàòè÷åñêîå ñëåäñòâèå �ëóêòóàöè-

îííî-äèññèïàòèâíîé òåîðåìû è ñâÿçûâàåò �óíêöèþ îòêëèêà -

âîñïðèèì÷èâîñòü ñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé 〈(∆φ)2〉.
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Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûõ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðà

ïîðÿäêà φ = φ(~r) è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì �óðüå-îáðàçàì φ(~k) ñî-
îòíîøåíèå (9.60) ñ ó÷åòîì (9.55) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

〈|φ(~k)|2〉 = kBTχ(T,~k) =
kBT

a(T − Tc) + fk2
. (9.61)

Èç äàííîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè T → Tc àíîìàëüíûé

ðîñò �ëóêòóàöèé äåìîíñòðèðóåò òîëüêî ìîäà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

ñ ~q = 0.
Îïðåäåëèì �ëóêòóàöèîííûå ïîïðàâêè ê òåïëîåìêîñòè êðè-

ñòàëëà âáëèçè Tc. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì (9.56)

äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè êðèñòàëëà ñ ó÷åòîì �ëóêòóàöèé ïàðà-

ìåòðà ïîðÿäêà è ïîëó÷èì èç íåãî âûðàæåíèå äëÿ âíóòðåííåé

ýíåðãèè â ñèììåòðè÷íîé �àçå (φ0 = 0):

E = F − T
∂F

∂T
= Es −

1

2N

∑

k

(a Tc − fk2) φ(~k) φ(−~k). (9.62)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå �ëóêòóàöèîííîé ïîïðàâêè ê ýíåðãèè â ïðåäåëå

ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (9.61) ïðèìåò

âèä

〈∆E〉 =〈E − Es〉 = −a Tc
2N

∑

k

〈|φ(~k)|2〉 =

=− a Tc
2N

∑

k

kBT

a(T − Tc) + fk2
.

(9.63)

Ïåðåéäåì â (9.63) îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî âîëíî-

âûì âåêòîðàì â ðàìêàõ ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà è ââîäÿ ïàðà-

ìåòð êîððåëÿöèîííîé äëèíû ξ ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ ξ−2 =
= a(T − Tc)/f . Â ðåçóëüòàòå

〈∆E〉 ∼ −kBT
∫

k

ddk

ξ−2 + k2
, (9.64)

è �ëóêòóàöèîííàÿ ïîïðàâêà ê òåïëîåìêîñòè áóäåò õàðàêòåðèçî-

âàòüñÿ âûðàæåíèåì

△Cfl =
∂〈∆E〉
∂T

∼ −kB
∫

k

ddk

ξ−2 + k2
+
akBT

f

∫

k

ddk

(ξ−2 + k2)2
.

(9.65)
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïðèìåíèì ñîîòíîøåíèå

∫

k

ddk = Ωd

Λ
∫

0

kd−1dk,

ãäå Ωd = 2πd/2/Γ(d/2), Γ(x) - ãàììà-�óíêöèÿ, Λ - íåêîòîðûé

âîëíîâîé âåêòîð îáðåçàíèÿ (Λ . π/a).
Ïðè T = Tc âåëè÷èíà ξ

−2 = 0, ïîýòîìó â (9.65) íåîáõîäèìî

âû÷èñëÿòü èíòåãðàëû âèäà

Λ
∫

0

dk/kn ñ n = 3 − d è n = 5 − d,

êîòîðûå ðàñõîäÿòñÿ íà íèæíåì ïðåäåëå k = 0. Ïåðâûé èíòå-

ãðàë ðàñõîäèòñÿ ïðè d < 2, à âòîðîé èíòåãðàë - ïðè d < 4 è

ýòà ðàñõîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñóùåñòâåííîé. Òàêèì îáðàçîì,

�ëóêòóàöèîííàÿ ïîïðàâêà ê òåïëîåìêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì

èíòåãðàëîì è èìååò âèä

△Cfl ∼
Λ
∫

0

kd−1dk

(ξ−2 + k2)2
. (9.66)

Â ðåçóëüòàòå, òåïëîåìêîñòü îñòàåòñÿ êîíå÷íîé ïðè T = Tc äëÿ ñè-
ñòåì ñ ðàçìåðíîñòüþ d > 4, íî äëÿ ñèñòåì ñ d < 4 òåïëîåìêîñòü
ðàñõîäèòñÿ. Îïðåäåëèì õàðàêòåð ýòîé ñèíãóëÿðíîñòè òåïëîåìêî-

ñòè. Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ x = k/ξ, òîãäà

Λ
∫

0

kd−1dk

(ξ−2 + k2)2
= ξ4−d

Λξ
∫

0

xd−1dx

(x2 + 1)2
. (9.67)

Ïðè T → Tc âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ Λξ → ∞, ïîýòî-

ìó äëÿ ñèñòåì ñ ðàçìåðíîñòüþ d < 4 �ëóêòóàöèè ïðè ìàëûõ k
ïðèâîäÿò ê íåîãðàíè÷åííîìó ðîñòó òåïëîåìêîñòè ïî ñëåäóþùåìó

ñòåïåííîìó çàêîíó

△Cfl ∼ ξ4−d ∼ (T − Tc)
(d−4)/2, (9.68)

äëÿ ñèñòåì ñ d = 4 ðàñõîäèìîñòü òåïëîåìêîñòè ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ

△Cfl ∼ ln |T − Tc|. (9.69)
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Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî â îòëè÷èå îò òåîðèè

Ëàíäàó, ïðåäñêàçûâàþùåé ñêà÷êîîáðàçíîå ïîâåäåíèå òåïëîåìêî-

ñòè âáëèçè Tc, �ëóêòóàöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðè T → Tc ïðè-
âîäÿò ê àíîìàëüíîìó èçìåíåíèþ òåïëîåìêîñòè. Îäíàêî ñëåäóåò

èìåòü â âèäó, ÷òî âûðàæåíèå (9.66) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì, òàê

êàê îíî ïîëó÷åíî â ïðåíåáðåæåíèè ÷ëåíàìè ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ïî

�ëóêòóàöèÿì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïîòåíöè-

àëå (9.54). Â áîëåå òî÷íîé ðåíîðìãðóïïîâîé òåîðèè ïîêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî ó÷åò ýòèõ ÷ëåíîâ ñóùåñòâåí â íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè �àçîâîãî ïåðåõîäà. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðèè �ëóêòóàöè-

îííûé âêëàä â òåïëîåìêîñòü èìååò áîëåå ñëàáóþ òåìïåðàòóðíóþ

çàâèñèìîñòü, ÷åì â âûðàæåíèè (9.68), íî òåì íå ìåíåå ðàñõîäè-

ìîñòü îñòàåòñÿ.

Äàííûå ðåçóëüòàòû òàêæå ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåçóëüòàòû, ñëå-

äóþùèå èç òåîðèè Ëàíäàó, îêàçûâàþòñÿ íåïðèìåíèìû â íåêîòî-

ðîé òåìïåðàòóðíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè �àçîâîãî ïåðåõîäà. Ýòó

îêðåñòíîñòü ìîæíî îöåíèòü, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà

△Cfl & △CL =
a2Tc
8u

, (9.70)

ãäå △CL - ñêà÷îê òåïëîåìêîñòè â òåîðèè Ëàíäàó (9.22). Òàê êàê

△Cfl ≃ A(T −Tc)(d−4)/2 ñ A ∼ f−d/2, òî êðèòè÷åñêàÿ �ëóêòóàöè-
îííàÿ îáëàñòü áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé |∆T | = |T − Tc| ∼
∼ f−d/(4−d), ãäå f - ïàðàìåòð ïðè k2 â âûðàæåíèè (9.56) äëÿ

ω2(~k). Äàííûé ïàðàìåòð çàâèñèò îò ý��åêòèâíîãî ðàäèóñà r0
ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ. Êîãäà âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ êîðîòêîäåé-

ñòâóþùèì âèäà V (r) ∼ exp(−r/r0), ïàðàìåòð f èçìåíÿåòñÿ êàê

r
d/2
0 . Â ðåçóëüòàòå, êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðíàÿ îáëàñòü õàðàê-

òåðèçóåòñÿ çàâèñèìîñòüþ

|∆T | ∼ r
−d(d+2)/(4−d)
0 ,

è êîãäà îáëàñòü ý��åêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàíîâèòñÿ áîëü-

øîé, êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü óìåíüøàåòñÿ è ìîæåò áûòü íàñòîëüêî

ìàëîé, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïðîÿâëåíèå ïîâåäåíèÿ òàêîé ñè-

ñòåìû áóäåò îïèñûâàòüñÿ òåîðèåé Ëàíäàó (ÿâëåíèå ñâåðõïðîâî-

äèìîñòè, êàê ïðèìåð).
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9.5. �åíîðìãðóïïîâàÿ òåîðèÿ êðèòè÷å-

ñêèõ ÿâëåíèé

9.5.1. Êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè (èíäåêñû). Ñî-

îòíîøåíèÿ ìåæäó êðèòè÷åñêèìè èíäåê-

ñàìè

Ïðè èçó÷åíèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ è êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé áîëü-

øîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèé ñîâîêóïíîñòè ïî-

êàçàòåëåé, êîòîðûå ïîëó÷èëè íàçâàíèå êðèòè÷åñêèõ è îïèñûâà-

þò ý��åêòèâíîå ñòåïåííîå ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ èíòåðåñóþùèõ

íàñ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ è êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé âáëèçè òåì-

ïåðàòóðû �àçîâîãî ïåðåõîäà (êðèòè÷åñêîé òî÷êè).

Äàäèì îáùåå îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ, îïèñû-

âàþùåãî ïîâåäåíèå íåêîòîðîé �óíêöèè f(τ) âáëèçè êðèòè÷åñêîé
òî÷êè, ãäå τ = (T − Tc)/Tc - ïðèâåäåííàÿ òåìïåðàòóðà, õàðàêòå-
ðèçóþùàÿ ñòåïåíü óäàëåíèÿ îò êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ f (τ) ïîëîæèòåëüíà è íåïðåðûâíà äëÿ

äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé τ , à òàêæå ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ïðåäåë

λ ∼ lim
τ→0

ln f (τ)

ln τ
. (9.71)

Ïðåäåë λ ïîëó÷èë íàçâàíèå êðèòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè

(èëè ïðîñòî êðèòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ), ñâÿçàííîãî ñ �óíêöèåé

f(τ). Äëÿ êðàòêîñòè ìîæíî çàïèñàòü

f(τ) ∼ τλ, (9.72)

÷òîáû ïîä÷åðêíóòü òîò �àêò, ÷òî λ - êðèòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü

�óíêöèè f(τ).
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïî-

âåäåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé �óíêöèè f(τ) ìîæåò áûòü áîëåå

ñëîæíûì è âêëþ÷àòü ïîïðàâî÷íûå ñëàãàåìûå. Òîãäà �óíêöèÿ

(9.72) ïðèíèìàåò âèä

f(τ) = Aτx(1 +Bτy), y > 0. (9.73)

Ìîæåò âîçíèêíóòü ñïðàâåäëèâûé âîïðîñ, ïî÷åìó îñíîâíîå âíè-

ìàíèå îáðàùàåòñÿ íà òàêóþ âåëè÷èíó, êàê êðèòè÷åñêèé ïîêàçà-

òåëü, êîòîðûé äàåò çíà÷èòåëüíî ìåíüøå èí�îðìàöèè, ÷åì ïîë-
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íàÿ çàïèñü �óíêöèè. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îïðåäåëÿåòñÿ, âî-

ïåðâûõ, òåì ýêñïåðèìåíòàëüíûì �àêòîì, ÷òî âáëèçè êðèòè÷å-

ñêîé òî÷êè ïîâåäåíèå �óíêöèè, èìåþùåé âèä ìíîãî÷ëåíà, îïðå-

äåëÿþò ãëàâíûì îáðàçîì åå âåäóùèå ÷ëåíû. Ïîýòîìó ãðà�èêè,

ïîëó÷åííûå â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ ïðè òåìïåðà-

òóðàõ, áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêîé òî÷êå, â äâîéíîì ëîãàðè�ìè÷å-

ñêîì ìàñøòàáå èìåþò âèä ïðÿìûõ, à êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè

îïðåäåëÿþòñÿ èç íàêëîíà ýòèõ ïðÿìûõ. Òàêèì îáðàçîì, êðèòè-

÷åñêèå ïîêàçàòåëè âñåãäà èçìåðèìû, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î âñåé

�óíêöèè. Âòîðàÿ ïðè÷èíà òàêîãî âíèìàíèÿ ê êðèòè÷åñêèì ïî-

êàçàòåëÿì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èçâåñòíî ìíîãî ñîîòíîøåíèé

ìåæäó êðèòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè, êîòîðûå âûâîäÿòñÿ èç îá-

ùèõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ è ñòàòèñòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé è ïîýòîìó

ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîé ÷àñòíîé ñèñòåìû.

Ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ îäíîçíà÷íàÿ ñâÿçü ìåæäó êðèòè÷åñêèì

ïîêàçàòåëåì è ïîâåäåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé �óíêöèè âáëèçè

êðèòè÷åñêîé òî÷êè (τ ≪ 1). Åñëè êðèòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü λ,
îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèåì (9.71), îòðèöàòåëåí, òî ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ �óíêöèÿ f(τ) âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ðàñõîäèòñÿ, ñòðå-

ìÿñü ê áåñêîíå÷íîñòè; ïîëîæèòåëüíûå æå çíà÷åíèÿ λ ñîîòâåò-

ñòâóþò �óíêöèè f(τ), îáðàùàþùåéñÿ â ýòîé òî÷êå â íóëü. ×åì

ìåíüøå λ, òåì áîëåå ðåçêèìè èçìåíåíèÿìè âáëèçè òåìïåðàòóðû

�àçîâîãî ïåðåõîäà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîâåäåíèå f(τ), â òîì ñìûñ-

ëå, ÷òî äëÿ îòðèöàòåëüíûõ λ ðàñõîäèìîñòü f(τ) ñòàíîâèòñÿ ñèëü-
íåå, à äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ - f(τ) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå.

�àññìîòðèì ïîâåäåíèå ðÿäà �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí âáëèçè êðè-

òè÷åñêîé òî÷êè TC , êîòîðîå ìîæíî çàäàòü îïðåäåëåííûì íàáî-

ðîì êðèòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé � èíäåêñîâ.

Êðèòè÷åñêèé èíäåêñ α äëÿ òåïëîåìêîñòè:

C ∼ |τ |−α, (9.74)

êðèòè÷åñêèé èíäåêñ β äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà:

φ ∼ |τ |β , T < Tc, (9.75)

êðèòè÷åñêèé èíäåêñ γ äëÿ âîñïðèèì÷èâîñòè:

χ ∼ |τ |−γ , (9.76)

êðèòè÷åñêèé èíäåêñ δ äëÿ êðèòè÷åñêîé èçîòåðìû:

φ(h, Tc) ∼ h1/δ. (9.77)
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Äëÿ îïèñàíèÿ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà φ ââîäèòñÿ êðè-

òè÷åñêèé èíäåêñ ν, îïðåäåëÿþùèé òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü

êîððåëÿöèîííîé äëèíû:

ξ ∼ |T − Tc|−ν , (9.78)

è êðèòè÷åñêèé èíäåêñ η, îïðåäåëÿþùèé çàêîí óáûâàíèÿ êîððå-

ëÿöèîííîé �óíêöèè ñ ðàññòîÿíèåì x ïðè T = Tc,

G(2)(~r, Tc) ∼
1

|~r|d−2+η
. (9.79)

Òåïëîåìêîñòü (äëÿ ðÿäà ñèñòåì), âîñïðèèì÷èâîñòü è êîððåëÿ-

öèîííàÿ äëèíà ÿâëÿþòñÿ ïðè T = Tc ðàñõîäÿùèìèñÿ âåëè÷èíà-
ìè. Ñâîéñòâà ñèñòåì ïðè íåïðåðûâíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäàõ îïðå-

äåëÿþòñÿ ñèëüíûìè è äîëãîæèâóùèìè �ëóêòóàöèÿìè ïàðàìåò-

ðà ïîðÿäêà. Ìåðîé ìàãíèòíûõ �ëóêòóàöèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûé

ðàçìåð ξ(T ) õàðàêòåðíîãî ìàãíèòíîãî äîìåíà � îáëàñòè ñ ñèëü-

íî êîððåëèðîâàííûìè ñïèíàìè. Ïðè T ≫ Tc äëèíà êîððåëÿöèè
ξ(T ) ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà ïåðèîäó ðåøåòêè. Ïîñêîëüêó

ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ T ê Tc ñâåðõó êîððåëÿöèîíííûå ý��åêòû
â ïðîñòðàíñòâåííîé îðèåíòàöèè ñïèíîâ óñèëèâàþòñÿ, ξ(T ) áóäåò
âîçðàñòàòü ïðè ïðèáëèæåíèè T ê Tc.

Ïðåäñêàçûâàåìûå òåîðèåé Ëàíäàó óíèâåðñàëüíûå çíà÷åíèÿ

êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ

α = 0 , β = 1/2 , γ = 1 , δ = 3 , ν = 1/2 , η = 0 (9.80)

çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò íàáëþäàåìûõ.

9.5.2. �èïîòåçà ïîäîáèÿ

Çàäîëãî äî ïîÿâëåíèÿ ïåðâûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, íå ñî-

ãëàñóþùèõñÿ ñ òåîðèåé Ëàíäàó, Ë. Îíñàãåð îïóáëèêîâàë ðàáî-

òó [187℄ (1944 ã.), ïîñâÿùåííóþ èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ íàìàã-

íè÷åííîñòè è òåïëîåìêîñòè äâóìåðíîãî �åððîìàãíåòèêà â íóëå-

âîì âíåøíåì ïîëå (òî÷íî ðåøàåìàÿ çàäà÷à), ðåçóëüòàòû êîòîðîé

îêàçàëèñü â íåîæèäàííîì ïðîòèâîðå÷èè ñ ðåçóëüòàòàìè êëàññè-

÷åñêîé òåîðèè. Èññëåäîâàòåëè, åñòåñòâåííî, ïîíèìàëè, ÷òî ðîëü

êðóïíîìàñøòàáíûõ �ëóêòóàöèé ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê êðèòè-

÷åñêîé òî÷êå äîëæíà âîçðàñòàòü. Óæå â ñåðåäèíå 20-õ ãîäîâ áûëà
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îïóáëèêîâàíà èçâåñòíàÿ ðàáîòà Îðíøòåéíà-Öåðíèêå, íà îñíîâå

êîòîðîé óäàëîñü îáúÿñíèòü ìíîãèå îñîáåííîñòè ÿâëåíèÿ êðèòè-

÷åñêîé îïàëåñöåíöèè, èìåþùåãî ÿðêî âûðàæåííóþ �ëóêòóàöè-

îííóþ ïðèðîäó. Ôëóêòóàöèîííûå ÿâëåíèÿ èçó÷àëèñü â ðàìêàõ

�åíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà â ðàáîòàõ Ñöèëëàðäà, Ìàíäåëü-

øòàìà, Ëåîíòîâè÷à è äð. Íî ñàìà èäåÿ îá îïðåäåëÿþùåé ðî-

ëè �ëóêòóàöèé äëÿ âñåé ïðîáëåìàòèêè �àçîâûõ ïðåâðàùåíèé

îêîí÷àòåëüíî î�îðìèëàñü ëèøü ê ñåðåäèíå 60-õ ãîäîâ. Ýòî áûëî

ñâÿçàíî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ ïðîãðåññîì â îáëàñòè ýêñïåðèìåí-

òàëüíûõ èññëåäîâàíèé �àçîâûõ ïåðåõîäîâ, óáåäèòåëüíî ïðîäå-

ìîíñòðèðîâàâøèõ ðàñõîæäåíèå ðåàëüíîãî êðèòè÷åñêîãî ïîâåäå-

íèÿ ñ ïðåäñêàçàíèÿìè òåîðèè Ëàíäàó.

Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû

d < 4 âçàèìîäåéñòâèÿ �ëóêòóàöèé îêàçûâàþòñÿ ý��åêòèâíî

î÷åíü ñèëüíûìè è, íàïðîòèâ, ïðè d > 4 �ëóêòóàöèîííûå ý��åê-
òû íå ñóùåñòâåííû, è çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ îïðåäåëÿ-

þòñÿ òåîðèåé Ëàíäàó. Â òî æå âðåìÿ îáíàðóæåííûé èññëåäîâà-

òåëÿìè óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì âî

�ëóêòóàöèîííîé îáëàñòè íàâåë èõ íà ìûñëü î òîì, ÷òî îí ÿâëÿåò-

ñÿ ñëåäñòâèåì íåêîòîðîé �óíäàìåíòàëüíîé ñèììåòðèè ñèñòåìû

â êðèòè÷åñêîé òî÷êå è ÷òî åå âûÿâëåíèå è èññëåäîâàíèå äàñò âîç-

ìîæíîñòü îïðåäåëèòü óíèâåðñàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîâåäåíèÿ

äàííûõ ñèñòåì � êðèòè÷åñêèå èíäåêñû.

Íà ïåðâîì ýòàïå èññëåäîâàíèé âëèÿíèå �ëóêòóàöèé óäàëîñü

�åíîìåíîëîãè÷åñêè îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ãèïîòåçû ïîäîáèÿ (ìàñ-

øòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè), êîíöåïöèÿ êîòîðîé áûëà âûðàáîòàíà

â ðàáîòàõ Â.Ë. Ïîêðîâñêîãî è À.Ç. Ïàòàøèíñêîãî [76�78℄, Â. Âè-

äîìà [212℄, Ë.Ï. Êàäàíîâà [44, 157℄, ïîëîæèâøèõ íà÷àëî ñîâðå-

ìåííîé �ëóêòóàöèîííîé òåîðèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

Ñóòü ýòîé êîíöåïöèè ñîñòàâëÿåò ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî

â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ñèíãóëÿðíàÿ çàâèñèìîñòü �è-

çè÷åñêèõ âåëè÷èí îò T − Tc îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî ÷åðåç èõ çà-
âèñèìîñòü îò êîððåëÿöèîííîé äëèíû ξ, êîòîðàÿ ðàñõîäèòñÿ ïðè
T → Tc. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé

òî÷êè èìååòñÿ òîëüêî îäèí ñóùåñòâåííûé ïàðàìåòð äëèíû � ξ,
îñòàëüíûå æå ìèêðîñêîïè÷åñêèå ðàçìåðû, íàïðèìåð Λ−1 ∼ a �

ïåðèîä ðåøåòêè, íå âëèÿþò íà õàðàêòåð îñîáåííîñòåé òåðìîäè-

íàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, à çíà÷èò, è íà çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ

èíäåêñîâ.
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Ìíîãèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå è òåîðåòè÷åñêèå ðàáîòû, ïîñâÿ-

ùåííûå èçó÷åíèþ êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ïîäòâåðæäàþò ñóùå-

ñòâîâàíèå íåðàâåíñòâ ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè, è áîëåå òîãî, ïåðåõîä

èõ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ â ðàâåíñòâà:

α+ 2β + γ = 2, (9.81)

α+ β(1 + δ) = 2, (9.82)

γ = ν(2− η), (9.83)

γ = β(δ − 1), (9.84)

d− 2 + η = 2β/ν, (9.85)

dν = 2− α, (9.86)

èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî êðèòè÷åñêèå èíäåêñû äîëæíû ñóùåñòâåí-

íî çàâèñåòü îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà è íåçàâèñèìûìè ÿâëÿ-

þòñÿ òîëüêî äâà èíäåêñà, âû÷èñëåíèå êîòîðûõ � îäíà èç ãëàâíûõ

ïðîáëåì òåîðèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èíäåêñû Ëàíäàó (9.80) äëÿ ðåàëüíî-

ãî ïðîñòðàíñòâà d = 3 íå óäîâëåòâîðÿþò ýòèì ñîîòíîøåíèÿì, îä-

íàêî äëÿ ïðîñòðàíñòâà d = 4 - óäîâëåòâîðÿþò. Ýòî ñðàçó óêàçû-
âàåò íà âûäåëåííûé õàðàêòåð ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d = 4.
Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ [25℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè d ≥ 4 êðèòè÷åñêèå
èíäåêñû ñèñòåìû òå æå, ÷òî è äëÿ ñèñòåìû ñ íåâçàèìîäåéñòâóþ-

ùèìè �ëóêòóàöèÿìè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçî-

âàòü ñïåöè�è÷åñêóþ òåîðèþ âîçìóùåíèé, â êîòîðîé â êà÷åñòâå

íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñè-

ñòåìû â ÷åòûðåõìåðíîì �èêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå, à çàòåì ñî-

âåðøàòü íåïðåðûâíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ïåðåõîä ê ïðîñòðàíñòâó

ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Â òåîðèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé ñóùåñòâóåò ñòàòè÷åñêèé çà-

êîí ïîäîáèÿ, èëè ïðèáëèæåíèå îáîáùåííîé îäíîðîäíîñòè òåð-

ìîäèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîñòîå

ïðåäïîëîæåíèå îá îñíîâíîì âèäå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöè-

àëà. Ïðåäñêàçàíèÿ ãèïîòåçû ïîäîáèÿ ïðèâîäÿò ê �óíêöèîíàëü-

íûì ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè â êðèòè÷åñêîé òî÷êå,

ïðè ýòîì ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïîêàçàòåëåé â ýòîé òî÷êå îêàçûâà-

åòñÿ îãðàíè÷åííûì. Êðîìå ïðåäñêàçàíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ðÿäà

ðàâåíñòâ, ñâÿçûâàþùèõ êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè, ãèïîòåçà ïîäî-

áèÿ äàåò âîçìîæíîñòü ïðåäñêàçûâàòü âèä óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ.

Ïðåäñêàçàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû ïîäîáèÿ ïîäòâåðæäà-
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þòñÿ ìíîæåñòâîì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîò.

Îäíîðîäíûå �óíêöèè

Ôóíêöèÿ f(r) ïî îïðåäåëåíèþ áóäåò îäíîðîäíîé, åñëè äëÿ âñåõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ λ

qf(r) = g(λ)f(λr), (9.87)

ãäå �óíêöèÿ g(λ) íå êîíêðåòèçèðîâàíà. Ïðîñòîé ïðèìåð îäíî-

ðîäíîé �óíêöèè � ïàðàáîëà

f(r) = Br2, (9.88)

äëÿ êîòîðîé

f(λr) = B(λr)2 = λ2Br2 = λ2f(r), (9.89)

è ïîýòîìó g(λ) = λ2.
Îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ f(r) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.

Åñëè èçâåñòíû åå çíà÷åíèå â îäíîé òî÷êå r = r0 è �óíêöèîíàëü-
íûé âèä g(λ), òî ìîæíî íàéòè çíà÷åíèå �óíêöèè â ëþáîé òî÷êå.
Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êàæäîå çíà÷åíèå r ìîæíî çàïèñàòü â

�îðìå λr è

qf(r0) = g(λ)f(λr0). (9.90)

�àâåíñòâî (9.90) ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèå �óíêöèè f(r) â ëþ-

áîé òî÷êå ïîëó÷àåòñÿ èç çíà÷åíèÿ f(r) â âûáðàííîé òî÷êå r = r0
ïðîñòûì èçìåíåíèåì ìàñøòàáà. Â îáùåì ñëó÷àå èçìåíåíèå ìàñ-

øòàáà íåëèíåéíî.

Ôóíêöèÿ ïîäîáèÿ g(λ) â óðàâíåíèè (9.87) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âîëüíîé. Äåéñòâèòåëüíî, îíà äîëæíà èìåòü âèä

g(λ) = λp, (9.91)

ãäå ïàðàìåòð p îáû÷íî íàçûâàåò ïîêàçàòåëåì îäíîðîäíîñòè.

Äîêàæåì, ÷òî g(λ) äîëæíà èìåòü ñòåïåííîé âèä. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ èçìåíåíèå ìàñøòàáà ñíà÷àëà â µ, à çàòåì
â λ ðàç. Óðàâíåíèå (9.87) äàåò

f {λ(µr)} = g(λ)f(µr) = g(λ)g(µ)f(r). (9.92)

407



Òî÷íî òàêîé æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü è îäíîêðàòíûì èç-

ìåíåíèåì ìàñøòàáà:

f {(λµ) r} = g(λµ)f(r). (9.93)

Òîãäà íà �óíêöèþ g(λ) íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå

g(λµ) = g(λ) g(µ). (9.94)

Åñëè ââåñòè äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíê-

öèè g, òî g(λ) èìååò ñòåïåííîé âèä. Äè��åðåíöèðóÿ îáå ñòîðîíû
óðàâíåíèÿ (9.94) ïî µ, ïîëó÷àåì

∂

∂µ
g(λµ) = λ g′(λµ) = g(λ) g′(µ). (9.95)

Ïîëàãàÿ, ÷òî µ = 1 è g′(µ)|µ=1 ≡ p, ïîëó÷àåì

g′(λµ)

g(λ)
=
g′(µ)

λ
=
p

λ
, (9.96)

g′(λµ)

g(λ)
=
g′(λ)

g(λ)
=

d

dλ
ln g(λ), (9.97)

îòêóäà íàõîäèì

ln g(λ) = p lnλ+ c, (9.98)

èëè

g(λ) = ec λp. (9.99)

Òîãäà

g′(λ) = p ec λp−1.

Ïî îïðåäåëåíèþ g′(λ)|λ=1 ≡ p. Çíà÷èò, ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâà-
íèÿ c ðàâíà íóëþ è

g(λ) = λp. (9.100)

Îáîáùåííûå îäíîðîäíûå �óíêöèè

Ââåäåì ïîíÿòèå îáîáùåííîé îäíîðîäíîé �óíêöèè

f(λaxx, λayy, . . . ) = λ f(x, y, . . . ), (9.101)

ãäå ax, ay, . . . � ðàçìåðíûå ïîêàçàòåëè ïåðåìåííûõ x, y, . . . .

408



Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå

f(λaxx, λayy, . . . ) = λp f(x, y, . . . ), (9.102)

ò.å. �óíêöèÿ f(x, y, . . . ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (9.102),

óäîâëåòâîðÿåò è óðàâíåíèþ

f(λax/px, λay/p y, . . . ) = λ f(x, y, . . . ). (9.103)

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

�àññìîòðèì ñâîéñòâà îäíîðîäíîé �óíêöèè íà ïðèìåðå åå çà-

âèñèìîñòè îò äâóõ ïåðåìåííûõ

f(λx, λy) = λ f(x, y). (9.104)

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå ïðèìåíèìî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-

ðà λ, îíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è â ñëó÷àå ñïåöèàëüíîãî âûáîðà

çíà÷åíèÿ λ = 1/y.

f(x/ y, 1) = y−p f(x, y). (9.105)

Ôóíêöèÿ f(x /y , 1), ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, �îðìàëü-
íî ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ, îäíàêî âòîðàÿ ïåðå-

ìåííàÿ èìååò �èêñèðîâàííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå åäèíèöå. Ïîýòîìó

ìîæíî ñ÷èòàòü åå �óíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé è îïðåäåëèòü êàê

f(x, y) = yp f(x/ y, 1) ≡ yp F (x/ y). (9.106)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè �óíêöèÿ f(x, y) îäíîðîäíà, òî åå ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ yp íà �óíêöèþ îò x/ y. Âåðíî
è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(9.106), òî îíà óäîâëåòâîðÿåò è óñëîâèþ (9.104), ò.å. ÿâëÿåòñÿ îä-

íîðîäíîé.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè �óíêöèÿ

f(x, y) îäíîðîäíàÿ, ýêâèâàëåíòíîé �îðìîé óðàâíåíèÿ (9.106) áó-
äåò

f(x, y) = xp F(y/x). (9.107)

Äëÿ îäíîðîäíîé �óíêöèè âèäà f(λx, λayy) ìîæíî âûáðàòü

λay = 1/ y, òîãäà �óíêöèþ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f(x, y) = y 1/ay F (x/ y 1/ay ). (9.108)
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Ñòàòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà ïîäîáèÿ

Â äàííîì ïîäðàçäåëå áóäåò ñ�îðìóëèðîâàíà ñòàòè÷åñêàÿ ãèïîòå-

çà ïîäîáèÿ. Îñòàíîâèìñÿ íà íåé äëÿ ïîòåíöèàëà �èááñà Φ(T,H)
ìàãíèòíîé ñèñòåìû. Çàïèøåì

Φ(T,H) → Φ(τ,H), (9.109)

ãäå τ = (T − Tc)/Tc � ïðèâåäåííàÿ òåìïåðàòóðà, è ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî âñå íåñèíãóëÿðíûå ÷ëåíû â �óíêöèè Φ(τ,H) ìîæíî
îïóñòèòü.

Ñòàòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà ïîäîáèÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ïîòåíöè-

àë �èááñà Φ(τ,H) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé îäíîðîäíîé �óíêöèåé.

Òîãäà, ñîãëàñíî îáùåìó îïðåäåëåíèþ (9.101), ýòî óòâåðæäåíèå

ýêâèâàëåíòíî òðåáîâàíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ ïàðàìåòðîâ, îáî-

çíà÷àåìûõ aτ è aH , ïðè êîòîðûõ

Φ(λaτ τ, λaHH) = λΦ(τ,H) (9.110)

äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà λ. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ãèïîòå-
çà ïîäîáèÿ íå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïàðàìåòðû aτ è aH . Íèæå
áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âñå ïîêàçàòåëè â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ìîãóò

áûòü âûðàæåíû ÷åðåç aτ è aH . Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû ìîæ-

íî áûëî â ðàìêàõ òåîðèè ïîäîáèÿ îïðåäåëèòü aτ è aH , òî ñðàçó
áûëè áû íàéäåíû âñå ïîêàçàòåëè â êðèòè÷åñêîé òî÷êå. Âìåñòå ñ

òåì òîò �àêò, ÷òî âñå êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ìîæíî âûðàçèòü

âñåãî ÷åðåç äâà ïàðàìåòðà ïîäîáèÿ aτ è aH , îçíà÷àåò: åñëè äâà

êðèòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëÿ èçâåñòíû, òî âñå îñòàëüíûå ìîæíî

âûðàçèòü ÷åðåç íèõ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè Φ(τ,H) � îáîáùåííàÿ îäíîðîäíàÿ
�óíêöèÿ, òî äðóãèå òðè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëà F (τ,M),
E(S,M), H(S,H) � òàêæå îáîáùåííûå îäíîðîäíûå �óíêöèè. Ïî-
òåíöèàë �èááñà âûáðàí íàìè ïîòîìó, ÷òî êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòå-

ëè ïðîùå âñåãî ïîëó÷èòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ïîòåíöèàëà.

Ïðîäè��åðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (9.110) ïî H

λaHH
∂Φ(λaτ τ, λaHH)

∂H
= λ

∂Φ(τ,H)

∂H
. (9.111)

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ îò ïîòåíöèàëà �èááñà ïî ïîëþ åñòü

íàìàãíè÷åííîñòü ñ îáðàòíûì çíàêîì, òî âûðàæåíèå (9.111) ýê-

âèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

λaH M(λaτ τ, λaHH) = λM(τ,H). (9.112)
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Ñ ïîâåäåíèåì íàìàãíè÷åííîñòè âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ñâÿ-

çàíî äâà êðèòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëÿ. Ïîêàçàòåëü β îïèñûâàåò åå

ïîâåäåíèå ïðè H = 0 è τ → 0, â òî âðåìÿ êàê ïîêàçàòåëü 1/δ
ñîîòâåòñòâóåò τ = 0 è H → 0.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé H = 0, äëÿ êîòîðîãî (9.112) ïðè-
íèìàåò âèä

M(τ, 0) = λaH−1M(λaτ τ, 0). (9.113)

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (9.113) ïðèìåíèìî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé λ,
îíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ ÷àñòíîãî çíà÷åíèÿ

λ =

(

− 1

τ

)1/aτ

, (9.114)

îòêóäà íàõîäèì

M(τ, 0) = (−τ) (1−aH )/aτ M(−1, 0). (9.115)

Îäíàêî ïðè τ → 0− èç (9.75) ñëåäóåò, ÷òî

M(τ, 0) ∼ (−τ)β . (9.116)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

β =
1− aH
aτ

. (9.117)

Âûðàæåíèå (9.117) îïðåäåëÿåò ïîêàçàòåëü β â êðèòè÷åñêîé

òî÷êå ÷åðåç íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ïîäîáèÿ aτ è aH . Ïîêàçà-
òåëü δ òàêæå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïàðàìåòðû ïîäîáèÿ, åñëè

ïîëîæèòü τ = 0 â óðàâíåíèè (9.112) è H → 0, ÷òî äàåò

M(0, H) = λaH−1M(0, λaHH). (9.118)

Åñëè çàäàòü

λ = H−1/aH , (9.119)

òî óðàâíåíèå (9.118) ïðèìåò âèä

M(0, H) = H (1−aH )/aH M(0, 1). (9.120)

Ïðè H → 0, ñîãëàñíî (9.77),

M(0, H) ∼ H1/δ, (9.121)
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îòêóäà íàõîäèì

δ =
aH

1− aH
. (9.122)

Óðàâíåíèÿ (9.117) è (9.122) ìîæíî ðåøàòü ñîâìåñòíî îòíîñèòåëü-

íî ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ aτ è aH , â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì

aτ =
1

β

1

δ + 1
, (9.123)

è

aH = δ
1

δ + 1
. (9.124)

Âû÷èñëÿÿ äðóãèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëà �èáá-

ñà, ìîæíî íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ äðóãèõ ïîêàçàòåëåé. Íàïðèìåð,

äè��åðåíöèðóÿ äâàæäû ïî H , ïîëó÷àåì

λ2aH χT (λ
aτ τ, λaHH) = λχT (τ,H). (9.125)

Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî âûðàæåíèå äëÿ èçîòåðìè÷åñêîé âîñ-

ïðèèì÷èâîñòè χT ÷åðåç ïîòåíöèàë �èááñà

χT ≡
(

∂M

∂H

)

T

= −
(

∂2Φ

∂H2

)

T

. (9.126)

�àññìàòðèâàÿ ñëó÷àé H = 0 è âûáèðàÿ λ = (−τ)−1/aτ
, çàïè-

øåì (9.125) â âèäå

χT (τ, 0) = (−τ)− (2aH−1)/aτ χT (−1, 0). (9.127)

Åñëè τ → 0−, òî èç óðàâíåíèÿ (9.76) ñëåäóåò

χT (τ, 0) ∼ (−τ)−γ′

, (9.128)

è ìû íàõîäèì

γ′ =
2aH − 1

aτ
. (9.129)

Òàê êàê íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ òîëüêî äâà, ìîæíî

îæèäàòü, ÷òî ïîêàçàòåëü γ′ áóäåò çàâèñåòü îò β è δ. Ñîïîñòàâëÿÿ
(9.117), (9.122) è (9.129), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

γ′ = β(δ − 1), (9.130)

412



êîòîðîå èçâåñòíî êàê ðàâåíñòâî Óèäîìà.

Åñëè çàäàòü â óðàâíåíèè (9.125)

λ = τ−1/aτ ,

ýòî ïðèâåäåò ê �îðìóëå

γ =
2aH − 1

aτ
. (9.131)

Ñðàâíèâàÿ (9.129) è (9.131), ïîëó÷àåì

γ′ = γ. (9.132)

�àâåíñòâî êðèòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ñî øòðèõàìè (T < Tc) è áåç
øòðèõîâ (T > Tc) ÿâëÿåòñÿ âòîðûì êðèòåðèåì ñïðàâåäëèâîñòè

ñòàòè÷åñêîé ãèïîòåçû ïîäîáèÿ.

Åñëè ïðîäè��åðåíöèðîâàòü ïîòåíöèàë �èááñà ïî òåìïåðàòó-

ðå, ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ òåïëîåìêîñòè CH

CH ≡ T

(

∂S

∂T

)

H

= −T
(

∂2Φ

∂T 2

)

H

,

òî ïîëó÷àåì

λ2aτCH (λaτ τ, λaH H) = λCH(τ,H). (9.133)

Ïîëàãàÿ H = 0 è λ = (−τ)−1/aτ
, íàõîäèì

α′ = 2− 1

aτ
. (9.134)

Îáúåäèíÿÿ (9.134) è (9.123), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî �ðè��èòñà â

âèäå ðàâåíñòâà

α′ + β(δ + 1) = 2; (9.135)

îáúåäèíÿÿ (9.135) è (9.129), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî �àøáðóêà â

âèäå ðàâåíñòâà

α′ + 2β + γ′ = 2. (9.136)

�èïîòåçà ïîäîáèÿ äàåò ìåõàíèçì ïðåäñòàâëåíèÿ ïîêàçàòåëåé â

êðèòè÷åñêîé òî÷êå ÷åðåç ïàðàìåòðû ïîäîáèÿ aτ è aH , è, èñêëþ-
÷àÿ ýòè äâà ïàðàìåòðà, ìîæíî ïîëó÷èòü âñþ ñîâîêóïíîñòü ñî-

îòíîøåíèé ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè (òàáë. 9.2). Ýòè ñîîòíîøåíèÿ íå

ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ò.å., çíàÿ ëþáûå äâà ïîêàçàòåëÿ, ìîæíî

îïðåäåëèòü âñå îñòàëüíûå.
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Òàáëèöà 9.2. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êðèòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè,

âûòåêàþùèå èç ãèïîòåçû ïîäîáèÿ

α+ 2β + γ = 2, γ = β(δ − 1),

α+ β(δ + 1) = 2, γ = γ′,

(2 − α)ζ + 1 = (1− α)δ, α = α′,

(2 − α)(δ − 1) = γ(δ + 1), δ =
2− α+ γ

2− α− γ
.

9.5.3. Ìåòîä ðåíîðìãðóïïû è ε-ðàçëîæåíèÿ

Îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí â êðèòè÷å-

ñêîé îáëàñòè îáóñëîâëåíû âçàèìîäåéñòâèåì �ëóêòóàöèé ïàðà-

ìåòðà ïîðÿäêà è íåîãðàíè÷åííûì âîçðàñòàíèåì êîððåëÿöèîííîé

äëèíû ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê Tc. Ýíåðãèÿ ñèñòåìû â ñèììåò-

ðè÷íîé �àçå â îêðåñòíîñòè �àçîâîãî ïåðåõîäà äîëæíà îïèñû-

âàòüñÿ ðàçëîæåíèåì Ëàíäàó ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, â

êîòîðîì ñëåäóåò ñîõðàíèòü ÷ëåíû ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè ïðîèç-

âîäíûìè, ó÷èòûâàþùèìè íåîäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåò-

ðà ïîðÿäêà. Òàêîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ÷àñòî íàçûâàþò ãà-

ìèëüòîíèàíîì �èíçáóðãà - Ëàíäàó H
�Ë

. Âåðîÿòíîñòü îñóùåñòâ-

ëåíèÿ çàäàííîé êîí�èãóðàöèè �ëóêòóàöèé îïðåäåëÿåòñÿ âûðà-

æåíèåì, ïðîïîðöèîíàëüíûì exp(−H/kBT ), ïîýòîìó óäîáíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü áåçðàçìåðíóþ ýíåðãèþ �ëóêòóàöèé H

�Ë

/kBT ≡ H .

Çàïèøåì íàèáîëåå îáùóþ �îðìó ãàìèëüòîíèàíà H â ìîäåëè

φ4:

H =

∫

ddx







1

2

∑

λ

[rφ2λ + (∇φλ)2] +
∑

λρµν

uλρµν φλφρφµφν







,

(9.137)

ïðè ýòîì íîðìèðîâêà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà âûáðàíà òàê, ÷òîáû êî-

ý��èöèåíò ïðè íåîäíîðîäíîì ÷ëåíå ðàâíÿëñÿ åäèíèöå. Íàïèñàí-

íîå âûðàæåíèå âêëþ÷àåò âñå èíâàðèàíòû ÷åòâåðòîé ñòåïåíè äëÿ

ãðóïïû ñèììåòðèè èñõîäíîé �àçû è äëÿ äàííîãî íåïðèâîäèìîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ, òàê êàê uλρµν ïðåäñòàâëÿåò ñóììó ïî âñåì ýòèì
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èíâàðèàíòàì, òî åñòü

uλρµν =
∑

p

upλρµν . (9.138)

Â îäíîðîäíîì ñëó÷àå îíî ïåðåõîäèò â îáû÷íîå ðàçëîæåíèå ñâî-

áîäíîé ýíåðãèè Ëàíäàó.

Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ãàìèëüòîíèàíó (9.137) ñîîòâåò-

ñòâóåò âûðàæåíèå

H =
1

2

∫

d~q (r + q2)
∑

λ

φλ(~q)φλ(−~q)+

+uλρµν

∫

d~q1 . . . d~q4φλ(~q1)φρ(~q2)φµ(~q3)φν(~q4) δ (~q1 + ~q2 + ~q3 + ~q4),

(9.139)

ãäå d~q = ddq/(2π)d - ýëåìåíò îáúåìà îáðàòíîãî d-ìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ~q âåäåòñÿ äî èìïóëüñà îáðåçàíèÿ
q0 < 1/a, ãäå a - ïàðàìåòð ðåøåòêè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â H ó÷èòû-

âàþòñÿ ëèøü ìàêðîñêîïè÷åñêèå �ëóêòóàöèè. Çàâèñèìîñòüþ îò

èìïóëüñîâ â âåëè÷èíàõ up â ñâÿçè ñ ýòèì îáû÷íî ïðåíåáðåãàþò.

Ïðîáëåìà �àçîâîãî ïåðåõîäà ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó ñòàòèñòè÷å-

ñêîé ñóììû

Z = Sp exp

(

−H�Ë

kT

)

=

∫

Dφ exp (−H), (9.140)

ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë ïî âñåì çíà÷å-

íèÿì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà φλ(~q) îò −∞ äî+∞ ñ ýëåìåíòîì îáúåìà

Dφ =
∏

0<q<q0

∏

λ

dφλ(~q). (9.141)

Îñíîâíàÿ èäåÿ ðåíîðìãðóïïû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûðà-

æåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè exp (−H) ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî êîðîòêî-
âîëíîâûì �ëóêòóàöèÿì è ïîëó÷èòü ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí

äëÿ äëèííîâîëíîâûõ �ëóêòóàöèé. Ýòîò ãàìèëüòîíèàí îïðåäåëÿ-

åòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

exp (−H ′[φ0]) = const

∫

Dφ1 exp (−H [φ0 + φ1]), (9.142)
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â êîòîðîì èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ýëåìåíòàì îáúåìà

Dφ1 =
∏

q

∏

λ

dφ1λ(~q), (9.143)

ñâÿçàííîãî ñ èíòåãðàëîì âîëíîâûõ âåêòîðîâ

q0
b < q < q0.

Ïàðàìåòð ïîðÿäêà φλ(~q) äëÿ ~q èç ýòîãî èíòåðâàëà îáîçíà÷åí
÷åðåç φ1λ(~q), èç èíòåðâàëà 0 < q < q0/b - ÷åðåç φ0λ(~q). Òàêèì îá-

ðàçîì, äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ q èç ïîëíîãî èíòåðâàëà èìïóëüñîâ
0 < q < q0 ïàðàìåòð ïîðÿäêà ìîæåò áûòü �îðìàëüíî ïðåäñòàâ-

ëåí â âèäå ñóììû φ(~q) ≡ φ(~q)+η1(~q) äâóõ ÷ëåíîâ, â êîòîðîé ëèáî
îäèí, ëèáî äðóãîé òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî Dφ1 âûðàæåíèå (9.142) îïðåäåëÿ-

åò ãàìèëüòîíèàí H ′(φ0), âêëþ÷àþùèé òîëüêî äëèííîâîëíîâûå

�ëóêòóàöèè φ0, è çàâèñèò îò ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëåííîãî ïàðàìåò-
ðà b. Äàëüíåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå ãàìèëüòîíèàíà H ′(φ0) çàêëþ-
÷àåòñÿ, âî-ïåðâûõ, â ðàñòÿæêå øêàëû èìïóëüñîâ â b ðàç, çà ñ÷åò
÷åãî èíòåðâàë íîâûõ èìïóëüñîâ q′ ñòàíîâèòñÿ òàêèì æå, êàê èñ-

õîäíûé, òî åñòü 0 < q′ < q0, è, âî-âòîðûõ, â èçìåíåíèè ìàñøòàáà
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà φ â z ðàç. Ýòî �îðìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå,
âûðàæàþùååñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

~q → ~q′ = b~q, φ(~q) → φ′(~q′) = z−1φ(~q), (9.144)

�èçè÷åñêè ñîîòâåòñòâóåò èäåå Êàäàíîâà î ïåðåõîäå îò èñõîäíîé

ðåøåòêè "ñïèíîâ" ê óêðóïíåííûì áëîêàì ñ ý��åêòèâíûìè "ñïè-

íàìè".

Ïåðåõîä ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (9.142) è (9.144) îò èñõîäíî-

ãî ãàìèëüòîíèàíà H ê ý��åêòèâíîìó H ′ ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìî-
ùüþ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà R, äåéñòâèå êîòîðîãî ìîæíî ïîâòî-
ðèòü è ïîëó÷èòü íîâûå ãàìèëüòîíèàíû H ′′, H ′′′ è òàê äàëåå:

H ′ = RH, H ′′ = RH ′ = R2H, . . . (9.145)

Îïåðàòîðû R,R2, R3, . . . îáðàçóþò òàê íàçûâàåìóþ ðåíîðìàëèçà-

öèîííóþ ãðóïïó, èëè ðåíîðìãðóïïó [215℄. Ïîâåäåíèå ñèñòåìû â

ñàìîé òî÷êå �àçîâîãî ïåðåõîäà ñâÿçûâàåòñÿ ñ ïðåäåëüíûìè ñâîé-

ñòâàìè ðåíîðìèðîâàííîãî ãàìèëüòîíèàíà, à èìåííî ñ ñóùåñòâî-

âàíèåì íåïîäâèæíîé òî÷êè H∗, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì

H∗ = RH∗. (9.146)

416



Åñëè ïîä äåéñòâèåì ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿåìîé îïåðàöèè R èñ-

õîäíûé ãàìèëüòîíèàí H ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ H∗,
ãîâîðÿò, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà óñòîé÷èâà. "Ñêîðîñòü" ïðèáëè-

æåíèÿ ê óñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êå îïðåäåëÿåò êðèòè÷åñêèå

èíäåêñû ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå �àçîâîãî ïåðå-

õîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè ðåíîðìèðîâàííîãî ãàìèëüòîíèàíà

H ′ (óñòàíîâëåíèè îïåðàöèè ðåíîðìãðóïïû R), íàõîæäåíèè íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê è èññëåäîâàíèè èõ óñòîé÷èâîñòè.

Ìåòîä ðåíîðìãðóïïû, ðàçðàáîòàííûé Âèëüñîíîì [215�217℄,

äåòàëüíî îïèñàí â ìîíîãðà�èÿõ Âèëüñîíà è Êîãóòà [25℄, Ìà [66℄,

Ïàòàøèíñêîãî è Ïîêðîâñêîãî [78℄. Çäåñü ìû ëèøü êðàòêî èçëî-

æèì åãî îñíîâû è ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòàâ-

ëåííîãî âîïðîñà î ðîëè ñèììåòðèè â êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ. �å÷ü

áóäåò èäòè ãëàâíûì îáðàçîì î òîì, êàê ïîëó÷èòü ý��åêòèâíûé

ãàìèëüòîíèàí H ′.
Ïåðåïèøåì îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå (9.142) â âèäå

exp (−H ′[φ0]) = exp (−H [φ0]) < exp (−Hint[φ0 + φ1]) >0, (9.147)

ãäå ñèìâîë 〈. . .〉0 îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ íåâçàèìîäåé-

ñòâóþùèõ �ëóêòóàöèé, à èìåííî:

〈. . .〉0 =

∫

Dφ1 exp (−H [φ1])(. . .)
∫

Dφ1 exp (−H0[φ1])
. (9.148)

Çäåñü

H0[φ1] =
1

2

∫

d~q (r + q2)
∑

λ

φ1λ(~q) φ1λ(−~q). (9.149)

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èçìåíåíèå ìàñøòàáîâ (9.144) â ñîîòíîøå-

íèè (9.149) âûïîëíåíî, ïîýòîìó

H0[φ0] =
1

2
b−dz2

∫

d~q′
[

r+

(

q′

b

)2]
∑

λ

φ0λ(~q
′) η0λ(−~q′). (9.150)

Èíòåãðèðîâàíèå â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè âåäåòñÿ â èíòåðâàëå

0 < q′ < q0, à â H0[φ1] - â èíòåðâàëå q0/b < q < q0. Ìàñøòàá-

íûì ìíîæèòåëåì ðàñïîðÿäèìñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÷ëåí ñ q′2

â ðåíîðìèðîâàííîì âûðàæåíèè (9.150) èìåë òàêîé æå âèä, êàê â

èñõîäíîì (9.149), òî åñòü

z = b1+d/2. (9.151)
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Ïîñëå òàêîé êàëèáðîâêè ïîëíûé ãàìèëüòîíèàíH ′ áóäåò çàâèñåòü
ëèøü îò ïàðàìåòðà b.
Âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî îò ýêñïîíåíòû â âûðàæåíèè (9.147) ìîæ-

íî ïðîâåñòè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Åñëè ðàçëîæèòü ýêñïîíåíòó

â ðÿä, òî äåëî ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñðåäíèõ 〈. . .〉0 îò âåëè-

÷èí φ1. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òåîðåìà, ñâîäÿùàÿ

ñðåäíåå îò ïðîèçâåäåíèÿ ê ïàðíûì ñðåäíèì (òåîðåìà Âèêà):

〈φ1λ(~q) φ1λ(−~q)〉0 =
δλµ
r + q2

. (9.152)

Êàæäîìó ÷ëåíó ðÿäà ìîæíî äàòü ãðà�è÷åñêîå èçîáðàæåíèå

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: âåëè÷èíà uλρµν èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé

(âåðøèíîé), ê êîòîðîé ñõîäÿòñÿ ÷åòûðå ëèíèè; ñâîáîäíûìè ëè-

íèÿìè ñîïîñòàâëÿþòñÿ âåëè÷èíû φ0λ(~q), à ëèíèÿì, ñîåäèíÿþùèì
âåðøèíû, - âåëè÷èíû (9.152), ïðè÷åì ïî ñîîòâåòñòâóþùèì òàêîé

ëèíèè èìïóëüñàì âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä äëÿ 〈exp (−Hint)〉0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãðà-

�è÷åñêè ñ ðàçíûì ÷èñëîì ñâîáîäíûõ êîíöîâ - ñ äâóìÿ, ÷åòûðüìÿ,

øåñòüþ è òàê äàëåå, ÷àñòü èç êîòîðûõ ñâÿçàíû, à ÷àñòü - íåñâÿ-

çàíû. Êàê îáû÷íî, èìååò ìåñòî òåîðåìà î ñâÿçíîñòè, ñîãëàñíî

êîòîðîé ïîëó÷àþùèéñÿ ðÿä ñâîäèòñÿ â ýêñïîíåíòó

〈 exp (−Hint[φ0 + φ1]) 〉0 = exp (−S[φ0]), (9.153)

ãäå S[φ0] ñîäåðæèò òîëüêî ñâÿçíûå äèàãðàììû èç èñõîäíîãî ðÿ-

äà. Èç ñîîòíîøåíèÿ (9.147) òåïåðü ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ý�-

�åêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà

H ′[φ0] = H0[φ0] + S[φ0]. (9.154)

Â íàèíèçøåì ïîðÿäêå S[φ0] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ãðà�è÷åñêîì
âèäå:

S[φ0] = + + + . . . (9.155)

Ïåðâûé èç íèõ, î÷åâèäíî, ðåíîðìèðóåò âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîä-

íîé ýíåðãèè �ëóêòóàöèé, âòîðîé ãðà�èê îïèñûâàåò èñõîäíîå (çà-

òðàâî÷íîå) âçàèìîäåéñòâèå �ëóêòóàöèé, òðåòèé ãðà�èê äàåò ïî-

ïðàâêó ê ýòîìó âçàèìîäåéñòâèþ çà ñ÷åò êîðîòêîâîëíîâûõ �ëóê-

òóàöèé, ñëåäóþùèå ãðà�èêè (ñ øåñòüþ êîíöàìè) îïèñûâàþò
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òðîéíîå âçàèìîäåéñòâèå äëèííîâîëíîâûõ �ëóêòóàöèé, èíäóöè-

ðîâàííîå êîðîòêîâîëíîâûìè �ëóêòóàöèÿìè, è òàê äàëåå. Åñëè

îãðàíè÷èòüñÿ ÷ëåíàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, òî ÿñíî, ÷òî ðåíîðìè-

ðîâàííûé ãàìèëüòîíèàí èìååò òó æå �îðìó, ÷òî è çàòðàâî÷íûé.

Ïîñêîëüêó ãàìèëüòîíèàí H ′ îïèñûâàåò äëèííîâîëíîâûå �ëóê-

òóàöèè, ìîæíî âî âñåõ ÷ëåíàõ, îòâå÷àþùèõ âçàèìîäåéñòâèþ, ïî-

ëîæèòü èìïóëüñû ðàâíûìè íóëþ, ïîñëå ÷åãî ãàìèëüòîíèàí H ′

áóäåò ñîäåðæàòü êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ u′pλρµν , íå çàâèñÿùèå
îò èìïóëüñîâ, êàê è äëÿ çàòðàâî÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà (9.139).

Âûðàæåíèå (9.155) äëÿ äèàãðàììíîãî ðÿäà íàïèñàíî âåñüìà

ñõåìàòè÷åñêè. Â íåì ñëåäîâàëî áû ó÷åñòü òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóê-

òóðó ãðà�èêîâ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî êàæäàÿ ñâîáîäíàÿ ëèíèÿ äîëæ-

íà õàðàêòåðèçîâàòüñÿ îïðåäåëåííûì èíäåêñîì λ, à òàêæå ó÷åñòü
÷èñëî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ äèàãðàìì. Ñ ýòèìè óòî÷-

íåíèÿìè âûðàæåíèÿ (9.154) è (9.155) äàþò ïåðåíîðìèðîâàííûå

ïàðàìåòðû r′ è u′ ý��åêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà H ′ â ãðà�è÷å-
ñêîì âèäå:

r′λ = b2







rλ + 4

λ λ







, (9.156)

u′λρµν =





ρ

λ µ

ν



 = bε







ρ

λ µ

ν

−

−4









µ

νρ

λ

+

λ µ

ρ ν

+

λ ν

ρ µ























.

(9.157)

Â óðàâíåíèè (9.156) âåëè÷èíà r äëÿ îáùíîñòè ñíàáæåíà èíäåê-

ñîì λ íà ñëó÷àé, åñëè íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü �àçîâûé ïåðåõîä,
èäóùèé ïî íåñêîëüêèì íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì. Â àíà-

ëèòè÷åñêîé �îðìå ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

r′λ = b2 {rλ + 4
∑

σ

uλλσσA(rσ)}, (9.158)

u′λρµν = bε {uλρµν−4
∑

σδ

(uλρσδuσδµν + uλµσδuσδρν+

+uλνσδuσδµρ)B(rσ , rδ)}.
(9.159)
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Çäåñü ε = 4−d - îòêëîíåíèå ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû îò ðàçìåðíîñòè

4, À è Â - îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ãðà�è÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ñ íóëåâûìè

èìïóëüñàìè íà ñâîáîäíûõ êîíöàõ:

A(rσ) =

rσ

=

∫

dq

rσ + q2
, (9.160)

B(rσ , rδ) =
rσ

rδ

=

∫

dq

(rσ + q2)(rδ + q2)
. (9.161)

Èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî îáëàñòè q0/b < q < q0. Èíòåãðàëû
ýòîãî òèïà ïî d-ìåðíîìó èìïóëüñíîìó ïðîñòðàíñòâó âû÷èñëÿþò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

∫

dq f(q2) = Kd

∫

qd−1f(q2) dq, (9.162)

ãäå

Kd =

[

2d−1πd/2 Γ(d/2)

]−1
(9.163)

- ïîâåðõíîñòü d-ìåðíîé ñ�åðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà.

Âáëèçè Tc, ãäå r → 0, àðãóìåíòû â (9.161) ìîæíî óñòðåìèòü

ê íóëþ, ïîñëå ÷åãî

B(rσ , rδ) ≈ Kd

q0
∫

q0/b

q−ε−1 dq =
Kd q

−ε
0 (bε − 1)

ε
. (9.164)

Óðàâíåíèÿ ðåíîðìãðóïïû ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ðàçìåðíî-

ñòè ïðîñòðàíñòâà. Âèëüñîí ïðåäëîæèë èññëåäîâàòü èõ âáëèçè

âûäåëåííîãî çíà÷åíèÿ d = 4, ñ÷èòàÿ �îðìàëüíî ïàðàìåòð ε ìà-
ëûì, è ðàñêëàäûâàòü ïî íåìó, à çàòåì â ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòàõ

ïîëàãàòü ε = 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàçìåðíîñòè �àçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà d = 3. Òàêîå ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì.

Â ïåðâîì ïîðÿäêå ε-ðàçëîæåíèÿ èç âûðàæåíèé (9.160) è (9.161)

ñëåäóåò

A(r) = K4

[

q20(1 − b−2)

2
− r ln b

]

, (9.165)

B(r, r) = K4 ln b. (9.166)

420



Ïðåæäå ÷åì èññëåäîâàòü óðàâíåíèÿ ðåíîðìãðóïïû (9.158) è

(9.159) ïðè ìàëûõ ε, çàïèøåì èõ ïðè íåêîòîðîì ÷àñòíîì, íî âåñü-
ìà ðàñïðîñòðàíåííîì âèäå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ, ñî-

ñòàâëåííûõ òîëüêî èç êâàäðàòîâ êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.

Ïóñòü

uλρµν = uλµδλρδµν + uλρδλµδρν + uλρδλνδρµ. (9.167)

Òàêîå òðåõ÷ëåííîå âûðàæåíèå äëÿ uλρµν îáîçíà÷àåò òðåáóåìóþ

ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî âñåõ èíäåêñîâ. Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíûå

óðàâíåíèÿ (9.158) è (9.159) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì

[134℄:

r′λ = b2 {rλ + 8uλλA(rλ) + 4
∑

σ

uλσ A(rσ)}, (9.168)

u′λρ = bε {uλρ−8uλλuλρB(rλ, rλ)− 8uλρuρρB(rρ, rρ)−
−16u2λρB(rλ, rρ) 4

∑

σ

uλρuσρB(rσ , rσ)}. (9.169)

Ýòè óðàâíåíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ àíàëèçà �àçîâûõ ïåðå-

õîäîâ â êîíêðåòíûõ ñèñòåìàõ.

Èçîòðîïíàÿ ìîäåëü

Ïðîñòåéøèé ãàìèëüòîíèàí äëÿ n - êîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïî-
ðÿäêà

H =

∫

ddx

{

∑

λ

[rη2λ + (∇ηλ)2] + u

(

∑

λ

η2λ

)2
}

(9.170)

îïèñûâàåò èçîòðîïíóþ (ãåéçåíáåðãîâñêóþ) ìîäåëü. Ýòî - îäíà èç

÷àñòíûõ �îðì ãàìèëüòîíèàíà (9.139), îòâå÷àþùàÿ ñëåäóþùåé

�îðìå ïîòåíöèàëà:

uλρµν =
1

3
u (δλρδµν + δλµδρν + δλνδρµ). (9.171)

Óðàâíåíèÿ ðåíîðìãðóïïû (9.168) è (9.169) ïîñëå âûïîëíåíèÿ

ñóììèðîâàíèÿ ïî èíäåêñó σ ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì

r′ = b2 {r + 4(n+ 2) A(r) u}, (9.172)
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u′ = bε {u− 4(n+ 8) B(r, r) u2}. (9.173)

Îïðåäåëèì ïðåæäå âñåãî íåïîäâèæíóþ òî÷êó (r∗, u∗) íà ïëîñ-
êîñòè (r, u) ïàðàìåòðîâ ãàìèëüòîíèàíà. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

(9.146) îíà íàõîäèòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

r∗ = b2 {r∗ + 4(n+ 2) A(r∗) u∗},
u∗ = bε {u∗ − 4(n+ 8) B(r∗, r∗) u∗2}.

(9.174)

Êðîìå òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ r∗ = u∗ = 0 (ãàóññîâà íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà), óðàâíåíèÿ èìåþò è äðóãîå ðåøåíèå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ åãî

ñëåäóåò ïîäñòàâèòü â (9.174) âûðàæåíèÿ (9.165) è (9.166).

Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ε òîãäà

r∗ = −ε n+ 2

n+ 8

q20
2
, u∗ = ε [4K4 (n+ 8) ]−1. (9.175)

Ýòó íåïîäâèæíóþ òî÷êó íàçûâàþò èçîòðîïíîé èëè ãåéçåíáåð-

ãîâñêîé. Ìàëîñòü ε îçíà÷àåò è ìàëîñòü ý��åêòèâíîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ �ëóêòóàöèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè, ÷åì è îïðàâäûâàåò-

ñÿ îïèñàííàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé, òî åñòü âîçìîæíîñòü îáðûâà

ý��åêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà íà ÷ëåíàõ φ4.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà î ñòàáèëüíîñòè èçîòðîïíîé íåïî-

äâèæíîé òî÷êè ëèíåàðèçóåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (9.172)

è (9.173) â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

△r′ = bλr△r, (9.176)

△u′ = bλu△u, (9.177)

ãäå △r = r − r∗,△r′ = r′ − r∗ è òàê äàëåå. Âåëè÷èíû λr è λu
îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

bλr ≡ b2
(

1− ε ln b
n+ 2

n+ 8

)

, bλu ≡ 1− ε ln b,

îòêóäà â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ε èìååì

λr = 2− ε(n+ 2)

n+ 8
, λu = −ε. (9.178)
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Îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå λu îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ìíîãîêðàòíîì ïðå-
îáðàçîâàíèè ãàìèëüòîíèàíà △u′ → 0, òî åñòü ïàðàìåòð ý��åê-

òèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó çíà÷åíèþ u∗ â íåïî-
äâèæíîé òî÷êå. Èçîòðîïíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ñòà-

áèëüíîé. ×òî êàñàåòñÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (9.176) ðåíîðìãðóï-

ïû, îíî ïîêàçûâàåò ðàñõîäèìîñòü âåëè÷èíû △r′ ïîä äåéñòâèåì

ïðåîáðàçîâàíèé ðåíîðìãðóïïû, òàê êàê b > 1 è λr > 0. Ñî-
ãëàñíî àðãóìåíòàì Âèëüñîíà [215℄, ýòî ñâÿçàíî ñ ðàñõîäèìîñòüþ

êîððåëÿöèîííîé äëèíû â òî÷êå �àçîâîãî ïåðåõîäà Tc. Âåëè÷è-
íà λr îïðåäåëÿåò êðèòè÷åñêèé èíäåêñ ν êîððåëÿöèîííîé äëèíû

ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ [217℄

ν = λ−1r . (9.179)

Åñòåñòâåííî, ÷òî îí íå çàâèñèò îò ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî ïà-

ðàìåòðà b.
Ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ äëÿ λr íàõîäèì ν â ïåðâîì ïîðÿäêå

ïî ε:

ν =
1

2
+
ε(n+ 2)

n+ 8
+ . . . (9.180)

Êðèòè÷åñêèé èíäåêñ Ôèøåðà η ðàâåí íóëþ â ýòîì ïðèáëèæåíèè.

Åãî çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî ǫ, è äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óðàâíåíèÿ ðåíîðìãðóïïû (9.172) è

(9.173) ÷ëåíàìè ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà ïî âçàèìîäåéñòâèþ u. Ýòî
äàåò

η =
ε2(n+ 2)

2(n+ 8)2
+ . . . (9.181)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ãàóññîâà òî÷êà îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷è-

âîé äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (9.170); òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêîå ïî-

âåäåíèå ñèñòåìû äåéñòâèòåëüíî îïèñûâàåòñÿ èçîòðîïíîé íåïî-

äâèæíîé òî÷êîé (9.175).

Ôîðìóëû (9.180) è (9.181) ïîêàçûâàþò, ÷òî êðèòè÷åñêèå èí-

äåêñû çàâèñÿò ëèøü îò ÷èñëà êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà è

ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà è ñîâåðøåííî íå çàâèñÿò îò âåëè÷èíû

çàòðàâî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýòî è ïîäòâåðæäàåò óíèâåðñàëü-

íûé õàðàêòåð êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì ðå-

íîðìãðóïïû ìîæíî ïðèäàòü �îðìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé. �àññìîòðèì, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå (9.173) äëÿ ïàðàìåò-

ðà âçàèìîäåéñòâèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíà b, íà êîòîðóþ
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íàëîæåíî åäèíñòâåííîå óñëîâèå b > 1, ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò 1, è

âûáåðåì åå â âèäå b = exp t. Ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü ε, ïðåîáðàçóåì
óðàâíåíèå (9.173) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà ε2 ê âèäó

du

dt
= −εu− 4(n+ 8) K4u

2, (9.182)

ãäå ïðîèçâîäíàÿ u/t âîçíèêëà îò âûðàæåíèÿ (u′−u)/t ïðè t → 0.
Âåëè÷èíà t, õàðàêòåðèçóþùàÿ èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êî-

ðîòêîâîëíîâûì �ëóêòóàöèÿì â îäíîì ïðåîáðàçîâàíèè ðåíîðì-

ãðóïïû, èãðàåò ðîëü âðåìåíè. Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ðåøåíèÿ

u/t = 0 è îïðåäåëÿåò íåïîäâèæíóþ òî÷êó u∗ (9.175). �åøåíèå
äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äàåò òðàåêòîðèþ, íà÷èíàþùóþ-

ñÿ èç íà÷àëüíîé òî÷êè, îòâå÷àþùåé çíà÷åíèþ u â çàòðàâî÷íîì

ãàìèëüòîíèàíå ïðè t = 0 è íåïîäâèæíîé òî÷êå ïðè t → ∞ (ïðè

áåñêîíå÷íîì ÷èñëå ïðåîáðàçîâàíèé ðåíîðìãðóïïû).

9.5.4. Êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå àíèçîòðîïíûõ

ñèñòåì

Óíèâåðñàëüíûå êëàññû

Â àíèçîòðîïíûõ ñèñòåìàõ, êàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ êðèñòàëëû, ãà-

ìèëüòîíèàíû ñ ìíîãîêîìïîíåíòíûìè ïàðàìåòðàìè ïîðÿäêà ñî-

äåðæàò íåñêîëüêî èíâàðèàíòîâ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè è õàðàêòåðèçó-

þòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, íåñêîëüêèìè êîíñòàíòàìè âçàèìîäåéñòâèÿ

up(p = 1, . . . , P ). Ïîä äåéñòâèåì îïåðàöèé ðåíîðìãðóïïû âñå îíè

ïåðåíîðìèðîâûâàþòñÿ è õàðàêòåðèçóþòñÿ êîíñòàíòàìè âçàèìî-

äåéñòâèÿ u′p. Ñèñòåìó ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, ñëåäóþùèõ

èç îáùèõ óðàâíåíèé (9.159) èëè (9.169), ìîæíî çàïèñàòü ñèìâî-

ëè÷åñêè â âèäå

u′ = f(u), (9.183)

ãäå u, u′ - P -êîìïîíåíòíûå ñòîëáöû, ñîñòàâëåííûå èç âåëè÷èí up.
Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïðåîáðàçîâàíèé îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

u∗ = f(u∗), (9.184)

à ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå ðåíîðìãðóïïû (9.183) âáëèçè íåïî-

äâèæíîé òî÷êè ìîæíî âñåãäà çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:

(u′ − u∗) =Mu(u − u∗), (9.185)
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ãäå Mu - ìàòðèöà ðàçìåðà P × P , çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ÷èñëà

êîìïîíåíò n ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, ε (ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà)

è ÷èñëà b.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåíîðìãðóïïû "äâèãàþò" â ïðîñòðàíñòâå ïà-

ðàìåòðîâ ãàìèëüòîíèàíà òî÷êó {u1, u2, . . . , uP }, õàðàêòåðèçóþ-
ùóþ èñõîäíûé ãàìèëüòîíèàí, ïî òðàåêòîðèè, çàäàâàåìîé óðàâ-

íåíèåì ðåíîðìãðóïïû (9.183). Â îáùåì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ

ïðèõîäèò ëèáî â íåêîòîðóþ ñòàáèëüíóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó (åñ-

ëè òàêîâàÿ åñòü), ëèáî óõîäèò çà ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè ãàìèëü-

òîíèàíà �èíçáóðãà - Ëàíäàó.

Èçîòðîïíàÿ ìîäåëü, êàê ìû âèäåëè, èìååò îäíó óñòîé÷èâóþ

íåïîäâèæíóþ òî÷êó u∗, è âñå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ ïðè ëþ-
áîì çàäàííîì u, ïðèâîäèò ê u∗. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê. Ñèñòå-

ìà â ïðèíöèïå ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî óñòîé÷èâûõ òî÷åê, êàæäàÿ

èç êîòîðûõ äîñòèæèìà â ïðåäåëàõ íåêîòîðîé îáëàñòè ïàðàìåò-

ðîâ ãàìèëüòîíèàíà ("äîìåíà"). Â äðóãîì "äîìåíå" ìîæåò áûòü

ñâîÿ ñòàáèëüíàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Ïîñêîëüêó êðèòè÷åñêîå ïî-

âåäåíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñòàáèëüíîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé,

îíî áóäåò îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ ñèñòåì, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííî-

ìó "äîìåíó". �îâîðÿò, ÷òî âñå ñèñòåìû, îïèñûâàåìûå ãàìèëüòî-

íèàíîì ñ ïàðàìåòðàìè, ëåæàùèìè â ïðåäåëàõ îäíîãî "äîìåíà",

ïðèíàäëåæàò îäíîìó óíèâåðñàëüíîìó êëàññó. Ýòî åñòü îáîáùåí-

íîå ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíîñòè äëÿ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðî-

äà. Â ïðåäåëàõ äàííîãî "äîìåíà" êðèòè÷åñêèå èíäåêñû äåéñòâè-

òåëüíî íå çàâèñÿò îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðîâ ãàìèëüòîíèàíà.

Óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííû-

ìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû Mu. Íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå îíè áûëè

ìåíüøå åäèíèöû. Óäîáíî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåäñòàâèòü â

âèäå bλi
, òîãäà óñëîâèå ñòàáèëüíîñòè ñîñòîèò â òðåáîâàíèè

λi < 0 (i = 1, . . . , P ). (9.186)

Èíäåêñ êîððåëÿöèîííîé äëèíû ν îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïåðåíîðìè-
ðîâêó ïàðàìåòðà r. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ïåðåõîä èäåò ïî ïðèâî-

äèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ, èìååòñÿ íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ rv
(v- íîìåð íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ), ïîýòîìó ñîîòâåòñòâó-

þùèå ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå ðåíîðìãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ìàò-

ðè÷íûì:

(r′ − r∗) =Mr (r − r∗). (9.187)
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Çäåñü r, r′ è r∗ ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè, ñîñòàâëåííûìè èç âñåõ êîì-
ïîíåíò rv, à Mr - ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì åå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÷åðåç bλr
, ïðè÷åì âñå λr > 0. Êðèòè÷åñêèé

èíäåêñ ν îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì èç íèõ [135℄:

ν = (maxλr)
−1. (9.188)

Èññëåäóåì ðîëü àíèçîòðîïèè â ïðîñòåéøèõ n - êîìïîíåíòíûõ
ìîäåëÿõ è ïðîèëëþñòðèðóåì íà ýòèõ ïðèìåðàõ óíèâåðñàëüíîå

ïîâåäåíèå �àçîâûõ ïåðåõîäîâ.

Êóáè÷åñêàÿ àíèçîòðîïèÿ

Èññëåäóåì, êàê ìåíÿåòñÿ êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èçîòðîïíîé

n-êîìïîíåíòíîé ìîäåëè ïðè äîáàâëåíèè â ãàìèëüòîíèàí (9.170)

÷ëåíà êóáè÷åñêîé ñèììåòðèè. Äëÿ ãàìèëüòîíèàíà

H =

∫

ddx

{

1

2

∑

λ

[rη2λ + (∇ηλ)2] + u1

(

∑

λ

η2λ

)2

+ u2
∑

λ

η4λ

}

(9.189)

óðàâíåíèÿ ðåíîðìãðóïïû (9.169) ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåé ïàðå

óðàâíåíèé [109℄:

u′1 =bε {u1 − 4[(n+ 8)u21 + 6u1u2] K4 ln b},
u′2 =bε {u2 − 4[12u1u2 + 9u22] K4 ln b}.

(9.190)

Îíè èìåþò ÷åòûðå íåïîäâèæíûõ òî÷êè (u∗1, u
∗
2), äëÿ êîòîðûõ ñî-

îòâåòñòâåííî

1) λ1 =λ2 = ε; (0, 0);

2) λ1 =
ε

3
, λ2 = −ε;

(

0,
ε

36K4

)

;

3) λ1 =− ε, λ2 =
ε(n− 4)

n+ 8
;

(

ε

4(n+ 8)K4
, 0

)

;

4) λ1 =− ε, λ2 =
ε(4− n)

3n
;

(

ε

12nK4
,
ε(n− 4)

36nK4

)

.

(9.191)

Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê óêàçàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ bλi

ìàòðèöû Mu. Äëÿ òî÷åê 1 è 2 óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (9.186) íå
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âûïîëíåíû, òîãäà êàê äëÿ äâóõ äðóãèõ òî÷åê óñòîé÷èâîñòü çà-

âèñèò îò âåëè÷èíû n. Ïðè n < 4 óñòîé÷èâà òî÷êà 3, à äëÿ n > 4
óñòîé÷èâà òî÷êà 4.

Ïðè n = 4 òî÷êè 3 è 4 îêàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè, ïðè÷åì

îäíî èç çíà÷åíèé λ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà

îá óñòîé÷èâîñòè â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò âûéòè çà ðàìêè ïåðâîãî

ïîðÿäêà ïî ε. Ó÷åò ÷ëåíîâ ïîðÿäêà ε2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè n = 4
îêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé òî÷êà 4.

Èòàê, ïðè n ≤ 3 óñòîé÷èâà òî÷êà 3, à ïðè n ≥ 4 óñòîé÷èâà

òî÷êà 4.

Òî÷êà 3 ãàìèëüòîíèàíà (9.189) ñîâïàäàåò ñ íåïîäâèæíîé òî÷-

êîé ãàìèëüòîíèàíà (9.170) èçîòðîïíîé ìîäåëè, ïîýòîìó îíà ÷à-

ñòî íàçûâàåòñÿ ãåéçåíáåðãîâñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Òî÷êó 4

íàçûâàþò êóáè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé, ïîñêîëüêó îíà îò-

ðàæàåò êóáè÷åñêóþ ñèììåòðèþ (àíèçîòðîïíîãî) ïðåäåëüíîãî ãà-

ìèëüòîíèàíà.

Êðèòè÷åñêèé èíäåêñ ν îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåêóððåíòíîãî óðàâ-

íåíèÿ äëÿ r:

r′ = b2 {r + 4[(n+ 4)u1 + 3u2] A(r)}; (9.192)

îòñþäà â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ε íàõîäèì

λr = 2− 4[(n+ 4)u∗1 + 3u∗2] K4}. (9.193)

Òåïåðü ïî �îðìóëå (9.179) ïîëó÷àåì èíäåêñû ν, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ãåéçåíáåðãîâñêîé (n ≤ 3) è êóáè÷åñêîé (n ≥ 4) íåïîäâèæ-
íûì òî÷êàì:

ν =
1

2
+
ε(n+ 2)

4(n+ 8)
+ . . . (n ≤ 3); (9.194)

ν =
1

2
+
ε(n− 1)

6n
+ . . . (n ≥ 4). (9.195)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè n ≤ 3 êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íàøåé àíè-
çîòðîïíîé ñèñòåìû ñîâïàäàþò ñ ïîâåäåíèåì èçîòðîïíîé ñèñòåìû.

Ïðè âêëþ÷åíèè êóáè÷åñêîé àíèçîòðîïèè â ñëó÷àå n ≥ 4 êðèòè-
÷åñêîå ïîâåäåíèå ñòàíîâèòñÿ èíûì.

Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû â ðàáîòå [117℄, ãäå ïîêàçàíî,

÷òî èçîòðîïíàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà âñåãäà óñòîé÷èâà ïðè n ≤ 3
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è íåóñòîé÷èâà ïðè n > 4 ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîìó àíèçîòðîïíî-

ìó âçàèìîäåéñòâèþ ∼ φ4. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè n ≤ 3 êðèòè÷åñêèå
èíäåêñû íå çàâèñÿò îò íàëè÷èÿ àíèçîòðîïèè, à äëÿ n ≥ 4 çàâèñÿò.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè n ≤ 3 â ñèñòåìå ñ êóáè÷åñêîé àíèçîòðîïè-
åé ñèììåòðèÿ ïðåäåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà â íåïîäâèæíîé òî÷êå,

îòâå÷àþùåé òî÷êå �àçîâîãî ïåðåõîäà, ñòàíîâèòñÿ âûøå. Îíà ñîâ-

ïàäàåò ñ ñèììåòðèåé ãàìèëüòîíèàíà èçîòðîïíîé ìîäåëè è îïèñû-

âàåòñÿ ãðóïïîé âðàùåíèé. Òàêîå ïîâûøåíèå ñèììåòðèè ñèñòåìû

â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ïîëó÷èëî íàçâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ñèì-

ìåòðèè.

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ ïðåêðàñíîé èëëþñòðàöèåé òî-

ãî, êàê â ìåòîäå ðåíîðìãðóïïû è ε-âûðàæåíèÿ âîçíèêàåò óíèâåð-
ñàëüíîñòü â êðèòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ñèñòåì. Â ðàáîòàõ [111,182�

184℄ èìåþòñÿ äðóãèå ïðèìåðû îïèñàíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïîâåäå-

íèÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ÷èñëîì êîìïîíåíò n ≥ 4, äëÿ êîòîðûõ
ðåíîðìãðóïïîâîé àíàëèç ïîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâîé

íåïîäâèæíîé òî÷êè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñêàçûâàåò �àçîâûé

ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà. Ïðåäñòàâëåíèå î äàëüíåéøèõ íàïðàâëåíè-

ÿõ ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé è ìåòîäàõ

ïðèìåíÿåìûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê êàê ðàâíîâåñíîãî,

òàê è íåðàâíîâåñíîãî êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì

ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñëåäóþùèõ ìîíîãðà�èé [24,83�85℄.

9.6. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ îñíîâíûõ è âòîðè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ïî-

ðÿäêà äëÿ ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ. ×òî îïðåäåëÿåò èõ

ðàçëè÷èÿ?

2. Â ðàìêàõ �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè Ëàíäàó îïðåäåëèòü

êðèòåðèè ðåàëèçàöèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî è ïåðâîãî ðîäà.

3. Â ïîâåäåíèè êàêèõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòå-

ìû íàèáîëåå ÿðêî ïðîÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèå �ëóêòóàöèè ïàðà-

ìåòðà ïîðÿäêà? Êàê îñóùåñòâëÿåòñÿ ó÷åò �ëóêòóàöèîííûõ ý�-

�åêòîâ?

4. Îïðåäåëèòü îñíîâíûå êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè è ñêîëüêî

èç íèõ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïðè îïèñàíèè ðàâíîâåñíûõ êðè-

òè÷åñêèõ ÿâëåíèé?

5. Êàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò ðåíîðìãðóïïó? Îïðåäå-

ëèòü ïîíÿòèå íåïîäâèæíîé òî÷êè ðåíîðìãðóïïîâûõ ïðåîáðàçî-
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âàíèé.

6. Ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ ðåíîðìãðóïïû, íåïîäâèæíûå òî÷êè è

êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè äëÿ èçîòðîïíîé ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíè-

åì ìåòîäà ε - ðàçëîæåíèÿ â íèçøåì ïîðÿäêå òåîðèè.

7. Êàêîâû îñîáåííîñòè ðåíîðìãðóïïîâîãî îïèñàíèÿ êðèòè÷å-

ñêîãî ïîâåäåíèÿ àíèçîòðîïíûõ ñèñòåì?

8. Ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ ðåíîðìãðóïïû, íåïîäâèæíûå òî÷êè è

êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè äëÿ ìîäåëè ñ êóáè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé

â ðàìêàõ ìåòîäà ε - ðàçëîæåíèÿ â íèçøåì ïîðÿäêå òåîðèè.
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