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предисловие

Знание законов физики предполагает умение не только формулиро-
вать зти законы, но и применять их в конкретных случаях при реше-
нии задач. Пднако именно решение задач вызывает наибольшие за-
труднения у изучающих физику.

Для решения задач оказывается, как правило, недостаточно фор-
мального знания физических законов. В некоторых случаях необходимо
знание специальных методов, приемов, общих для решения определен-
ных групп задач. В друтттк случаях таких методов не существует. Тогда
глааиым, что способствуетуспехудела (кроме знания теорн и), становит-
ся способность к аналитттческому мышлению, т+ е+ умение рассуткдать+

Этим двум аспектам обучения решения задач на семинарских за-
нятиях не всегда уделяют долткное внимание.

Настоящий учебник имеет целью восполнить указанный пробел,
он является самодостаточным: в нем приводятся основные законы
физики и решения задач по каждому разделу Цель зтой книги _ со-
средоточить внимание читателей на основных законах механики, мо-
лекулярной физики и термодинамики` а таюке показать, как следует
применять зти законы при решении задач.

Книга содержит две части: І) механика; 2) молекулярная физика
и термодинамика.

В каткцой главе сначала изпатаются соответствующие законы физики,
а апем на ряде весьма интересных с точки зрения физики примеров и за-
дач показывается, как следует подводить к ик решению. Задачи тесно свя-
заны с основным текстом1 являются его развитием и дополнением, поз-
томуработа над ними не менее вазкна, чем изучение основного текста

Учебник рассчитан в основном на студентов первых курсов тех-
нических университетов с расширенной программой по курсу общей
физики. Пн моткет быть полезен и студентам старших куреов, а такзке
преподавателям вузов.

Ъиебник разбит на І9 глав, ооответствуюштвтделению курса механитот,
молекулярной физики и термодинамики на основные разделы. Вначале
даются обшне методические указания к решению задач механики. Каждая
глава начинается с разбора соответствующих законов с конкретизавией
основных пунктов методических указаний. Особое внимание уделяется
построению скемагического чертежа (нанесение на чергетк всек вектор-
ных и скагтярных величин условия задачи; если метхлу соприкасаюшимися
поверхностями тел нет трения, мехшу ними ставится зазор и т.д.). Посгте
теории данной главы представлены решения более НН] задач с лаконичны-
ми пояснениями. Правильность решения задач в общем Шуквеннош виде
определяется нахождением единицы искомой физической величины.
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Физика- наука о наиболее обших свойствах и формах движения мате-
рии. В настоящее время известны два вида материи: вещество и поле.
Н. первому виду материи, всществу, относятся, например, атомы, мо-
лекулы и все построенные из них тела. Второй внд материи образуют
гравитационныс, электромагнитные и другие поля.

Материя находится в непрерывном движении, под которым пони-
мается всякое изменение вообше. Движение представляет собой не-
отьсмлемое свойство материи, которое иесотворимо и неуничтожимо,
как и сама материя.

Физические законы устанавливаются на основе обобщения опытных
фактов и выражают объективные закономерности, существующие
в природе+ Основным методом исследования в физике является опыт,
т. е+ наблюдение исследуемого явления в точно контролируемых усло-
виях, позволяющих следить за ходом явления и воссоздавать его каж-
дый раз при повтореиии зт'их условий.

Для объяснения опытных данных привлекаются птпотезы+ Гипоте-
за - научное предположение, выдвигаемое для объяснения явления
и требующее проверки, 1І'д'спешно проверенная экспериментально ги-
погеза превращается в научный закон или теорию+

Физическая теория представляет собой систему основных идей,
обоешающих опытные данные и отражающих объективные законо-
мерности природы+

Механика - раздел физики, в котор-ом изучают простейшую форму
движения материи - механическое движение+ Механическое оаиззсе-
ние - изменение взаимного расположения тел в пространстве, их раз-
меров и формы с течением времени, Механическое движение отно-
сительно. Тело, относительно которого рассматривают перемещении
других тел, называется телом отсчета. Тело отсчета, связанные с ним
система координат и часы называют системой отсчета+

Механику подразделяют на три части: кинематттку; дннамику и ста-
ТНІСЬІ'. КННЕМНТНКВ ППНЄЫВВЁТ ЫЁЫННЧЁЁКОЁ ДВНЖЁННЕ ВНЕ Защ-'ШНЫПЕ'ГН

от действупощих сил, от движущихся масс. В динамике изучаются за-
коны движения тел в связи е действующими силами. |Статика изучает
условия равновесия тел под действием сил.

Перед изучением механики необходимо сделать несколько кратких
общих замечаний, относящихся к предметуфизики и методам физиче-
ских нсслсдований, а также привести определения некоторых основ-
ных понятий.
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Физическое лечение - совокупность закономерно связанных изме-
нений, происходящих с телами во времени,

Физический оиегт - наблюдение физических явлений как я их есте-
ственном виде, так и я условиях лабораторных опытов,

Физическое ееличино - характеристика одного из свойств физиче-
ского оо'ьекга (физической системы, явления или процесса), общая
в качественном отношении для многих физических объектов, но в ко-
личественном отношении индивидуальная для каждого из них

Нанесение физической величины - последовательность операций
для определения ее значения, При атом измеряемуіо физическую ве-
личину сроениеотот с определенной величиной такого же рода, при-
нятой за единицу.

Единица физической величины может Быть аадана указанием это-
лоно - физического объекта, количественная характеристика которо-
Го по 'іиітглашеиишІ принята За единицу.

Абстракции иунрощения. При анализе сложных процессов стараются
отделить атиеные Закономерности и евяан от второстепенных, создавая
тем самым некоторую условнучо схему явления, пользуясь научными
обстрокииаии. Абстракция - ато такие понятия, которые отображают
только некоторые определенные свойства предметов или некоторые
определенные характеристики процесса. Например, в механике аб-
стракцией является мотериштьнея точки.

МЁШЕРЦШЬНЕЕ ШПЧКП _ МОДЕЛЬ ТЕЛЕ, ПрНМЁННЕМЗЯ В МЕІШ-ІІ-'ІКЕ

для описании движения в случаях_ когда размерами тела в условиях
данной задачи можно пренебречь:

1) размер данного тела т' намного меньше минимального расстоя-
ния до других тел І. {.-' << Ь);

2] тело движется поступательно';
3] тело сферически симметричное, однородное (однородный шар).
Пдно и то же тело в одних случаях можно рассматривать как мате-

риальнуіо точку, в других же - как протяженное тело.
Положение материальной точки в пространстве изображается гео-

метрической точкой.
Механической характеристикой материальной точки является ее

МПЕЕП.

Абсолютно твердое тело - модель тела, применяемая в случаях,
когда изменением формы и размеров тела при его движении мож-
] Постучтатепьное движение - движение, при котором прямая. мысленно проведен-
ная через две ліобые точки тела, остается параллельной первоначальному положению,
или движение, при котором скорости всех точек тела в данный момент времени одина-
ковьт-
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но пренебречь; абсолтотно твердое тело мохтно таюке рассматривать
как систему материальных точек, расстояния мехщу которыми оста-
ются неизменными.

Физические законы выражаются в виде математических соотноше-
ний мелщуфизическими величинами. С помоЩыофизических законов
величины могут быть объединены в систему; в которой одни физиче-
ские величины - основные- принимаются за независимые, а другие -
ндразеодные - являются функциями независимых величин.

Е физике применяется введенная в 19613 г. ХІ Генеральной конфо-
ренцией по мерам и весам Международная система единицфизических
величин (сокращенное название ЅІ, что означает Ѕузіепте Іптсгпатіопа]
б* Цпітеез, или в русской транскрипции - СИ).

Пеноанььни єдиницшии СИ в механике являются: единица длины -
метр (м)1 единица массы - килограмм (кг), единица времени - се-
ювла (я)-

ДонолнитетьныииединицамиСИявляютсядне единицы: единица пло-
ского угла - радиан (рад) и единица телесного угла - стерадиан (ср).

Международная система единиц [СН] устанавливает в качестве
основных семь величин, которые приведены в табл. І .

Таблица І
Единицы основных физических величин в СН

ТЁІ Величина РЁЗЁЁ- Единица ОЁЁНІЁЁНВ

1 Длина І, метр м
2 Масса М килограмм кг
3 Время Т секунда е
4 Сила тока І ампер а
5 Температура термодинами- Є кельвин К

ческая
б ІЁила света І канцела кд
т Количество вещества Н моль моль

Мемцународная система единиц является универсальной: семь ее
основных единиц позволяют образовывать единицы для любых физи-
ческих величин.

Единица физических величин обозначается квадратнымн скобка-
ми, например единица длины Ш = м, которян читается так: 1яЕднница
длины равна метруз.

Пралзаобнне единицы СН - единицы всех остальных физических
величин. Пни образуется с помошью математических выражении фи-
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зических законов из основных н дополнительных единиц+ Так, напри-
мер, единица силы - ньютон - является производной единицей. Пна
образована из одной основной единицы (килограмм) и одной произ-
водной (метр на секунду в квадрате} с помощью определяющего урав-
нения (второго закона Ньютона):

Р= то.
Подставив в ато уравнение единицы СН [т] = кг и [о] = му'сї, по-

ЛуЧим единицу Пилы - ньЮШнІ

[Р]:[т]-[и]: кг-сїд:Н.

Размерностъ физической величины - выражение в форме степен-
ного одночлена, составленного из произведений символов основных
физических величин в различных степенях, отражающее связь дан-
ной физической величины с основными величинами системы единиц.
В СН для основных единиц механики приняты следующие размерно-
сти: длины _ Ь, массы _ М, времени _ Т.

Покозитечеи размерности физической сесичины называется показа-
тель степени, в которую возведена размерность основной величины,
входящая в размерность производной величины. Нап. размерностямн
величин можно производить действия умножения, деления, возведе-
ния в степень и извлечение корня.

Размерность величины Х обозначается: сІігп Х (біпт _ сокращение
отлатинского слова оішепзіо _ измерение'.

Риеисрной физической ееличиной называется величина, в размерно-
сти которой хотя бы один из показателей размерности не равен нулю.
Например, размерность снлы

аішг=еіттаіша= визг-1.
Безроеиерной физической еечичиной называется величина1 в размер-

ности которой все показатели степени равны нулю. Например, отно-
ситедьное удлинение

_ бітад _ Ь _
біт І. Ь

При решении задач все величины выражают в единицах СН, поз-
тому правильность полученного в общем виде ответа рекомендуется

біпів І.

1 Необходимо строго различать понятия «размерности и «единица-І физической
величины- Часто единицу физической величины ошибочно называют размерностью-
Размерность. например. силы ВНТ '1 путают с единицей силы Н [ныотономҐІ-
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проверять следующим образом: в правую часть формулы нуткно вме-
сто буквеннык обозначений физическик величин подставить единицы
измерении зтик величин и произнести с ними необкодимые действия;
в результате долзкно получиться обозначение единицы измерения ис-
комоіі величины+ Если оно не получилось, то зто означает, что задача
решена неверно.

Пусть, например, решением задачи является мощность, выразкен-
ная в общем виде формулой

у:

Р= У _'+ Ё: ,Р г 25; Ё

где Р - мощность, Вт; р - плотность жидкости, кгу'мд; И - объемный раскод
щкссти, мїу'с; в - площадь, мг; ,у - ускорение свободного падения, місї;
а - высота, м.

Если в правой части формулы имеется алгебраическая сумма,
то нуткно сначала проверить, одинаково ли выражаются через обозна-
чения единиц слагаемые. Если одинаково, то соответствующее выра-
жение надо подставить в формулу вместо суммы, а затем производить
алгебраичеекие действии.

Провернм сначала каждое слагаемое:

СЕ С

зм]

И: с мг” м2 м-м= м2
2 з = д, в = з _з'[3'&]=з _1'в (м ) с -м4

Слагаемые выражаются одинаково, т. е. они выражаются одной
единицей. Следовательно,

и1= [ш- [21
Получили единицу мощности, соответствующую искомой физиче-

ской величине. Вывод: Задача решена верно.

__]+ |_=_=_"_=_ = =Етц

_кт м3 мІ кг-м2 кгмм Н-м _Д_:к_
м с с с с с
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ОСНОВЫ МдТЕМАТИЧЕСКОГО
дНдЛИЗд

1.1. Система координат. Операции
над вскторными всличинами

В мсианиис рассматриваются сиалярныс и вситорныс величины. Сиа-
лярная всличина опрсдслястся одним числом; вситорная _ двумя
(на плоскости) или тремя (в пространстасїл числами, аааающини сс вс-
личинуг [модуль] и напрашснис. На чсртсэнс асъсгор изобраисастся на-
правлснным отрсаиом прямой (рис. 1.1).

Точки А _ начало, В _ ионсц вситора. Длина от-
в рсаиа АВ нааывастся сбсачютнса величиной [модулаиїч

АИ вектора. Модуль вситора а ойоаначастся с. Н книгах
аваторы иаображаются или полужирным шрифтом,
например а, или сс стрелочной навсрят_ Е. В физи-
нс аситоры асиольаящиса, сс. их можно псрсмсшать

вдоль линии АВ. Всс опсрации над вситорами начинаются оаинано-
ао - совмсшаются их начала.

Сщюяшша вшшров. На вситорах иаи на сторонах строится параллсло-
грамм, диагональ которого, прощдснная на оовмсщснного начала всюо-
оовІ являстся суммой (рис. 1.2, с). При сложснии нссиольниа вситоров:
и ионцї псрвого вснгора присоадиняют начало второго, начало трсгьсго
и ионщг второго и т.д.; аамыиаюшая, Провсдснная из начала первого вси-
тора и ионщг послсдисго, и будет суммой атии вснгор-ов (рис. 1.1, 51.

Енчитатшс векторов _ дсйствис, обратнос сложснию. При вычита-
нии можно заманить вситор Ь вектором -Ь (сопряжснным вситорощ
и выполнить опсрацию сложения (рис. 1.3). Слсдоаатсльно, при вы-
читании Швмсшаіот начала вспоров и сосдиняіот ионцы1 Втрслнї на-
правляют и тмсньшасмому.

їмнозисвис ссатора на число. Проиаасдснисм вснтора а на число а
нааывастся аснтор ад. = Аа, абсолютная всличина которого |ис`| =|и| і |а`|
а направлснис совпадаст с направлснисм а или противоположном сму,
смотря по тома1 ,и За П или и я: П. При а = П или а - П считают Іна равным
1-т1штсвощг всигорт.

Рис. 1.]



1.1. Снетама кшрдннат. Операции над вектернымн валнчннамн і 'П

а+Ь=е а+Ь+е+Ц=е
Ь е

ь ІІ
или.: _

І е

б

Рне. 1.1

а-Ь=а+{-Іт}=е

а /ь1 І

Ь

Рне. 1.3
Іт

Скаларнве пршшедеіше ветров. Скалар- 6 а
ным произведением век'шрев а н в навывает- а
ен чнеле вв, равнее пре-наведенню абеплютнык нм [_4
велнчнн вектерев на кееннїе угла между ннмн:
ав = аЬее-ац (рне. 1.411. д і

Преекцпей векторе а на ееь Ох называется п ц Ё _
пренаведенне модуля век'шра а на кееннїе угла "*-_--›-_-"' Ёп:
а; гнещдїтг векшрпм а н прямей Па (рне. 1.5}: а”

Рис. 1.5
адс =пееаа.

аЗнак првекцнн ппредедаетеа знакам кееннуеа угла п.: при П 5а е ї
'ІІІа, 3*- П, прн а ъї ах *і П. Еелн вектер перпендикуларен к даннвй еен,

пр-петщна егп на ап..г пеь равна нулю. Праекцна вектора равна также
раеетпанню меншьг праекцнамн на пеь конца н начала птреака, напЕра-

'Пжаюшеш данный вектпр. В епучае п. е ї атп раеетпанне пплшкнтель-

ТГ.
не, при ег. в Е - птгнцатепьне.

Любой вектор мшкне представить в виде

==ее,
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где п - модуль еектйра я, и|І| - нетсгор с модулем, равным единице1 имеющий
тенее же направление. как и а. Вектор е. называетея единичные вектором
или ортши ве кт'ера 1.

Пот мет-ине- предетавнть в виде

еІ - а да,

откуда следует, что ерт является беереамерной величиной, модуль ке-
торого равен единице.

Прты могут Быть сопоставлены не только векторам, но н любым на-
правлениям в пространстве.

Векторное произведшше. Векторным произведением я и Іт называет-
ся вектор с, определяемый выражением с - я к Іт или с = аезіп от в, где
д и о _ модули перемноясаемьш векторов, сс _ утол медальг векторами_
п _ единичный вектор нормали к плоскости, в которой леткат векторы
а и Ь (рие. 1.611.

Векторы, перпендикулярные к плоскости чертежа, принято изо-
оразкать кружком с крестиком, если вектор направлен от нас, и с точ-
кой, если вектор направлен к нам. Направление п выбирается так,
чтобы последовательность векторов я, Ь, п образовывала правовинто-
вую систему. Это означает, что если смотреть вслед вектораІ п, то со-
вершаемый поворот вектора я к вектору Ь по кратчайшему расстоянию
осуществляется по часовой стрелке. Направление вектора с совпадает
с направлением вектора п.

Модуль векторного произведения с векторов я и Ь равен с = еезіп о..
Для построения векторного произведения двух векторов їдооно

пользоваться так называемым правилам левой руки (рис. П).
Если! пплпяппь тшдшш левой руюі так, чтобы

въпящпъсе Щша были напрашіеіш по вектораг
ё, я вектор 5 шшявладшш, то етстяштетшьіі
больший палецШнапрашеіше пептпра Е.

Если вектор Б составляет некоторый угол
с направлением вектора а то надо разложить
вектор Ь на две составляющие: ет , парал-
лельнїю вектораг Е , и Ьі , перпендикїлярнїю
векторї ё . Лишь зта последняя составляющая
и обусловливает направление вектора Е,
и по отношению к ней надо применять прави-
ло левой руки (см. рис. ].Т}.

Выражение вектора через его проеяшш
ня коершшятные оси. Рассмотрим декартовї
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прямоутояьную правостороннюю систе-
му координат. Введем орты координат-
нык осей і, і, Іі (рис. 1.3).

Характерной особенностью прево-
сторолней декартовой системы коорди-
нат является то, что векторные произве-
дения ортов удовлетворяют следующим у
равенствам:

ік]=й,
івк-д
Ёкі=1

Положение точки А однозначно определяется с помошыо радиус-
вектора т (вектор, проведенный на начала координат в данную точку).
Радиус-вектор г можно представить в виде суммы вектор-ов гді, т,,], тЕІе:

г=г,і+г,,|`+г,|і.

Учитывая, что проекции радиус-вектора г на координатные оон рав-
ны декартовыы координатам г, = к, г,- у, тг- г, выражениедтш радиус-
вектора можно записать в виде

г-ю+д+і.

По теореме Пифагора

гІ = к2 +у-2 + 12.

1.2. Проиаводная и интеграл

1.2.1. Функции и ик производные

Функции. При описании явлений природы и текничеекнк устройств
прикодитея сталкиваться с такой ситуацией, когда значения некото-
рой величины у зависят от значений другой величины к. Говорят, что у
представляет собой функцию (от яат. у'ітсво - исполнение, осущест-
влеиие] независимой переменной к. Пусть казкдому числу к из мио-
зкества Е поставлено в соответствие число _у, обозначаемое у - Ля).
Тогда говорят, что на множестве Е Задана функция у = Ля). Термин
впоетавлено в еоответетвиев означает, что указан спосоо, по которому
для каекдого к в Е накоднтея значение у=_,і[.т).
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Произеодлал фунишпі. Пусть мы имеем функциго

у =Лзь
определеннуто в некотором промеигугке+ При казкдом значении ар-
гущента л из этого промежутка функции _у =ДЛ имеет определенное
значение.

Пуеть аргумент к получил некоторое (положительное или отрица-
тельное - безразлично) приращение ок. Тогда функция у получит ие-
которое прирашение ду, Таким образом:

при значении аргумента к будем иметь у=уїк];
при значении аргумента к + охбудем иметь у + оу=уїк + оку
Найдем приращение функции ду;

дУ=ЛІ+ЩІІ-Ґ(ї1-
Соетавим отношение прирашения функции к прирашениіо

аргумента:

ї: ЛІ+Ш}-І(к}
ля ах *

Найдем предел этого отношения при ах -ъ о. Еели зтот предел еу-
Щеотвует, то его называіот производной данной функции по аргументу х
и обозначают_,і'п (к) [наряду о обозначением _,і'[.к) для производной упо-

требляъотея и другие обозначения, например у', _у'х,Ё 1,
Таким образом, по определению ф:

_ Лк+ех}-Ле)_,Ґ'[.т}- Іітпї: дтп Щ

Следовательно, производной данной функции у = Дк] по аргументу
к называетея предел отношении приращения функции о_у к прираше-
ниъо аргумента ок, когда поеледнее произвольным образом егремнтея
к нуліо.

Е общем елучаедля каэклого значення я производнаяу"(к) имеетопре-
деленное значение, т.е. производная являетея таке-ке функцией от к.

`Ш'перация вычиодения производной от функции ДЦ называется
длффєреицдроодннкм етой функции.

Геомегричеептй емьтел прошшдиой. Если фуп-Ікция _у =Ля) изобра-
зкена евоим графиком - кривой в декартовык координатак (рие. 1.9),
тоҐЬк) -тдец где ог. - угол межауооыо бл: и касательной ккривой вдан-
ной ее точке, отечигыааемой от положительного направления оен ок
против чаоовой стрелки.

(му
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_.. := -к_

Рис. 1.9

Раздел математики, в котором изучаются производные, называ-
етса длффервнцидльным исчисленивм. Оформление дифференциаль-
ного исчисления в самостоятельную математическую дисциплину
свазано е именами выдаюшикса ученык Н. Ньютона “МЗ-ПВП
и ПВ. Лейбница 1:Ічїагіб-ІІПЫ+ Первые результаты в зтой области
получил Ньютон в ІбТЅ к Лейбниц пришел к тем же результатам
также в Іб?5 г., но опубликовал ик значительно позже, в І684 г. Пн
придавал большое значение проблеме обозначений и терминологии
в математике

Лейбннц ввел краткий символ операции перекода к пределу - мы
теперь используем простое обозначение для производной и произно-
сим ед-игрек по д-иксь:

Іітп Ё =Ё .
щ-Шщ Щ

Главные заслуги в дальнейшем развитии дифференциального ис-
числения, как и всего математического анализа, принадлежат Л. Эй-
леру І: ИНТ-1133). Список трудов Эйлера содержит ЗЅП названий.

Большинству физиков* математиков и инженеров прикоднтса вы-
числять в основном производные элементарных функций. Для буду-
Щикфизиков и инженеров необходимо запомнить производные функ-
Ций из табл. 1.1.

Таблица 1.1
Прпнзааднне функций

Функцианх] х" зіпх соех 1:21: сШх еІ 111.1: о*
Производнаа ака" еовх -зіпзг [Ісовїх _Іу'віпдх а” [уст аЧпс
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Соотношение 1:1 .1} является первой производной функции+ Про-
извсдная функции Зоо = ауди называется второй производной
функции На):

а_д_ а*
ф: фс_:

Читается как Ітчсд-а'лда-игрлек под-ике-дваэкдыь.
Максимум н мшшмумфункции. Если производнаяфункции вточкещ;ъ

обращается в нуль, то на графике фун кции у -ЛЩ угол меищу касатель-
ной и оеьто равен нулю. В згтой Точке непрерывная функция достигает
акстремума (от лат. ехп'єтит - крайнее) - минимального или макси-
мального значения. В окрестности точки* в которой функция дости-
гает минимума, производная переводит от отрицательнык значений
н положительным значениям. Вторая производная в точке миниму-
ма- положительная величина, в точке максимума - отрицательная.

Итак, условие минимума:
в'_у в:_у:;П аП.а: ат*

Условие максимума:

її: п- “І_: с . (1.21
ПрсиЩшІаа ст елшшой фушщш. Пусть аргументом функции Щи) яв-

ляется функция дп. Функцияуїзп может бьп'ь представлена в видеДи] =
= а [51:11. ПроизвоцнутоШи: слещет вычислять в соответствии с правилом:

а _на
а: ад ат'

Например,Лк} = зіп хг. В этом случае а = аіп 5, у = 1:2, 4,965 = сов у,
ищет = їх: Нз 111.2) вычисляем производиутс сіііт= 2хссс хз:

Пусть аргументом функцииДаг) является функцияЩи) , аргументом
которой является функция Щи). ФункцияДЛ может быть првдставле-
на в видеуїщ = а {5[нт[л}т]}+ Тогда производиуто аура: следует вычислять
согласно правилу:

ау'_ вЧт ф; с'н
их 65 а'и фг'

ПЕщие правила дифференЦирования:

_у= Щкъ _у' =Си'(.к] {С=еопяг}*
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у=в+в-иг* у'=и'+в'-ъя',

у = до., у' = л'в + ио',
и , и'в-щт'г=-. у =_2+о о

1.2.2. Днфференциал

Пусть функция у =Дл}диф<1;:еренцируема на отрезке [с, Щ. Произво-
диая этой функции в некоторой точке л отрезка [с, с] определяется
соотношением

. ду _ ,
дед-Ш)-

оОгношенне Бу при ох -т П стремится к определенному числуў[х}

и, следовательно, отличается от производной на величину Бесконечно
малую:

ду --= я+сс5 Іі)
гдео-ъПпридх-ьй-

їмноэкая все члены последнего равенства на ах, получим:

ду = ,Платная
Так как в общем случае І'Ьт] =± О, то при постоянном х и переменном

ох -ъ П произведение ўшшх есть бесконечно малая величина перво-
го порадка относительно ди. Произведение ме одх есть всегда вели-
чина |Еесконечно малая высшего порядка относительно ох, так как

Ііш Ш=1ітп о: =П.
дт-ьо Щ дог-н]

Таким образом, приращение ду функции состоит из двуи слагае-
мыи, из которых первое слагаемос есть (при _,і'{л} = П) так называемая
веселая часть приращения, линейная относительно дв. Произведение
_,Р[.:с} ох называтот длффєргнцвдлом фунъщни и обозначают ду нли сил).

Прнрящсние аргумента ф: является одновременно его дифферен-
циалом.

Таким образом, мы мшкем рассматривать производнуто как отно-
шенне дифференциалов функцин н ее аргумента.
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Іеометрнческлл Інтерішеташпшіффереіпшала. Рассмотрим функцию

у=ЛІІІ
н соответствующую ей кривую (рис+ 1. Шу

_ро _]Ні

М . о* “Ту Ф
ах” Н

/ о

Ё/ г /П _;с х+ак х г
о б

Рис. 1.10

Возьмем на кривой у =Дх) произвольнуш точку Мог, у). Проведен
касательнуъо к кривой в этой точке и обозначии через о утолт который
касательнан образует е положительным направлением оси Ох. Даднм
независимому пероменному прирашенис ох; тогда функция получит
приращение оу - 1ІЩІЧЩ.Значениам х + ох, _у + ду на кривой _у =Дх) бу-
дет соответствовать точка Мцх + ах, у + дуу

На треугольника МНТнаходим:

НГ: МН~ЩЩ

Так как шо. =Ґ{х), МН =ащ то НТ=Ґ(х}ох.
Но согласно определению дифференциала _,РЩ ах = ду. Таким

образом,

НТ=сіу.

Последнее равенство означаетт что дифференциап функции Да),
соответствующий данным значениям х и дог, равен прирашениіо орди-
наты касательной к кривой у =,І'[.т} вданной точке х.

На рисунка 1.111, л непосредственно следует* что М1'Г- ау - ду.

Подоказанному ранее Ё; -т о при ах -ъ о+

Не следует думать. что всегда оу больше ду. Так* на рис. НП* о
оу= МІН, е'у= НТП. причем ау-С л'у.
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1.2.3. Ннтвгрвлы

Неопределенный интетрал {от лат+ іпгедег- целый}. Ньютон и Лейоннц
лоно указали на взаимоооратньтй карактер операций дифференцирова-
ннн н интегрирования. Первоабразной функцнидїзо называют функцию
Нл), которал удовлетворяет условию едет =,1'[л)+ Очевидно, что к функ-
цнн Нл) можно прибавить константу и вновь получить первоооразнуш
той зке фут-Іютии Нл) + оопзі;+ Это общее выразкенне первообразнык на-
зывают неонредеаеннын интегралом н обозначают еледующим образом:

[дамп парус:
(йтредштеішьпй ннтетрал. Форнуш Ныпгшна - Левешща. Рассмотрим

еледуюший пример. Чаотица движетон прнмолинейно. Нзвеетна зави-
еимоеть ее екорооти от времени [рно 1 .] 1). Какой путь Ѕ пройдет чаети-
ЦН за пррмежупок времени от начального времени е, до конечного гу'?

Еелн екороетъ о была бы постоянной, то можно ІЁіыло бы решить
задачу злементарно: умножить о на (о, - Щ. Но екороеть о = он) не лв-
лнетел поетоанной!

В случае переменной скорости путь момно определить следующим
образом. Разобъем отрезок [гш ту] точками га = г., тд ..., гл - ту, (ц < тд «С

_ < гл) на л одинаковых отрезков [ІШ 11,1, [11, ті __., [гл _ 1, гл] н выбе-
рем на каналом отрезке Шу - г; - о- І некоторую точку Л. Скорость от
на отрезке [ть 1, а] меняется от точки к точке. но еелн ллнна отрезка
мала* то ее значение мало отличается от значении вточке Л [в предпо-
лоаеении* что функция оп) не имеет резких скачкоы. Поэтому путь ш.
пройденный за время Шу, можно приолнженно считать равным пути,І
пройденному за то же время с постоянной скоростью о[ ІІ):

зі- = ЩТПШ, _

от л

г.=ь а а г... г.=г. "

Рис. 1.11
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Выражение, стоащее в правой части, - площадь прамоутольника
с основанием Ш.- и высотой он: Та. Проасдл такие рассуждения лла казк-
дого отрезка делении* получим приближенно значение пуги, пройден-
НПГП За прими гр - Іп:

Ґ=Н

а=атт1щ + иду: +---=2а{т;}аг,-.
і=1

Греческая буква Е {сигма] означает сумму. Здесь праваа часть- пло-
Щадь ступенчатой фигуры, составленной из примоутольников. Точное
значение пути получим в пределе от -ъ П при неограниченном увеличе-
нии числа отрезков делении:

=* _ Тат-.а Щёчы .
Этот предел равен площади криволинейной трапеции1 образован-

ной отрезком [гщ и] оси г, кривой о (г) и прямыми г - тд, г = д, и прод-
ставллет собой определенный интеграл

з = гїщгшг.

Этот предел ввел Г. Лейбниц в 1636 г. Ему зке принадлежат термины
екоординатаа, ефункцние, едиффгренциальноее, еннтетральноеа [ис-
числениа); введение знаков равенстваІ умножения.

Формула Ньютона- Леййшща: Если Нд есть пераообразнаа от не-
прерывной функцииуїкъ то справедлива формула

Ь о

Ідок: =НоІ = до -до.
-ІЅІ'

Формула Ныотоиа - Лейбница дает практически удобный метод
вычислеииа опроделеннык интетрапов в том случае* когда известна
первоооразнаа полынтегральиой функции.

1 .З. Общие методические указания
к решению задач

1. Внимательно прочитайте и кратко запишите условие задачи.
2+ Выполните скематический чертеж [с помошыо чертеатиык ин-

етрумеитощ. Если законы* управляющие данным явлением, носит
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векторный характер, выберите систему отсчета (одну из осей удобно
направить по направлению скорости}, нанесите на чертеж все вектор-
ные и скалярнне величины+

З+ Запишите уравнения, выражающие физические законы {вектор-
ные уравнения1 записываются в проекцнях на оен координат), с уче-
том начальных н граничных условий.

4. Проверьте заминутость полученной системы уравнений [число
неизвестных должно равняться числу уравнений}.

5. Решите задачу относительно искомой физической величины
в общем виде, т. е+ выразяте искоиую физическую величину в буквен-
ных обозначеннях ееличнн, заданных в условии задачи. При таком
способе решения не производятся вычисления промежуточных ве-
личин. Е результате решения Вы получите рабочую (или расчетнуш}
формулу Решение задачи необходимо сопровождать даконичныын
пояснениями.

б. Проверьте единицу нсхомой Физической еедичины, для чего
подставьте в правую часть рабочей формулы вместо` символов величин
их единицы в СИ, произведите с ними необходимые математические
действия и убедитесь, что полученная при атом единица соответствует
единице искомой физической величины.

Т. Произведите вычисления, ддя чето подставьте в рабочую форму-
лу числовые значения величин, выраженные в единицах СИ. При под-
становке в рабочуюформулу числовые значения ведичин следует запи-
сывать как произведение десятичной дроби с одной значашей цифрой
перед запятой на соответствующую степень десяти. Например. вместо
4123 надо записать 4,123 і 103, вместо ПДПЅП записать 5,?2 ~ 10-3. Кро-
ме того* необходимо руководствоваться правилами приближенных
вычислений.

В. Пцените* где зто возможно* правдоподобность числового ответа.
В ряде случаев такая оценка поможет обнаружить ошибочность полу-
ченного результата.

9. Представьте ответ в общем н числовом виде (с обязательным ука-
занием единицы).

1 Пункт З чПбшнх методических указа ний---ь конкретизируется в каждом разделе-
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2.1. Оеневные пенвтип

Кинематика (егт Греч. Инета* ред. падеж Нветегез _Двнжение) _ раз-
дел мехашшн, посвященный изучению гееметричееюш евейетв дви-
жений тел без 1учета ни маее н дейетвїюишн на нии еил. Излезненный
ниже материал етнеентен к нинематине движений, раеематриваемыи
в нпаееичееней механике (движения манреенепичеенни тел ее енере-
етями, малыми пе еравненню ее енерецтью евета).

В завиеимеети ет евейетв нзучаемеге ебъента нинематнщ,г педраз-
делают на иннематше.г течни, иинематнщ,г твердеге тела н тгсннематнК'і'нг
непрерывней нзменлемей ереды (деформирїемеге тела* лишнеети,
газа).

2.2. Равнемернее примелинейнее движение течни.
Среднепїтевап и ередневектерная екереети

Раееметрим движение течнн на плеенеети. В мемент времени г ее
пелезнение епрецелнетев радиъге-вентерем РІ (рие. 2.1). Пїеть течиа
за время в: перамеетипаеь нз пелезиенин І в пележение 2 (радиїе-
вентер ЕЕ }. Кривая. нетерую течна епиеывает при зтемІ называетен
три-активнее. Раеете-лние мезющг течиами І и 2, етечитаннее вцель
траентерни. называется путем (вы. Вентер. начале нетереге еевпа-
дает е начальным пелеисением течнн, а ненец - е иенечным пележе-
нием. называетен парниащгннеи (Ы) + Отметим, чте щть - еналнр*
а перемещение - вентер:

.|'1'нг'=.г*д-.ІІ"І+

Среднепутааей енереетею называют етнешенне пїтн 115не времени
ее

_ еЅе=_
Ш'
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нї
г

Рис. 2.1

Средневекторной скоростью й (средней скоростью перемешения}
называют отношение вектора перемещения о? к проме.'1ь|г›:1,"'г1о_||,г времени
ЬЁ

ЧН _Ё
_ ог`

Отметим, что средние по времени величины обозначают с черточ-
кой над соответствующей буквой и что средние скорости по враменн
совпадают по определению с постоянной скоростью.

Проекцни скорости о на оси координат Ох и Ш: ок и о.гг равны:
щ х-хп'од_= ,

=Ё =Ш

Если отсчет времени начинать с момента д; = П* то эти выражения
примут вид

І-Іомс =_П;
Ґ

“у =.11'-.'1**|:1|ч

І"а
`Штсюда получаем уравнения кинематики для равномерного

денткеиия:

х=хп+НхД

у=уп +оуг.

\\'.'}1*1\.›ІетимІ что ІЫІ = «ні'кі +11*1 н о: 1,11: +оі.
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Ппрелелим вектор скорости й точки в данный момент времени
как предел отношения в? ,і в: при ,сп-ъ П, т. е.

в в? а?о = 1 -=-.
д-'Ч'П' «Ы Ш*

Шсдонательно, вектор скорости й точки в данный момент време-
ни равен производной от радидю-вектора Р по времени и направлен
по касательной к траекторин в данной точке в сторонаг движения точки
(как и вектор о? )+ Модуль вектора й равен

2.3. Решение задач на равномерное
прямолииейное движение

2.1. Первую половину пути автомобиль проекал со скоростью
о. = Шміс, вторую половинаг пути - со скоростью и; = 15 міс. Найди-
те среднюю скорость автомобиля на всем пути.

Дано: о. = Ш міс; о; =15 міс. Найти: Е.
Решение. Средняя скорость на всем пути (рис. 2.2)

ЅЕ=-. 112.11*
І

:: г. -.-.
= ЅД = а; ЅІД :

[ІІ _ЬЁп _!- Ё: _;

І. Ґ: І

Рис. 2.1

Время прокоэкцення всего пути

г= г] + а, 'її-21*
ГДЕ І] - ВРВІЬШ ДВИЖЕНИЯ Ш СЕОРПС'ІЪЮ Щ, 1'1 - ВРЕЬШ ДВІ'ЩЕНІ-Ш Щ] ПІПРПЕ'ІЪЮ Щ.

Эти времена определяются выражениями:

Ѕг =_1 За,т
(2.31
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5г =_. 2.4
2 202 'ї ъ

Решеннем уравнений [2+1}-{2.4}етнеентельне ненанай Ё |Еіудет

Е: Ёиіид І
ш|+н2

Проверка еднннцы н:

а а[-='| І. 115.]_2] =Іи1=міа

Енчнеленне:
_ 2-10-15 = 2и: 1п+1з 1 “к

Ответ:

Е=Ш=12муе
н|+н2

2.2. Уравнения данженн-н тачки имеют внд: х = 2:, у= г(аее нелнчн-
ны заданы а СН). Найднте ее енараетъ (пе аелнчнне н направленнщ
через т = 2 е.

Дана: х= 2:; у = г, т = 2 е+ Найти: шут)+
Решение. Уравнения ннненатннн тачнн а прпенцнян на еен каардн-

нат н общем анде:
= хп + НІІ', (2.511

у=1е + гуд (1151
Пп уедевнш:

х= 2:, (ЭЛ
у= г. (2.81'

На ераененна (151,, [215] е (231,, (2.8) следует:

их= 2ну'е,

нї= 1м1е.

Следанательнп, мпдуль скорости и : ,Ґрї Ну: = 1|Ґ11+11 =
= 1,24мііе не Заанент пт времени н пеетаннен н лшбпй мпмент
времени.

С пеып Пх енерпеть пБразуе-т угол ш, при этом 1:5 ц = ьггдууеід,Ґ = 0,5;
аг. = 25,15'.
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Птвет: о = 2,24Ще; о. = 26,6°.
2.3. Точки д и Вдвиэкутея в плоекоети хПу. 1уравнения ик двнткеиия

имеют внд:

гд=оіі+йі,гд=оі+о›'].

Здееь а и а - некоторые поетояииые, і и _І - единнчные векторы
(ортщ, которые направлены еоответетвеиио по оеям По: и Пу. Ветретят-
ея ян зти точки? Еели встретятся, то когда н где?

Дано: гу = ш'і + Ьі; гд = Ьі + ті Найти: координаты ветречи к* и у*
и время ветречн т'.

Решение. чЕт'еловне встречи точек - равенетво ик радиус-векторов:
гд=гв

или, так как радиус-векторы можно выразить через ик проекции, т. е+
о На. ка Н га іхв. гиг

ку = кд, (2.9}

,о =уя~ (ПШ
Сравнивая выражение для радиус-вектора через его координаты

г=д+л

е уеловиями задачи

о = ті + И;
гд= Ьі + ш]

и учитывая [2.9}и (2.10), получаем:

П
ІР

-гат* = о, откуда т' = 'і

_ і о ЬЬ-от,откудатаюкет = -.
д

і'1: = Ё удовлетворяет уравнениям (2.9) и [2.ІЩ и, еледовательно,
П

зто и ееть время ветречи. Точки А и В ветретятея. Координаты ветречи:
х{т') - Ь, _у {т'} = о.

И"

Птвет: точки А н В ветретятея через вреыя т* = -; координаты

Ц

ветречи: к* = “уі = о.
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2.4. Пссад псрашс п›::шлс15п«їн3,.г Пути двнгалса сс снсрсстыс а н = 1,5
раза Есльшсй, чсы нтсръпс псьлсаннї,г пути. Кансаа снсрсстъ пссаца
на наащсм їчастнс, сслн срсднаа сксрссть прсхсашснна ассгс пути
равна Г: = 12міс (рис. 2.31?

ї"
_ 5 г
-ІІ_ЅД_І--ІІ_ЅІ,.І'2_І-

п Ґ: д: :
_.- ї1 _!- ті 'х

НЩЪЗ

Даша: и. = п и2;п=1,5; Г! =12н1с Найш1иЬ из.
Рашснна. Уравнения нннсматннн а проекция): на ссь Ох:

_ Ѕ
с=-,

І

гдс гг, _ время прпхсждсння пссадсм вссгс пути:

г _ Ѕ ''__
211, `

г Ѕ1- _
2112

Пстслсвню

с1=пи1.

(2.11)

(2.12)

[2.ІЗ}

(2.14)

(2.15)
Рсшсннс (2.1 [ІІ-112.15) стнсснтсльнс нснсмых нснзасстных:

_ Щл+ [11+
І _ 2 '

Щп+11
2 = 211 І

Нычнслсннс:

с. = щ=15міщсд= п'ї'_ї:н=1йміс.

Птсет: с1 = ЕЩЕ-РП =15 ндс; а] =$Шміс+



34 і ГЛДБДЁ.ПБНПБН КИНЕМДТИКИ

д 2.5. На ссревневанияи пс плаванию
= І. = на дистанции 5 = ШПм вельным стилем

п ,Ё в Еассейне длиней Ь = 25м плевец, пре-
_... И] плыв четверть дистанции аа время г. = Н с,

“ш 1.4 каждую песледушцшс четверть дистанции
преплывал на ш= І,5 с ше (рис. 2:4}. Вы-

числите все время ааплыва, среднепутевую снерееть плевца и еге срсд-
нише снереств перемещения (средневентерную скерестщ.

Даня: Ѕ= Шчїім, Ь =25м, г. = ІІ с,дг= 1,5 с. Найти: г", й , Ё.
Решение. Время ааплыва гп равна:

гп=гІ+н+г3+г., (2.115:
где и, и, н, н - времена промывания плевцам сантветственне первой, вта-
рей, третьей и четвертой четвертей дистанции {четверть дистанции - длина
ІЕиассеІїШаІ, при втвм согласна условию Задачи:

г: =г1+дг; [2.1'Л

ІЗ=І2+ЬД (2.13)

ц =г3+аг. (2.19:
Средняя путевая еиересть плевца

Е = її. (2.20)

Средневеитерная сиерееть: п

Ё = агігп .
Решение системы уравнений (216)-[11 9} птнпснтельнп тп:

гн = 4:] +6аг .
Пндетавляя ате значение времени в (2.20), пелїчаем среднепугевуш

сиерветь плевца.
_ Ѕ
и =_.

4:1 +6Щ
Вычисление:

ШП
4+1 1 +б-І_5

Тан иаи перемещение илеица равне нулю, среднеяенгерная сие-
рееть таиме равна нулю:

г" =4-11+15-1,5:53с; д: =1_ЕБІм;“е.
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ПЦ ІІ 5:*

Птвет:гп=4ц +Баг=53щ Б= =І,.Е'311| Ще; Ё=П.
4г| +6ш

1.6. Ееаднни прпеиал пешевнндг пути ее еиер-Петъш щ = Шниіч. Да-
лее п::::.г1ешин'_1гг петавшегеея времени пн ехал ее екареетьш в; = В нш'ч,
а затеи де иенца пути шел пешиен ее еквростьш и; = 4имуч. Ппреде-
лите ереднепугевїю скорость движении всадника.

Дана: щ - Шнміч, Ѕ. = БД, из = Зкміч, п] = 4км3'ч, 11 = І; = [гп -
_ ПНІЁ. найти: [_3.

Решение. Среднепуїеваи еивреегь всадника:

а=їі [мы
ІІІ'І

Вее время движения аеаднииа
гп = г. + г; + гз. [2.22}

Обозначения пены из рие. 2.5. Времена движении на иаишаи
на учаетиав:

г =_ 2,23| ЕЕ] . І: Ё

г2 =1гЗ =ІП;_І'. [2.241

І' п І* и 3 и_р- І _р- ± _Іг- 1
-і_Ѕ1_п--ч_ЅІ_ІІ--і- ЅЗ-Іг-

'П :
-е_БД_п-ч_ЕД_:- х
=¦ Ѕ г

ггг
Рне. 2.5

Уравнения перемещений на вшрей пелевнне пути имеют вид:

Ё= 52 +53; [Ё-ЁЫ
52 =Ёгї12~ (1261*

53 = 13333. [ЕДТЁ

Сеамеетнее решение уравнений (ЕЭП-[ЕЭП дает
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Ѕ Ґ _Ґ
ї ={и1 +из}п_2ьт

етиїда

Ѕ Ѕ Ѕ
:_+ ч

и: +н3 Ее] ы1+еЗ
Ппдетавлии атп выражение для гл в (2.21), получаем

Ін=гі+

Е = 5 = 2а1{а2 +ад,}
і+ 5 ид+и3+2и|І
211' и! +н3

Проверка единицы:

1.?[1 [1[11[[и1=ма
Вычиеление:

Б =Ш=ї,5 имд'ч.
8+4+240

Ответ: Е=Ш=15иміш
Ее] + а2 + из

1.1. Поезд прешел путь Ѕ = ЁППим. В течение времени т] = 1 ч ен
лаигалеи ее еиореетью а. = ШПкміч, затем еделал таетанаатдгц»,г на тд - ЗП
мин. Петавшуюеи чаеть пути ен прехедил ее еиероетые а; = 411] нмд'ч.
Найдите ереднепутевїю еиер-ееть Е пееада.

Дана: 5 = ІІШкм; т] = 1 ч; и. = ІПОиЩч; тд = 30 мин; а; = 4Пнмд'ч.
Найти: Б

Решение. Уравнения иинеиатиии в проекции на ееь П.: (абеаначе-
нии иены из рие. 2.15):

айї. шаг
тп = г. + 12 + тд; (2.29)

гз = Ее; шаг
и:

д=Ѕ-д; щен
Ѕ' = П'Ґ'. (1.32)



2.3. Решение еццеч на раш-юыернее прннелннвйнпе двшеение і 3?

і і

Рне. 2.6

Решение уравнений ШИН-(2.32) етнееителъне Е 1

Б_ 5
_ Ѕ-иІІІ'
гІ-І'ІҐЗ'І'

и:

Еычиеление:

_ 200
и" зпе-нш Ѕпшдч1+015

40

_ ЅОтвет и: =50 иміч
г +г + _ 11| э. и?

2.3. Однуг треть пути теле движется ее екореетъю и. = 36 нміч,
е еетельней щите.і равный Ѕд = ЗПП м, прешдит за г: = 60 е. Определите
ереднепїтевую еиерпеть движения теле.

Дене: 533; и] = 36 кмд'ч; 52 = 3001.13: = 60 е. Найти: Е.
Решение. Строим чертеж, выбираем еиетему етечете {ееь ебециее

еензене е Землей). Нанееин на чертеж нее вентерные и еиелнрные ее-
лнчины н епптвететнНи е їелпенем задачи.

ПЕезнечения величин пены из рие. 2.1. Зепнеыееем уравнения ки-
неиетинн е преенции не ееь [ее

енг; [1.331
г" =г1+гд; [2341'

г. - і: (Ш)
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3
5. = ї: (1351!

в: = ёз. [ватт
ї.-

=¦ Ѕ _:-
-ч-Ѕ -н-ч_ Ѕд_в-

'П _ _ е

д Ґ:
Рис. 2.7

Решение еиетемы уравнений {2.33)-[І.З?} отноентельно Б :

3-Ѕ
5:32 2 ЗЕЁІП МКС-е

_52 1+_Ц
2_+г2 32
Зо]

23' Щ] 434,1 _
Проверндгднницы: [[522] =Щ=І, [о]=Н.іо.

з-Ё
Вычисление: о =1+2+364Ш| =6 му'е.

ЗИП-3,6

_ ЗоПтвет: о=_2'-=оиуе.
НШ

51

2.9. На диетанцнн Ѕ= ІЅІЮІи одновременно етартуют два Бегуна -
А н Д А прооегает первую половину путн ео еиороетыо о] = 4Іиу'е,
а вторуто - ео енороетыо о: = Биде. Бегун В первуво половину време-
ни, затраченного на преодоление веей днетанцнн, пробегает ео окоро-
етыо н. = 4ну'е, а вторую - е нд = еще. Канон на оегуновфинишнрует
раньше? На наное раеетонние дЅобгонн'г он другого Еегутта?

Дано: 5 = 151110 н; А: БД, о1= 4нуе; 5,*2, од = Биде. В: НЕ, н1= 4ну'е;
тд, нд = ону'о
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Найти: г,1 ща или гл ее, ; еЅ.
Решение. Время ЕегъщнА, затраченнее на препделение неей дне-ген-

ции {рие. 2.3, а):

и _Ґ' + ІІ, (1.33)

г. = здщ, (1.39)
12: ЅҐЁЁІ. (1.40)

А Д І де
= Ѕ : :: Ѕ '.-.

*_ ЅДЧРЅДЁ ъЅ.'|-1нц_;5.'І _..
П =-' П ::

__. Е' __. В: х __. и' Ё.. и: х

г' е е е
2 2

е б

РІІВ. 2.3

Решение еиетемы 1лъеенений (138)-[14011 етнеентельне тд:

_ Ѕші +32)д. -_.
Енїн2

Вычисление:

ІЅШ+(4+6]=_=312,5 е." 2-44.
_ 2

Среднепутеван еиерееть бегуие А и =і =Щ.
Ін І-д"| + и:

Время Бегуна В, затраченнее не преодоление всей диетенцин
(рис. 13,5)

гд= зум, [ели
5=д+&, шп}

ГДЕ

5 =ц і 1.431 | 2, І: Ё

82 = её [1441
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Среднещтееан енерееть бегуна В

й=ї. (2.45)
ІІВ

Решение (ВАШ-(2.45) етнеентельн га:

І _ ІЅ
а н|+н `

Бычнеленне' І - 2.1500 -ЗПП С:' В 4+в '
Реньше фннншнрует бегїн В. Он ебгеннт бегїна А на раеетеннне

е +1.т 211

1:! В) 2 [ ІЦІ д1+“2]

4+6 2-6В :Ы=150<П ___ :'?5ычнеленне [ 2-4 4+ 6] м

Ответ: раньше финншнрїет бсгїн В. Он пбшннт бегїна
А на рееетеннне

1ЁІНЅ:Ѕ[І..ІІ+нд _ 2и2 ]=т5 м*
2:1, н' +егЁ

1.10. Первую пешеншньг вееге времени нертелет перемешешен
не еееер ее екер-еетью и. = ЗПміе, а етерїіе пелеенну времени -

В: не ееетен ее енереетью и] = Юміе. Еычнелнте
разнееть межщ,г ереднепутееей енероетью н неду-
лем ереднееентерней екереетн {ередней енер-петн

51 перемещения).
ы Дано: ІД; п] = Юму'е; НЕ; е; = і=1-іїнн_іе. Найти:

г: - ІїІ.
“ш' ы Решение. Среднепу'гееея енер-петь (рне. 2.50

Е = Ё. (2.415)
г

Бееь путь

Ѕ - Ѕ. + Ѕд. (ЗАТ)

ц51 = 131%; (1432!
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а = её ааа
Модуль средиеаекторной скорости

|а| 4%. (на)

Модуль вектора перемещения

|ьг| = 1,512 +35. (2.51)

Решение системы 1,чреансний НАШ-(2.49) относигельно 5 :

о1 +1.:2_2 .

Модуль средневекторной скорости накодитси путем подстансаки
(2.43), (2.49), (2.51) а(2.5{1}:

Б:

Нскомаа разность скоростей равна:
'І 2 2

2
а-|а|=

Вычисление:

зима-«1301 +4с22 =ІП міс.а-|а|=

1 2_ _ о +о -1'11 +со-|т|=' 2 1 2=ІІІЁІІ|и;с.
2

1.11. Точка совершает два последоаа- у д
тельнык одинакоаык по длине перемещении ы
(рис. 2.10) со скоростью ад. = Ейміс по оси П: де
и сд, =1Шыіс по оси Пу. Найдите модуль средней
скорости перемещении (модуль среднеаектор- ,д Ш
ной скорости).

Дано: их = Шмдс; а? = 4І1'а.|_іс+ Найти: ІїІ. Рп- ї-Ш

н
п
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Решение. Модуль ередней екереети

нд-лг `

|лг|=`ІчІехҐ Чей;
1.11: ІІ + Ё;

щ: ихп; 1152:;

Ду = НІҐЁ. (1,531.

ПП їелпвиш

щ: ду. [1.54}

Из (2.52) - (2.54) следует:

г: = ІІ _І

и?

Тегде

І- мы* = т'ї
т _ [3 ІІ?ІІ +1']_ІЕ І+_І

и? и?

Вычисление:

Ії % = [3,8 Ще.
І-І-Е

шт|т|= п “Г =1з еще
+:_:

2.12. Дне течни движутся вдоль ееи Ш: ееглаене уравненилн 1:1 = В:
и л1= Ш - Эл Ветретител ли эти точки? Еели еетретлтел, те легла н где'ёІ
Все величины заданы в СИ+

Днне: л. = 8:; л: = Ш - 2:. Найти: время ветречи г' и меете ветре-
чи лї

Решение. Антитичеелее. Уелевие вегречн: л. = лд или Вт = Ш - Эл
Птеюда Ґ = І е. Педетееллн зте значение времени ел] или лд, пшнчеем
і=8ц
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Графическое, Строим графики шнснмостн к] и д от Времени
[рис+ 2.1 Іїг+ Точка пересечении атиктрафикоаАнбтдт-т нскомым решением.

І ЫШ х:
3 А

о
4

2

п до
0,25 0.5 0,?5 1,0

Рис. 1.11

Пгеет: точки встретится через время от начала движении г - [с
в точке с абсциссой х' - В м.

1.13. Два шарика начали одновременно и с одинаковой скорр-
стыо двигаться по поверкностам, имеющим форму, ивображеннїю
на рис. 2.12. Как будут отличаться скорости и времена движения ша-
риков к моментуг ик прибытии в точкъҐ В? Трением пренебречь.

Решение. Примерные зависимости скорости движения шариков
от времени приведены на рис. 2.13. Скорости обоик шариков в точке
В буш одинаковы. Пути, пройденные шариками, численно равны
плошадам под кривыми о = он). Так как пути, пройденные шарика-
ми, равны, то` как видно ив графика зависимостей скоростей шариков
от времени на рис. 2.13 {на графике пути численно равны ваштрико-
ванным плошадам), т! < ІІ.

Пшег: скорости в точке Вбудут одинаковы, а время движения вто-
рвго шарика меньше.

Ґ:
Рне. 1.11 Рис. 1.13

2.14. автомобиль 'д часть времени двигался со скоростью
о. = Ёмт'с, а оставшуюся часть времени со скоростью - о: = 1~\Ё.%ы,і'с+
Найдите среднюю скорость автомобили на всем пути+
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(Инет: Е:Е':_ЗН1=І4 ндс.

2.15. На ссреннснанннн пс плаванию на дистанции 5 = ШП н нсль-
ньпи стилем а Еассейне длинсй Ь = 25 1и плсесц, прсплыа четверть дис-
танции аа время г. = ІІ с, нажщтс псследующутс четверть дистанции
прппльпеал на аг= 1,5 с исунес+ Вычислите все время наплыва, среднепу-
теную сисрссть пдсвца и егс среднюю снсрссть перемещенин [средне-
нснтсрнуш сигар-петь).

Шестпп=4п +6Ы=53с; Б=±=ЬЅ9 Ще; 5:13.
411. +6аг

2.115. Стайср пплсннну дистанции бежал сс ексрсстью с] = Шміс
Далее ппловину сставшсйсн дистанции ин бежал сс снср-пстью щ,
в и, = 1,2 раза меньшей с., а другую пслсвину - ес снсрсстью сд,
в и: = 1,5 раза меньшей сд. Вычислите среднюю пе времени снсресть
на всей дистанции (среднепутевую снсрссть).

(при: Е =і = 8 міс.
2 + н' + и'и2

2.11. Посад прошел путь5 = 200 ю'и+ Е течение премсни г. = І ч сн дви-
гался сс снср-аетью щ = ІШ] нміч, Затем сделал сстансаку на тд = 30 Іинн+
Пставшутсси часть пути сн прохццнл сс снпр-пстыс сд = 40 нміч. Най-
дитс среднепутевутс скорость Б псеаца.

ст: е= 55%; =зп еще
г' + г: +_Ц

и:
2.18. Пдну треть пути телс движется сс сисрастью с. = 315иміч,

а сстальнси путь, равный Ѕд = Зішм, прснсдит За г: = ЕП с+ ІІіІІ'пределите
средиспутевую сисрссть движении тела.

ЗНІ
Н ЕІІсІ

5:
1.19. Саислет летел первую треть пути ес сисрсстъю с. = ЅПП ищи;

нтсрутс трстъ - сс снсрсстъю с2 = ТППнміч, а сстаншую-сп часть пути -
есснсрсетью. ни=1раза Есльшеи среднепучевси сисрссти на периынднун
участках. Нычислите средиепугевую ссср-сеть самслета на всем пути.

БШІсІ
(с, + с1){2и+ 1]

Пгеет: Е: =Бм;с.

Швет:5= = тсп еще.
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2.4. Закон сложения скоростей

Представим сеое плот, приеиаанный к столої, воитомъ;г а дно реки.
На плотьг иакодитси человек. Выбор-ем дне системы отсчета: Шу свиэкем
со столйом, 1111г. _ с плотом [начало координат второй системы от-
счета сваэкем с местом, где накодитса человек). Кроме того, полоашмІ
что в атот момент обе системы координат совпадают (рис. 2.14, о).

,над _" *51 ,а ' 51 и
РІ '

53,, а?
ж ш

п:- пі """ ІІІІ п 'д т: Ь
к О, ітг"І

о о

Рис. 1.14

Плот отвазали от столба. Одновременно человек пошел по плотьг
н плот поиесло течением реки {рис. 2.14, б). Как видно на рис. 2.14. о,
перемещение человека относительно земли (дна реки) равно агш, (на-
вывактт ато перемещение обсшготимщ, относительно плота _ агш
(относительноеїп, перемешение плота [движушейсн системы отсчета) -
дгщ (переиосное перемешение}. На этого рисунка следует также

ваш, = агщн +агщ.
Поделив обе части етого равенства на время. за которое ати пере-

мещении пр-онаошдн, получим закон сложения скоростей (ЗС'Щ

а* = ат, +а'щ. [мы

2.5. Решение аадач по ааконї сложения скоростей

2.111. В оееветреннуьо погоду вертолет двигался со скоростыо
о - НП кмдч точно на север. Найдите скорость вертолета относительно
Земли (по величине и направлению), если подтл того-восточный ветер
со сноростыо и - Іомдс.

Дано: о -ЁШ кміч; н _ Шмд. Найти: они,
Решение. Чтобы применить ЗСС (2.55}, нужно їиснить, накал

на скоростей ишшстси абсолютной, переносной н относительной. Си-
стема отсчета, сваеаннаа с Землей - аосолтотнаи. |Еледовательио, нуж-
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но найти абсолютную скорость вертолета 11,5., (относительно Земли]+
Движущакся система отсчета связана с ветром, следовательно, ско-
рость вертолета, Задвннаи в Задаче с = от.. - относительная скорость.

Скорость ветра - скорость движущейся системы от-
счета о = от, - переносная скорость. ЗСС имеет в усло-
вияк данной Задачи вид:

чаш=ї+нь

Иаоорааим графически сложенне атик векторов {рис+
2.15), Величина скорости вертолета относительно Зем-
ли находится в соответствии с рисунком по тсорсмс
косинусов:

от =\Іо2 +н2-2онсовсс.

Вычисление:

2

сны =лё1 + [о2 +2[%]Шсов45° =19,2 мус = [9,2 +З,6 - 69,3 кміч.

Вертолет движется под утлсм В к меридиану: Величина утла нако-
дится по теореме синусов:

Пды_ Н

Ѕіпот ЅіпЕҐ
откуда

. н .шп|3=_а1по.
“все

_ Іо ,__Вычисление: я1пр=ш_2[],?|=о,3?; [5=2І .
І'

`Епвет: от = »102 +в: + 2снсозо =19,2 міс = 69,3 кмд'ч;

в = ягеопіопц = о_зт; р = 2 и.
сі'к'

1.21. Моторная лодка прокодит расстояние между двумя пункта-
ми А н В, расположенными на берегу реки, за время г, = 3 ч, а плот _
ва время г; - [1 ч. Какое время гд ватраткт лодка на обратный путь?

Дано: г, = 3 ч: тд = ІЁ ч. Найти: тд.
Решение. Движение моторной лодки н место от А к В [но течению)

(рис. 2.15, о).



2.5. Рсшвннс задач пс сани-ш слснсннн снсрсстсй і 4?

*_ 5_1- *_ 5_І"

Ё __. ч. В: сд _ Ъ 1:]
_:- їш х -ї 'їщ ..._

с. б
Рис.1.16

Заксн слсжсннн скоростей в проекции на ссь Ш: для мстс-рнсй
лсдни

ст] = сын + пр, [1515)

Здссь пт. - сксрсстъ мстсрнсй лсшсн стнсснтсльнс Есрсга [аб-
сслъстнан скорость); сын - сксростъ мстсрнсй лсдкн стнсснтсльнс
нспсдннжнсй всды {стнсситсльнан сксрссты; ср - сксрссть тсчсннн
рснн (псрснссная страсть).

Время прснсждсннн лсдксй расстснннн ст пункга А дс пункта В

-і Щ
аЬсІ

Рсшан совместно (156] н (2.5Т), получасм

Ѕ
д =_. (2.53)

ст" + ср

Время прохождения расстояния ст А дс Вплста
.Ѕ'

НПЛШ

Снсрссть плста равна скср-сьстн тсчсння реки:

пплста _ и|:›- [ІІ-БП)

Есвмсстнсс рсшсннс ураннсннй (2.59}, (2.60) даст

ц, = ї. [мы
г 1

С їчстсм (2.61) на уравнения 122.58) пслїчасм

_ за: _ІІ)
И: І

ДвижснисмстсрнсйлсднистВкА (лрстнстсчсншїрснн) {рИс. 2.15, Щ.
Зансн слсжсння снсрсстсй н прсекцнн на ссъ П.:

111.52;ПТН
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от: = опггн - о,г [ДЕЛ
Время, затраченнос лодкой на обратный путь,

Ѕ
І; =

пасс:
Подставлнн в послсднюю «ры-льют,І [ЪБЗЬ (2.61 1, (2.621, находим нс-

номос время
г гг = _' 1 .3 г2 - 2г,

3-І2В : г =_=6 .ычнслсннс 3 І2_2І3 ч

ггОтвет: г3=_'3-=6ч.
Ґ: - 21']

2.22. Колонна войск,ратщъшнсь Ігьшгонп.г І. = Іюн, движется по шос-
сс со скоростью о = 5 тащч. Командир, находясь в конце колонныІ посы-
ласт мотоцннлнсш с распоряжсннсм подчоісномїдг отрящг. Через 1: = Ш мнн
мотоцшшнст возвратился. Ппр-сдслнтс скорость лвнжсннн нотоішюш-
ста и, счншн, что в обе стороны он двигался с одной н той но: скоростью.

Дано: І. = 2 нм; о = 5 кмд'ч; т = Ш мнн. Найти: и.
РошоІ-Іно. Движениемотоцншнсто от хвоста колонны к голове (рНс.

ШТ, щ. Псрсходнм в снстсі'щ,г отсчс'га, связанную с 1::олонной+ Закон
сложсннн скоростей в проскцнн но ось Ох:

и = І'І'отні + и: (1-64}

гдс опт - относъпсльнал скорость нотоцшшнс'ш (в лвшпчцсйсн снстсмс
отсчстщ.

.. Е -1_ І, _Іп- й
'Ц_ Ь_І- "

ҐЕ очт
П = = [І

д: х
Л' д'

Рнс. 1.1?

ЕРЕЬШ ДВИЖЕНИЯ МПТПЦНІ'ШНСТВ ОТШТН ЕШ'ІПННЫ Н. ЕЕ Г'П'ЛПВ-Е

І'ЁотнІ
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Деяжениенетецнилиете ет гелееы иееенны и ееиееету (рие. 2. ІІ, Щ
Заиен слежения еиереетей в Прпеиции на ееь Пи:

и = ищиІ - е, [ЕЬЫ
где ет..2 _ етнеентельняя еиерееть метециипяетв ве етерен елучве.

Время движения метецниляета ет гелевы иеленны и ее ввеегї

Ь
ц 1П'І'Н

Пелнее время движения метециипнетя
1: = ІІ + гг. [1.БВ}

Решение енетены уравнений (2.64) - 122.63) етнеентельне я:

Ь І. н+е+и-е ЁЬн
"' =Ь 2 з = 2 2*Н-Ё и-І-П Н _П и _Ё

ид- Ёи-и2=0;т=
1:

Далее:

гиг -1:'е'2 =2Ья.

Получили иввдратнве уравнение етнееительне я:

-_Ьи-Ьт1=0.т
НЕ

Решение ЗШШ 11|||'|;їІ-¦д1инч\ї:ння:

Зняи минус прртнверечнт фнвичееьеенмуг емыелу: еиерреть не межет
Быть птрнцвтельней. '5.11едевеггелннеІ решение дянней ввдвчи:

1 1ТПн=-І+ І+ 1
1: І.

Пррверим единннд.г измерения и. Прежде еееге пед иернеи делжне
быть безразмерняя величине:
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Вычисление:
І

5ас+ап>1[ 1
Ё-ШЗ 36 м=_ 1+ і =6`94-=Б,94'3,Б=15 ЁН ч.и ш-ас + (2411111 с 'і

1

Пшет: и=±[1+ НТ: ]=25 шиіч.

2.13. Эсаалатпр псднимаст неподвижно стеишеге на нем пассажира
а тсчснис времени г. = 1 мин. Пс испсшаижшищ,І асиадтатъ'ърїтг пассажир
псдннмастся за время 13 = З мин. Снелъис времени г; будет псднимать-
си пассажир пс движъпцснуси эсналатсрї'?

Дана: г] =1 мин; г; - 3 мин. Найти: гд.
Решение. Три случая псдъсма пассажира представлены на рис+ 2+ІЕІ+

Обозначения: п - пассажир, э - эскалатср.

Рис. 1.18

Время псщъсма непрдаижнс стсащсгп на движїшсмси Эсаалатсрс
пассажира (рис. 213, а):

Ь
Ґ] = Е - [2-591'

Время псцъсма данжїшсгсся пассажира пр нспсаагнжнсищг
асиалатсщг {рис. 213, е'):

[ІЛЩ="'~
1|г-ч
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Время Подъема даиао'шегося пассажира по двияо'шемуся аскалатору

у, _ і! [ато
уабс

где в соответствии с законом сложения скоростей, ваписанным в про-
екции на ось Пи,

кБ, = к, + я, дата
Решение системы уравнений (2.69}-(2.?'2} относительно ту:

= І. = гр,

Ё +Ь Й 'На І
І`| ї:

'а

Проверка единицы намерения гз:

[1.3] = [гІПгІІ =Іг1=с+

[ІІ
воз-ап _45с

БНЧНЁЛЕННЕ: #3=т -

Ответ: гд = ї2-=45 с,
г, + г2

2,24, Турборсаигнвный самолет аа врсьш т = І,5 ч полста преодолел
Ѕ - 'ШП км. Определите скорость ветра У., если его направление составля-
ет утол с: = 93” с направпсннсм движении самолета относительно Земли,
ІЕкорость самолета относительно неполвинного воздуха Уши = 2ІІШ міс.

Дано: т = 1,5 ч; Ѕ = ТППкм; о =90°; Уши. = Шпміс. Найти: Щ.
Решение, Закон сложения скоростей:

ї,ж - Чит" + ТБ. (113)

Строим вту векторнуьо сумму, учитывая, что направление скорости
ветра перпендикулярно направлению полета самолета,
т. е. вектор ї, перпендикулярен вектору ї, ,6, (рис. 2.19}. не* д
Модуль абсолютной скорости самолета, как вто следует ц
на прямоугольного треугольника скоростей, равен

км = ,Ікїш - к* . она “т
Расстояние, которое пролетел самолет, равно

'Щ

5: Щщт, ПЛ] накала
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Решение системы уравнений {2.?3}-{2.Т5] относительно некомой
скорости ветра:

52

И! =ї1ус1ош __: '
Т

Проверку единицы моэкно не производить, таккак очевидно,
что [Р] = мЕе,

дтп-ш-15
пгт-3.6403

2
Ответ: Р', = мувгт -Ѕ_, :56,5 міс.

'Б

2.25. Из пункта А по взаимно перпендикулярным дорогам выехала
два автомобиля: один со скоростью Р] - ЗПкміч, другой со скоростью
И, = 4Окміч. С какой относительной скоростью Р'тн они удаляются
друг от друга?

Дано: У. - Збкміч; У; = 4Окміч. Найти: Нд".
Решение. Запишем закон сложения скоростей для первого автомо-

биля, переходя в двшкушуюся систему отсчета, связанную со вторым
автомобилем:

Ё

Вычисление: Р', =$2ШІІ2 -[ ] =56,5 мІс.

Чт =їшп|з + Че:
ЩеЧт.: - относителы-зая скорость первого автомобиля (отосятельно второго).

Отсюда
1ївтніз - ї1_ т:-

Стронм зту разность векторов (рис. 2.2П}. Из треугольника скоро-
стей следует, что модуль относительной скорости, с которой первый
автомобиль удаляется от второго, равен

готыі:=\1ц2+узг-
Вычисление:

Чип готы: = 4302 +41?Е =5б кму'ч.

Рассматривая второй автомобиль в еиотоме от-
счета, связанной с первым автомобилем (проделан-

у, те зто сами), получим, что

Рис. 1.20 їынм - _ шиш-
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Ответ: Уши = ,НҐР'ІІ + Р? =5ІІІІ| иміч.
1.26. Автомобиль, двигаясь равномерно со сиорсстыс с] = 45 иміч,

в течение времени а = Ш с прошел такой же путь, какой автобус, дви-
гашшийсв в том вес направлснии, прошсл За врсмн тд = 15 с. Какова
ни относительнви скорость?

Дано: о. =45 иміч; т. = ІП с; 51= 51 = 5.", тд = І5 с. Найти: от.
Решение. Рассмотрим движение автомобиля в системе отсчета, сви-

ванной с автобусом (рис. 2+2І}. Запишсм закон сложении скоростей
в проекции на ось от:

о1= стр + от. 036)

Путь, пройденный автомобилем,

НЧ
Г

51: ІЩД. (1-Тт}
Рис.: І]

Путь, пройденный автобусом,

5: = 1121'2. [2+?8}

По условию задачи

Ѕ. = 5; = 51 [23%

Решение системы уравнений {2.То}-[2.19} относительно от:

Ґ
ищнЦ = ІІ'тІ [1-й] -

2

Рассматривая аналогично движение автобуса в системе отсчета
связанной с автомобилем {проделайтс это сами), можно получить:

о =о [ї-І]отн ІІ І -
І:

Следовательно, отн Ц = _от д.
Модуль относительной скорости

от.. = с. [1 -І-']+
гт

Проверка единицы от:

[от] = міс.
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Вычисление:

45-Іе3 1ее = 1-- =4,Іїм с=4,1?'3:6=15им ч.
"ш 3:6-Шї'[ ] 'х Ґ15

`СЁІ'Івсг: еЕІТн = е.{1- 4:_'1і=151е›.±|,2ч+
1

1.21. С иеиеи сиерестые н пе наиемї курсу (направлениш делжен
лететь самелет. чтобы зе время т = 2 ч прелететь течне не север путь
.5' = ЗІІШ им, если в пелете дует севере-западный ветер пед углем е: = ЗП”
и мерилиендтІ се сиерестые Ув = ЁТимуч'?

Дене: т = 2 ч; .5'= 3011 им; е. = ЗІІҐ: Р; = їїиміч: Найти: Щит; В:
Решение. Запишем заиен слежения сиерестей:

ченбс: песн-'_"ІгиІ

Строим эту ееитерщле сумму. причем известие,
чте абселютнел сиерееть семелете направлена течне
на север (на рис. 2.22 еертниапьне еверщ.

Из треутельнниа сиереетей слещет, чте

им.. = `Іив1 чьи; -21/,г/Щсезт. (2:30:
Нееестне, чге сумма углев трешельнина равна ІЅІТ:

е-В+Т+І3= Шт.
Отсюда

т:Шт-ц. (2.311:
дЕеелъетнвл сиересгь свмелетв равна

Щ ж = Ѕіт. (1-32)
С учетем 1131:, 13.32] выражение [ЗАЗЩ примет вид

и ш. - 1/и.: цели +2ун<5 ,х ест-ин.

Вычисление:

= ещез 1+ звена] 1+ _2т.шї*_ зесссз _Ё_
“т” эти-ш: еде-ш* здгые3 в-здыеї* в _

=4т,25 ще гид-3:6 =1те еще.

РІІ:
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Курс самолета определяется углом [5 - углом меишу абсолютной
скоростыо самолета и меридианом. По теореме синусое

Щдаіп [ї = Р; птн,г'аіп у = И, ЕІТну'аіп (180” -щ = Н, ,пніаіп ел.

Отсюда
еіп В = [РЦ И; пт] еіп ов = {2ТЛ?П} [1,5 = П,Ш94; В = 4'362

огнет: и, Ш, = 1:1* на*1 ,нднащзщееан = Паендч; в = ааа.
2.18. Катер совершает две поездки (казклаа поездка - туда и обрат-

но) и пункты, накодишиеса от пристани на одинаковом расстоянии 5:
одну поездку по реке, другую - по озеру. Скорость течении реки ор,
скорость катера относительно неподвижной воды он.

На сколько больше времени заимет посадка по реке, чем по озеру?
Дано: ор, он. Найти: г] 3* г: или г: 3» ІІ?
Решение. Движение катера но течению реки (рис. 1.13, и)+ Закон

сложении скоростей в проекции на ось Ок:

и' = и., + ир. (1.33)

:: ч _-_- Е., й. *_ б,.._
ПІ ц : -'-'. 'ПІ І х І

Рис. 1.13

Время движении катера по течению реки:
ІІ = ЅҐПЪ [134)

Движение катере против течении реки (рис. 2.23, б). Закон сложе-
нии скоростей а проекции на ось Пи:

од = он - ор. (1.35)
Ерема дашкеиии катера против течения реки

г, = Ѕугд. [МЫ
Ерема посадки на катере [туда и обратно) по реке

гр - г. + тд. [1.ЕТ}

Решение системы уравнений (2.33)_(2.ВТ} относительно гр:

г, - 2,512. (ааа)
он - ор
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Время посадки катера [туда и обратно] по оаеру:

то = Ё_ [15%
ІІІк

Время поездки по реке больше враыени поездки по оаеру на вели-
чину от:

дг= гр _ к. [ЁБШ
Решение системы уравнений (2.БЗ)_[2.9Щ относительно ве

23111_ЬЁҐ= .
икІНЁ -НЁІ'

Проверка единицы до:

[_ЅІШЖ_[_$]_ М_-е_
Ма: [п][и2[ “[11] м

2

О'ІШ: Ш1%, Ц
гддідтг,І -ор}

229. Человек, идущий вниа по опускаіошемуся аскалатору, ва-
тратил на спуск время г. = І мин. Если человек будет идти вдвое бы-
стрее {п = 21ь, он аатратит время на вт= 15 е меньше. Сколько времени
он будет спускатьсяІ стоя на аскалаторе'ёІІ

Дано: г] =1 мин; к - 2; дг= 15 с. Няйгн: тд.
Решение. Время спуска человека по движушемуся аскалатору:

_ Ѕіи', (2-91)

где 5- длина аекалатора; о] - скорость человека абсолютная (относительно
Землиу1 равная согласно закону сложения скоростей

Щ = ич + нп:- (1.92)

ІЁІ| Здесь от, _ скорость эскапаторв [переноснаа ско-
Ё роегь), оч - скорость человека огносигеггьно аскала-

` тора (относителычая скорость) (рис. 2.24).
Е; Если человек будет идти по аскалатору в и = 2

5 быстрее* то время спуска его по двизкушемуся аска-
латору, согласно условию, будет равно

а- г, -вг = 5 . [как
поч + оЗІ

Рисддд
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ЕРЁМН СПїСі-Ёа НБП'ЦЦВНЖН'ПГО ПТНЩНТЕЛЬНП Э'СЁЕЛНШр-а ПНПЕВЖИРН

Ґ: _ _. (2-94)

1'та
Решение системы уравнений (2.91}_(2.94} относительно гд:

І _г,[ш(н+1]+г[{п-І})
1 _ лаг+г,{и_1] '

Проверка единицы:

_ [ҐІІГІ[е] - _[Г]
Вычисление:

І _60-(І5-{2+І]+БП-{2-1})_
Ґ 2~15+6о~(2-1) '

= г, [ада + І] + где-П) =тп с
панды-1] '

2.311. Корабль плывет на восток со скоростью о. = Ш км ,г'ч+ Пасса-
ткирьг пролегаъощего над ним вертолета кажется, что корабль плывет
на ъог со скоростью о; = ТП кміч. Найдите скорость вертолета и Пол,
под которым она направлена к меридианї.

Дано: о. = 'Шкміч; од = 'Шкмуч. Найти: он В.
Решение. С точки зрения закона сложения скоростей о. - абсо-

лютная скорость, од - скорость относительная {относительно двизкї-
Щеися системы отсчета, связанной с вертолетом), аскорость вертолета
о, - переносная скорость.

Следовательно, закон сложения скоростей имеет вид

ТП с.

Ответ: г:

о. = о: + он.

Из зтого равенства вытекает:

Строим разность векторов (рис. 2.25). Величина о,
скорости вертолета

П: _
в., - “І'о|1+оё. о.,

Вычисление: ев= ч'ТПЁ +Т11'1 =933 ННҐЧ- ние. 2.15
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Скорость вертолета направлена к меридиану под углом от = 45"+

Ответ: оВ = ЧІ'оЁ +в:2 =93_Т кміч; от = 45”+
1.31. Поезд движется иа север со скоростыо о] = Ей мус. Проле-

ташший иад ним вертолет летит точно на северо-восток со скоростью
о; = 23,3м ,г'с+ Какова по величине и направлению скорость вертолета
с точки зрения пассажира поезда?

Дано: о. = Ейміс; о: = 28,3 міс. Найти: ор.
Решение. *Объект исследования - вертолет. В движущейся систе-

ме отсчета, связанной с поездом, закон сложения скоростей имеет
вид

и: = “и + “11 [1.9511
где вы - относительная скорость вертолета (скорость вертолета относитальио
движущейся нместс с поездом системы отсчета}.

Из (2.95) следует, что искомая скорость равна

1131 = [11 _ ІЩ.

Графическое представление зтои разности векторов
представлено на рис. 2.26. Величина скорости верто-

в лета с точки зрения пассажира поезда определяется
13: по теореме косинусов:

Бы

_ 2 2он - 4:1] + од -2о1о2созоь

Рис* мб Вычисление:

од1=`/ШЁ +23,Э,2 -2-20- 28,3-і 1:120 міс.
Л

Следовательно, треугольник скоростей - равнойсдренный
и прямоугольный, а относительная скорость вертолета направлена
на восток.

Птвег: од] - ыо|1+оё_2о|о2созо а2й му'с. С точки зрания пасса-
жира поезда вертолет летят на восток.

1.31. Нз двуз портов А и В, расстояние мевшу которыми равно І._
одновременно выводит два катера, один из которых плывет со скоро-
стыо он в второй - со скоростью од. Направление движении первого
катера составляет с линией ,48 угол от, а второго _ угол |3 (рис. 2.2Т).
Каким Будет наименьшее расстояние Ѕмежду катерами'?
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Е' йІІ

“113 Би _ Він; __ _________ Г“чч и ры ¦ ї Ґ

съ : '1 Ё Ід .
ак Б

-'¦ Ь 2"-

НЩДДТ

,ті-_[анссй;1.1.;1.т1;и:а;]3.Найти:.".5'+
Решение. По закону сложения скоростей

и: = и' + игр

Здесь од - относительная скорость второго катера относительно
первого+ Отсюда

1131: 1111- Щ.

Следовательно, мы рассматриваем движение второго катера в сн-
стеме координат, связанной с первым катером. В этой системе коорди-
нат, двнмушейсл вместе с первым катером относительно Земли со ско-
ростью о. , первый катер покоится, а второй движется со скоростью о; р
На чертеме показана операции нахождения относительной скорости
Второго катера 1.1111 с которой он движется относитсльно неподвизкного
в атой системе координат первого катера. В соответствии с теоремой
косннусоа Эта скороотъ равна (см. рис. 2.27):

од - о,2 +в: + Ісгіо2 сомов +[5}.

Минимальное расстояние между катерамиІ равное длине перпен-
дикулара АС, опушенного из точки А на траекторию второго катера,
найдем из прамоугольного треугольника АБС, если Будет найден угол
о, образованный вектором относительной скорости од с линией АБ.
Спроектнровав векторы всек скоростей на линию АВ и на линию,
перпендикулярную йЕ, из треугольника ЛЕРполучим {см. рис. 2.1'П:

, с о Ѕіп - о Ѕіпог.
ШПЬ: 2 В 1 .

#ог' + о: +2е|о2 сомов +5]
Наименьшее расстояние между катервмн

о _ о аіп -с віпгкЅ=АС=Ьашо= Ц 2 В ' } .
ог' + о11+ Еще2 сосок + Ш
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Проверка единицы:

[а = Ш=Щ=в
[11]

Ні: ті'.{одвіоі55-оІ віпо.) т

411.1 +вд2 +2с,с1сов{о+_В)
2.33. Лодка движется относительно воды со скоростью, в п = 1 рааа

меньшей скорости течения реки. Под каким углом ср к направлению
течении лодка должна держать курс, чтобы, переплыв на противопо-
ложный берег, сс снссло течением как можно меньше [рис+ 2.18, Щ?

Дано: л = 2. Найти: ч:|:›+

Рас. 2.18

Решение. В соответствии с законом сложения скоростей

*мы = *ддт +їр+ (1961*
Это векторное уравнение построено на рис+ 228, б.
Расстояние, на которое снесет лодку, Равно (см. рис. 2, 28, о):

.Ѕ`={о віпош , [ЕЭПр _ плоти

где г - время, необходимое для достижения противоположного берега, опро-
дсллстсн из выражения

Ь=олшн сосен. [1.931;

1І'э'гсловис минимума 57:

Ёыщ шли
от

1
ц ,ъ О. (1.ШЩ
до

На рисунка 2.23, Е следует:
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+:|:1=Ё+сгн [ЪШЦ

На услсннп задачи слсдїст:

Ви =_". шип;ПЛ'П'І п

Рсшсннс системы уравнений (2515)-(21'32) стнсштшьнс ср Мадрид-
нсе). На [ІЭЩ с їчстсм (2.1021слсщгст:

Ьп
І: с

НРСПЅЦ

Псдстнвлян это зннчсннс г в ПЭТ). пслучасм

5=Ь[ н -І5ц]+
ссвсг.

дБ “Ё Цнзіпзсс- 1} _п
а'_г.р а'сг. ссвзц

Дапсс

ы
ІІІ

-

Отсюда: зіпсь: =
:І'

-'

#15 а, [Цпвіп;_н] Ь(нсс$3ш+251псьссзщнвіпц-І])

си? с'ш ссззш сс54сь

Л 1Л<2 І*На + її 2*-5 П]
=1.15І.:-›П.

[ЁҐ
Слсдснатсльнс, при сс=агсзіпёІІ=Е 5 ниннмалънс.

Учитывая (1.101), пслучасы гр - Пт.
Пгвет: ср = ППП.
134113 пункта А, нашцншсгссн на шсссс (рис. 2.29, съ нссбхсдн-

нс прислать на антсмсбнлс в пункт В, распслсжснный в пслс на рас-
стснннн Ь ст шссссҐ+ Снсрсш'ь автсмсбнлн пс пслтс в п раз мсньшс,
чсм пс шсссс. На кассы расстоянии сттсчнн Сслсщ'стснсрнїгьс шсс-
сс, чтсБы пспасгь штсчщ,г В за кратчайшсс время?
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а.. и ,т 'ті г:-А' Ё і С
"н _р- "ин Ь ч н Ь

а В [ї В

Рнс.1.29

Дана: Ь; п. Найти: СД
Решение. Время движения из пункта А в пункт В

г=г1+г1, {2+ШЗ}
где (ппц 2.29, 6)

ї-г
и
2 2,2 =“_М _ (1.1051
и

Пцдптавляя [1104) н [1105) в{2.103}, находим зависимость г= г Ш:

г=І-у+т|ц)у2+12

п и '
Условие минищгна г= г (у):

а'г_: - 1.111

#1:_ 0 1.111?ф! < 1
Рвшпнне снштмы уравнвннй [2.103]-{2.ШТ) шнпснгсльнп у [пплрсгб-

нов):

Ё=1 _1+Щ =
#1* И 2 у1+г3

Отсюда:

Ь
Р= 1 3



2.5. Решение задач по авхену елохгення ехороетей ч 153

,'_ 21*11. уг+ЬІ-п.у._

Ё і цуІ+Ё =Щ_І)ШЕ_І:~П.
допду! и, у! +1?

І.Итак, прн у= 2 время гмнннмапьно.
г| -1

`ІІІІ'Івет: у= Ь
#пЕ-І

1.35. Катер проходит раеегоянне между двумя пунктами на реке
по течению аа время г. = В ч, обратно - аа г; =12 ч. За еколько времени
гг, катер прошел Бы то же раеетоянне [вниз н вверх по реке) в етоячей
воде?

4:1:2

2.36. Самолет летит на пункта А в пункт В н обратно ео екороетыо
отноентельно неполвшкного воздуха о - 300 кму'ч. Рвеетолнне мегкду
пунктами А и В равно Ѕ - ЭППхм. Скошько времени г аатратит еамолег
на вееь полет` еели вдоль линии полета поетоянно дует ветер ео окоро-
етыо о =ІБП кміч'?

они: г = 23” =е,25 ч.
Ёо -м2

2.31 Тегшоход длиной І. = ЗППм двнткетея по прямому куреу в не-
подвижной воле ео екороетью о. Катер, екорооть которого отноеитель-
но неподвижной воды равна а = 90 кмНч, проходит раеотоание от кор-
мы двнткушегоея теплохода до его нооа и обратно ва время т = 3325 е+
Найдите екороеть теплохода о.

Птвет: о= мог-Ё =15міе.
1:

2.38. Двв поеелв идут навстречу друг друту: один ео екороетыо
щ = Зокміч. дШТПй ео екороетыо о; = 54 кміч. Паееазкир первого по-
еада аамечает, что второй поезд проходит мимо него в течение времени
т = о е. Какова длина Ь второго поезда?І

Птвет: І. - 1:[о[ + од)=15'|]м.
1.39. Теплоход проходит по течению реки путь Ъ. - -Шхм аа время

т*1 - 1 ч. а против течения - путь Ь; = 45 км аа тд = 3 ч. Ппределнте

МТІҐ3= =192Ч+
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скорость течения раки ор и скоросгь теплохода от относительно непод-
внзкной воды+

Ответ:
,_,т =Ш _ 4,315 ще = 115 кмд'ч.2:1:2

г Ь -г Ьр _%= ЦЕН-4 міс = 2,5 кмд'ч.
1 з

2.411. Катер идет по теченито реки из пункта А в пункт В г] ча-
сов+ |ІЁІ'Ёратно он идет 31 часов при скорости его относительно непод-
внткной воды в я раз большой, чем по течению. За сколько времени
г; катер проплывст расстояние АВ по течению при выклточенном
моторс'?

Отвегщ= Шары

2.6. Переменное прямолннейное движение

В параграфаи 2.2 и 2.3 рассматривалось равномерное прямолинейное
движение, т.е. движение, при котором точка {телс} за равные проме-
яотки времени совершает одинаковые перемещения. Строго говоря,
равномерного прямолинейногс движения в природе не существует+
При неравномерном пострпательном движении скорость тела изменя-
ется с течением времени по величине и направлению.

Для характеристики быстроты изменения скорости двиэязгшейся
точки вводится новая физическая величина, называемая ускорением
Вектор рексрения Еі определяет скорость изменения вектора скорости
точки со временем:

'Щя = _
ея '

т.е. равен производной вектора скорости по времени. Направление
вектора с совпадает с направлением вектора с'й - прирашеннем век-
тора р за время с'г. Модуль вектора ё определяется аналогично моду-
лю вектора р .

Ускореясем называется векторная величина ё, равная пределрІ от-
ношения малогс изменения скорости до к маломуг пррмезкрткъг вре-
мени а: -а П, за которое ато изменение произошло. т. е. производной
вектора скорости по времени:



2.Б.Переменное прамолннейноедешкение і ББ

к . об обе = І1п1 _ = _ .
ы-Ш а: ег

Среднее по ереиенп ускорение ё [или постоянное ускорение) _ это
векторная величина, равная отношению вектора изменения (прира-
шенин) скорости до к интервалу времени от, за который происходит
ЭТП НЗМЕН'ЕННЕІ

ПЦ ІІ ее:
Е системе единиц физических величин СН единица ускорения

[а = [наш = то
При одномерном [прямолинейнощ движении материальной точ-

ки ускорение может быть положительным, отрицательным н равным
нулто. Соотаететвенно движение называют реенеуекереннын, ровное-е-
медаенньш и равномерным.

Так как е' имеет своими проекцнами сд а” на то при двшкенин точ-
ки Вдоль какой-либо нЗ осей координат (например. вдоль оеи Пх) с по-
стоянным ускорением ом -сопаі

ее
П: =ї=>аих=ахдгт 1:2т10въ

Интегрирул [2.ШЗ}, получаем:
Ц: і-

Ієїид=Іехгіг=> од=ищ +ехг. {2.ШБІ}
"щ гп

где их - скорость в любой момент времени; от, - скорость в начальный мо-
мент времени а*и = П.

Если за начало отсчета выбрать а, = О, то (2. ШБІ} примет вид

оІ = от +едг. и
.І¦

Это кинематическое уравнение для равноу-
скоренного двшкенна представлено на рис. 2.30.

0:1: Не:На выражения для скорости одс =Е найдем :
іІ'

уравнение кинематнкн равнопеременного ден- Ршып

женнп длп абецнссы:

дх=ахег={ещ +ахг)е'г. [ЫІЩ
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Нитегрировенис (21 Ш] с учетом тп = П дает:
ПІ І

І =Іп +ІдпхҐ-І-Т.

Аналогичные рассуждения можно привести для движения точки
Вдоль осей Ну и Щ.

Следовательно, уравнения яинеметикя рввнопеременного движе-
ния для координат нметот вид:

их 2х = хп +опхг+_;
2

пт:
у=уп +опїг+-2Ь;

ядгд
2

Уравнения иинемвтиии равнопеременного движения для проекций
скоростей:

одс = сих +яр';

о:гг = оМг +ауг;

оа = ощ +яєг.

Если известны трн координаты и три проекции скорости. то можно
определить с помошыо радиус-вепора положение точки и ее скорость
в трехмерном пространстве:

ч 5:2
2

13:ЁП+ЁҐ,

где г=411+г1+еї гп=4хё+гё+$ щаІяЁдеі-Ыёд
_ |І| 2 1 2

Ё_ Пд-І-ІЁІ'І +дг.

2.72 Решение задач на одномерное движение точки

2.41. Камень |Еросили вертикально вверх не высо'г_',г Н= Шм. Через
сеольио времени он їплдет не землю? Не явную высот-1.г Н. поднимется



2.1'. Решение задач на пднпнарнев движение тачки і БТ

иаиень, еели начальнїге еиерееть его увеличить ипеиее'ёІ Сепретиелеиие
ешдїиа не учитывать.

Дана: Н= Ши; щ. = лап; и = 1 Найти: г", Н..
Решение. Уравнения иииематиии е проекциан на ееь Ще

ну:ипу+ауг; [ЪПН'

а г*
у=уп+ищг+уТ. [1.112}

Преешша теперь-ния на ееь Пу

а? =-д. (1.113)

Начальные условия:
г=%=0;
у=уп=П; (2.114)

Ну =Ёу0 = В".

Уравнения (2.111), (2.112): учетом (2.113),(2.1141:
иу=ип-дг_ [111511

Ш:
РІНПІ-Т, [2.11Ы

Граничные деления І (рие. 2.3] }:
1:1'н;

11,, :{}; (111172:

у= Н+
Уравнения [1*115), (2116111: учетом [2117] примут Вид:

п : Ыа _Ёгн;
1 'И 1 Ё

н =ппгн _ЕҐТН. Т І

Решение Этих двух уравнений с двумя неизиеетны- 1,, Н
МН гннцп: __і Т*1 П_ Не. _

г” _Е* и" _*Ёдн' гиг. 2.31
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С тчстон этого ураанснна (2.115), 112.! 16] примут анд:

оу=1123Н -дк [ЪІІЩ

2
у= гггаг-г-ЁЁТ+ [анал

Граннчныс условия 2 (рис. 2.31}:

Ґ дп: плащ
у=П.

Подставлаа [2.1211] в (2.118), (2.119), накоднн время оссго полста
[нлн пронсасуток времени, чсрез который камснь їпадст на 3снлю}:

1,1 =г Ё.
Е

[1]: Ш=Іш=с+
" [а] Н `

[ип]=Ш=`]Ёї=ніс.

Если начальную скорость їаслнчнть в п = 2 раза, то максимальная
высота оїдст равна

Проасрка сднннц:

І
нІ=Щ=д1Н_

За
Вычнслсннс:

Е-Ш
г =2 _:2,36 ;“ 9,31 с

н1=21']П:ШН-.

отьет=гп=1,Ёыаащнічгнцпаа
2.42. С ааростата, накодащсгося на аысотс Н = ВШМ, упал ка1нснь+

Чсрса сколько арсмснн гп камснь достнгнст Зсмлн, сслн ааростат под-
ннмастса с постоянной скоростыо щ. = Зміс? ІСопоотшалсннсін ноз-
щгка прснсбрсчь (рис. 132).



2.1'. Решение задач на пднемернеа движение течии а ББ

Дана: Н= ЗШҐІ м; ц; = Змд'е+ Найти: гт Ра а,
Решение. Уравнения иииематиии в проекции на ееь Шу: ї п

ру=впт+агп (2.121) Т 1_
Н Е

а гІ
у = и: + ищут + -2Ь. 111112) п

Прееициа реиереиин на ееь Пу: Рнп- Ы:
а), = -5 (1.113}

Начальные уелевиа:

г=и=Щ

Ну _ Ёшг _ На: (2.114}

У =Уп = Н-
С учетем равенства 0.123] и начальных релевий [2.124] їравнениа

иинематиии (112111,, (2.122) примут вил:

щ=щ-д

у=Н+иьг- ШТІ. (2.1151.
Граничные условии (камень находится на певеринеети земли):

1:3 плащ

С учете-м граничных условий *(2126) тддтаанеиие 112125) примет вил
2

п=н+П0Ґп_Ш_2п

2
или гп1_Ёг -ЖЫЪ

Решение втеге приведениеге ивадратнеге 1дгравнени-и:

Ё
1'п112=_п [І± 1+ща Ч во

Знаи аминуеь претиверечит фиамчееиемуг емыелї: время не мешает
быть рарицатепьным+ Првтєлцъдг решением Будет:
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гп=_ 1+ І+2*"3"ІЫг е
3 ЁЁ

Проверка единицы намерения. Прежде воего под корнем

моды-М
[её] ег'м1

=1+должнабыть ІІїїевравмеонаа величина+ Проверяем:

Далее [г] Ё: ІІІ:::_:'1'І:-=г.:.

Енчиоление:

5 машинг =_|+1'_ =тнае“ 9,31[ \/+ 5І 1 '

Огнег: гн=и_ 1+ 1+23н =Т,Ё4е.
Ѕ Ч ПЁ

2.43. Метеорологичееиал ракета, еапїшенная
ул вертикально вверх е поверхности земли, движется

и! = 0, 1 е ускорением е] = 23 в течение времени 1: = 50 е. За-
| тем двигатели прекращают работу. Определите маи-
н Т п' енмальнучо вьшотїрг подъема ракеты. Сопртивленнем

у. воздуха пренебречь (рис. 2.3311.
і ф 25 Дано: о1 = 23, міеї; т = 50 е. Найти: у...ат = Н.

п Решение. Первый режим полете ракеты [делаете-
Рнп. 2.33 ее работают). 11*«*'[::,авненна нинематнни в проекции

на оеь Пу е учетом начальных условий [при гп = П,
от, = П, од. = Ещ:

од, = 254; '(11 ЕТІ'
у = 231222. {2+128}

Граиичиые условия:
г= 1:;

о, = щ; {2+129}

,Р = Р:-
їравненин (НЕТ), (2.128) е учетом »(1129) принимают вид



2.1 Рвшвннв задач на пднпмврнпв двнжвннв тпчнн в 'П

= 231932: [2:13П

Етврвй рвжцн налета ракеты [двигатвпи нв рабвтпют): НачалЬныв
условия:

га = П:

на, = и.: 111132;

Уп =У1~

Прпвнцнп ускорения на пвь Ву равна

пу = -3. {1.133}
Уравнения нннвмвтинн в прпшщнн на ось Пу С: учетом начальных

условий $132), (2.130), (2.131), в также (2.133):

в = 231 -вп «кг-134:
Ёзтї ш:= _ 1135У 2 2 *Ё Ё

Граннчныв условия:
Ґ =Ґн;

11,, =П: {2.136}

у =уп1ц = Н-

'у'равнвннн (2.134), (2.1331: учетом {2. 13150 примут вид:

'3 = 281: _ Він; 'її-137.1

н=Ё пдд.: _ 3%. (2433:,
Ив {2:13?} гн = 21:12 учетом э'шгв

Н =31Ё + *Её-2312 = 3311.
2

_ _ 2 _ м 'сПрпвврнв вднннцы. [Н] - [3] [1: |- І

БычнЕлЕннЕ: Н = 3 - 9,31 - 502 = ТЗДТЅ нм.
Ответ: Н = 331:2 = ТЗДТЅШ.
1.44. Тела, Брошвннпг Нвртнквльнп вверх из тпчнн, нвшддшвйвн

нвд пввврхнввтъш Звнлн на вывшв Н, пвдавт на Землю чврвз время т
пт мпмвнтв Брпсвннн. С квнпй снпрсютью и" Брпшвнп твлп'? Сппрптнв-
лвннвм воздуха пренебречь (рнв. 2.34).

=Н›.
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д и] Е ДЯНО: Н; 1:. Найти: щ..
ї 1 Решение. Уравнение кннематиии равнппеременнпгп дни-

Т женип для прдннаты
2П І

Н у=уп +ппуг+гт. {1.133}

-1- 'П Начальные условии:
Рис. 2.34 г: п:

уп. = Н -

Проешшя ускорения на ось Пу:

ад=-д. (2.14Щ

Уравнение [2.1331іс учетом [2139] и [2.140] примет вид:
1

лимит-шт* (11411
Гриничнычг:г условия [тело леишг на выше):

І : т'
` (1. 142)

у = П-
Уравнение (2.133) с учетом [2139] препбразучстся и пищу:

2
П = Н ищи-ат?+

РЕШЕНИЕ ЭТ'ПШ їраВНЕНІі-'Ш 'ПТНПЕНТЕЛЬНП На.:

[Н]Прпнерии единицы щ.: [3] [г] = Ще: с= міс; Пыидт.
Т

Следпнательнп, [110]: мда.

Ш: и., =%-Ё міс.



2.1 Решение аадач на едномарноа движение точки а ТЗ

етопнин Ь= Шмдруготдш'гй+ В некоторый момент време-
ни веркний камень ероеатот вниз ео скоростью от = 21] мДе, Н
а ниъкний отшекашт. Через какое время камни шопкщтеи? і рт _ п
ІШепротиелением воздуха пренебречь [рие. 2.33.

Дано: Ь = Шм; от = 20 міе; от = 0. Найти: Ґ.

2.45. Деа камни накодатеи на одной вертикали на рве- Т П 1 1

й. Ч
Ё

и 1'
Решение. ІІЁІ'еь ординат 'удобно направить вниз (по на- Рип 2 35

правлениіо движении). Прежде чем Запиеывать ураа- ' '
ненин кинематики, еледует найти проекцию ускорении
на оеь Ще

ву = 3* Ы!+ 1431:;

Начальные условия для первого камин:

г= й;

ип = ищ: (114%
уп = П.

Уравнения кинематики в проекции на оеь Ш; е учетом (2.143)
и (2.144) для первого камня:

иуІ = І$311] +81:

1
у, = выншї. $145)

Начальные условия для второго камня:

г: П;

оп =иш :0; {1+14І.5}

їо = Ь
Уравнения кинематики в проекции на оеь 'Пу е учетом {1.14Б}

для второго камни:

133.12: 81;

2у] 13%. опт
їеловие ветречи (етшткновенив) камней:

у| =у2= (1143)



'М і ГЛДБДЁ.ПБНПБН КИНЕМДТИКИ

Подотевляя в [2+143} [2145] и [2.І41г'11і получаем
І І31* _ 81*

Решение этого уравнения относительно г':

Ґ =_
“от

Прпеерие единицы:

Ш- Ш _ш=с.
_[ит]_ м

Енчиодение:

Шг= -=о5 .ш * с
Ответ: г' =і -ОтЅ е.

“ш

н 2.46. Одновременно одно тело Падает без ня-
д _ п _Т 1 1 чальной еиороотн е высоты Щ, второе тело бросают
ш з Б вертикально вниз е выеоты И: (и, 3** 11111. Не землъо эти
Г д Щ тела падают одновременно+ Определите время пя-

Іл, дення т и еиорщотъ, о которой было брошено второе
Ьі тело (рие. 2.31.51і+

п Дано: Нд из. Няіі'тп: т; от.
Решение. П и ня на ооьСІ но е ня

Рне.1.3& рос Ц уж: р н
а? = -гп

1І'а*'[_з~я15|нения инноматиии для ординаты о учетом начальных условий:
для первого тела

2

де ІІ _:- | не ,11.1491

для второго теле
г:

ї: = І"2 _”по'г: _ЅТІ ' ШЦЅЩ
Гряничные условия:



2.1 Решение задач на пднемарнеа движение течки і ТЕ

н=н=е (кин
Решение уравнений (2.149), [215011 е учетем [2151]:

О = е, - дтїд; {2+152}

0 = И: - вщг - 31932. {2+153}
На {1+152} елелует

т: ё
Ё

ППдетавлан это значение 1: в уравнение (1.153), пелучнм

ІІІ"ш = “И _ ,11) 4%-
1

Прпверка единиц 1; н ещ:

[наугадща.
МТІТ= ,зі'іщ ПЩ=ЬІІЗ _!!1) і, МКС.

Е ж*І

вверк Цене. ЖЗЛ. Он упал на аештю через гл = 4 е. С какей
екер-петью ес. брееили мяч? За какее время І,Ща ен педнклек Т
на максимальную высоту?

2.47. Мяч брееили е вышки выеетей и = 20м верггикальне 3" Н 1

її щ
ц

_

Дана: а = 211 м; гг. = 4 е+ Найти: ап; туши, Ё
Решение. Преекцин уекереник на ееь (ту: і- п

ат ='3' ЩШН гнеазт
Начальные уелевип:

г =І};

ип? =нп; {1.155}
уП = и.

Уравнения кинематикн в проекции на ееь Пу е учетпм (1.154)
н{1.155}:



ТБ і ГЛДБДЁ.ПСНПБН КИНЕМДТИКИ

“у=”о_Ё-'Ё (1155)

І

у=ь+иПг-%. шлато
Граничные условия І [мяч лежит на землеїн

І = І'п;

у= П. {1+153}

Решение уравнений (2.15Т}, (1.153}:

І
Ѕї0:;1 г __П,+в”П 2

'ПТБЮДЁ

ат.. д
п=___' 2.159а 2 гп < >

Проверка единицы; [діг].[у]=%=%і [[511] =м;'о+

Следовательно, [он] = міе.

Вычисление: о" =1|5|1|`ЅТ1І4ЁЁТІП| =14,61 му'е.

Граничное условие 2 (мяч находится на максимальной выеоте):
г= ті, ш,

и? =0. флеш

Решение уравнениа (2.15І5} е учетом (2.159) и '[11'БЩ:

уши =на
2 П

[а] ьт-г.:2
Проверка единицы: _ =_=

[аІШ МЧ:
Следовательно, [аЪг ти] - е.

Вычисление: г - 4 і =1145 о.“ЩҐїам--ъ



2.1 Решения задач на пдненарнее движение течюи я 'П

5: и
2

2.48. Камень Ерпшен е высоты і: - ЁЗЫ вершивльнп -т- ї;
авееа е начальной енереетьш и., = Зміе. Наі'шнте еаерееть п

Ответ: ип: І: м г--=]4,Е›2 _; г = -д-г" е РМ 2
П

=1,45 е. 1* а І

в" иамня перед еемніи падением на Зеншю (рие. 1.33). д
Даня: е= 23 м; вп= Еще. Найти: в". 1-
Решенне. Проекция ускорения на ееь Ву: 'П

ат = -3. (1.151) Рис. Еда
Начальные уелевия:

г= О;

ну = по; (1.152)

_ъъ - й.

Уравнения кинематнии в проекции на ееь Пу е учетом (2.1613,
и{2.162):

и), =пд-дг, (2.163)

у= там-ШТІ. (2.164)

Граничные условия:

І: ГП;

1.:у = ип; (ІІІБЩ
у= О.

Уравнения иинемвтиии (1.163) и (2.164) е учешм граничных уеде-
внй (1.1ІЅЅ}:

ип =ип-дтп; (1.1515)
2

П=н+епгп-8;“.

їравнение [2.164] перепишем в виде приведеннегп ввадратнеге
уравнения:

1 1 2г" -Еепгп -ЕЙЫІЪ



ТЕ і ГЛДБДЁ.ПБНПБН КИНЕМДТИКИ

Корни этого квадратного уравнения

дір а]
=Е ЦЁ

Второй корень отпадает: время не может Быть отрицательным.
Следовательно*

гтд=шп 1+ 1+2_5й.
3 ПЁ

Подетавляя вто время в (2.166), получим выражение для проекции
ня оеь Пуекоррети падения камня на вемлто:

Ё
её '

. _ 2_
Пррверкаединиды: Ш-ы с м=І.

[оё] едм1

Следовательно, [оп] = міе+

Вычиеление: о11 =-З-1,1+ж =-21,5 му'е.

Ответ: оп =-оп ,1+_25* = -21,5 міе.
“о

2.49. Камень брршен е поверхности Земли вертикально вверк е на-
чальной окороетыо оп. Сколько времени шон будет наводитьея выше
уровня, еоответетвутошего выеоте а Н: *С умы?

Дано: оп; а: Найти: Ы:
Решение. Проекция ускорения на ооь (ту:

о" =-о'ІІ І+

Р н. “у _5
1 Ё Начальные уеловНН (РЖ-'22 2239):

Г г=0;



2.1 Решение эвцвч не еднемврнее движение течии і 'Ю

Уравнение нинемвтиии в проекции на ееь Пудпн ердиивты:
І

у*1 =епг-%. {2+ІБТ}

На выеете І: *С унш ивмень пебыввет дважды: первый раз, иегдв ен
летит вверх, втерей раз - негде летит вниз. Следеввтельне, граничные
телевин имеют вид:

г= д;

г= р; Едет
у=и.

Уравнение [ЪІЬП е учетом (2168] приобретает вид
І

Іт=е г-ді.
° 2

Р'ЁШЕННЕ ЭТОГО Уравнения 'П'П-ІОСНТЕЛЬНП І'І

иг2=-“[І+ І-ЕіІ'І']е 4 щ.
Время, в течение иетеррге камень наиедитея выше уровни, ееет-

вететвїющеге выеете и:

211ш=г1-г, = _" __Едд,
5 По

Пррвернв единицы:

[Ё]=[м+и1_м-м-сї:ц
её [её] е1 -м2



БП і ГЛДБДЁ.ПСНПБЬІКИНЕМДТИКИ

*1 1.511. Свободно пацающее (Ееа начальной еиороети}
1 тело прошло за поеледитото ееиуиду падении 'Д евоего
Е пути1 Найдите время падении и выеоту, е которой упало

тело ,[рие+ 240).
,ад ї. Дано: 1*,І =1е;в = [НЗ] а. Найти: гл; Ь.

Решение. Систему координат еоелинаем е точной на-
у чала движении, оеь ординат рационально напреиить анна

РНЕ. Ъш {по направлению движении).
Проекциа уохоренна на оеь Пу

ау=3+ 1:116911

Да

Начальные уеловия:

= П; {1.1ТП}

Уравнение хинематихи равноуехоренного движении дгш ординаты
е учетом (2. 1691! и [2. ІТЩ:

2

у= %. (2.1111.

Граничные делоаии І (тело находитеа на аемле}:

ї: о;
у = а. (1. 1 ТЦ

1їравненне (2.1Т1}о учетом начальных [2.170] и граничных {1+1Т2}
уелоиий примет инд

2
а - Ё. (1.113)

Граннчные уеловни 2 (тело падает е выеоты Ьдо МЗ):

'г _ ІІ! _ їх;

у-л - (11,13). (112154)

Уравнение (2.1Т1} е учетом начальных [2.1711] н граничных (1.1Т41ъ
уеловий примет вид

_ Ё
Ё = _дтвгы + {1+1Т5}



2.1 Решение задач на сднсмврноа движение точки і 51

Система уравнений [2. ПЗ), [Ш 751* - заминуїая Ьавауравнения и две
неизвестные и и Ы. Подставляя значение и ив 1:2. І ТЫ в 1:2. ПБ), получа-
ем приведенное ивадратиое уравнение относительно неизвестного

Ґд.: _ 'БҐІЦ + 311: = П,

Кпрнн ЁПТПРПГП

Ґыд = Ґд 1:3 ± 1,45]+

Вычисление: гы = 5,45 е; гы = 0,55 с.
Второй корень противоречит условию задачи: время всего полета

не может быть меньше одной секунды.
Подставшяя Значение а, в (2.173), получаем

н= від/2 =9а1 -п,55у2= ным.
*ІІІ'Івепзу,=1'і,41'іс;и=141'5,Т<'м+ У “І
2.51. Мяч брошен вертикально вверк ив точки, находя- І

ЩВйся на высоте не Определите начальную скорость мяча он, ЁІ рт и
время всего полета І" и скорость его перед самым падением і
на аемлІо сп, если известно, что за время движения он про- Т
летел путь За (рис+ 2.41), д

Дано: и; За. Найти: сп; гп; о... і 2
Решение. По условию весь путь равен 331; следовательно, пт

максимальная высота равна 211.
Проекция ускорения на ось Ду: Рис* 1'4]

Начальные условия:

г= О;

ц:ІІ1. = он; (1.1ТТ)

_у,:ІІ = и.

Уравнения кннематнни в проекции на ось Пу с учетом (1.13'15)
и (1.177):

оу=оп-3Ґ_ (2.15'3)

31:
у=д+идг-Т+ шип

ГраничнЫе условия І:



ЕЕ і ГЛДБДЁ.ПБНПБН КИНЕМДТИКИ

г= ее
ад, ='П'; (ШЕЩ

у =2Іа

Уравнения [Ы ТБ), [2.1'3'9] е учетем 0130] имеют вид

ИЧП-ем; (Ши
2Ь=Іт+епгд -ЁТЁЁ {2.152}

из (1.131) еледует 12,, =”-“.а
Педетавляя эте значение времени 11,, в (2.182}_ получаем

ен = Еда. (2.1531|

Проверка единицы: [1131]: ччЛуна] =1,$ -мде

Определим время вееге пелета г., и еяерп-еть мяча перед еамым па-
дением на землю.

Граннчные їелевия д

Ґ= гл;
еу=еп;
у=0.

(и ее

Уравнения [Ш ТЫ и 1:2. І Т'Л е учетпм[2.183}и{2.134}прнмут вид:

е" =еп -31п; 111351*
2

а=а+ 2дя-гп_3;“.
Уравнение (2. ІЕБ) преобразуется и приведенней форме явааратнеге

уравнения

г: -2 ,Ё -Ё = п,
Ё Ё

гпш =Ё {1±~.Е].

(шее)

яернн яетереге



2.1 Решение аацач на пднпмернеа движение тачки а ББ

Бтерее значение иерна ивадратиаге уравнения {ее аиаиам емннмещі
претиверечит фиаичееи'емїгг емыелу: врема не мшиет |Еіыть отрицатель-
ным1 н елешавательна1

а=2д1ЁЁ. іашп
Ѕ

1
Преверна единицы: [1.1] = ІІШ=1ІЦ =е+

[вІ М
Ппдетавиан (2.133) и (2.18Т} в(1.135}_ получим

ап = 43142311.

Прееерна единицы: [ап] :1Л3][и] = 1,? = мд'е.

`ІІІ'гве'г: в., =1Ґ23щ щ'е; гп =2,41 ,Ё е; ип =-1,4Щ'2 , мд'е.
Ё

2.52. Вычиелнть переднюю еиерость движения тела у д І

ЁЕ, брешеннеш вертикально вверх е ппверхнпети земли
3 (3!4111..:

ее еиереетью ем на учаетие ет у = П де у = - Уцш (умы: _ БП
маиеимальнаа выеегга полета). 4 І ї

Дана: пп. Найти: Е . п
Решение. Преешшн уеиерениа на ееь Пу (рис. 2.42}: Р'ш'и:

Начальные деления:
1'= О;

уп = П.

Уравнения иннематнии в проекциав на ееь Пу е їчетам {2+ІЕЁ}
н{1+139}:

ад, = ип -дц {1+19П}
2

у=ив-%Ь. шлем



БЦ і ГЛДБДЁ.ПБНПБН КИНЕМДТИКИ

Граничные деления І:

г='г,'ъ*пшз:;

ру :'П'; {2+192}

ї=Ушш
Уравнения [119011 н 1:2. 19І) е учетом граничнпге релевна 13,191):

0:1:0 -дтшд; 1:11931*

Ёїїчаке
умаее = нпїушаа _Т' (1.194)

Решение еиетемы Іуравнений $193) - (2.194) етнеентельне уцшг
2= “_П

уНІІІІ: 23

_ _ 3 3 еёНахедим время пелета 1: ету - П ,шедьІ - Едет =Ё- .
3

Граничные делевиа 2:

г=т;
2

= ЗЁ. шлем
За

Педетавпнн в [ІІЧН граничнее гелевые {2.195}, пелїчим
1 2 1

3дыма-ї., или 1:2 -Ё'НЗЁЫЪ
а” 2 Ё 432

Керни атеге приведеннеге квадратного уравнения:

е
1:1.: =_п(1±0›5}-

Ѕ
Еледпвательнв,

ит] = дзї, а: = [тд-'д
3

ЗеЁТеле преаедит вта-Іееггді.г 2 у = 8_ дееащъв Нае интересует движе-
Е

ние тела веераІ пеатемї';г принимаем втврвй нерень: 1: = 1:1.



2.1 Рашаниа задач на пднамарнаа даижаниа тачки а ББ

_ Зеё 115110 ЗНенемая ередияя енерреть и =_ :_ = -і'.-¦'.нд д 4”

Швег: Г: = Ёап м,."е+

1.53. Теле падает без начальней енерасти е выееты и = 45 м. Найди-
те ерелнваш енераеть на нижней пелеанне пути.

Дана: и = 45 м. Найти: б.
Решение. Средняя енерееть на нижней пешевине пути

и-=-;гн, 1.115и 2 'І 91*

где г" _ время пелета тела на нижней псшавнне щтн.

Время гн будем иенать из решения уравнений нинематнни.
Начальные условия:

г= 0;

На! :ЁІ'; (119711

уп =ІІ¦І+
Уравнения нинематиии в прпещияя на оеь Пу я учетпм (11911):

и, =ея
81,1.-

у=_+ (ЪШЩ
2

Гриничные шпвия І:

І=І` '
п' 2. 99

11:11. І: 1 }
Здееь г.. - нее время полета іїрие+ 2.43).
Уравнение [119311 е учетом (2199] будет иметь вид пп = п1 гь= Ёш. шаги д д 12”

2 2
Граничные їелевня 2: 1 їид Ґ-

І
І: Ґп _ Ін; ч. у

у= 1:12* (ЕДПЦ Рид-43



ББ і ГЛДБДЁ.ПСНПБЬІКИНЕМДТИКИ

Уравнение 12493) с учетом граничных условий (2.201) преобразу-
етса и виду

ь до -т 11_=д+ 1202

Система уравнений (120011 н (2.202) аамннута (два неизвестных
н два уравнения).

изтшсщедьдуьт тп = Ё.
Подставлап это выражение для тп в (1.202), получаем привеленное

неадратиое уравнение относительно неизвестной тн:

РІ! Й2Ґ" _2 її" +Е =п,

РЕШЕННЕЫ НПТОрПҐП ЯВЛЯЕТСЯ

ь.т_.= Ёшь).
Какое же значение времени движения тела на нижней половине

пути нам брать?І Для решении этой задачи следует вычислить и срав-
нить времена тп, тн. и тнд:

1-45 45 45п= И_=з,сз ; .. = _ т=5,|е ; н = ,_п,4|=е,ааг 9,31 с ІІ даты с И 9,31 с"
Е соответствии с Условием задачи время движении тела на ниж-

ней половине пути равно тнд; 11.1 не соответствует условию1 'гаи паи оно
Ібольше времени всего полета тела.

Следовательно,

,и
гь = 0,41 Е (ЪЕПН

Нсномаи среднип скорость на нижней половине пути в соответ-
ствии с уравнениими (2.196) и [2.203] равна

__Ц
0,32'

Проверка единицы: [Е] =1|І'[д|+[й] = І,%=мт'с.



2.1 Решение задач на пднеыврнеа движение течхи а В?

1;а_вІ-4=256ЩЦ
Нычиеленне: г?-_ два

Ответ Г: =Ё = 25 15 щ'е
0,32 1

1.54. На двух течех, находящихся на расегеянни дп П* 31
ы "' Іу- БПы друг ет друга пр вертикали вдали ет прверхнеетн дп Ь

аемлн_ |Ерренлн едневреыенне навстречу друг другу два
тела е едннахввымн ехероетяын щ. = 5 Ще. Определите, _1_ Т її
через хахве время 1: н на хахеы раеетеянин І. ет верхней
течхн тела етрлхнутея (рие. 2.44).

Дана: Ь] = 50 м; щ. = Быу'е. Найти: Ь; т. Рне. 1.44
Решение. Рациенальне енетеыу хеердинат евяаать

е верхней течхей, так нах пе уелевнге Ь етечнтываетея ет нее.
Преешшя уехерення на реь Пу:

'ІГЁР'

ду = д (220%

Начальные уелрвия:

1'= О;

или = Не;
иду: = что; 3.2051*

на =0;
_уш = Ь.

Уравнения хннематнхи в проекции на рев ІВудля ердинаты е учетем
[2.204] и (2.205):

2
д =ар+%; (язвы

яг2у2 = Ь" -епг+7. (ЪЕПТЪЬ

Граничиее уелевие - уелевие встречи:

и = у; = Ь (цеху
Прнравнивая правые чает [2.206] и 1112011 и учитывая, чте время

ветречи г = 1:, пелущаен
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1 1І І

откуда время ветречн

=іза,
Проверка единицы: [1]:Ш =Щ е+

[не] м _

Вычисление: т=ї=5 е
2,5

С помошью уравнений (2 206) н 1:2 2031 находим раеетонние Ь:

_10+.е_ІЁ
2 +8иЁ

2
Проверкаединицы: [_її: [а] [10]:м'21с т =м.

Вид о11 е «м
2

Вычиеление: Ь= Ё+ 9'3_] 50 =14?.бм.
2 3-5

Ответ: т=ї=5е; Ь=Ё+ЅЁ: 1476 м.
оп 2 ЁНЁ

и 2.55. Проезэкаа л-й этаж [л = 6] ео скоростью он = 4міе,
'Р Г лифт поднималел е ускорением о = Еміед, направленным
Г "а вниз іїоне+ 2.45}. На каком этаъке т ЩТННОБНТСПЛНФЪ Если

выеота каащого этажа равна Н= 4м?
лІНТ 31 Данош=І5;ип=4м,іе;о=2м]е1;Н=4м.Наіі-Ін:л|.

І НН Решение. Пооеъщня ускорения на оеь Ну
П од, = -о' (2 21191

РНЕ- 1-45 Начальные тонна:

г= О;

уп = он.

Уравнения кннематнки в проекции на оеь Щ: е учетом $209)
и{1.1Ш}:



2.1 Рашенна задач на сдномерноа движение точки а ББ

Граннчные условия:

г = т] ;

иу = П;

у=и]Н.

(1.11 1)

дату

двп.)

Уравнения кинематики 0.211) н (1.112) с учетом (2.2130:

П=оп-ат|;

вШ'иІН' :иН+оПт-Т.

Ив 0.2141* следует: ІІ =и_“.
д

Подставлап это значение а в (2.215), получаем
2

по
п]=п+_.

Еда

Проверка единицы:

на;І _ мЕ-с2 _1
2.15: сдм'м ч

Вычисление:

в.=в+42д2-2-41=?.
Пгвет: лифт остановится на седьмом атавке+
2.56. Камень, брошенный с некоторой высоты верти-

кально вверх, за первые т = 2 с полета проводит путь 5 =
= 25 м+ Какой путь дЅ пройдет камень за следующие 1: =
= 2 с полета? С какой скоростью ип его бросили?

Дано: т = 2 с; Ѕ= 25 пи+ Найти: дЅ:
Решение. Уравнения кннематики в проекции на ось

ординат с учетом начальных условий {рис. 2.46):

су=сп -дд (ЕЩЕ)

(2.214:

{2:215}
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2

У: НьҐ-%+ (2212)

Граничные условии І (рис. 2.4611:

г = туши;

с? = о; '(2213)

У = Ути-
Ътавнение (2211) с учетом (22 І 8} и (2216:: принимает вид

ум =-+ (1219:.
Допустим, что камень в течение 1: = 2 с летел вверх. Тогда, подстав-

лаи в уравнение (2212) г = 5, г= т, получим соотношение:

2 Ѕ 2 1-215 =оп1г-ї:аошІ =-+Ё=-`Ѕ+Ш
2 т 2 2 2

Подставлна ато значение скорости в (2.219}, найдем максимальную
высоту полета:

=32,І2 мІс.

_31121
РШЕІ _ 2.9!8'.

и, решал совместно (22 [6) и [2.2І81І, вычислим время максимального
подъема камня:

= 52,58 м

о 3212
[у =_п=_=3,27с_

'Щ 3 9,81
Следовательно, в течение двух секунд камень действительно летел

ТПЛЬЁП ВБЕРЦ..
За следующие две секунды полета камень пролетит ввсрк рас-

СТШІННЕ

в] = ум -$=52,зв-25=2т,2вм
Н ВННЗ

_ ,нс-[дтн _ давала*
2 2

Итого за следующие две секунды камень пролетит путь, равный

52 =1,'61м.



2.1 Рашанна аадач на одномерноа даьшвнив точки і 51

Птнег: аЅ=ЗП м; о:І =32.1м,н'с.

1.51 Последний метр [Ы = Ін} пути бро-
шенное вверх с земли тело прошло за время
г; = ПЦ о+ С наной начальной скоростью оп
было Ерошено тело'ЕІ Какой нугь Ѕоно прошло? щ
Снольно воего времени гП оно двигалооь? т Ы г г*

Дано:Ы= Ім; гн = О,1о.Найгн:оп;.Ѕ`, г". д п Ь
Решение. Уравнения нинематини о уче- Ри 1.4.;

тон начальных условий в проекции на ось '
оодннат:

оу =оп -дп (ЕДІШ

ш 2

у: ВЕД-Т. 1222111

Граничные условия І (рис. 2,4?}:

г =.І" -Ґ '
“ к” (2.222}

у = Ы.
1Эддипан'ение (ЕДЕЦ о 1учлет'ши граннчныл усшвий (2.222) принимает вид

1

а: = вони -гк у-ц (2.2231.
Граничное условие 2

г =г ;“ {2.224}
у =П.

Решение уравнений (2.221 }, [1224) относительно Іп:

тп Ёі, (1225:.
В

Подставлан (111511 в (2.223), получаем (подробно):
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На поелелнего роаенетва елещ'ет:

оп =4:1'-“`!г+%=11+51+9 ЅІІП'І =Ш 49 щ'е.

Граиичиое уеловие 3

г=г_.,;
од, =0; (2226:,
у=Ьх

Решение еиетеыы уравнений (122011, [2.22] ) н (122621 отноеительно о:

Время веего полета г" лз-,ыниелши` подетавие значение екороети о.:
в (2.225):

гп=_Ё[ЁнЁ]= 2_“ЁМ'Н = 2-1 +І=3,4Те.
Ё гн 2 до '* а_вьш

НЗ

ПШІНП=Ё+Ё=ІП,4ЁЕ; Ѕ: 21%: -п=11,2м;
к 2 е 5

гп =2Ы+г =3..4?е
'Н

1.58. Тело, Ерошенное вертикально вверк, прокодит в первуъо ее-
кунду половину выеоты подъема. Какой путь Ѕ пройдет тело в поелел-
нъоіо еекуилу евоего движения?

Дано: г= г. = І е;_1.*=ушш.д,;х'2.Найтнъії+
Решение. 1Іу'равиеннл кннематнки е учетом начальнык условий

в проекции на оеь ординат:

о), =оп -312 (2.22'Л

з
у= апг-%. (2.2131,



2.1 Решение задач не пдненернев движение течнн і НЗ

Граннчные їелевнн Црне. 2.4Ѕ}:

І=ҐїниеІІІ

ру =ПІ; (2.2291.

у: ушш+

ЫІҐІ'Ж| а і 'е
уш 21 і

т 54 і _д-
гид т : 3

ф ЗЕ ЧҐ
0
РНЕ. 1.48

Уравнения (2.22?) н (2.223) е учетом греннчнеге їелевнн (1.219):

0:11" -дгшд (2.230)
ш:

ддт =цпгущ _%_ (2.231)

На {2+23ЕІ} н (2.23І} следует:
2

= "_П
унцс 23-

Греннчнее гелевые 2
гг=Щ=ІІ=Іц

2 еще
= 'РНЩЁ'Г-У _2 -

Уравнение [1123) е учетом траннчнеш їеленнп (1.131):
1 2

а_П = НПІІ _ 81_1.
43 2

Решение этеге уравнения етнеентельне по {педробнее):

её - 4313110 + 2311? : П;
ппц = 251, ±1Ґ4дїг|ї 232131 = дт,{1±~$ї1ь.
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Нтен,

и : 31.41.531
“' (1.1333

ип: = п'ЅЁЁ.

Граничнее телевие 3:

г = ~д” (1.1341
у = П.

Здееь г" - полнее время движения теле.
їравнение [2.228] е учетом граничнеге телевия (2.234):

2

п = ви: _ 1%. (1.1333
Решение (2.235) етнпеительне гп:

1(п =Ё. (1.1331
Б

Преверив вычиеленив начальной еиерпеги:

шт =е.31е.ПІ

211593 _
"1 =_=1.18е - претиверечит телевию задачи. пелнее время

движения двнненп Быть. пе крайней мереІ больше двух еенунд. Следи-
2-3,4І3ветельне, пвлнее время движении равно г", =_=6,82 е .

Грвничнее теле-вне 4: 3
3 =3 -І-

“ ” 2.23?у = Ѕ_ 'і 1

Уравнение (2.128) е учетом {2.23Т):

_ 1
.3=в.,(1п -н-ШПТП. (1.1331

Ппдетевлнн в [2.238] [2.233] н (2.236), пшгучвем:
1211 3 2”5:” _3_1]__[_”-1] =11 4,53:

= ддт-11,53 = 231-9311: 23,55 м.

Птвег: 51 = 23.5531.



2.1 Решение задач на одномерноа движение точки і ЕЕ

2.59. Два камня свободно падают (без начальной скорости] с высо-
тьт й = ЕП м. Второй камень начинает двигаться на 2 с после первого+
Постройте график зависимости от времени проекции скорости пер-
вого камня относительно второго на ось, направленную вертикально
вверх. Силами сопротивления пренебречь, ускорение свой-одного па-
дения принять равным д= Ш міог.

Дано: й = Ё'Пм; со = 2 с; 3= ІІІІмі'сї+ Найти: он = оп Ш.
Решение. На уравнения кинематики для ординаты, вапиеанного

е учетом начальных и граничных условий
31:

0:3- ",
2

где г" - время всего полета. следует

Іп: Ё: Ш=4с_
3 ФШ

Уравнение кинематихи для проекции скорости на ось ординат

ву- -дх
Графики зависимости скоростей перво-

го н второго камней от времени построены
в соответствии с вышеприведенным уравне- 30
нием на рис. 2.49 (прямые Ін 211+ 20

График зависимости от времени проех- Ш
Ции скорости первого камня относительно П
второго на ось ординат, направленную вер- -Ш
тнкально вверх, приведен на рне. 2.49 (вшр- _20

их, міс

ные прямые линии}. ї
1.60. Тело орооают вертикально вверх

с поверхности Земли со скоростью он+ Сила Ні*- 149
сопротивления возщна пропорциональна
скорости и равнау:ч - хр, где 5: - постоянное число. Через какое время
1: тело вернется на Землю, если скорость падения на до меньше стар-
товой скорости.

Дано: оды; = ко; до. Найти: т.
Решение. Запишем второй закон Ньютона в проекции на ось 'Пу

для двнхсения тела вертикально вверх (рис. 2.50, о}:
-ля.::'}г : -ЁП - тд (12391
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ду п?

Н Н із,

н "15 н тЕїе
Н Ё* и |
' 59" ХКҐХЛФ'С ' д" ФФ'ҐҐҐд п " 1е.

е б

Рнс.1.50

Запишем также уравнения иинематиин в проекции на ось Пт:

_Ё.гг Ш. (2.24щ

ае =- Не. (2241:,
1' е'т

Подстаалаа (124111 в (2.239), получаем:

о*
-тё = до + тд. (2.242)

Перепишем (2.142) в виде

-то'ву = Ісоа'ї + тда'!

и праинтегрируем это выражение в соответствующих пределах:
П Ё| І

-тІ авг = КІвїєіг+ тдІєіг,

где Д _врсмн полета тела до максимальной высоты Н.

На (22402, слещ'ет ду = еуе'г.
Подставлан последнее выражение в предыдущее, получаем

п л и
-тІ вид, = а]днев] га.

ип І] І]

Результат интегрирования:

лаги = ІсН + тд..

Пгстсде следует:



2.1 Рашанна аацач на пднамарнеа данжанна тачки і НТ

_тЅ .

Пантернм прецедурудля етераге этапа движения тела - не верхней
течнн анна [рне+ 2.50, 6). Запншем второй еанен Ньштена н уравнения
еннематнан а прпеацнн на ееь Пу:

(2143:.*11

та), : -тіїшу +т5: (2.2441;

а? = Ё; тама
ее

ау =ТҐ1Й (2.2461'

С уче'шм (124511 н (2.246} днфференцнальное уравнение (1.2441;
перепншетея в виде:

лта'иу = -Іса'у + тда'г. (13471
Интегрнруя (2.247), пплучаем

и. н ІІ1
т! дед, = -КІ а'у+ тдІа'І, .где тд - время епуека тела.

п п п
Результат интегрирования:

ШК- = _Ён +т812+ +

`\13ггс:1т:ида следует:

г: =Ш. (2.1431
та

Еее время двнменна тела
1:=1'І +г2. (124%

Педетаалан (1.1431ь н (2.2481ь а (2.249), получаем:

_ еп + ен_Т_

Учитывая. чте ен1 = ип - ап, екенчательне пелучаем:

Іип -дш
Е е

Т

т:
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2.61. Мальчня Ероеил велеее, явтерее пеяатилееь вверя пе навлен-
нвй плееиветн е начальной еяерпстью во, н еряаї все пебежал аа ннм
е пеешянней еврреетью в. Через вааее время 1: мальчик поймал ве-
леев, еелн вне двнгалееь е пеетеянным їсверением н через время м
певернїлв в обратную сторону?

Дана: на; я; га Найти: 1:.
Решение. Прпеяцня ускорения яплееа на реь Ох:

а: : -гл (ЁДЅЩ

Начальные явления для велееа:

г =п=
впи :вп; (22511'
ІШ = _

уравнения яинематияи равнрпеременнрге движения велееа в пра-
екции на ееьПхе учетом 0.2501* и начальных явлений (2.25 Ц:

алг =и0-ап (2252*

ад
ІІ : [101 -Т . (2.2531:

Уравнение движения мальчика (еге скорость а пветвянна):

*1 = Щ- (2.1541
Граннчне-е явление для яплееа І (рис. 2.51):

г=гр

а =а. даем

Рне. 1.51

Решение уравнений (215211 я (2*2551І дает апамеяєнееть найти вели-
чинаг їеиврення



2.1 Рашанна аадач на едненарнеа движение течни а Ні

а=-. {2.256}
Ґп

1І'Н'Іетдіааіие аетречн мальчика е Калеепн:

г=т;
ІІ =Іг {2.25Т}

Сеамеетнее решение (2.259), (225% н (ЕДЅН:
1

рот-_:ит _.,
2

далее:

или, учитывая (22545),

= [на _ЩІ-'п
1 _цп -

Первое значение времени ті - П ееатаететаует начальнаму пележе-
нию мальчика и иелееа. Решением данной задачи будет т = тд.

е-м-еПревериа единицы: [1:] = = е.е ~ м

Птнег: 1: = _Ігпшп _Щ е.
'да

2.62. їдарем шарииьг ееебщаъет начальную екерееть и ен аиатыаа-
етеа на нааленную гьгш-шьайнеть+ На раее'шянии ет меета начала движе-
ния І. = ЕП ем шарик пебывал дважды: через время г. = І е и г; = 2 е па-
еле удара. Считаи движение раанппеременным, найдите начальную
еиерееть ип. и уеиаренне а (рис. 2.5211.



'ІПП ІІ ГГЩВД 2. ПСНПБЫ КИНЕМДТНКИ

Дана: Ь = Едем; г. = 1 е; г; = 2 е. Найти: ип; а.
Решение. Прееиция уенерення на ееь их

их =-а. (ЁДЅШ

Начальные уелевия:

І=Щ
них =Ґ.І; ШЕЅЩ
хп =П.

Уравнение иннематнии равнеперемениеге движения в прееиинн
на ееьПядля абецнееы е учетем (2.258) и (2.2590:

І

1 =апьЁ. (азащ
Граннчные уелевня:

г = гІ;
г = гг; (116111
х = Ь.

Уравнение (2.2613) е учетем граничных условий (2.261) преобразует-
ея в два уравнения:

І
Ь=епг| -ї; 1, их;

2 = “ага

Решением атиядвух уравнений е двумя неизвестными ап и а будет

_ Цгі +гд1і+ а=2_Ь
П- 1:ггг: 11:2'

Превериа единиц:

[и“1: [12];[І__ІГ1Ґ] =мущ [д]=ЁҐТ]І=мІеЁ.

Вычиеление: еп-- п*Е_::І; и =1 2 Щ'е; а=%=0,3 ну'ег.

Ответ: еп=Ц:'_+г1=1.1 му'е; а=Ё=ПЗ му'е.
І 1 І 11

2.63. Треллейбуе, двигаяеь равнеуеиеренне, ва время т прешел путь
Ь. Каиуш еиерееть ен прнебрел в иенце путн и е иаинм уеиерением ен
двигалея1 еели начальная еиерееть движения ип?



2.1 Рашанна задач на еднемернее движение тачки і 101

Дана: 1:; Ь; ип. Найти: щ; е+ і іі
(МЖ. Прееицин уеиеренин на ееь Пи 'ЕЦ-_ Ё ___І 5

их: а+ [2.262] Рне. 2.53
Начальные релеанн:

г = П;
ишт = ип; (ЕДБЛ
хп = П.

Уравнения иинематиии для раинпутипреннегп движении и прпеи-
ции на ееь Ш: г.: їчегем (1262), (2.263):

и, =еп+ад (226%

щ*
І=ЁПҐ+Т. {2.2'|55}

Граничные утопия:
І = Т;

их = пи; (2.266)
х = І..

Уравнения (225% н [2.265] е учетом граничных уелеиий (226150
приебретают внд:

ин =ип +ат; (ЕДБ'П

2

Ь:апг+%. (ЕДБЩ

Сиегема їраннен ий (ІДБЩ н (2.263) - заминуїая: дна їранненни
н два неизнеегныи. Ее решение:

Пррнериа единиц: [ен] =[_Ё = ніе.
зЕледпнательнп, [а] - міе .
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`Етиет: еї =Ё-еп, Ще; е=Ё[±-еп], міеэ.
Т т т

2.64. В мемент времени и = 0 енерпеть пееада Была равна ап =
= Шще, в цемент времени г1= 5 е в1= [Зиму'ж |Іїі'при-,делите рекерение
е пееада и еге ереднввю енерееть Е .

Дана: гг, = П; ип = Шще; г. = 5 е; в. = ІЗииічі Найти: а; Гэ.
Решение. Прежде вееге иаде выяснить, иаиее Была движение: рав-

иеваиедленнее или равнереиереннее? Для атеге приведем еиереетв а.
[8в СН:в1=ІЁи1и;'ч = _ міе = Еще.
3,6

Еледпвательне, движение равнпзамедленнее.
Средняя пе времени енересть [в эггай задаче среднещпеаая енерпеть

равна ередневепарней, так ван путь Зщееь равен перемещен иш) равна

а =і (2169:.
ІІ1

Начальные условия:

г = 0;

хп = п.І

ра 3 д Уравнения иииематиии равиезамедлеиие-
п_'* *_ _* : ге движения в проекции на еев Ох (рие. 1541*

Ь ї е учетем начальных уелевий 122270):

“ш 1-5* а, = ап -ац (дети
2

І = ар _%. «(1212)
Граничные деления:

г =:,;
их = е'; (2.1Т3}
х = Ь,

Уравнения (12?1), (227211: учетом граничных релевий {2.2Т3}:

в] =еп -е.']; (121,41
Ё

Ь=апд -а-ЗЬ. (2.2151



2.1 Решение задач на едншарнее движанна точки і 'ШЗ

На {2.2?4} находится ускорение о =ЁСЩ.
1

Полстааляя ато ускорение а (22%), получим

ь=Щ_ (сеты
Нсномое значение средней скорости находится на (1.2691 с учетом

(2.2115):

и:

2

Вычисление: Гд=ш+5=ї,5 Ё.
с

Ответ: Е=_п“+и' =?,5 ї
с

2.65. Самолет при отрыве от земли имеет скорость оп =
- 240 нм _іч н пробегает по валетно-посадочной полосе расстояние
Ѕ =ТЭП м. Снольно времени гр продолжается раабег и е каким ясно-
реннем а движется при атом самолет? Движение считать равно-
мерно уснорен ным.

Дано: од = 240нміч; Ѕ= ТЧП м. Найт: гр; а.
Решение. Начальные условия:

д;І:

ип: =[}; '[ЁЗТТЁ

хп. =Пь

Уравнения нннематнни а проекции на ось О.: (рис. 2.55) с учетом
начальных условий (2.2??}:

еды; штат
2

ь=ї+ (штат2
а=п ї а
енг-“ч” г
щ-І_ Ѕ _г-І я:

Ґ
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Граннчные їелоанн:
1:1' 'р!

их =ик; {Ё.ЁЁШ
х=Ѕ.

Уравнения (1.17'3) н (2.21'9) е учетом граничных їелоанй (2.1301:

од =пгр; (ІДЕЦ

ш:
.'5':_“+ (1132:.

2
Полїчнлн аамкнїтую паштетщыг уравнений (два уравнения н дна не-

нааеетнна о н гр).
На (2.28 1 } еледует:

огр=-:. (2.233}

Подетавлян 111233) в (2,282), получаем:
21.?=_Д 2.284а 25 1: Ё

РІ наконец, подетаапан [2.284] н (2.283), находим

25
р=Е'

Проверка едннац:

[Ѕ] но:
.|* :_:_= '[Р] но м с*

_ [ні] м: м
а _ =_= =__

[ І [а] [5] с2ім '22

Еычнеленне:

2-Т90-3,6 _
Ёп =Т=23,т с,

24112 м=_= 81 _.а задолго 2” с*
2

Пгает: гр =Ё=ЕЗД е; д=_“=2,31 їд.
щ 25 е



2.1 Решение задач на одншарное двиманън точки і 'ШЕ

2.615. Автомобиль оетанавливаетея через Ёп ї _
т = 29 е поеле начала торможения, двигаяеь п-_" Г Ё'- п =
вее ато время равноаамедленно е уснореии- т І І
ем а = -9,5е міед. Какой путь 5 он прошел
при торможении? Ри* 1 55

Дано: т = 29 е; а = 41,51: міед. Найти: Ѕ.
Решение. Уравнения нииематнни равнопеременного двнмен на

в проекции на оеь Ш: (рис. 1515):
од = щМ +ахт; (ІДЕЫ

21:10 +в"рг+%+ (швы
Проеішмя ускорения на оеь Ш:

их =-а. (ЁДБТЪ

Начальные условия:
т=П;

"щ =9пё (118811
хп =0.

Уравнения (1235] , (2.286) е учетом (2.287) и 112288) принимают вид:

о, =оп-ш; 0239:;
2в=вр-%. аввш

Граничиые условия [автомобиль оетановилея}:

ї=11
о: =П; (2е291}
хп =Ѕ.

Уравнения (1239), [2.299] е учетом граничных условий (2.29І} при-
иимаіот вид:

П :о.ІІ -єщ (2292;

2
дыр-шт. (1.1931

Получили ааминугуто енетему уравнений (2.292), [2.293] (два урав-
иення и два неизвеетныя]. На (2.292) следует оп = пт. Подетавляя вто
значение оп в (2.2920, наяодим
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.5*:Ш_+
2

2м-еПрееерка единицы: [Ѕ] = [а] [1:1] =Т = м.

2

Вычисление: .5` = 0'5 220 -

2
ПТ

МТ: Ѕ=Т=1ш М»,

2.61. ,автомобиль начинает движение без начальный екореети
и прпкедит первый километр е ускорением ад а атерпй килеметр -
е ускорением ад, При этом на первши километре ета екерееть веера:-
тает на дп] = Шмд'ц а на Втпрпм - на дп: = Зміе. Определить а] 3-1* а;
или щ *С ад?

Дина: 31 = Ѕд = Ѕ = Ікм; а'; 4:11; ат. = Шміе; ди: = Зміе. Найти:
щ к а: или щ 3* ад?

Решение. Движение аатпмебщя на первым километре (рис. 2.512 а).
Уравнения кннематикн в прОЕкцни на пеь Пхе учетом начальник и гра-
ничных Шпвий:

аи' =а1г|; 0.2941*
2

5=%_ дает

ига-...г ьз_.. Е.. Её дед
щ._ Ѕ,_.4 а [ть-_ а_а а

'гІ і'ІІ

е 6

Рис. 1.57

Здееь г. - время движения аетемпбнля на парнем килеметре.
Решен ие еиетемы їраенен ий (2.294), (2.195} етнееительне а.:

Ь І

а] ={_2ъ:'5_}-+ ПДШЅ)

[{ап.}2|_ м*
[Ѕ] _еЕ-м

Прееерка единицы: [д] 1 = її.
е



2.1 Решение задач на одншврное двиманън точки і 'ШТ

Делатение аетомебшта на втором киааиетре (рио. 2.5Т, 611. 1іт'равне-
ния книематики в проекции на ооь Пх о учетом начальных и граничных
головки:

до, наш2 =ао1+а=гд; (2291:.
2а:_ 225-до]-г2+ 1.

Здееь г. _ время движения автомобиля на втором километре.
Решение [2.296}, (2.2921 относительно ад:

а2 = а_їЁ[До| +Ё]

Находим разность а: - щ:
2Да: -д'1 =&[бо| +ш]-Щ :і(2$о| -дод +{ёи.т2]|І -{т31›|}2).

5 2 25 25

Вычисление:

а, _в, = 1 ,[моим-1:11]=12,5-ш-3ї›е.2-10 о!
Следовательно, ад > ар

Ответ: а: 3* а..
2.68. Автомобиль двиткетоя е поото- Ёп д* ї;

янным ускорением в = 1м,.1'т.1+ Проеаткая т _*- _'* А_";
мимо наблтодателя, он имеет екоррцть о. = щ"_ 5, т_'4 ї
= 10,5 міе. На каком раеетоянии Ѕ от на- ры нд
блтодателя он находилея еещщдї нааад?

Дано: а = 1м,іе1;о.= 10,5 міе; т = 1е.Наі'тпт:Ѕ+
Решение. Начало оточета овязываем о точкой, в которой автомобиль

находилоя оекъч-тдї назад.
Уравнения кинематики в проекции на ооь Пх (рио. 2.53) о учетом

начальных и граничных условии:

о, = ос, +дт; (ЪЕБЩ
2

з=в,,т+ЩТ. (2.299)
Здееь оп - екороеть автомобиля, которїто он имел в тот момент,

когда находилоя на раеетоянии Ѕ от наблюдателя (наблюдатель нахо-
дитея в точке А).
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Решение аамннутой еиотемы уравнений [1298], (2.299) отноонтель-
но иохомой неиавеотной Ё.

Ѕ = '1:[11] -%].

Вычисление: 5 - 10,5 ~ 1- 1і 11,0 = Шм.

Птвет: Ѕ=т[о| -%]=Ш м.

2.69. За время т тело прошло путь .5`_ причем его ехороеть увеличи-
лаоь в п раа. Счнтая двнх-генне равноуехоренным, определите уехоре-
ННЕ ТЕЛЕ.

Дано: 1:; Ё, и. Найти: а:
Решение. Начальные уедовия:

г=П;

На; =НвЁ (ЁЗПЩ
хп =П.

3" 3 дп Гран ичные утловия 'їрио+ 2.59):

А п: г-т'п Ь_ Ѕ,1:_І-| х _ *
Рне.2.59 цех =шп3 (2.301)

хп = 5.-

Уравнення хннематнхи е учетом начальных 112300) н граничных
[2.3131] условий:

'ше = “в + Щ; (2311211
2

:_<:=1.1шт+""тТ (али)

На '(13112) находим

и -ї
п-п-Ґ

Подетавляя ато выражение ,для од в (2.303), получаем

шва)е=_.
1:2[л+1}

_ [5] _ МПроверка единицы: [а] _Й - _1.
т е



2.1 Решение задач на едншарнее двиканън точки і 'Ще

_ 25[п_|} м
тЧпН] 1 о: 1

2.711. Конькобеэкец проходит путь я = 450111 е поетоянной окоро-
етыо о, а Затем тормозит до оетановки е поетоянным уекорением а =
= 11,5 мдед. При некотором значении о общее время движения конько-
бекща Будет минимальным. Чему равно Это минимальное время гннн'?

Деио: я = 4511] м; о; а = [1,5 міеї. Найти: гннн.
Решение. Запишем уравнение кинематики для пути а:

_: =оч*|1 (130%

где л - время, за которое конькооежец проходит путь є.

Ъг'равнен ие кинематики для екороетн е учетом начальнык и гранич-
нык условий на втором учаетке пути:

П =о-отд, (1302;
где и - время, за которое конькобегкец проходит второй участок пути.

Общее время движения конькобежца

г=г, нд. (2.306)

Подетавяяя (2.304) и (2.303 в (2.306), получаем:

а о
г:-+-.

В П

їеловия минимума е

Енчиеления:

о? а І Г
о'о о2 о

Ё - +Ё2Ц1
до: он І

Следовательно, при о = ч'шг время минимально и равно
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Проверна единицы намерения:

[дв
Пгвет: гннн = ЕЕ е.

П

1.71 . Тело начинает двигатьея на точки А и движетея равноуенорен-
но в течение времени 1:, ватем усжоренне1 оетаваяеь тем же по модулго,
меняем направление на противоположное. Через какое время г" от на-

чала движения тело вернетея в точку А? На-
д. чальная енороеть тела равна нулю.

| __: Решешіе. Уравнения нинематинн в про-
П |~Ч_ х, _І-І І етшнн на оеь Пх(рие. 2.6011е учетом началь-

Ршмп ных н граничных условий для режима І
{время движення равно т):

д т

и' =щ;

щ!

ІІ -Т.

Уравнения нннематики для абсцнееы в режиме 2{тело возвращает-
ея в начальное положение) е учетом начальных н граничных условий:

о= "'“_+ан1 _Ё (нету
где г; - время движения тела во втором режиме.

Решение уравнения (2.301') отноеительно гд:

а, =(1+Лн.
Полное время движения

І" = тн*І = (2 табу: = 3,4Іт.

ШТ: Ґп = 3,411, с.
2.12. Две материальные точки движутся по прямой наветречу друг

другу о начальнымн енороотямн вы - 5 міе и он; - Шміе и повтоянны-
ми уенорениями щ - Шму'е2 н ад = Ѕмуеїт направленными противо-
положно еоответетвуъошнм енороетям в начальный момент времени



2.1 Решение аадач на еднемернеедвнменне течяи і 11 1

[рие. 2.6І). Ппределите маиеимальне веамем- Е; Е;
нее раеетеяние дтп меящу течиами, при иете- *__-тд а І,
рем ени нетретятея е прецееее движения. п' ш ш е

Дана: ат =5 міе; еш :Ш міе; аі =Ш муеї; Ь_ Ь _ь' х
е1 =5 міед+ Найти: ВШ. РІШ- 1-51

Решение. Уравнения яинематиии для абециее:

,1:1 деть-ЕЦ, (2.3'П'Щ

ПІҐІ
І: І Ь_НЩҐ+Т. (1.3091.

їелееие встречи:
,1г:|=яг (2.3Ш)

Решение еиетемы уравнений 111303) - (2.310) етнееитеяьне Ь:

Ь=15г-т,5г1.
Щ.їелевня маиенмума І.: первая производная ?=О, втерая прина-

ведная під ей гее* `
Ё=15-15г=0=:›1'=1е;
е'г

І
_Ы 5:-15420.
си

Следевательне, ЬШ = 1 5 - 125 = ?,5 м.
`ІДІгвет: Ьш =?,5 м.
1.13. Завиеимееть пройденного пути Ѕет времени гдана уравнени-

ем а:я+амгиды]` где с=я14 ї: я а=е,ш їгчерее наше
С В

мвремя т теле Будет иметь ускорение а = 2 - '? Найти ереднее Значение
еяервети Г: ааата время. с

Дана: 5:А+Бг+ШІ+ЛтЗ; С=П,]4 її; Л ПД] їз; я=2 ї.
наепт, а *1 с с

Решение. Дважды предифференцнруем уравнение пути:

=Ё = В+2Ш+ЗШ1;
а'г
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ига во=_=_=2с от. з,о Щ: Щ +6 [ЗІЦ

Подставдяя в (2.3І Нданные 1условия, вычисляем т:

2:2-0,14+6-0,Шт=› т=23,'? с+

Срсднее значение скорости за зто время из 12.31 1):
23.?

1 Іо-с,14+в-п,с1-2з,по=2%,
П

_ 1'=- зс ьотзг=_и а? + 1' 23,?
`ї:?гвет:1;=2!ід,їгІ с Е =2 міс.

2.8. Движение точки по окружности

¦ При равномерном движении материальной точ-
¦ въ. ки по окружности вектор скорости к изменяется
і #ФХ по направленшо, но остается постоянным по моду-

то. Движение точки по окружности карактеризунзт
угловой скоростыо. Уааоаоя скорость при равно-
мерном движении точки _ отношение угла пово-

рнсдд рота точки до к промежутку времени от, за кото-
рый зтот поворот произошел (рис. 2.621:

ь =Ё.
о'г

Углсвая скорость - вектор, направленный вдоль оси, вокруг кото-
рой совершается поворот в сторону; спределяемую правилом правого
винта: направление вектора о должно бьггь таким, чтобы, глядя вдоль
него, мы видели поворот ссвершающимся по часовой огродке.

Единица оср - редиан (внесистемная сдиница]+

апр =Ё . (1.31 21;
Г

В системе единиц СН [от = [сЅ]{[г-] = ыім = І. Следовательно,
в СН [ат[ = с-1. Равномернсс движение точки по окружности карак-
теризугст также периодам обращения Т, под которым понимают время
одного соорога, т.е. поворота точки на угол Ёя. Поскольку промеиоггку
времени ог = Тссответсгвует угол поворота до = Эл,



2.8. Движение течяи пе ешїш-юетн і 113

ш_2_==
Т і

етяїда

т=2_“.
Ш

Чиеле еберетев в единицу времени ранне

и = ІХТ- ш; 211 _

Связь лннейнпй енпрпети и с угловой ш наяпднтен на следующих
рассуждений.

Линейная еяероетъ е =Ё +

Не {2+312} дЅ= га'цэ.
Следовательно,

п=г*Ё=г-ш. (2.313)
а'г

При раннемернем движения течян пе окруж-
неетн еяерпеть 5 не меняетея пе величине (еле-
девательне, тянгенцияпънее ускорение Ет =Щ,
не меняетея пе направлению. Изменение на-
правления еяероетн янрая'гернзуе'шя нормаль-
ннн (Центреетремнтелъныш иетрением+

Нермяпьнее [ценгроегремнгельнее} уеяере-
ние найдем из елещчощня раееуждений.

Сяерееть течян А была равна й. Через малое
время І*_'Ішпънн етала равна а? (рне. 2.63), при этом и = е'. Веятер измене-
ния еяереетн пеетреен на рне+ 163. При дг-ъ 0 длина щти АБ Ы меяе
етлнчаетея етдпнны яерды АД Не педебня треушльнняев АБВ н ВСП
следует:

Рне. 1.53

или (131411
и г

Модуль ереднеге пе времени ускорения е учетем [1.3144 равен:

_ ш.: п Щ
а = _ = -~ _ .

Ы г Ш*

МПДЬІ'ЛЬ МГНПВЕННПГП ЪІ'ЕІЁПРЕННЯ равен:
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до о о_г' _о . Ы о изон =1ігп_:1іп1 - --І|п1_=--І!=_.
м...а д: ш-Ьо г І! г Ш-Шд! г г

С учетом (2.313)

о =о12г.І'І

_гВектор среднего по времени ускорения а составяяет с векто-

ррм скорости угол В+ На рис. 163 следует В=ё+дв т При д!-› П угол

до -ъ П. Следовательно, вектор мшовенного ускорения составляет

с вектором скорости угол

, п п*Р-ШЁШ] _ї*
Итак1 равномерно перемещаюшаяся по окружности материальная

точка движется с ускорением, направленным псрпендикуш;рно Некто*
ру скорости, т.е. по радиусу к Центру. Поэтому ето ускорение называ-
ется новишьяььн или центрретреиитееьньш.

При равнопсременном движении по окружности материальная
точка движется е постоянным угловым ускорением с, которое пред-
ставляет собой отношение изменения угловой скорости все = ш - шо
(Здесь под. - начальная и с: _ конечная угловые скорости) к промежут-
ку времени от, за которое оно произошло:

_дш_ [о - ш_п
_Г! д!

Связь линейного (тангенцивпьного) ускорения огс утловым с нако-

днтся ив следуюших рассуждений. Тангснциальное ускорение аг =
о!

изменение скорости в соответствии с [2.3 131* равно до = гдш. Подста-
вив последнее равенство в предьшушее, получаем

гещо
а: =

д!

Учитывая свяаь между динейными и угловыми перемешениями,
скоростями и ускорениями, легко найти аналотиіо между параметрами
и уравнениями кинематики прямолииейного движения и движения
по окружности (твоя. 2.] и 1.2).

=г-Б___
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Таёпица 2.1
Ншалогна можно* параметрами

Прнмолинейное Движение Движение по онруяшоети
Перемещение х_ м 11'›"го.1т серед
Линейная еиороетъ о, міе 1Ш'гловая енороегь со. еше
Линейное їеноренин а, мДеї 1Ш'гловое ускорение а, радцо'е1
Время І, е Время І, е

Таблица 2
дналогня меащї гравнщнамн

Прямолинейное движение І Движение по онрїия-Іоети
Равномерное движенне

Ф =ФІ г
Равнопеременное движение

о:=х,1"г

иї=ощ +о'дгзч ш=шп+е г

2 ` 2тгга І ср-єр., +шпг+ЬТх=хп +опг+ *2

2.9. Решение аадач на равномерное
вращение точки по окружности

2.14. Бо екольно раз угловая скорость часовой етрелнн бояьше угло-
вой енороетн еугточного вращение Земли?

Решение. їглояая еаороеть чаеовой стрелки равна

ш _ 21:
ч [2 '

їгловая енороеть егточного вращения Землн равна

211:
Шс її,

Отеъода

ш_ч=2_
Ш

Пгвет: в 2 раза.
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235. Материальная тсчиа равнсмернс враща-
етсн ис сиружнссти с линейнсй санлрндштьше:` а =
= 2,5міс. Найдите среднюю сисрссть перемешении
тсчии за четверть пернвда+

Решение.Средняясисрссть перемещения матери-
альнсй тсчни за четверть пернсда равна (рис. 1641

_ а?п = _,
Ш*

где д?- - перемещение, Щ - время, ва истсрсе атс перемещение преиасшлс,
пс ъслсвиш сне равнс четверти перисда

Рис. 1.64

Т
дг=-. 23 54 ( І і

Перисд Травен

_ ЁпК
_ц .т (1.316)

Мсщуль веитсра средней сисррсти перемещения равен
_ Ш*
и =_, 2.3 ТІІ Ш < 11~

мсдїль вектора перемещения ранен

ат: ада*+ нема:
Решение системы уравнений 111315] - [2.318] стнссительнс |Ё| :

|Е| = 0,911,

`ІДІгвет: 5:0,9с =2,25 міс. Направлена псд утлсм 45” и первсна-
чальнсй сисреети.

1.16. Келесс катится без прпсиальаыаання пе гсриаснтальнсй дс-
рпге е псстслннсй сисрсстыс в. Найдите сисррсти тсчен А, В, С н Л
(рис. 2.1551* стнссительнс Земли.

Решение. Тсчиа С называется мгнсаенным Центрсм вращении [ссь,
прплсдлщал чвреа эту течигтг - мгнсеенней ссыс аращенил]+ Переле-
дим а системаг втсчета1 связанные с ислессм. Ссгласнс занетнрг слеже-
ннл сисрестей сисрссть тсчии Сраана

П=тш+тш 4223191;
где тп; _ стнс-сительнал сисрсстъ тсчии С [стнссительнс тсчин Ш.
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На 1:13] 91* следуст
тш=-тп. 13.3101*

`Ґ.`..г[сд;о15|атсльно1 по абсолютной всличинс скорости воск точек обода
колеса относительно цснтра колсса одинаковы и равны со. Абсолют-
ные скорости [относительно Земли] точек А, В, В н соответствии с аа-
коном сложения скоро-стой равны:

тд =тдп+тп; (132111
т д = ч до +тп; »1232211
у д =т Ш, +тп. (2.313)

Векторные уравнения (2.320) - (2.323) построены на рис. 2.65, б.
На этого рисунка следует, что модули абсолютных (относительно Зем-
ли) скоростей точек В н В равны:

пп =пв =лип =],4]пп1

а модули скоростей точек А и С

Направления векторов атня точек обода колеса видны на рис+
2:65, о.

Птвет: ос: П; од = 111.1; од= од - 1,41оп.
2.11. Диск радиусом Н = Ш см начал нрашснис вокруг нспоцвнно-той

оси насоотояния покоя с постоянным утловым ускореннсм е= 0,5 рад ,Ґсд.
|ЕЁІ'пііІ-с'дешитс тангснцнальнос о" нормальнос с., и полное с ускорсния то-
чек ооода диска в момент времени г = 2,0 с после начала вращения.

Дано: Н = Ш см; в =П_5 рацуїсд; І= 2,0 с. Найти: аІг1| с", с.
Решение. Связь мемдутангенцнальным и угловым ускорениями:

аг = не. 12.3141
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Выражение для нормального ускорения:

в, =в2я (2.3151.
Уравнение нинемятиии для угловой енороети в проеьшии на оеь ср:

ш шт даны

Подетавляя (2.326) в (2.325), получаем

он :в1їдд. {2.32Т}

Модуль полного уеяорения (рие. 2.1561ъ

о =-.4,о|г2 +о:. {1.323}

Подетавляя (1.3261ъ и (2.31?} в (1.3281ъ, получаем

о=Ке 1+е1ї4.

Вычнеление: лг = 0,1 43,5 =Ш15 із;
е

вдаў-г-цьед “- дед-вы]целей-0,12): =п,11сї2._:с!

Пгпет: ог = Не = [1,05 ї; он =е212д= 0,] їд;е1 о
Мв=вв 1+31г4=п,11_2.
С

1.18. Лопаети вентилятора вращаются е частотой пп = 15 е-'. Поеле
выилночення вентилятор, врашааеь рваноаамелленно, еделал до оета-
новин Н= ТБ оборотов. Каное время т прошло е момента выиліочения
вентилятора до его оетановии?І

Дано: пп = [5 е-'; Н= '35 оборотов. Найти: т.
Решение. 1Іи'равнення иннематнии в проекции на оеь, направленную

по направлению веитора ци

пошлиІ -вц {2.319}
2

штат-Ё. (аззщ
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Здесь начальная угловая скорость связана с начальной частотой
вращения формулой

ш,э :2яип. {2+331}

Граничные условия:
Ґ=ТЁ
ш =0; {2.332}
ср=21тН.

Решение системы уравнений '(1329) - (2.332} относительно нс-
комото 1::

_ш
НП І

Вычисление:

т=т=Шо
15

ІЮ'І'Ыї'ї': 1::Ё=Ш С.
“с

2.10. Движение точки пе криволинейной
траектории (деумернсе перемениое движение)

При анализе плоского криволинейного движе-
ния часто используют систему координат, на-
чало которой совпадает с движущейся точкой,
одна из осей и - яорииаь - направлена по ра-
диусу к центру касательной окружности, вторая
ось 1*- тинеениииаьиия (или кисотееьиия} _ на-
правлена по касательной к траектории (рис.
ЕЬТ). Такую систему координат называют есте-
ственной систоиои. На рисунке 2.15? показаны
оси и и ти положение касательной окружности,
се Центра П - центра кривизны траектории
е точке А. Символом НК обозначен радиус кри-
визны траектории в указанной точке.

Вектор ускорения Е при криволинейном движении тела может
-гБыть направлен по отношеннто к вектору скорости о под лтойым
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углом о: в пределах [І я от я а. Его моэкно представить в виде суммы двух
составляющих: тангенпиальной и нормальной. Тангенпиальное уско-
рение ё, направлено по касательной к траектории, нормальное уско-
рение он - по нормали к касательной [см+ рис+ 2:ої}: Тангенциальное
ускорение а', характеризует изменение модуля скорости, нормальное
ускорение Е" - изменение направления скорости. Модуль полного
ускорения равен:

о = мы: + из* _

2.1 1 . Решение задач
на двумерное переменное движение

2.19. Из орудия, установленного на высоте а над поверхностью
Земли, вылетает снаряд со скоростью оп под углом к горизонту (вверх)
от. Найти: 1] уравнение траектории у = у {х]; Щ время всего полета сна-
ряда тп и расстояние 5от места расположения орудия до точки падения
снаряда, намеренное по горизонтали; 3) скорость снаряда перед самым
падением на Землю оп (по величине и направлению); 4) время полета
снаряда до максимальной высоты гранд и максимальную высоту уши.
Сопротивлением воздуха пренебречь.

Дано: ІІ; ип; 'по Найти: ї = у [хм І'на ип; гумакс; умакс-
Решение. 1За'равнения кинематики равнопеременного двиэкения

в проекциях на оси координат.

ох = ощ + пдд {Ё.333}

я = я, + их: + аул; таззау

о). = он, + орг; {2.335}

х= н + ся+сіі2+ таззау
Проекции ускорения на оси координат

а,= П; {2.ЗЗТ}

оу= тя: {2.ЗЗЁ}

Начальные условия:
г= О;

от = опсоа от;
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хп = П; {2.339}

еду = щаіп и;

уп = д-

Уравнения [2333]-(2336) е 1дтчъет'рм [2.ЗЗТ}-{2.ЗЗЧ} принимают вид:

ад = ап еаав: = евлаі; (2.34Ш
х=ппгешщ (ІЗдІЦ

в, = и" аіп в: - 3:; ШИНЫ

у = І: + ппгаіп в: - 31231+ (2.343}
1. На [2.341] выражается время г = хіщ. ева в: и преле прдетаипвии

атпгп значение г в (2.343) нашди'ши уравнение 'Граентпрни
312

у=л+щщх_ Задеаади' (ЕЧЗЁЩ'п

Эта уравнение парабалы (рис. МЭШ.

у и І!

те- Т
-_е Ё:

'ч Ё

Рис. 1.68

2. Время веегв палата наладител е привлечением граничнргв увла-
внл {еиариа лежит на земле):

у = О.

Савмеетнп-е решение уравнений 11134311 и 11234411 дает:

= ппаіпщ Едіт
её еіпди

1±1+

Зиаи вмннуеа првтиввречит фиаична'чешпгмуг емывлї: время не мшиет
быть ртрицательным, и елеаавательна, время веегп пвлета енарица равна
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_ о" Біпо'.гг. - 1 + Ні 'дав-15;
Е НЁ аіп 1 ог. І

Проверка единицы гп:

[ ада ]=[а][д1=м-и-о2_1
оЁаіпЁ-а. [НЁІ СЕ'ЫІ

2о м-сСледовательно, [Іп] = Ы=_=с+
[аІ 'И

Расстояние Ѕ находится из совместного решения (2.34Ц и 111342;
_ 2 .НМ ИМ [Н 1+і}=Ш {1+ Ищу

Пу оЁаіпІо: 23 Ёаіл1
Проверка единицы 5:

о2 м2 -с2[Ѕ] = Щ: 2 =Ы_

[аІ м-с
3. Скорость снаряда перед самым падением на аемлто находится

на совместного решения 112340), [2.342] и [2.345]

огІ = моё + 2511'1.
Направление скорости огІ определяется углом В:

о соаоьсоа [5 - "__
оЁ + 2511'1

4+ Время достижения снарядом максимальной высоты находится
на уравнения 1123421; с учетом граничного условия од,т = П:

г оІІІІ аіпсс
умакс -

Е
Подставляя ато значение времени в (2.343), наяоднм уцш:

2 - 2пп ЅІП п.
Рмакс _ 'ІІ + _-де

Проверка единицы гг цшнш::

1 1 1 1_ [оп] м-с _ [он] м -с
[Ґу] _ _=_=щ [умакс] _ __ =

[Е] МЧ: [Е] сЕ-м
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Штат:

штатна-
311

Зои: ооазог.

21гп= ппшпц [Н 1+_22"Ё'1й2 },о;3 оп аіп
1 +5: опыпЕо {1+ 1+ 23.!1 Ъм

о

Н;

Ід Ёаіп2

3] оп = #11.: +23и, міо; 4:05 [3 =Щ;
,(щї мда

Ё За
од,- аіпэоь

1

2.80. Под каким углом к горизонтаг о. ,ц Б
надо направить струю воды, чтобыдаль- 1
нооть во полета Ѕ Была максимальной? т,
Сопротивлениам воздуха пренеброчь. п

Дано: Ѕдш. Найти: о. П :
Решение. Уравнения кинематики ' 5 'І х

равнопаромонного движения для коор- Рис. 2.69
динат в проекции на оои координат:

к = х., + от! + оІЁД; {2.З46}

у = уп + он; + ауРД. {2.З4Т}

Проекции дакорониа на оои координат (рис. 2.6911:

а, = П; {2.З48}

о = -д. {2.З49}

Начальные условия:

г = О;

от = он ооа а;

к., = П; {2.ЗЅП}

На? = На Біп 'Щ

_Р'п=[].



124 ІІ ГГЩВД 2. ПСНПБЬІ КННЕМДТНКИ

Уравнения (234%, [2.341'] е учегем {2+34Ё} - {2+35І.`І} примїг вид:

І=ппгшещ 1123511

у = Не геїп н - зтдд 111352;
Граничные уелевиа:

г= тн;

у = П; (2.3531
х = Ѕ.

Здееь г" - время пелета чаетицы веды (струи).
Уравнение (1352] с їчетпм (2.353) преебразуетеп в: внщ,г

О = ип гвіп е: - 3:2;2.

Решение Згеге уравнения:

г [епеіп е: - дгд) = в.

Отсюда: а = П - эте не решение данней аааачат

_ _ Запеіпе:тд-гп-Т.

Педетавлиа ете еначеиие времени г = г., в уравнение (2.351) е учетем
(2.353), пелучим

1102110 еіпцеевеь _ её еіп2г1
Е Ѕ

Мввенмапьнее значение Ѕ будет при віп 2:1 = 1, Ёег. = 911", е: = 45п.
`СҐІ'Івет: е: = 45,”+
2.31. Пед каким углем в: ге[эиветнтдтг нужно направить егрїте веды,

чтебы маиеималвнаа выеета ее пелетв была равна дельнеети пелетв
пп гпрнапнталн'? Сппретивпением ввццїхв пренебречв.

Дина: уши = 3:7+ Найти: ее.
Решение. Уравнения иннематикн в прпеъщиаи на пен иеердинат:

Ѕ=

Нд.: Н'ш-'І' ПІІ: 112-3542!

х=х0+ иддІ+аІЁ}2; (ЪЗЅЩ
их: Ншг+ Пїц (2-356}

г=и1 + пан вред. (веет)
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Преенцин їеиереннн на еен неердн- га І
нат [рнц їїщі т Т

а, = и; (газа у*
= _ 2 359 П ц 2 1 ~а_р Е* І ' } ___ Ѕ _ЬІ РІ

Начальные уелеанн: Рис. 1.10
= О;

На: = Наш;
д] = п; (ЪЗІЕІЩ

Нд., = щ. аіпц;

Л: = п-

Урааненна (2.354}-{2.35Т} С уче'ШЫ (2.353]-{2.3Ш] прёпБраЗїЮтеа
и виду:

их = нпееа щ = сенат;

х - имена ц; (2.3611:

нд - щаіп ег. - 31: (2.362)

у - ипгаіп п. - 3123'2. (2.363)

Граннчные условия І:

г- тент;
11,, - П; {2.ЗБ4}

ї-Рнщ-
Максимальная аыеета педъеиа находится из ееамеетнеге решения

уравнений [1362111363] и граничных шеаий (2.364):

П = еоаіпе _дгшт; {2.3155}

уши = а., г? “шаіп а - 3121,итд* 2. {2.ЗБЫ

На уравнения (2.365) находится ІШМ:

гшш = пп аіппг. +
3

Ппдетавнан ате значение времени а (Едет, наипднм иаиеималь-
ную а|=.[~'.'.'1.'1т'3.|г ппдъема уши:



125 ІІ ГГЩВД 2. ПСНПБЬІ КИНЕМДТИКИ

лиш = %. Цвет)

Граничное уеловиа 2:

г - тп;

х = Ѕ; '(1353)

у - П.

Злееь г" - время веего полета.
Дальноеть полета по горизонтали находитеа на еовмеетного реше-

ниа уравнений {2.36І}, [2.363] н граничных условий {2.363}. На $353)
н (2.368) находится гг.:

Зопаіпоь
г" =_ .

Е
Подетавлаи ато выражение времени веего палата в (1.361), находим

е учетом (1368)»

_ оЁ аіп Зов
Ѕ

Учитывая условие Задачи уши = 5, получаем, прнравниваа (ЪЗЬП
н {2+368}:

а 0.3691.

Ш =Ш
Ёа в '

отїїда Ще: = 4; о: == Топ.
Шает: е: = Топ.
2.32. Дальноеть полета тела, брошенного горизонтально ео окоро-

етьІо оп = 4,9 м ,Лет равна выооте,І е которой его бросили+ Чему равна агга
выеота и под иаиим углом к горизонту тело упало на аемлто? Сопро-
тивлением Бош пренебречь.

Дано: о., = 4,9муе; Найти: Н, В.
Решение. Уравнения кинематикн равнопеременного движении

в п|;тоетщни:-.г на оон координат (рис. 2.?1):

ох: ош+ охг, (ІЗТЩ
х=щ1+ошг+о11ЧЩ (ЪЗТЦ

о - под, + дуг; (ЪЗТЫ

у = у., + опгг+ аутдд. (2.3311



2.1 1. Рвшвннэ задач на двумернпв пврвмннІ-ювдвнжвннв і 12?

'1: тп

1:
П
Р
Щ

-
н
-
І

Рис. 1.11

Проекцнн шнпрення на оси координат:
ад = П;
ду - -Ѕ_ (2.3'1'4)

Начальные мания:

д: = П; 0.325)
110,. _п:

_рі] = Н.

Уравнения [2.3?П)_(2.3?3) с учетом (2.374), (2.3'Іг'5] прєпбразуютсн
к виду:

их - и., - сппы; ЦЗН)

х= ипг; {2.ЗТТ}

ну= -311 {2.ЗТЕ}

г = Н -ЕЁЛ- ддт)
Граннчные услпвнн І:

г- тп;

их: 002

х= 5; (ЕДЕЩ

и, пн.,
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Здееь І.. - время неего полета; од. - оиороеть тела перед еемым па-
дЕННВМ На ЗЕНЛ ІІ'ЕІ'+

Уравнения [ЪЗТЫ-(ЁЗТЁ) е учетом граничных релоеий [2.330] при-
иимиІот Вид:

Щ = или = По;

5: Пой;
Ну: -Ѕї'пі

0 = Н - 312,1;2.

Не їрдененип (2.333) еледует

гп- (Ё.
Е

Подетнновна (2.3344 в (2.3811днет

Ѕ-оп ІЁ.
Е

По щовнъо Задачи .5'= Н:

Н: Щ] 2_Н .
Е

Решение этого рраененин относительно Н:

= Ё
3

Проверка единицы Н:
1 1 1о м +е[Н] = ш = 2 :м

[е] е ~м
Енчиеление:

2-4 91Н = _* =4,'ЕіІ м+
9,81

Сиороеть теле перед еамым падением на землво
2ш +пї,ПІ =1І1оЁ+23Н,

где оїп инчиолнетои из уравнения (133211 о учетом {2.334}

оп= о

(ЪЗЕН
(ІЗЕШ

(2.3331

(2.3341
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їгпл В нашднтпп на чертежа Владїшшнм пбрдаам:
ІЁН

С

ЩВ= _'Рп = _3 =_2;В=_Б4пн+

ип, ап

_ 211% _ _Штат: Н- Ё=43 м, В - -64°.

1.83. Пал; каким углам к гєтрььиашзнтцгг ц необходим-а Бросить камень
ап акпрпстьш ип - 15 між:т чтобы пн напал а та'чщтг А, раапплпжаннїю
на выспта Ь = ТЫ н на расстоянии І, - Ши ат места Брпсаннн?

Дана: ип - І5міс; а = Ты; Ь = Шм. Найти: щ.
РШНЕ. уравнения КННЕНЗТНІЕН ЩЕНППЁРЁМЕННПШ ДВИЖЕНИЯ

дла наардннат:
х - д, + ащг + під; 8.335)
у - _ц, + под + пугїд. 3.386)

Праекшін уткарення на асн координат (рис. 2.?21ь:

ад= П; {2.38?}

пд= -3. {2.353}

0 *_ Ь _!- Ё:
Рас. 1.11

Начальныа їідпанп:

= ду

Вы = Ра 005 '11

-їп = П; (133%

пдд, - ипаіп а.:

_нд-П.
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Уравнения (2.3351, ИЗБЫ о учетом [2.381'1-(23591 преобрааїштеа
и виду:

х= он! еое ов; {2.39П}

у= опгаіп ов -31'13'1 123911*
Граничные їоловип (камень нааодитоп в точке аЩи:

г= т;

х = Ь; {1.392}

у = и.

С учетом {2.З92} уравнения (2.39Щ и (2.391) примїг вид:

Ь = от: ооа оп; {1.393}
и = опт аіп ц - 3:2!1. (1.3941'

Выражан из 12.3931 т и подетавлиа ато выражение в (1.394), получа-
Ем уравнение траектории камня:

2

в=Ьщш-%. {2.З95}
2:11:ъ ооа о:

На тригононегрии извеето: Ііеоеда = 1 + надо. Следовательно,І
уравнение (2.393 аапишетеа в виде приведенного квадратного уравне-
ниа относительно ненавеотной величины щ о:

2 1 2 *а
132121- іШо: + І + на: =

ад ад
РЕШЕНИЕ ЭТОГО КЩДрВТНОГП ШВВНЕННЯ ШПЕНТЕЛЬНП ЩЦІ

з 1 з.о Ь Ейгаа.д=_" 1±`(1-_Ё 4 __31.
ЁЬ 1*а иа

О.

Провераса единицы:

[НЁІ _ МІ-ч:2_ =1_
[аІЩ еї-н-н

аналогично

[ина]_:1 . [ана] =1_
[НЗ] * а

[На]



2. 1' 1. Рашаниа аадач на даумарноа параманноа движанна і 131

Следовательно, решение правильное: тангеие - величина безраз-
мернал+

Вычисление:

152 І 9312-1112 2-Т-9,ЁІ
І = ± _ 1' _ ;ЕЦ” 9,31-10 {1 1 15* 151

15 ее. = 0,492; от. == 44213 он = 3,46; от; === На.

`ІІІІ'твет: о.. а 44% о.: == На.
2.84. Не одной точки одновременно брошены два тела о одина-

иовьтми по модулю оиороотнми, но под разными углами и ториаонту:
ІПиоеделите раоетовиие Ь между точками в момент времени т = 2 е по-
еле начала двиэчиеиив1 еели величина начальной оиороети оп= = Ш му'е,
а утлы броеания ец = 30” и о:1 = от.

Дано: от = щ.: = Шміе; о] = 30:21:11 = Шп. Найти: Ь.
Решение. Проекцин ускорения на оон координат:

о, = П,

оу= -дп »(2:3961'
Начальные условии:

г= О:
от] = оп ооо щ;

ПШ = Щ] СОЅ (11;

до] =хш =0: плат:
На] = Роз = Щ

от. = ц" віп о: І;

от = од.

Уравнения иинематнин о учетом (2.396) и {2.397):

од = оп еоа о. = еопзт;
хі =опоооее| +1; (2.393)

ь1_ІІЦ - оп Ѕіп от. - дг;
2

у1= во ьіп а. › г - ШТ; (1.399)
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их: = щ, спец: = еепзг;

и: = щ. еше ее: - г, 42141101*

ид=ппзіпс±Ґг-дг;

. 3:1уд=епв|ппьгг-Т. {2+4Ш}

Граничные телевин (точки Іи 2):

г= т;

ІІ = ді';

у. = уІ'; шипы
х; =.І;;

Ь=ЛЁ

Каи следует из рие+ 2.?3 ,

Ь= идеей-(ищи-
Е_рн

і 1 '2 Ь

уі ІІІІІІІІІ |

'щ і
ні

иг- -------- .
І и : _

П х; иІ и'Р
Рне. 2.13

Педетенлни в это выражение значенин абециее и ердинат из (2398)»,
(2.3991, (2.4110), {2+4Ш} е їчетеы граничных услеиий (2.4112), пшїїчаеы

Ь=зыптвіп Ёгёід

принерыа единицы 1.: [ц = [щ] [1:] = Ё = м.
П

. ное-эт =Бычнеиенне: Ь - 1- Ш -1 « зш 1.59 м.
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`ІІІІ'гвет: Ь = 211.31 зіп33% = 2,59м.

1.85. Снарид вылетает со скоростыо оп = ШП мд'с из пушки, стоишеи
у основании горыІ составляющей угол о: = 15” с горнзонтом_ под углом
В = ЗП* к поверкностн горы. Пренебрегаи сопротивлением воздука_
найдите максимальный и минимальный радиусы кривизны траекто-
рии сиарида.

Дано: о.: = ІШмуҐс; от, = ІЅ°; В = ЗІР. Найти: Кит; Линн.
Решение. Радиус кривизны траектории Н определится из выраже-

нии для нормального ускорении:

о2 о2
ди = _ З Ё: _

Н о*І

где о - скорость снаряда.

В начальной точке траектории скорость максимальиа и равна щ..
Нормальное ускорение, как следует из рис. 1.?4 (см. треугольник уско-
рении), минимально:

а" = 3соз{о. + _В).

Рие. 1.14

Следовательно, при вылете из канала ствола пушки радиус кривиз-
ны траектории максимален н равен

НЗ
ншш =_ ІІ»

дсомїо. +Ы

[её] 1'и2 -с2
_ І 1 І М

[а] с -м
шо1Вычисление: д = =14ЗТЫ =1,4ЗТ км.

“ш кап-штампа

Проверка единицы: [дтп] =
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В веркней точке траектории екороеть минимальна и равна опеоа (о:
+ Ш. Нормальное ускорение макеимально и равно а Еледовательно,І
минимальный раните кривизны траектории енарвда будет в момент,І
когда енарид накоднтеп в веркней точке траектории. Его значение

НН = {”ош5{д+щ}: _

Еычнеленне: -Ё
= иоое::а.:1зз+зо==]›}2На.. 918] =5|ІІІЁІДг м =е 0,51 км.

з
1д'о

деоаоз +Ш
2.36. При какой величине минимальной начальной екороети опыт.

мозкио переброеить камень через дом е покатой крышей (рие. 1.?51.
Близкайшав етена имеет высоту Н, Заш-Іаи етена - вышз'гіц'г й, ширина
дома і'.

= {оп еовок + [ЗЛ- 1ШИН*- Щщ= = 1,4371ШІ даны -П151км.

тп'ш у т-н

¦ ,4 '
в _ _І1 : в

І Н н-

а: *г щ
П :: Ґ _ІІ-І х

Рис. 1.15

Дано: Н; й; і'. Найти: один".
Решение. Ныберем вне-темуг координат как показано на рие. 2.?5.
Требования минимальноетн екороети броеаник камни е поверхно-

ети земли означают, что оптимальная траектория камна пройдет через
точки крыши А и В. При атом екороеть камня чин" в точке А будет ми-
нимально возмозкиой.

Уравнения кинематики в проекцикк на оеи координат для коорди-
нат имеют вид:

х=опннн -еоарык {Ё.4І}3}
І

у=н+анннапр-г-%. двое)
Граничные условии - камень накодитеи в точке В:
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= Ґв;

х= І; {2.41}5}
у= в.

Уравнения НАШ), [2.404] е учетен {2+405} принимают вид:

і'=вынн -еееВ-гд, {2.4116}

в:Н+ицнн аіпВ- В -ЁЁТЁе 'ІЁ-'Ш'Ті

Енраэнаа из уравнения 0406) г; и педетавлан еге в уравнение
[1411]?1, получаем Квадратнее уравнение етнееительне 13 В:

зі: від_ІІЁІВ-НЩН 1 -(Н-а}=п,
НнІ-І иннІ-І

решение нетервге нмеет вид

1 1един г± 1” _ї д; -н+в
иннн иннн

2д!
На аналнва (2.408) еледует, чте еушеетвует тпльве един угол [5, ебе-

епечнваюший попадание камни в тпчну В (при равенстве нулю дие-
нрнмннантщ. На атпге увлевня еледует:

”:н|1=д[у'ЁН-Ю2 +1” -{Н-н)]. 1114119)

Мннныально Шамшшую величину енпрпети Брпеанни найдем
ив ванпна швраненнв механической Энергии:

155 = (2.403)

2 2пшпннн _ тв
-Щнп Н. 2.4Ш2 2 в 'І Ъ

Решение уравнений {2.409} и {2.4Ш} етнееительне впннн:

иванн =4Ѕ(чі[Н-Ё}2 +1.: +Н+Іт).

Прпверна еднннцы:

[и-Пннн] = 111% = міс-
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ответ: админ *дык-ы: +1” + ны) Ё.
с

1.81 Наклонная плоскость пересекается с горизонтальной пло-
скостью по прямой АВ. Угол между плоскостями с: = 3121”+ Маленькая
шайба начинает движение вверк по наклонной плоскости на точки
А с начальной скоростью сп = Зміс под углом [3 = Ш” к прямой АД
В коде лвиэкення шайба съесокает на прямую АВ в точке В. Пренебретая
трением меэкщг шайбой и наклонной плоскостью, найдите расстояние
ІиІІБІ [рис+ ЕД'б, су

їх
ис

П.

В

Ё

Рне. 2.16

Дано: с. = ЗІР; сп = Еміс. Найти: АБ.
Решение. Систему координат хПу свяисем с наклонной плоскостью;

начало координат б совпадает с точкой А (рис. 2*?6, Щ,
Раалозким вектор ускорения силы тяжести Ё на составляющие

Ёаіпсъ и ІЁсоао. . На рисунка 2.?6, б видно, что на движение шайбы
по наклонной плоскости оказывает влияние только составляющая
ускорения силы тяжести Ёаіпоь . Составляющая ускорения силы тяже-
сти Ёсоас: перпендикулярна к наклонной плоскости и1 так как нет тре-
ния, никак не влияет на двиэкение шайбы по наклонной плоскости.

Запншем уравнения кннематнки раннопеременного днизкення
в проекции на оси координат с учетом начальнык условий:

сд. = ош ссср : совы;
х=опсос[3-г; [1.4Н}

с! = сдаіпр-даіпа-г;
- 1ушиапв-г-щ. пишу

Гряничньте условия І:
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у =П; шин
І=Ѕ=АН

Ппдетавдяя (2.413) в (2.412), находим время веегпдвиэкення:

2-1) БіпгІ-“_Вг=_ П::›г[=0;
даша,

г = 2:10 БМВ-
! явіпеъ

Первпе решение г. = П- шайба накеднтея в начале квердннат; еде-
девательне, время вееге движения

_ Ева еіп|3
яаіпес І

Пвдетавдяя это значение времени в (2.411) н учитывая {2.413), пе-
лучаем дальнееть движения

Ґ=ІЛ

2 1- ` 2Ѕ=АЕ=впеея|3 ў” аіпр=Ш.
даша: даша.

Н2_с2
Проверка единицы: [АВ]= І =м.

е +м
1_ ' 2

Ответ: АВ=Ш м.
даши.

1.88. С какой екерретые щ в момент етата ракеты нужна выетре-
лить из пушки, чтвбы паразитьракету, етартуюшую вертикальне вверя
е чекерением а? Раеетеяние вт пушки де ракеты Ь, пушка етредяет
пад углем ее к гвриввнту. Начальная екереетъ ракеты равна нулю.

Дана: а; Ь; ее. Найти: и".
Решешіе. Уравнения кинематнки [для кеердинатїп в преекцияк

на ееи ке-прдинат (рне. 2.ТТ}:
дм снаряда:

х.: = щеев я. г, {2+414}

у.: = ве віп а: г - 312,?2; 1124] 5}

трякетм:

хр = Ь; {2:416}

_ц, = спад: {2:41?}
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Р” 21 ¦
'Іч г
и!

П.

пч_ Ь :-. Е

Рне. 2.1?

Граничные условия І (условия попадании снаряда в ракету):

х: = хр; 4224131;
у.: =ур. {2:4Ш}

Решение системы уравнений (2.414)-{2.419} относительно иско-
мой неизвестной т:

и = Цо+3}
п ц зіпїсъ ъ

1
Проверка единицы: [оп] = чнДана] аж? =Ё

Отвег:оп= І,_Ц_п+3}, Ё.
зшЕог. с

2.89. Тело Ерошено ео скоростью од. = 14,?мд'с под углом а = ЗП”
к горизонт-у, Найдите нормальное ад и тангенциальное а, ускорении
тела через г = 1,25 е после начала авилезнин+ Сопротивление воздуха
не учитывать.

Дано: оп = НДЫКс; с: = ЗПП; т = 1,25 е+ Найти: он; от:
Решение. Уравнения кинематнкн для скорости в проекции на осн

координат:
ол = он созес = сопзт; 1114201*
о). = оп зіп о: - 31. {2:421}

Нз подобна треугольников скоростей и ускорении [на рис. 2.?5
обозначены одинаковые углы 5, а", щ - составляющие ускорения Е
по иормали н касательной к траектории через 1: после начала ,авиаке-
нин) е учетом (2.420), (2.421) следует:

а_'н = Ё Э а" =

“д и моё -Зецъвътзіпнз.+32.:2
род, еоза
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п и зіпеъ-_г=Ё :-_, Щ= д 11 Ш _
“у и #еЁ-Еипдтзіпц +,е'11'2

ІІ

ЛР 'чу- _______ т 1:

І,
'Та ч а 'їд

ІЪъ`

'ічъ

е. ` , '1-е` и ' ъ
В 3:

Рне.1.Ё-'З

Проверка единицы Здесь приводится в неекельке Этапен: пед кер-
нем дет-ина Быть единая единице:

Іып-- [вы ш ш= = “_,е-е с
1:1 мІ

[ЁЁР [32] [гг]= =с--

Наконец [ан]= [е_.]- м_мсзчгё =ї2.
Вычисление: с м с

пл_ 9,81-14,-? 20530” _Чмїз;
,114,1'1-2 9,31 1,-15 14,тзіпзтю,нп* 1,252 Ф

9, 3І{14 Т- зіпЗП°- 9,-81 1,25] __3 Езї
=,\,!14114-93]-1,25-14,15іпзп°+9,н|14,251 с*

`ІІІІ'гвет:

ал= днища =9,14 її;
411.11 -2ипдгзіпц+52г1 С

п,= дщыш'дї' = 4,53 1,.
Сд/пё - Ёипдтвіпц +311г2

2.90. Дне чнегицы днищгтен е ускерением 5 в пднпреднем пеле
тнжееги. Н начальный мемент чаетнцы нанедилнеь в еднпй 'Шчие
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н нмалн снпраптн щ = ЗДЩ'І: н и; = 4,0н3'а, направленные гарнаан-
тальна н а пратнаапплаасныа стороны. Найдите расстпанна наш
чашнцамн а манант, нпгда векторы на страстей анааєїгса ааанына
парпанднІгєшарныма+

Дана: и. = ЗД Ща; и; = 4,0ща Найти: 5.
Рнланна. 1І'драананна нннвнатннн а проекция: на пан напрдннат

(рис. 1.791* с: учетом начальных условий:

11,: :иш =сап$ц

хп 1310:;

іы'Ідг :Ёт;

311
уі :_і *12142212

[121 =Нш =ІЮПЅЦ

х: :ишц

иїу =Ёц

2
Р: =%- (2.423)

цЩ чш п тд] 'її

ІІ' Н

Рис. 1.19

Граннчныа їалаана:

' =Ґ д {2.424;.
ц+|3 = ЁЮП.

Как сладїгт на рна. 2.?9,
2

(Ні: +и211' :и|2 +ЁЁ

нлн, учнтыааа {2+414},
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(от +одш)1 :е|10 + 311” +в;ІІ +рїг'1. 111425:
Из {2.425} следует

.. ,Ґе ог =Щ_
Ё

Расстояние мезкцу частицами в момент времени Ґ {так как в соот-
ветствии е (2.422) и (2.4231у] =у1}равно

ч'ишизе
З

Шшд'ї:
[3] сІ-м

5:1”11: 'Ризоїі'ч ='["1е +изо1'

Проверка единицы Ѕ: [Ѕ] =[о] м.

,Не оОтвет: 5:01", +еш}Щ,м

2.91. Автомобиль движется без проекальаывання по горизонталь-
ной дороге с постоянной скоростью по. На какую максимальнуто высо-
ту лыж над поверкиостыо дороги забрасываъотся капли грязи от колес,
радиус которых равен Н?

Дано: во = сопзт; Н. Найти: люк.
Решение. Презкде всего следует доказать, что скорость точек обо-

дв колеса (следовательно, и капли грязи, прилипшей к обеду) равна
скорости автомобиля то. По закону сложения скоростей лдя точки
С{рис. 1.8Щ: чад: - чт" + стр. Здесь чт - скорость точки Собода ко-
леса относительно Земли, от - скорость зтой точки относительно
движущейся системы отсчета, связанной с центром колеса, чщ - тп-
скорость переносная {скорость автомобиля}. По условию задачи (нет
пррскальзывания колес] таб.: = О и, следовательно, чт" = тп. Модули
зтик скоростей также равны: от., = во. Систему отсчета, в которой оу-
дем решать еедечу, свяжем с автомобилем (точнее, с Центром колеса).
Пна - инерциальная, так как скорость автомобиля постоянна.

Проекции ускорения на оси координат:

яд = П; {Ё.426}

я). = _; {Ё.42Т}
Начальные условия для капли грязи:

г=0;
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-Р'ЬҐ-"гг

-4 п ь ІІ Ь

_ ' ь і. І Е
к /

=¦ : 1

тип! *О

Рис-2.80

щ., = ип віп ц;

Ха = -КШЅ ш; (2.423}
ип, = ип спа ц;

уп = двіп а"

Уравнения кннематннн в проекции на оси координат с учетом
(2.426) - (2.42Ш:

их = ип віп ц = попы;
х = -Нспз щ: + пп: віп Ш;

дыри=ишзш=-- г 2.4291" п' а: 31 { І.:

у = Нзіп ш + идгсш шр щр - 31231 {2.43Щ
Граннчныв условия (точка І шагтрнн капли - высшая тачка

травнтпрнн):

Ґ: Ґд;

“3:02
у=й-Ё

нцмзщшдуетгг ММ.
Ё

Ппдставлнн зтп значєнне времени в (2.4311), пшіїчнм
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вЁ: ссиа2 сг.
23 І

Выспта псдъсма капли грязи зависит ст угла а. (мсстс атрыва кап-

а=Щ1+аіпиф1+ »(1431)

лит. 11*:"славия максимума: первая производная Ё =П, втарая прпиавс-
Ц

дНая а_-сП'
ася: І

Псрвая прпнааадная Іт па сс

дл 1:15 вы* а или
_= Нсса сс - =
сїц 23

спа а, = П, атс противоречит условию аадачи1 слсдава'паявнст1 рсшс-
нисм будет

П.

аіп съм = Ёё. {2.432}
На

Вторая прпнввсдная
2 2
Ц = Наіпсь -иг_“'(-аіп2 ц+сса2а).

Е
І

Падстааляя сюда (2.432) и учитывая гс 0. пслучасм
Ц

на вата. 3.4334

Если сисрссть автсмабиля дсстатсчнс вслина. т.с. выпс-лнястся

ївлсъвиа 111433), тп при аіп сст = Ё; высота Ь манснмальна и равна
НГа

в] 5:23І: = Н+ _"+_.макс 23 21102

2 2_ 2 а 1_ _ а
Прсвсрна единицы: “_” =Ц=щ Ы =Щ =м.

23 сІ-м ІНЁ м1 -сІ
І 1

Пгнст: Ітнж = Н+ иі+н_ї, м.
23 Іип

Примачаниа Еыраисснис {2.431} для нанбпльшсй аыспты псдъсма
напсль мстанс с|;1+аа1›,г пплїчить, ссли примснитъ ааисн саирансния мсяа-
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ничеекей знерпти е учетем теге, чте в выешей течке траектерии капли
вертикальная ееетаалятещая екеррети обращается а нель:

1 1 - 1
Ш +тдЩ1+зіпц] =Ш

2 2
2.92. Прудне етреляет из-за *ущшггня1 иакяененнеге к геризенту

пед углем В, накедяеь на расетеяннн І ет еенеаания укрытия. |Ствеш
ерудия закреплен пед углем е. к геризенту, причем ц > [5. С какей мак-
еимальней екереетые лиш: меткет вылететь енаряд, не задеа укры-
тия. `Ё".»виретиалением врздука пренебречь. Траектория енаряда лезкит
в пяеекеетн чертежа.

ДІІШ: В; Ґ; ц; [З 3* и. Найт: щит.
Решение. Уравнения кинематнки в преещияк на ееи кеердннат:

+ тян.

х: І+ ипееза г, (2.4341

у = иозіп ет І- 312,!2. (143511

х-г'Иеклгечая время г из (2.434) г= и падетааляя зте значение
ео еезц

времени а {2.435}_ получаем уравнение траектории снаряда
х-І 1у = щ т р: -11- 32_1 (газы

2110 епз п.
Для теге чтобы енаряд не задел укрытия, иеебкедиме, чтобы пер-

аая производная ет упе х {уразнение траекторищ была равна тангенеу
угла иакяеиа укрытия [3. Вычиелим первую преиззедную и приравни-
ем ее к 15 [3:

а'у 2 31.1: -Л
их вв В Ели2 еез2 е: { }

РІз {2+4ЗТ} найдем абециееу з: = х* течки каеания траектерии енаря-
да укрытия:

_ 2 1
я = г+ “в” 'Едим а. »дзаззт

з
Педетавляя зте значение х* а уравнение (2.4345), накедим ердинату

течки каеания траек'шрии енаряла укрытия:

у* _ её еездщІяІеЬ-Ік] Ш23 {2.439}
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Как еледьет нз 1:1не+ 231,

те В =у'і:~г'- шмш

_'ІЁ' ІІ. а! Г

т .
тп 1'

В ІІ

П _.. ;_.| І:

Рне.1.8]

Решение Іурана;нений {2+438}-(2+44О] птнеентельне ненемей
макенмелъней екерее'гн енеряде щит:

4231313
тщтее- ІеІЗІҐипцене _

Прпверке единицы:

[ишш1=[~і31=4шш= “Ёп-12%

Ме = Лет* е
І Пит ееееЦтЅщ-ІБВҐе'

2.93. Пушка расположена у педнежня горы е углем наклена к ге-
рнзенту [і = 45". Под каким углем ц к гернзенту наде їетаненнть етнел
пушки, чтебы енаряд деетнг їклена на максимальной ныеете? Сопре-
тнвленнем неццїхе пренебречь (рне. 2.32),
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Дано: В = 45": Найти: о:+
Решение. 1Ег'равнения кннематнкн для координат в проекпняк на оси

координат е учетом начальнык условий:
х:впеоесъ-г; {2:441}

. 3:*у=щІ зшо-г-Т. {2.442}

Граничные условия:

Ґ:Ґ;

х:.т:'; {Ё.443}

у=у'-
Здесь верхним индексом ' обозначены время полета снаряда и ко-

ординаты точки попадания снаряда на склоне горы.
Геометрическая связь координат к* и _р':

ее=їт~
х

Решение системы уравнений (2.441)-{2.443) относительно у'
(подробноеу

1-1

ІБВ: _ =::›Ґ:_"(зіпса-ЩЕз-оозеъ)+
ц] еоаск-г д

Подставляя зто значение Ґ в (2.442), получаем:

_ 211.3?=?1;3[5 -[еозс:{зіпо: -шр-соесЦІ.

Условие максимального значения ДЩ : первая производная от у
по о. долзкна быть равна нїлго

ду* _
о'о. а

а вторая производная долэкна быть отрицательна

о' 2у'
до.:

со.

Вычисление:
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с 1
Ё =2ї±3щсо52ц +І$|3+аіп2с11| =Щ
а'о. 3

(соа2ст +тдріаіп2щ = П;

1ш=--.
[В ІаВ

_ Ішо'. _ 1
ДШЕ' 1-е1е_ на
`\ї:1*гої'г31да Получаем приаеденное каадратное уравнение отноентель-

Но [5 сс

тада-щр-ща-ьо.
Решение этого уравнения:

15 а,=т$[5±їи[32[ъ+|.
Знак минус противоречит уеловнто задачи: должно быть [3 о. 1* 'ІІІ'+

Следовательно, решением уравнения (14441 будет

[все = [+1.І'І+І =2,4І; съ = бїпЗй'.

Проверка второй производной:

ее* Від
до.: _ 3*

ШВЁ-ЁЅіпІо+2щВ-соа2щ=
2

=2-п“-І5Щ-4аіпцеоац +213В-соа2 о; -2[3|3-аіп2 а).
Е

Вычисление:

1 'І Ё'Ъ 1; =Ё4 44113239дивана-един _2~с,92391)=а,5тты1 ип.
Ц 1

Этим подтверждается тот фактІ что при найденном значении угла о.
снарав достигнет уклона на максимальной высоте.

Швег: о. = БТПЗП'.
2.94. Под каким утлом ср к горизонт-у следует Бросить камень с вер-

шины горы с уклоном 45'*І чтобы он упал на склон на максимальное
расстояние?

П'Івег: ср = П.
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ДИНдМИКд МдТЕРИдЛЬНОЙ ТОЧКИ

3.1 . Основные определения

Динтнико_ раздел механики, изучающий изменение движения тел
и причины, вызывающие зти изменения (силы). Содержание динами-
ки: силы и три закона Ньютона.

Стт _ векторная величина, характеризуюшая действие на данное
тело других тел или поля, в результате чего тело приобретает ускорение
или изменяет свою форму и размеры.

Галилеем были проведены опыты, которые позволили ему сделать
следующие выводы: если тело не испытывает внешних воздействий,
то оно сохраняет покой или может двигаться с постоянной скоро-
стью. Свойство тела сохранять свою скорость при отсутствии действия
на него друтих тел и менять ее лишь под действием других тел называ-
ется инерцисй.

Первый закон Іашшея - Ньютона. Скорость нотариальной точки
остоется постоянной {е честности, ровной нулщ, лоно воздействие
НП Эта ШЫП СП СШПРПНЫ ддугщШЕІ'І НЕ ЕНЗПЄЕ'Ш ЕЕ' НЗНЕНЕ'ННЄ.

Система отсчета, в которой выполняется первый закон Ньютона,
называется янерциивьной, Этот закон иногда называют законом инер-
ции. Система отсчета, в которой не выполняется первый закон Гали-
лея - Ньютона, называется неонерциияеной системой отсчета. Ннер-
Циальных систем существует бесконечное множество+ Любая система
отсчета, движушанся относительно некоторой инерциальной системы
отсчета прямолннейно н равномерно {т.е. с постоянной скоростью},
будет также инерциадьной.

Ппытным путем установлено, что система отсчета, пенгр которой
совмешен с Солнцем, а оси направлены на соответствующим образом
выбранные звезды, является ииерцнальной+ Эта система называется
еелноцентричеокой системой отсчета.

Земля движется относительно Солнца и звезд по криволинейиой
траектории, имеющей форму зипипса. Криволинейиое движение всег-
да пронсходит с некоторым ускорением. Кроме того, Земля совершает
вращение вокруг своей осн+ По зтим причинам система отсчета, свя-
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заииая с земной Повериностьііо1 двиэкегся с ускорением относитель-
ио гелиоцеитрической системы отсчета и не является ииерниальной+
Пдиако ускорение такой системы настолько мало, что в большинстве
случаев ее можно считать ииерьтиальноіїі+

Второй закон Ньютона. В инерииальлай систаме отсчетаускорение а'
материальная талии ирина пропорционально действующей на нее силе Р
и обратно пропорционально массе т:

е-І'І:Е ИЛИ Ё:тЁ:ШЁ. (3.11'
т а:

Учитывая. что масса материальной точки в классической мека-
иике есть величина постоянная, в выражении (3.1} ее можно внести
под знак производной:

на~ а
Ґ-Еіеті-Ш ~ (3-21

Векторная величина

дней, (3-31
численно равная произведению массы материальной точки на ее ско-
рость и имеющая направление скороет, называется импульс-ам зтой
материальной точки+

Подставляя (3.3) в (3.2), пощиим

Ё=Ё (за)
и!

Это выражение _ более общая формулировка второго закона Ньюто-
на: скорость изменения импульса материальной точки равна действу-
ющей на нее силе. Выражение (3.4) называется уровневием движения
материальной точки.

Чем |Больше масса тела, тем меньше его ускорение: от массы тела за-
висит неподатливость его к изменению скорости. те. его инертность+
Масса - мера инертности тела. Масса - физическая величина, яв-
ляющаяся одной из основных характеристик материи, определяющая
ее инерционные (инертная массаЪ и гравитадионные [ераеитааионнал
масса} свойства. Ннертная н гравитациоиная массы равны {с погреш-
ностью ІП-"Ёь Единица массы в СИ [т] = Ікг. Единица силы [Л = [тІ
[а] = к:1м

Тре'птй аакои Ньютона. Б инерииальиой системе отсчета две мате-
риальиые точки езашиоаейстеуют с силами, равныии ао величине и ара-

= 1 Н (ныотон).
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тиеоиояозкньша но новроааенаю. Эта силы одной природы, напроаяены
но одной прямой:

Силы всегда возникают попарно: всякой силе, приложенной
к какому-либо телу; можно сопоставить равную ей по величине и про-
тивоположно направленную силу, приложенную к другому телу, взаи-
модействуюшему е данным.

Силы в Іие'яаяике+ Граеитоционяав сало, обусловленная всемирньгм
тяготением. Закон всемирного тяготения Ньютона: еДве материаль-
ные точки пригягнваются с силой, величина которой прямо пропор-
циональна произведению ик масс и обратно пропорциональиа квадра-
ту расстояния между нимия:

РН = 'ЁШя1,2

где РН - Величина силы притяжения; м. и тд - массы материальных точек;
г_ раеетояние междуг ними; Сг' - гравитациениая петанная.

Н-м2
кг І

Увруеоя едва. По закону Гука епри малык деформацияк упругая сила
прямо пропорциональна деформациия:

РМ = к ~Ы, {3.5}

где РМ - упругая сила; я - коэффициент упругости (например, жесткость
пружины),

Численное значение гравитационной постоянной 6 = 6,6? ~ НГ"

Закон Гука можно переписать в другом виде. Веедем новые пара-
метры:

где о - нормальное напряжение, возникающее при растяжении; Ѕ- площадь
поперечного сечения Бруса, на который действует сила Р;

Ыс =-,
і

где е - относительная деформация, вызываемаи атим напряжением, Ы - де-
формация, І- длина Бруса.
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Полетавляя выражения для о и е в {3.5}, получаем

о = Ее,
где Е - модуль Юнга - модуль продольной упругоети, характеризующий
епоеооноеть материала еопропівлятьея раетяжению, введен Томаеом Юнгом
в ІЕП'? л [Томае Юнг (ПП-1329) - английский физик, врач и астроном.)

Сила трения. Силы трения появляютея при перемещении еоприиа-
еающияея тел или ия чаетей друг отноеительно друта+ Трение, возни-
иающее при отноеительном перемещении двух еоприиаеающияея тел,
называетея внешним; трение между чаетями одного н того же еплош-
ного тела (например, жидиооти или газа) ноеит название внутреннего
трения.

Трение между поверяноетямн двух твердыя тел при отеутетвин
канон-либо проелойяи, например емазии между ними, называет-
ея еуяши. Трение между твердым телом и жидкой или газообраз-
ной средой, а также между олоями таиой ередн называется вяаинм
(или жидким).

Применительно и оухому трению различают трение еиальотеення
и трение лечения.

Максимальная енла трения поиоя, а также енла трения еиольження
пропорциональны величине еилы нормального давления, прижимаю-
щей трущиеея понеряноети друг идругу.

Ртр=|аН,
где а- коэффициент трения [соответственно поиоя или еиольження}, [р] = 1;
Н- енла норьшльного давления.

Сила трения между твердым таеом н жидкой (газообразнот средой
(енла еопротнвления ереды). Величина еилы трения завиеит отформы
и размеров тела, еоетояния его повериноети, еиороети по отношению
и ереде и от евойетва ереды, называемого вяаиоетью. Типичная зави-
еимоеть еилы трения от еиороети тела по отношению н ереде показана
на рие. 3.1. При еравнительно небольшая еиороетяя енла трения рае-
тет линейно ео еиороетыо:

і'тп, = _ь, а, Ра
где зная мииуе означает, что енла трения направле-
на в еторону, противоположную еиороети. р ,Ё

При Іізольшия еиороетяя линейный ааион пере- |\
яоднт в ивааратичнмй, т.е. енла трения начинает
раети пропорционально ивалратд,г еиороети: Рис, 3,1
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~ 13
Етр = -1'62112 Б.

Ееличнны коэффициентов #1 н к; (нк моэкно назвать коэффициен-
тами трения) зависвт отформы и размеров тела, состоянии его поверк-
ностн и от свойств вязкой среды.

Сила тлисеети и вес тела. Под действием силы притазкениа к Земле
все тела падают с одинаковым относительно Земли ускореннем ,Ё . Это
означает, что в системе отсчета, связанной е Землей [в инерциальной
системе отсчета), на любое тело действует согласно второму закону
Ньютона сила

-г

Р=тЁ,

называемая силой тяжести. Когда тело покоится относительно Земли,
сила Ё уравновсшиваетск нормальной реакцией опоры М, удержива-
юшей тело от падении:

а? = - ,5 .
По третьему закону Ньютона тело действует на опору или подвес

е силой Б , равной -Н , т. ет е силой

о=Р=т5.
Сила Ё , с которой тело действует на опоІІІІтІг Или подвес, называется

весом тело.
Это сила равна тд лишь в случае, если тело и опоре неподвизкны

относительно Земли. В случае нк двиткеннв вертикально вниз с уско-
рением Е вес ЁІ не будет равен тЁ.

Решим эту задачу в соответствии е аПЕщими методическими ука-
занивмн к решению задача (см. п. І.3}. При зтом конкретизнруютсн
следующие пункты:

2. аЕыаелитез [ензолируйтеы рассматриваемую материальную точ-
ку, для чето следует 1ко'и'іроснтва взанмодействуюшне

Ё; с ней тела, азаменива ик силами.
3. Запишите второй закон Ньютона в проекци-

вк на оси координат, дополнив полученные уравне-
ннв выразкенивмн для сил, уравненннмн кннематнкн

у 5* [при необкодимости}.
,НЕ Тело массы вт падает на Землю с ускорением Е . Най-

дем вес тела (рис. З.2}.

Рис. 3.2
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Для зтсгс на сяематичеснсм чертеже евыделимя теле. Землю и спс-

Рї. действующие на теле, взаменнмз силами тд н Ё1. Тсгда втерей
занен Ньютсна в прсенции на ссь [Фу имеет вид

т3_ М = тп. ІЁЗ-Ы
Пр третьему замену Ньютвна

6. - Н.. {3.Т}

Решение уравнений (3.6) н '(33) етнеснтельнс 61 дает

61 = М = т '[3'- Щ. НЕ)

Нз (3.3) следует, чте если д = в, те Б. = П, т. е. наступает еестеяние
невессмссти.

їенерешіе сввбедиеге падешш вблизи поверхности Земли до. Сила
тяжести вблизи псверинести Земли мсжет ІБыть выражена пс втеррму
замену Ньютсна:

Р = гида (3.911

Н В СПОТБЕТСТВНН С ЗЗКПНПН ВСЕННРНПШ ТПШТЁННПІ

тМ

где М- масса Земли, М= 6 - Шднг; К- радиус Земли, Н= 63ї1км.

Нз (3.9) и (3.10) следует

м
еще*

Вычисление:

_ в-ш” м=ввт-ш І1_=, _.3" ' (дан-шт Іьї

3.2. Решение задач пе динамике материальнпй
тсчнн при прянепннейнпн движении

3* І у Пс гсризснтал ьней плсснссти движется груз масссй т = Шаг
псд действием енлы Р= 25 Н, направленнсй вверх псд утлсм в: = Шп
и гсрнзснту. С наннм уенсреннем движется груз? Ксэфєіэициент трения
груза с- плсснссть равен р = 0,1.
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Дене:т= Шиг; Р=25 Н;:1=60“; р=П,1. Ндіітн: а.
Решение: Втерпй ззиен Ньютона е прпеицинн на ееи иеердинзт

Цене. 3.31*

Репзеъ-Ртр=та, [З.11}

Геіпес+ Н-тд=[1. (3121*

у ІІ. НН г

ІЁ, ц

тд 1г
е х*

Рне. 3.3

Выражение для еилы трения:

и., = из: (мы
Сиетемз уравненнй{З.ІІ]-(3.13}ззмкнута:три уравнения и три не-

нзееетнне: а; М; РТР. Решенне зтей еиетемы уравнений етнееительне а:

Р _е= - (рзппц+еезц]-цд.
т

Прпеериа единицы: [п] = [ЛДт] = Ну'иг = иг - му'е2 - кг = Щ'ед.
Вычиеление:

з= Ё (0,1 зіп епчшзвое -сы ,9,31 =е,4з її.
'Ё-

Птеет:а= Е (рзіпц+еезц}-рд={і,49 її
т е

3.2. Стальная превелеиз вьшерзинззет груз мзееей де т. = ЅШиг.
С изиим наибольшим уеиереиием можно педнимзть груз мзееей
и:2 = 4ПП иг, педеешенный из зтей правелеие, чтебы енз при зтем
не еберезлзеъ?

Дене: т] = ЅШиг; тд = 400 иг. Найти: енш.
Решение. 1. Груз педвешен из презелеие непцдзижне (уеиерение

рзене нулю) [Рие. 3.4, щ:
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у и Т Р д Ти

дым

п. МІБ П ті:

Ні 51*
Рис. 3.4

Второй закон Ньютона в проекции на ось О_и

Тггр _ тІЁ=пе [З›]4}

где Тпр - предел прочности проволоки.

2+ Груз поднимается с максимально возможным ускорением
ІІрис. 3.4, 6):

Второй закон Ньвотона в проекции на ось Пр:
Тпр _т33= тдощт. [3.1511

Система уравнений [З.І4}-(3.15} аамкиута: в ней два уравнения
и два иеиввестныи+ Решение ее относительно они:

днакс =ЁІ (тІҐгтЕ) _ І]-

Вычисление:

онш - 9.31 5003400 - 1) = 2,45 му'сї.

Пшет: лиш =д[ (тыщ) - 1] -2,45м;'с1.
3.3. С каким ускорением а скользит бруоок

по наклонной плоскости с углом наклона о. - 311”
к горивошу при коэффициенте трения ц - 0,2?

Дано: о. = ВПП: ц = 0,2. Найти: а.
Решение. Второй закон Ныотона в проекциии

на оси координат (рис. 3.5):

тд еіп о: _ РП, = то; [3.161'

Н-тдсоец=0. [3.1Т1і

Сила трения

кр = до: (зла:
Решение системы уравнений (3.16}-[3.ІЕ} относительно а:

о=3{еіпо. - исое сс).
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Вычисление: а = 9,31 {еіп 30-02 сса ЗИП) = 3,21мд'с2.
Птеет: а =д{еіп съ - р. сса ст] = 3,21ніс1.
3.4. Деа тела массы ті н янгІ связаны нитыс (рис. 3:50. С наним рене-

рением движется телс т., если коэффициент трения егс с гсрнасн-
тальнъсс плсснсстъ стсла а? Найдите таъса'е сиди-,Іг натяжения ннти, сея-
еыеаісщей сба тела+ Массамн блсна н нити прнзнебреча+

_]і'н. ъНі а
РФ '_ Т

| І Ґ

те" Т
п х

а
тд

Рис. 3.6

Дана: тІ; тд; а. Найти: а: Т.
Решение. Втсрпй зансн Ньютона а прпенцняа: на сси нссрдинат

для тела массы ті (см. рис. 3.4):

Т- Гтр = т. я; (3191*

Н- т.д= П. (3351*
Выражение для силы трения:

п, = рН: [ЗДЦ

Б'шрсй ааішн Ньютона в прсетшии на ссь срдинат для тела масссй тІ:

тщ- Т= гида. (3221*

Система четырем: уравнений [3. 191* - [3:22Ъ с четырьмя неиееестны-
ни Т, РТР, а, Наамнщта. Решение этсй системы 1уравнений стнсситель-
нс а и Т:

= (тд-“113 = Т: т:т23{|+д}_
ШІ +т2 ШІ +Н'І2

[_тПа]
[т 1

[п_= [_т][[т]][а1__[т][д]=1ті;_-Ём=н_

Прсеерна единиц: [аІ-= _:[3[=-с: ;
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Ш:д= (т: -ІШЮВ і її; Т: *""'і'1*""'і'331[1*і'І-Ц'і НТ
т' +4\"|І"і'Ё С т' + І'Ч'І2

3.5. По иооке1 накаонеииой под утяом о: к гориаоиту1 кирпич оо-
екаяьаыяаето поотоянной окоро-стыо. За какое время т кирпич ополает
е дооки, еояи ее наклонить под углом [ї к гориаонту [В я Щ? Длина
дооки равна І.:

Дано:ог.; В; [[З За ее). Найтнп.
Решение. По оушео'тауІ адеоь иметотея две задачи+
1. Кирпич движется о поотоянной окороотыо [рио. ЗЛ', о). Второй

Закон Ньютона в проекцияк на оси координат:

тдеіо от - др. = П;
М -тдооаеъ=0.

Рне. 3.?

Выраэкение для еилы трения:
гтр' =І1~|г

Решение замкнутой оиетемы уравнений [три уравнения и три неиз-
аоотнык Н, РП, и р) отнооитол ьно |.І.:

и =ЕБ~1 (3131*
1: Кирпич дниікетоя о ускорением [рио 3.1 6). Второй закон Ныо-

тона в проекцияк на оои координат:
тд аіп В - РТР; = то; (1241*

Гч'д - тдооя В = П. [3:251*

Выражение для оилы трения:

РТР; = рНу. [3:261*

УРЕІВНВННЕ ЁННВЫНТНЕН С ЪЧЕШМ ННЧНЛЬНЫІ Н ГРВННЧНЫІ Ь'ШТПБНЁІ
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а:'“_. 3.2?2 'Е 1*

Решение еиетемы уравнений (3.23) - (3.1Т} етноеительне 1::

т: ЁЬооеее
ЧаЅіЩВ-яї

т: І ЁЬеоБц
дЅіЩІЗ-оъ] +

3.6.Два орїеяа наееани пн и тд, еоединенные нераетяаеиной нитыо,
маееой которой можно пренебречь, двяжїшя вверх по наклонной пло-
еяоети е поиощыо енлы Р, направленной под углом р я наклонной пло-
еяоети+ Еычиелите еилї,І натяжения нити Тмеждї брїекамш Коэффи-
циенты трения бруеяое о наклонную плоеяоеть равны р (рие. ЗеЅ, 6).

Рио. 3.8

Дано:т1;тд;Р; В; р.. Найти: Т.
Решение. еНволнрїема первый брусок, еовменяян Земшо енлой

тяжеегн тІЁ _ наялоннїіо плоекоогь - еилами нормальной реакции
опоры Н! нтрения РМ и нить-силой Тч'. Выберем неид'гг'еоц,г отсчета:
оеь Пх направим параллельно наклонной плоевоети [рие+ 3.3, 6). На-
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нееем на еяематичеений чертеж угол о. наилона наклонной плоеноети
н горизонтали+ Запишем второй закон Ньютона в проенцияз: на оеи
координат1 дополнив полученные уравнения выражением для енлы
трения:

ГеоаВ-Т- РТР] -тІдаіпоъ :т|а; [12311

Н1+ГзіпВ-т|5оозеь :І'.]; (3191*

РТРІ =].1.Г~'1, [ЗЕЩ
где р - коэффициент трения.

Подотавляя (329) и (3.30) в (3.28), получим:

РеоеВ-Т+|.І.зіпВГ=т1(рреоео+раіпо+то}. [3.31}
`в[#Ізоли|::1ъ,гемв второй брусок, «заменяя» Зевшъо оилой тяжести тІЁ,

наилоннуто плоеио-еть - онламн нормальной реакции опоры НЕ
н трения ЁШ (рне. 3.3, в). Запншем второй закон Ныотона в прови-
циян на оеи координат, дополнив полученные уравнения выражением
для еилы трения:

і"'-1""п_,,2 -тдрзіпо:тда; [3е32}

Н: -тддеовоп = П; (3.33)

,РМ = рН? (3341*

Подетавляя {3.33} и {З.34} в (3.321, получим

Т =тд(ы3еовц+дзіпц +о1і. [3.35}

Поеле деления {3.ЗІ} на *[335] и простых преобразований находим
еилу натяжения нити

Т: Надіооар+рзіпр}_
т, +в:2

п : Т: 1Е-"глді{оое|3›+рзіпІЗ) і н_
ШІ + т:

3.7. Ппределите еилу, действующую на вертннадьнуъо етенну ео ето-
роны илина {рие. 3.9, о), еедн по нему еиользнт груз мвееой т. Угол
при основании нлнна равен о.. Коэффициент трения между грузом
н повериноетыо шина равен р.. Трения между горизонтальной повери-
ноетыо н ипином нет.
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Ё
М

Н
і“к

Дано: т, о., д. Найти: Г.
Решение. сНзолируемг рассматриваемшо материальнїто точяд.г [груз

массой т), сзаменяяг действующие на нее тела силами: Землто - ся-
лой тяисес-ти тя, поверхность [спина - нормальной реакцией опоры Н
я силой трения Гц, (рис. 33, бЪ

Второй закон Ньтотона в яроеяцияа на оон координат:
тд віпог. - РТР: П; (3.36)

Н- тдсое о: - П; [З.3Т}
Гтр= ды [333]:

«Изолируемг илнн: на него действуют Земля с силой тяжести М;
(М - масса ялнна), горизонтальная поверхность с силой Н., верти-
кальная отеняа с силой Нд, груз массой т с силой ІЧ и РТР (рис+ 3,9, е}.

Второй закон Ныотона в проеяцияя на оси координат:
Ы: + др сов от - Нвіп о = П, (3591*
Щ - Ртрвіп ог. - Нооз о: = П. [ЗАЩ

Решение уравнений (3.3Т} - (3.39) относительно Нд:

Нд = щсозщвіпо - рсоао) .

По Третьемїтг закону Ньютона

г = -НЪ

`П'Івег: Г :т3сово{віпш - рсовот); Н.
Примечание. 1і'г'равнення (336) и (3.40) при решении данной задачи

не по'греІ'іовались+
3.8. Две гнри массами ті = 3 иг и тд = бяг висят на яонцад невесо-

мой и нерастятяимой нити, переяннїтой через Блок. Первая гнря наво-
дится на й = Ём ниже второй. Гирн пришли в движение |І'іез начальной
сяоростн. Через яаяос время с они окажутся на одной высоте?
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Дана: гл1=3нг; тд=6иг;!т=2м. Найти: 1.: с щ
Решение. чВыаелиемс рассматриваемые ма- _І_Р_І_І '_І______

териалъиыс тачки - гири+ Для атсгс саамена-
ема ІсидалснныешІ нить и Землю силами: Т и на; Ё
и лтд. Запишем втсрсй заисн Нъштсна для сбе- ' -І
на: три в прсеициии на ссь Пу (рис+ З+ І Щ: І Т І І: д л

І:пдд - Т= -т'щ [З.4І} І Г'І І П
т

тдд- Т= мда. [БАД у и тд ЕЕ

Для тсгс чтсбы гнри сказались на сднсй рнш 11".
высстс, каждая из нии дслисна пройти рас-
стсиннс НД, стсъсда уравнснис иинсматнки
в пр-Псицни на ссь Пу:

ы: = ища. (3.431
Решснис системы 1дышавнєгмніїі (3.41) - *(343) стнсситсльнс т:

Ёті + тд]
ті?

Проверка единицы: [1:]= [Ним] Ш =1,н_мс
Ч[_Іа][т]= Ща!

_ = І2(3+6} _Вычисление. т _9*81Ш_ы -П,?8с.

`СїіггвсгггІ = ш =с,?8 с.
дм: _ 'ті 1'

3.9. Канпвы ускорении груша псиазаннпй на рис. 3.1 1, а систсмы'?
Трение стсїгсгвует* масссіі блснсв н нити мсжнс пренебречь. їчасгин
нити, нс лежащие на бланках, всртикальны. Нить нсрастиишма.

Даша:т1;т=;т3.Найш:а[;а=;а3.
Решение. «Наслируема грузы н нижний блсн, аааменнаа вааимс-

действдлсшне с ними тела силами: Землю - силами или* тд, лад,
нить _ силами Т и Т.. Предпслсжим, чтс грузы движутслмаи Ідтааанс
на рис. 3.11, Е, т.с. усисрениа атин груасв - а., ад и ад. Псь срдинат
Пу свааываем с Землей. Запишем втсрсй ааисн Ныстсна в прсеицни
на ссь Будда выделенных материальных тсчеи:

ШІЁ-Т=т|д|1 (3-44)
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я 131,- 1:11Ё- *1
Ёшт т Ё

Т' Ф т
ле11 'ІІ ТІ ІІ

тд 'і'ТІ тдъ я
'тд

а б
Рут-3.11

Т' -2Т=П; (3351*
тия-Т; :т1а1; [ЗАЩ

тзЗ_Т:тздз~ [337.1
Здееь учтене, чте из-зв нерветяжнмеетн нити енля натяжения нити

Т пеетеянна пе веев длине. Следетвием этеге являетея тяюие равен-
етвп НулІр удлинений ннтн:

І 1 2

ї+2ї+ї=е зяея 1 1 ( ї'
НЗ уравнения (3.43) еледуег

_ а] + я3
2

Пееледиее равенетве езначеет, чте Ірузы маеееын т, и тд, двннсутея
в едну етерену, в груз ыеееей тд - В дрїТЪЧО, т.е. еели, непрніиер1 пер-
вые движутея вниз, те груз тд движется вверх.

Решение енетеиы уравнений (3.44)-[З.48} етнееительне Т:

из:

= 4тіт1тгё' , (зла:
4т1т3+т2{т1+т2)

Педетявляя ревеиетве (3.49) в уравнения [ЗАЛ-(3.46), пелучвети
выражения для уеиерений.
Пт: а = -ЁІычІе'ы'зез+лчр'иІ _ЗледлеЁІ

' 4тіт3 + тзіт, + та]
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_ т1(т| +1':І*:3І1--1-1"л|1"л3
_ 11

МариІ +т1{т|+т3}2

_ ІІШІШ3 +1'л1лт3 -Зльла1
из _ 4т'т2+лт2{т1+т3}

3.111. Два Еруска массами ш, и тд, свнаанные нерастнмимой
и не имеІоЩсй массы нитьто1 накодлтсл на горизонтальной плоскости+
К ним прилоткены силы Р] и ГЗ, направленные под углами о. н [З к гори-
зонт-ды+ Найдите ускорение системы и нататкенис нити+ Коэффициенты
трения Ерусков о плоскость одинаковы н равны р. Систсма двиткстсл
впсво по горизонтальной плоскости.

Дано:т1;тд;1"1;РІ;о.;|З.Найгн:л; Т.
Решеннс. На скематичсском чсшстке евыдслсиыа или еиаолирова-

ныа две материальныс точки массами т] и тд, т.с. всс вааимодснствї-
тошис с ними гсла замснсны силами: тд - сила тамссти [взаимодсй-
стане с Зсштсй}, ІЧ и РТР - нормальная реакция опоры и сила трения
(Взаимодснствие с плоскостью), Т - сила натнткснин нити (рис. 312).

Рис. 3.12

Запишем второй закон Ныогона в проекцинк на оси координат:
для первого тела:

Р. совет. - ЕР, _ Т= еще; (3.50)

Л Ѕіп о: + Н1 - ті; = О; (3.51)

выраженнс для силы Трснна:

Ртш = рНІ; [3.52}

аналогичные уравненияШ второго тела:

Т- Р; сов ІЗ - РТР; = тдо; [3.53}

Едвіп В + Нд - тд; = П; [3.54}

др: = Нд'гз- [3.552'
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Снетена уравнений (Бош-(3.55) - ааыннутаа: шеетъ иеиавеетныв
(ЕМ, Ртрд, Н., Нд, Ти а) и шеетъ уравнений+

11:45:51):

М = тиа- Р. аіп о.

С учетом атого выражения дла М, а таъове {3:52} уравнение [3:5Щ
ПРНННЫНЕТ БНД

Леов о. - ртід + рдвіп о: - Т= ааа. [3:551'
Аналогично, выражая Нд на [3.54] и учнтывав (3.55), уравнениіо

(3.53) нридаем вид

Т- Руеов [5 - ртуд+ цРдвіп [5 = тда. [3.5Т1і
Еырааєаа а на (3561* и {3.5?), получаем одно уравнение е одннм на-

иавеотнны Т:

Ё- (еовн+рвіпо}-рд- і = ї _ Ё (еовВ-рвіпШ-цд.
а'тІ т] а:І тд
Огстода

г= 1 [ааа (ааа + ааа а1+ туг. (ааа - аап вы. (мы
на на:

Проверка единицы: [П = ш[П=[Р|=Н.
[т]

Подетавааа 0.58) и 8.56), получаем

а= [І-"І (еово: + рвіп о.) - РдеоеВ-рвіп [3]] - ру:
ті +т2

Проверка единицы: [а] = ш =|а] = її.
Птвет: [т] с

а= 1 [анава+аааа1-г1(ешв-ааа вм-ад, її;
га] на: е

Г- [тдд (еоа а. + р, віп н) + тІР, (ео-а [З _р аіп [5)], Н.
на +в:2

3.11. На наклонной плоевое'гн длиной І= 13ы и высотой й = Бы
леншт груз маееои а: = 16 кг. Коэффициент трения груза о плоеноеть
равен р = [1,5. Какую енлу Гнадо приложить н груау вдоль наклонной
гшоеноети, чтобы: І) вташнть груз; 21 огашить груз?
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Дано: І= ІЗви1 й = Бы, т = 26иг,р.= 0,5. Найти: Б, Е.
Решение. І. Первый сщгчай: груз етасииеается на наилоннїго пло-

скость (рис. 3:13, а):

Рис. 3.13

На представленном схематичссиом чертах-[е яаыцелсня рассматри-
ваемый груз массой т: взаимодсйшвїшшис с Груша: тела ааамснсныя
силами: БТР и Н - сила трения и нормальная реакция опоры (плоско-
сти), тд - сила тяжести (взаимодействие с Землей), Г. - исиомая
сила.

Второй ааиои Ныотона а проеицияа на оси координат:

РІ -РТР-щеіпцъй; (3.591:

Н - трсое ог. - П. [3.6Щ

Выражение для силы трения:

РТР = рН. (3.51)

Натригоноыетрии

Ѕіп от. = МЛ (3.452)

сов о. = дЙІ-[ЩЛЁ (3:53:
Решение системы уравнений (З:59}-[3.63) относительно нсиомой Р.:

! а* а> __ _,Г] тр[ 1;2+І]

1. Груз стасииаается с наилонной плоскости (рис. 3.13. б). Второй
Заиои Ныотона и просшияи на оси координат:

РІ + траіпо: - Ет НЗ; (3.641,
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Н - тдсоа ес = П. [БАЗЫ

Выражение лла еилы треииа:

РП, = рН. [ЗееЫ

Решение уравнений [3.64} - (3.66) о учетом (Зее-2), (3.153) отноеи-
тельно Ё:

*1І ь* ь , а* лПгвег:д}щ[р І-І-1+Т),Н;Ё>т3[ І-І-д-Т], Н-

3.12. Два Бруека маееой т каждый лежат на наклонной плоско-
ети е углом наклона о к горизонты Какую еилдгг Р вдоль наклонной
плоекоети надо приложить к нижнемд.г бруекї, чтобы вытащить его
иа-пол вери1~1его`3І Коэффициент трения на оБеик поверкноетак нижне-
го Бруека равен р. (рие. 3.14, а).

Рне. 3.14

Дано: т; ее; р.. Найти: Е
Решение. еВЬшелима веркний оруеок (рие. 314. 5)* еаамениве- вее

вааимодейетвїгощие е ним тела еилами: Н. и ЕтШ - нормальная реак-



3.2. Рашаниа аацач по динамика материальной точки... ч 115?

Ция опоры и сила трения (действие нижнего Еірускад тд - Іісяла тяже-
сти - действие Землщ; Т- действие нити+

Второй закон Ньютона а проекцияк на оси координат:

ггг! _ Т: пт

Н] - тд соз и = о. [ЭВП

Выражение для силы трения:

ды = нд'гг 1131531*

Из (ЭЛТ) и (3.681* следует

РТР] = от; сос от. [3.691'
На рисунке 3.14, а еньщеленз нижний ор'уеок, Это означает, Что ное

взаимодействующие с ним тела езамеиеныз силами: тд - сила тяже-
сти (действие Земли); Ну и В",2 - нормальная реакция и сила трения
(действие на нижний брусок плоское-ТимІ П. и Втр] - сила нормального
давления и сила трения {дейет'еие Верхнего Бруска на нижний - адесь
учтен третий закон Ныотонщ; І-` - некомая сила.

Второй закон Ныотона в проекцняк на оен координат:

Г- РТР. - др; - щузіп о. І* о; [ЗЛЩ

Ну - Ні - тдаіп ог. - В. [331)

Выражение для силы трения:

РТР; = рт'у'у. [3121,

Решение уравнений (3.?о)-{3.Т2) с учетом (3.61). (165% относи-
тельно искомой силы Г:

Г? щЩцооасе + аіпо'.}.

Птнет: Р> тщЗр сов о. + зіп его, Н.
3.13. Найдите величину тормозяшей силы РТ, действующей иа ав-

томобиль массой т = Зт* если при начальной скорости оп = Воміс тор-
мозной путь составил Ѕ = 400 м.

Дано: т = Эт; оп = Шміс; Ѕ= 4Пом. Найти: РТ.
Решение. На рисунке 3.15 показаны все векторные и скалярнне ве-

личины условия задачи. Здесь обозначены: ух = о - конечная скорость
автомобиля; гг. - полное время движения автомобиля. Второй закон
Ныотона в проекции на ось Пл:

-Рш =-то. [ЗЛЗЪ
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'д д ті= П'
_.. *_

1% 'для (Ее
:: т Ѕ :|

[І І' Ё

Рне. 3.15

Уряенения яннемятннн реенепеременнеге движения е учетем не-
чяльныя и граничных уелееий в проекции не ееь Ох:

[ІІ = ци - щ; (3141*

Ѕ= ипг- шдд'З. 1135551*
Решение еиетемы уравнений (3331-8151: етнееительне РТ:

= шї
' 2.5

2 2
Прееерне единицы: [РТ] = [1150] =1:::'1 =Н+

з-шдзе*В : Рт= _:І,5 Н+ычиеление Е'щю я

2

шш:я= Шыдн
2.5?

3.14. Самолет мееееи т = ШП т пееле ртрыее ет еелетне-пееялечней
пелеен при еяереети щ. = 91]міе ленэяетея раннеуеяеренне прямели-
нейне е уеїшреннем а = 1м,и'е2 и через время т = 2 мин енаеыееетея
ня еыеете л = 1,8 ям над пееерянеетые Земли+ Определите енлї тяги
РТ двигателей еемелета, еели енля еенретннления ееецїхе Л = лиг, где
я = 0,1 нгд'м.

Дина: т = ШПТ; нп = 91]міе; л = І міеї; т = 2 мин; и =1,Енм;д: = ІШІ;
я = П,1нг;м.Няйгн:Е.

Решение. «Вылеляемя самолет: «заменяет неянмедейетнуъешне
е ним Теле еилями: Зеншю - енлей тяжести, Шздїя - ппдъемнпй ен-
лпй РП и енлей еепрптиепення Ра, двигатели - енлей тяги Гт. Сиете-
му нпердинят ееяеыееем е Зеншей (рис. 3.1611. Запишем нтпрри зенпн
Ньштпне н пре-енции не ееь Пх:

РТ -Ес -щяяіпеъ = та; [ЗЛЩ

Е; =Ісеї. [ЗЛТЪ
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Рис. 3.16

Не трвутелвнннв (МВ

віпе: = Ё. [3131,

Уравнения кинемвтики в праекшшх на ееи координат е учетен нв-
чальных н граничньш условий:

е=еп +в-ц [3391

г=впт чьёу (зунщ
Решение енетемы уравненнй дзїщ-(ЗЕЩ етнеентельне Е.:

йРТ = Не" +ш:} +тнд'_2 + та.
ипт+щ_

2

Вычиеление:

шіпїънііэі-'.а1.в1~1,3.ш3

вв-г-вшщ
РТ=П,І[9'П+2-БЩІ+ +ШП-Шз=0,2МН.

Ответ: Р; =.~'::(т.=*13 +вт}+ту%пї+та=0,2 МН+
ЁПТ-І-Т

3.15. Ледннвн гернв еретввлнет е геризпнтвм угпп въ - НР. Пр ней
пуеивют вверх шайбу* иетервн* ппдннвшиеь нв неиетерую внер-
ту* ереивльзыввет пр тему же пути вниз. Канев коэффициент тре-
нин шайбы в гвриу* еели время епуеив в в = 2 рввв |Ерльше времени
подъема?

Двнп: в. = ІПП* двд" = в = 2. Найти: р..
Решение. Пвдввн шайбы {рие. ЭЛ, в). вневлнрувыв шайбу Не нее

действуют Земля е еилей тнжеетн тд* герив е еилвмн нермапьнвй
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реакции опоры Н н трения РТР.. Второй аакон Ньштона в проекцияк
на оои координат:

-Рт -тдаіпо = -то'; [ЗЛН
Н-тдооао=0: [3:321*

Рне. 3.11г

Выражение для Силы трения:

РПЦ =|.1Ы. (3.33)

Уравнения кннематикн в проекции на оеь Пх е учетом начальнык
н граннчнык условий:

11:14,]І -о'гп; (3.34)
ІІ

г=ьрп - 2", (ааа
где он - начальная екороеть шайбы; о] - ее уекорение; і- путь, пройденный
шайбой до оетановки; г" - время подъема шайбы.

Снуек шайбы [рне+ 3.1Т, б): Шайба начинает епуекатьея на начала
координат н прокодит такой тке путь г', еила трения направлена протнв
окороотн. Второй аакон Ныотона в проекцняк на оон координат:

тдаіпес- РТР: :тд2; (3.3151:

Ы-тдеоао.=0. [3-37'1'
Еыраэкенне для енды трения:

РТР: = рН. (3.331:
В атом елучае шайба начинает движение на еоегояния покоя [е на-

чальной нулевой екороотыо). Уравнение кннематнки для перемешення
в проекции на оеь аБоцнее о учетом начальнык и граничнык уоловий
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2

ьш, (зла)
2

где о; - ускорение при спуске; г.: - время спуска.

По условию

г_ = д, [ЗЛЩ
І"

Решение онетемы уравнений (3.8111 - (ЗЗШ относительно р.:

пІ-І

РІ=ІІІІІДІІеІН'

_ 22-1Вычисление. ц = 0,1763~_,__ =Ш 1.
2 +1

лЭ-ІОтвет:р=13о 2 =П.11.
п +1

3.16. По деревянным скодиям, образующнм
угол о. с гориаонтом, втаскивают ящик с помощью
веревки. Под каким углом ср к горивоиту следует
тянуть веревку, чтобы е наименьшим усилием РМ.,
равномерно втаскивать ящик? Коэффициент тре-
ния ящика о скодни равен р.

Даиощ; Гтіп; и. Найтннр. Щ"
Решение. еВьшеляеме ящик, еваменивв действу- Рис. 3.111

юшие на него тела силами: Землю- силой тяжести
тя, иаклонную плоскость - силой трения РП. и нормальной реакци-
ей опоры Н (рис. 3.18). При равномериом движении ящика векторная
сумма всек снл, действующих на ящик, равна нулю:

тк+ІЧ+ЁТР+Е=1ЁІІт (3511:,

Замеиив силу реакции опоры Н и силу трения РТР ик равнодей-
ствующей

Н + РП, = О (3392:,
н выразив модуль силы трения через нормальную реакцию опоры

Гц, = рН,

можно определить ие рис. 3.13 угол Б между векторямн О и Н:
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откуда
В = агстяр. [3.931

Уравнение [ЭВП с учетом (3.92} примет вид
тв + О + Р = О.

Р Это уравнение построено на рис+ ЗД'ЕІІ+
Модуль вектора силы Р, соединяющего конец

а + 5 вектора О с началом вектора тд, будет минималь-
`~ . ..... ным, если сила Р будет перпендикулярна направле-
Ц тд нито силы 11.3 атом случае ср =от + б как углы с ваа-

имно лерпенднкулярнымн сторонами+ С учетомРис. 3.19
(3.93)

ср : о. + асгщр..

Отвегнр =о + агстя р+
ЗАТ. Брусок равномерно тащат за нить вверк по наклонной пло-

скости. Плосиость составляет с гориаонтом угол а = 25*+ Угол В между
нитыо и нлоекостыо может изменяться. Если угол [5 = На = от, то сила
натяжения нити имеет наименьшуто величину Дин = ЗП Н. Найдите
массу бруска т.

Дано: от = ЕЅП; [5 = |3п = от; Рннн = ЗП Н. Найти: т.
Решение. «Выделясма [енаолируемаїр брусок

(материальную точку) {рис. 3.20), кайменива Неа-
имодействутошне с бруском тела силами: Зем-
лкт - силой тяжести тд, наклоннун] плоскость -
силой трения Ер и нормальной реакцией опоры
Н. Систему координат связываем с Землей. За-
пиеьтваем второй закон Ньютона в проекцннн
на оси координат:

1Рсоа В - РТР _ тд аіп о = П; (3.942,
Рне. 3.111

Ы+ Раіп В _ тд соа о = П; [3.95}
Гц, = рН. (3.915)

Решение системы уравнений (334)-[3361' относительной
_ тдрсоао +віпот)
_ соаВ + раіп В [ЕЭП
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Первый метедрешенцв задача. При равномерном
двиткении бруска векторная сумма асек сил, действу-
юшик на брусок, равна нулю {рнс. 3.2111:

мр+ї^1~ї+І=`1,,=.+1*`=І]І

Заменнв снлу реакции опоры Н и силу трения
РП, ик равнодействуюшей

Н + РТР = О

и выразив модуль силы трения через нормальную
реакцию опоры

гы = НН.
можно определить на рис. 3.2] утол б между векторами О н Н:

ов=гїт=Ё=н (3.931
Силы тв, О и Р в соответствии с уравненнями Г_,,_

(3.94) и 113351! долэкны образовывать замкнутый треу-
гольник+ Направления сил тв и О известны. Вектор `
О с вертикадыо составляет угол (о, + Щ.

Модуль вектора силы Р, соединяющего конец
вектора силы О с началом вектора снлы тд, бу- рш 131
дет минимальным, если снла І'І' будет перпендику-
лярна к направлению действия силы О (рис+ З.22}.
На конца вектора тд под углом ш + Б) проводим прямую, вдоль ко-
торой направлена сила О. На рисунка 3.22 ясноъ что искомый угол
(с: + Щ н угол ш + 5] равны как углы с взаимно перпендикулярнымн
сторонами:

(с:+|'3}=(о.+Б)=> [5:5. (3391*
На{3.93] и [3.991Іследует

шва о-Шш
Подставляя(3.1'ПШІЛв[3.'3'1"]1` получим

РНІ'ІНт=+_.
ваттгы

Вычисление: т = ЗП ЗП = 3,11? кг.а_ат мп 1:25* +ьс=ъ = на 1 еще:
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Птвет: т = __Ршш_ =3,П? кг.
ваще + Гч.)

Вторая метод решения задачи. Условия минимального значения

силы Р, определяемой выражением (ЗВИ: первая производная Ё = б,
а*ЗР (ш

вторая производная _: в О.

Вычисление первой производной:
Ё _ -{-зіп[5+рсое[5}т3{рсоещ +зіп и) _ п
е'В созїр+р2зіп 2 [З І

`Шгсі'гіща

м=ше
Вычисление второй производной и подстановка в результат вычис-

ления Этого Значения р. дает

егг _ винде+|іъш.~.1::а*так*а)Ш
об: соз4В+зіп4В

Этим подтверждается минимальное значение силы Рпри |.1 = [5 [3.
Зиаченне массы бруска такое ме, что и при первом способе решения.
3.18. Маляр работает в поднесном кресле. Его масса т. - ТЭ! кг. Ему

понадобилось срочно подняться аверк. Пи принимается тянуть за ее-
ревку с такой силой, что его давление на кресло уменьшается до Н-
= 392,4 Н. Масса самого кресла ту = [2кг (рис. 3.23, а). Чему равно
ускорение маляра и кресла а? Чему роаиа полная нагрузка на ось бло-
ка? Массой блока пренебречь.
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Дано: т] = ТІкт; Н= 392,4 Н; ту = 12кк Найти: а; Г.
Решение. аІг'ІволнруемшІ малнра (рио. 3.23, б). На него деиотвутот:

Земли о оилои тажеети при, креоло о оилои нормальной реакции опо-
ры ІЧ, веревка о оилоіі Т. Снотему координат [ооь ординат) овивываем
о Землеіті+

Запиоываем второй вакон Ныотона в проекции на ооь Пу:
Т+ Н-т|д=т[п. [ЖШЦ

еНволируема креоло (рио. 3.23, е). На него дейотвутот: Земле е ои-
лой ттокеотн тур, воронка о оилой Т, малир о еипой Н. Креоло вмеето
е маллром движотои вверк о уокореннем а+

Запноываем второй закон Ныотона в проекции на ооь Ну:

Т-тдд-Н=тдл. (3.ШЁ}

«Нволнруом» блок (рно. 3.23, гл. На него деиотвуют: веревка о онла-
мн Т н ось о оилой Р. Запиеываем второй Закон Ныотона в проекции
на оеь 'ШЛ

Р=2Т. 6.1031*
Вычнтал (3.102) из (3.101). получаем

ЗЫ

Складывал {З.1Ш] н (3.102), получаем

от =Штщ+
ті _ то

В выражении [3103) Г - еиша,І дейотвуіощан ео Іетороны оон
на ІЕї'тлок. По третьему закону Ныотона о этой же онлой, но направлен-
ной вниз {е1и. рне. 3.23_ о), дейетвуот блок на оеь. Следовательно, учи-
тывая (3.1133), эта онла равна

Е=2{т|+т=}Н_
ШІ-ШЁ

Еычиеление:
2-392 4 м 2-{?2+12}-392,4= '_ Е=3,2 _;Г: = 3,2Н.а тт-п 9" то* то-І: НН т

Пгвет:о= ЕМ -д=3,2?їд; Р=щт|+т }Н=ШЁЁ,Т2Н.
ті-т: с тІ-т:
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3.19. В устройстве, показан-
ном на рис. 124, а, груз Му =
= І[ддт-ат скользит без трения
по наклонной плоскости. Най-
дите ускорение груза Му = 11,2 кг
н натяжение нитей. Угол о. = ЗИП,
нити не|_::тан::т1гокимыт ик массой
мошкно пранедїїіреча+

Дано: МІ = 11,4кг; Му = 0,2 кг;
оъ = ЗП”+ Най'пі:

Решение. чкІг'Іїаоли|:.':уемв› груоы
М] и Му (рис. 3.14, 5): ееамснлсма
действующие на ник тела силами+
Зеашіо `асііамснисми» силами Мщ
н Мёд, нить - силами Т. и Ту, на-
клонную плоскость - силой Ні.
ІЗои х и усалеыаасм с Землей.

Запишем второй закон Ныо-
' тона а проекцняк на оси х и _и

1"|а\'|у;аіоо.-Т1 = Міс'; (3.104)
Т: _ мїд = мїаї. (3. 1115:]

При смещении груза массы
М] влево на х груз М; поднимет-

са на расстояние кд. Дважды дифференцируя х н 1:52 по времени,
получаем

Рнс. 3.24

о2 = 2:11. '(11116)

епаолируема подвижный блок (рис. 3.24, а), аааменааа ннтн сила-
ми натпэкениа ТІ и Ту. Второй закон Ныотона е проекции на осьдг.

от] +т2 =о. одет)
Решан систему уравнений (3.104) - [3.101] относительно сд, 'ГІ и Ту,

получаем:

а _2;"Іа"[аіпсш-М1 _
*_ =1.Іьтц+г.г2 3*

. М -М' ІТ] =нормам у
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Г-=2М3 зіпсь-ш.
«'-11'І<."+.*Іє."2

Еычислснис:

а _2-п,4+с_5-с,2
*_ 4-с,4+с,2

=,-с4 -ЅШР-Ш]- 1,1н;

9,в1=|,свї2,
Ё

2 4 П4+02

Т1=2ІГІ =2,2Н.

ІМдШЦ-Мд нПтт: а = =І,ПБ'_;1 4м1+ М2 д с:

Т-_ Мід[віпг1-2щ_:г::21] = 1,1 Н; Б = 2,2 Н.

3.211. При сисрпстнсн спїсис лыжнии массой т = ЅШКГ скольз-
ит пс сшшньг гсры в 45", нс стгалииваясь палиамн. Коэффициент
трения лыж с снсг р, = 0,1. Сспрстнвлснис воздуха движению лыж-
нииа прспсрциснапьнс ииашрапг сксршти лыжнииа и при снсрпсти
щ=1міс рсннс` РН = 635 Н. Какую наибсльшую
сксрссть мсг развить лыжнии?

Найт: итд+

см с зсъшси (рис. 3.2511. На лыжннка действуют
силы: тд - сила тпжсстн, Н - нормальная ре-
шщнн силсна шры (спсры]_ БТР - сила трения,
Е: - сила сспрстивлсннн ниша.

Дано: с: =45°;щ=1н,іс;&1=0,635 Н; р= 0,1.

Рсшснис. 'Снстсіщг кссрдннат хПу связыва-

Запншсм нтпрсй зиисн Ньютсна н прсснцнян
на ссн кссрдннат:

тдзіпш- Гтр- Ед=тщ {3+ШЁ}

Н-тдсшщ=[]. (ЗД'ПЩ
Дппшїнин Эти 11д1'|;1›ш:1нснии Выражениини дди сил

Ґтр = рН; [3.]1Ш'
Д=Іш2; [3.][11'
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ггс = -“. (3.112:
І1"|

їчтем татоке, что ускорение есть первая производная от скорости
по времени

о'оо = _ _ 3.113Ш ІІ 1*

Необходимое условие максимума скорости

ай:_ =П. 3.114
а'т [ }

Решение системы уравнений (3.103) - [3.1 [4) относительно ищи:

Пинк: = Щ `ІЁШПШ-рсстеоц.
*1-1

Достаточное условие максимума: вторая производная от скорости
долэкна быть сгп'лгттдательна+ Вычисллем втсруто производнуто:

с* 1о Г_: = -2_'=1 и а о.
ат е':

Проверка единицы ищи:

[В ]_ м Н_м
мак _ _ ___-: е чН с

Вычисление:

510-931 1 01 м км
макс: і _ г =291 _: п .2_.” «10153435 35] “с 'Т Ч

к"
ШТ: Пнін: = ПІ іїІІЅіпц-Ншвц) = ]п?,2 Т.

с1

3.21. Небольшой брусок начинает скользить по наклонной плоско-
сти с углом наклона к горизонту ц: Коэффици-
ент трения зависит от пройденного пуги х по за-
кону р = ух, где у - постоянный кос-Щщтнцнент+
Найдите путь, пройденный бруском до останов-
ки и максимальную скорость его на этом пуги+

Дано: сс; к = ух. Найти: 5*; нм:
Решение. еиоолируамэ брусок: на него дей-

ствутот Земли с силой тд, наклоннал плоскость
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е еилой тренил Ёп, и нормальной реакцией опоры Н. |Сиетему коорди-
нат Шу еалзыааем е Землей (рис. 3.261.

Запишем второй закон Ньютона а проекцнлк на оеи координат:
тдаіпое-Ртр =тад; [3.1151
Н-тдеоаенй. [3.1 1151

Выражение дда оилы Тренин:
РТР =|.и'і". (3.1111)

По условию
р=ух. [3.1131

Уравнения кннематики в проекцияк на оои координат (о учетом не-
поотоиногва упкоренин):

=_' 3+ 19их ш у ІІ 1 1

до
=`_х'- З-і-ІІП

На уравнений (3.1 1511 - [3.1 13] елещет
ох =даіпц-у3ооао.х.

На уравнений (3.1 19), (3.1211) получаем
адеое=шіо [3.1211

Выражение [3.1211 предетавллет еобой обыкновенное дифферен-
циальное уравнение е разделенными переменными. Интегрнрул его
в пределах изменении екороетн от П до [1, получим путь. пройденный
бруеком до оетаноекн

1] Ѕ

[или [ахаа
11 [І

Нлн П=даіпее-удооац=й, откуда

5:2Щц
Т

Ннтегрнрул уравнение 13.1211 в пределах изменения окороети от 11
до о, наколнм уравнение екороети:

'ІІ

І.: І

Іодо : Індейс,
в в
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или с1 = Ідзіпшс-хддтесзш.
Отсюда найдем максимальное значение сиерсети, вычислив пер-

вую и втсрїіс прсизведнуш функции вІЪР = в2 (х):
1

Ш = Едзіпе: -2хдтссзш

Приравнивая зтс выражение нулю, пслїчин значение: х, при исте-
Іве:рсм функция и! = и: Не) имеет Экстрсмїм х=_. Вычисляя вторую
Т

з 2
праизвслнївз ад: І, = -231 ссср, 1ей, убеждаемся, чтс при зтсм значе-

нии х сисрссть бруеиа наисималъна н равна

2

инш =4235іпееш_Ц-ІЁ_Цдссзц.
Т Т

з
Ответ: Ѕ=2[5ц; снщ =423зіпеьш_щ-ІЕ Цдссзц.

Т Т Т
3.22. От псезда, идущего пс геи-,визенталвнслзъг пути с псетсяннсй

скоростью сп, стцепляется 1,33 ссстава. Через неистсрае время скорость
стцепившиися вагснсв уненьшается в 2 раза. Считая, чтс сила тяги лс-
иснстива при разрыве ссстава не изменилась.,` спределите сисраств
гслсвнсй части пеезла в зтст мепиент+ Сила трения прспсрциснальна
силе тяжести и не зависит ст съьз2и31ттти+

Дана: ип; стцепляется Ч; состава; Е= еспзі; РТР т МЕ. Найти: ет
Решение. На рисунке 3.2?1 а представлен (евыделенэ) псезл+ На иегс

действуют: Земля с силси тяжести Ма, спсры {рельсы} с силсй Н (нср-
налвная реаиция споры), лсиснетив с силсй тяги Р, и рельсы с силсй
трения РТР. Псезц идет с пеетеяннсй сисрсстьш сп.

Запишем втсрсй заисн Ньютена в прсеицияи на еси иссрдинат:

РТ - РП, = 0: ш 22;
Н-М5=0. {3+123}

Выражение для силы трения:

Рю :|.|.Н, {3+114}

где р. - неэффнциент трения.
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'Н Р он. -¦_
'І 'ІІ| =н + н чт _|:~;Ш_-

п, І х _*- Ётр ї ІІ

ма тиц; “35 в у
в о
_'і ЫІІ г

І = Іі °-|-'-1
ї:

Ёп: _..-

уї_. Еле0 І З
е

Рие.З.ІТ

Решение еиетемы 1уравнений (3.122)-(3.124) относительно РТ:

г, = мы. (3125:.
На риеуние 3.2ї, б представлена (евыделенаэ) отцепившалеа одна

треть еоетава. Вааинодейетвъоошне е еоетавом тела чтааменеиыв еила-
ни {еилы аналогичны представленным на рие. 3.2ї, а). Скорость етой
чаети еоетава Е., ускорение а. {двилтение равноааыедленное]+

Еторей закон Ньютона в проекцияи на оеи координат:

-ГШІ = -Ёай (3.11Еі}

м] -Ёд =п. тали
Выражение для еилы трения:

др =р~г тыщ.
Уравнение иинематики для екороети в проекции на оеь Пят:

о = оп -агд {3.119}
По їеловніо оалачи (граничные условия):

г=г2
1,0 (3.13щ

оІ =ї+
Решение еиетчемы уравнений {3.126)-{3.І3Ш отноеительно Ґ:
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і- ит =_". [3.131}
їне

На рисунке 3.2?1 а представлена головная часть поеада а момент
времени Ґ: Обозначения ясны из рис: 3:2'ї, в. Запишем второй аакон
Ньютона а проекцняк оси координат:

РТ _ ар: =ёмар (3.1321.

1Нд-їмд=й: {З:ІЗЗ}

Выражение для силы трения:
РТР: :р3. (3:1 341*

Уравнение кинематнкн для скорости а проекции на ось 01:
о2 = оп +адҐ. (3.135}

Решение системы уравнений (3.132]_(3.ІЗЅ} с учетом (3.125}
н (3.131) относительно нскомой скорости:

Отт: и: = Ёпп, Ё.

3.3. Решение задач динамики материальной
точки при движении по окружности

3.23. Шарик, подвешенный на нити. вращается в вертикальной
плоскости с постоянной по модулю линейной скоростью о. На сколь-

ко натяжение нити в нижней точке траектории І~`н
больше натяжения нити в веркней точке траекто-
рии РП. Длина нитн І., масса шарика т. Ннть не-
растяжима, массой ее можно пренебречь.

Дано: о; І.: т. Найти: РН _ ГВ.
Решеше. На рисунке 3.28 представлены даа по-

ложения шарика. На шарик действуют две силы:
сила тяжести тд и сила натяжения нити І'І'н- а ниж-
ней точке траектории н Р, - в веркней. На рисунке
также нанесены нормальные ускорения ан:
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Шарик находится а верхней точке. Второй закон Ныотона в проек-
ции на ось у:

та+ Р.= та.. олзьт

ЕЫРШІІЕННЕ КННЕМВТНКН ДЛЯ он:

ьл= Ща. олзту
Шарик находится в нижней завитка+ Второй Закон Ныотона в проек-

ции на осьу.

тд - ГН : -лш талзтг
Решение системы уравнений (БАЗЫ-(3.138) относительно иско-

мой неизвестной:

РН - РП =2т3.

Ответ: Л. - Ра: Защт Н.
3.24. Горизонтальный диск вращается вокруг вертикальной оси

с угловой скоростью о = 5 с_'. На расстоянии Н = 10 см от оси враще-
ния на диске лежит тело. Каким должен быть коэффициент трения р,
между телом и диском, чтобы тело не соскольануло с диска?

Дано: ш = 5 с-'; К- ІПсм. Найти: р..
Решение. «Наоляруемь рассматриваемое тело,І яваменяяь «отбро-

шенныея тела, ваанмодействуъошне с рассматриваемым, силами (рис.
3.19): тд - сила действия Земли (сила тяжести), Н и Ёп, - силы дей-
ствия на данное тело диска (нормальная реакция опоры н сила трения).
Система координат связана с Землей (инерциальная система отсчета).
Второй закон Ныотона в проекцияк на оси координат:

РТР = топ;

Н-тд=0.

Ш Ін мы
Р

. . Чт. І
Ё-І_Л.'_І- у

"тв

Рис. 3.2.5

Выражение для снлы трения: Гтр = рН.
Кинематнческое уравнение для нормального ускорения:
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а, = 112,! Н.

Решение системы уравнений относительно искомой неизвестной р.:
_ шІВр. - .

Ё

[шІІНЕ] _ е1 -м
[а] с? -и

Проверка единицы а: [ц] - =1.

152 41,2 _ о_зг.ад:Вычисление: р. =

гоІК

Ь'
3.25. Шарик_ подвешснный на нити длиной І., равномерно враща-

ется по окружности в горизонтальной плоскости. Определите период
вращения шарика, если при его движении нить
отклонена от вертикали на угол о..

Дано: І.: сс Найти: Т.
Решение. «Выдедяеме шарик, езаменяяз вза-

имодействуюцше с ним тела силами: Р _ натя-
жение нити, тд - сила тяжести (рис. 3.3Щ.

Второй закон Ныотона а проекцияк на оси
координат (оси координат связаны с Землей):

Птнет:д= =П,51.

Гаіпо'. = так; (313%

Рне.3.30 Геозо: - тд= 0. {3.14П}

Кннематнческое уравнение для нормального ускорения:

ад=оздп [3.14Ц

где от - угловая скорость шарика.

Нз геометрии

г = ЬЅіпос {3+142}

Период вращения шарика

т: Ё. (авиа
Ш

Решение системы уравнений (БАЗЫ-$143) относительно иско-
мой неизвестной ТЕ
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Г: 2 Ьсоаос
Е

І

Проверка единицы: [Т] = ,Ш тИЦ =с.
[а] м

Ьсоао.
`Швет: Т= 211: , с

8
3.16. ІЕгпределите радиус иривизны выпукпого моста, имеІощсго вид

душ окружности, при условии, что вес автомобили Р, проеаэиашшсго
по мосту со скоростью с = 9Пиміч, в верхней точке моста в п = 1 раза
ЫЕНЬШЁ СИЛЫ ТЯЖЕСТН.,

Дано: Р: то; л = 2; о =90 нміч. Найти: Н.
Решение. На автомобиль действуют два тела: Земли и поверхность

моста. Следовательно, авьщсллла автомобиль, ааамениемн эти тела си-
лами Н- нормальной реакцией моста и тд - силой тяжести. Автомо-
биль едет с постоянным по модулю ускорением адг (рис. 3.31).

1,ІёЁ
Рис. 3.31

Второй ааион Ныотона в проекции на ось оу:

тд-Н= то". (114%

їравнение иинематини лла нормального ускорении:

о, = оЧН. {3.145}

По третьему ааиону Ныотона

Р = -ІЧ_ или Р= Н. 5.1461*

По условию

Р= тділ. {3.14Т}

Решение системы уравнений {З.144}-{3.14Т} относительно нено-
мой неизвестной д:
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2= до

ан-п'
2 2 2

Проверка единицы: [д] = Ш=ц= м
[а] н-е

Мп* _1
9,81-3,е=(2-о _

Бычнеленне: д = 2? м.

пи!

ддт-1
ШПН- =12Тм.

3.11. Шарик маееой т, подвешенный на нити, качаетея в верти-
кальной нлоекоети так, Что его ускорения в крайнем и нижнем по-

ложениях равны по модїлто друг друтї. Чемуг
равна еида натяжения нити Т в нижнем по-
ложении шарика, еели 1дтггол отклонения нити
в крайнем положении равен от. Маееой нити
и трением пренебречь [рие. 3.32}.

Дано: т; ц. Найти: Т.
Решение. аЕьшеляема шарик в двух поло-

женняа [в крайнем І и нижнем 2)т еваменяяа
действующие на него Землю еилой тяжеети
гад и нить еилой натяжения Т1 (в положении І)
и Т1(в положении 2).

Рне. 3.31 Сиетему координат І, п [по касательной и нор-
мали к траепории шарикаїг евяаыеаем е Землей.

Наноеим на екематичеекнй чертеж ускорения шарика: в положе-
нии І- тангенднальное а,_ в положении 2_ нормальное ад.

Запишем второй аакон Ныотона е проекцияк на оеи координат:
в положении І:

тд віп о. = тег; {3.14В}

в положении 22

Т-тд= то". {3.14':1}

По їеловито

о,= он. {3.15П}

Решение еиетемы уравнений {З.14Б}-{3.15Щ отноеительно неко-
мой величины Т:
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Т= тд] + аіп еду

иг~м _
с:Прсвериа единицы: [П = [тІ [В] '

`Птет: Т= тян + аіп сс}_ Н.
3.28. Прсяслсчнсс исльцс массой т ради-

уса д вращается а гсрнзснтальнсй плссисстн
есирїг снсей ссн с частстсй вращения п с-К
Определите натяжение пррвслсии Т.

Данс: т; д; п. Найти: Т.
Решение. Вьшсляем малый элемент исль-

цашн пеней, чтсц -›П}, заменяя ястбрсшен-
нїъся часть исльца силами Т {снлами натяже-
ння}. Таи иаи исльцс вращается, тс ускорение
атсгс элемента - нсрмальнсе (Центрсстре-
мительнсе) ан. Запншем етсрсй аансн Ныс-
тсна е проекции на ссьу (рис. 3.33):

2Теіп Ё = дан с.,

где нсрмалънпе усисреннс

а" =шт,

углпвая скорость

[а = Ели

Масса элемента ясльця

Ш
для =_ _

211

Таи иаи утсл съ -ъ П,

_ Ц 'ІІаш- е- _
2 2

Н.

[Зсііц

плащ

{3.153}

(зла-я

(3.1551.

Рсшеннс системы уравнений (3151)-(3155) Шнсснтельнс- Т:

Т= Ептлдд.

Проверка единицы: [Т] = [т[ [нд] [Щ =

`Птет: Т= Зитлдд, Н.

КГ

с!

-Ы =Н.
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3.29. Вычислнте утловуто ш и оротттальнуто {линейнуто} о скоррсть
двнткениа искусственного спутника Земли, если период вращения его
вокрут Земли составляет Т= ШЅ мин. Радиус Земли д = ЕЗТІ км, уско-

рение свободного падения вблизи поверкностн Зем-
ди 5= 9,31му'с2.

Дано: Т=105 мин; Н= 'БЗТІ км;д=9,31 мд'сд+ Най-
ти: ш, с+

Решение. На спутник действует только Земли, спе-
довательно, ныотоновскан сила всемирного тяготе-
ния РН является причиной возникновения нормаль-
ного (перпендикулнрного скорости) ускорвнна аІІІ+

Второй закон Ныотона в проекции на ось Пу [на-
правленной по радиусу к центру Зешін) (рис. 3.34}:

ГН =тод. (3.1551'

`11.",нлатнготсннн

гн = , (мать
где т и М _ масса спутника и масса Земли.

КННЕННТНЧЕСКОЕ ВНРЮІ'ІБННВ ДЛЯ НорМНЛЬНПГП' УСІЁПРЄННЯ

си = вїу'г. 4111581*

Ускорение свободного падения вблизи поверкности Земли

М
3 = аг т {3+159}

Период вращении искусственном спутника вокруг Земли

т= Ё* . шар
Решение системы уравнений (3.І56)-{З.160] относительно с:

1
п = 1Щ _

ц Т
Проверка единицы:

2 _ 1М: <,шла 1=€Ін м д
[П сЁ-с с
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а*3_1=1~~а,а1-6,3т12 щит-Н2Вычисление: с = В] = 1235-1033: '1,35Ё.
105-150

УГЛПна-Н ЁКП'РПЩЪ движения спутника

ш = 21=Щ=ІП_Зс-І_
Т 'ПБ-Ёп

ІІ т
Птеетш- 321|І"т%"ч:='?',35Ё;а:~=2ї1г[=1'|}'3с'1.

с
3.311. С какой скоростью внутри сферы радиуса В = ЕПсн долткен

вращаться небольшой шарик, чтобы он все время находился на высоте
Ь = Ѕсм относительно нижней точки сферы? Трение отсутствует.

Дано: д = 2І1іс1и;й` = Ѕсіи+ Найти: с.
Решение. На шарик действуют две силы: сила тяткести тя н нор-

мальная реакция опоры Н. Шарик движется по окружности радиуса г
в горизонтальной плоскости с ускорением ад. Оси координат свяааны
с ІЗ'къ'Мт'Іей+

Второй закон Ньютона в проекцняк на оси координат (рис. 3:35):

Нзіп о. тел; (3.1611:
Нооо с: - тд: П. {3.162}

Рис. 3.35

Выражение для нормального ускорения:

ад = пїд'г. *ДЗ-1531!
На тригонометрин:

сов о. = (Н- ЫІН; 5.1641*
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еіп е. = ЖИЩ 5.1155)

Решение еиетемы уравнений {3.ІЕІ) - (3.1651і етнееительне е

и = ,зШН-т
д-в '

шине] =`]м-м-м д
[я] еІ-м е

9,Ё|-0,05[2~0,2-П,05]
0,2 -ЦПЁ

2д-Ю мОтвет: = _'ЁЩ = І,[`Г;'-.и Ч я-я с
3.31. На енельне вее тела мвееей т = ІПП кг на пеліеее ІБельше

веее теле не эяветере веледетвие вращения Земли?І Рации: Земля
Н = 6 371 нм, пернед вращения Земли Т= 24 ч.

Дяне: т = ІІІІІ'ІІІІ нг; Н= 6 З'Н нм; Т= 24 ч. Найти: дР.
Репюше. На пелюее на теле действии две еияы: тд - енля тяжести

(еиле, е яетерей Земля притягивает телеІІ и НП- еиля, е яетерей действу-
ет не теле певерянеегь Земли {нермвлънэ.я реакшія еперы] «іріне+ 3.36).

Преверяд единицы:

[1*] =

Вычиеление: е = ф =1,{ІТ Ё.
е

Рис. 3.36

Не виввтеее не теле действуют твьене эти две енлы. Креме теге_
теле здееь врешеетея вмеете е Землей {в етлнчие ет первеге случая):
не пелшее теле (материальная течяв] неяедитея не ееи веешення_ т. е.
не врвшветея.
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Второй закон Ныотона в проекции на ось бу. {для тела на полюсе):

тд- Н.: =б: {3:Ібб}

Второй закон Ныотона в проекции на ось Ну: [для тела
на зкааторе):

тз- Ні: тел. {3:115Т}
Нормальное ускорение

яд = (от, {3:1153}

где угловая скорость вращения Земли

21:ш =_.
Т

Здесь Т- период вращения Земли.
По третьему законуг Ньютона вес тела Р численно равен и обратно

направлен нормальной реакции опоры (поверхности Земли), т:е.

= -ІЧ и Р= Н.
Решение системы уравнений (3.166) _ (3.168) относительно ис-

комой неизвестной

Н кг-м[миг]= 2 =Н
[Т 1 а

Проверка единицы искомой величины: [дР] =

езда* шпаги-ш* =з,зт н+
242-162110311

Вычисление: дР:

4-й!
Пгпет: дР=їтд=ЗДТН.

3.32. Самолет, летащий со скоростью о = 900 кмд'ч, делает ямертвуто
петлъояІ в вертикальной плоскости. Каким должен быть радиус емерт-
вой петлиа1 чтобы наибольшая сила, прижимаіощан летчика к сиде-
ныо1 была равна пятнкратному весу летчика?І

Дано: с = 'ЭПБ кмд'ч: Р= 5 тд: Найти: Л.
Решение. На летчика массой тдействукзт [рис 3:3?1: Земля с силой

тя (тя - сила тяжести1 равная весу летчика на поверхности Земяиїг
и сиденье самолета с силой Н: Летчик вместе с самолетом движется
по окружности радиуса Н с нормальным ускорением ад:
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Второй закон Ныотона:
в проекции на оеь у. для летчика в верхней точке 4жертвой петлия:

тя- М = тя.: *ДЗ-1691*
в проекции на оеь у; для летчика в нижней точке «мертвой петлиъ:

Н;- - т3= топ. (3.1ТЩ

Нормальное ускорение

о,=ьтї,н'д. [ЗАТЦ

На (і [от и (З. І? І] следует

Н. = т{3- оЁІЮ, {З+І?2}

На {3+ПП} и (ЗАЛ):

Н1=т{3+ оЁІЮ. {З+ПЗ}

Не сравнения (31?2] и (3173] видно, что наибольшая енла, при-
ясннашщая летчика я енденью - Нд.

Не условия задачи
Нд = 51:13. {3+І ТИЦ

Решение уравнений (3.1Т3) и 113.1?4) дает

[:..'«2[_Іи!ч.':2
[аІ Ы-яг

Проверка единицы Л: [Н] =
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1вычисление: а = Ёі =1593 м.3,15 -4-а,а1
пгт: а= и датам.

4а
3.33. Гссстацнснарным искусственным спутнннсм Зсмли называют

спугнни1 даижушийсн ис ирутсвсй србигс в плсснсст аинатсра в стс-
рану врашсния Земли. Время сгс сбсрша всирут Зсмлн равнс Т= 24 ч,
'гаи чтс си сстастсн нспсдвнэнным стнсснтслънс Зсмлн. Выразнтс ра-
диус ирутснсй србнты К чсрсз радиус Зсмлн Нл перисд сбращсннн Т
н усисрснис свсбсднсгс падения 3 у псвсрннсстн Зсмлн. Вычислитс
таиэис д [радиус Земли д, = бЗТІ им)+

Данс: Т= 24 ч; В, = 6371 нм;у: 9,31м1'с2. Найти: Е =ЛН]}; Н.
Рсшсннс. На спутнии дсйствуст цдна сила - притяженис Зсмли Г..

н сн движется с уснсрснисм а., (рис+ ЗсЗ8):
ГН = тип. (31?51

Сила притинссния Зсмлн {пс| НЬЮШНу)

тм

ГДЕ т _ маша ЁПІІҐІННЁа-ІІ “_ масса Земли.

Нсрмальисс уснсрснис

д = шїд, (34 ТН

гдс утлснан снсрсстъ вращения Зсмли

ш = 21 шта;Т .
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Усксрение сесбсднсгс падении у псаеркнссти Земли

3=Є%. (3.1ТЩ
з

Решение системы уравнений (З. ІТ5)_{З. ІТЧ) стнсснтельнс Н:

к= кеіддёт _
4112

1 1

праверна единицы к: [щ = еддца; [[гї] =1,Щ =м.
С

Вычисление:
+ '_ З- 2+ + І 3 2л= $331 'НБ-ЗП 20324224 3-6 Ш 1 =42 вас-1:11 м=42 24п нм.

2 2смет: к= Щцпасш
4п 2

3.34. В сферическъчс пслсстъ пслшкнли гантель (два шарика масссй т
каждый, соединенные жестким неесесмым стержнсщ так, как атс пска-
еенс на рис+ 3.39. Определше склы давления шариксв на сферу в мсмент,
ксгде гантель О'Гпъгегнлн. УЩП наклона стерш-ш к нсрткапи ст. = #15". Реди-
ус шариксв гантели мнсШ меньше радиусе сферы. Треннсм пренебречь.

Рис. 3.39

Дана: т; с. = 45”+ Найти: М; Нд*
Решщнц 'Нашлирїеме шарики, неамениае Взаимпдейстнїтсщие

с ними тела силами: Землю - снлсй тяжести тд, стерэкень - снлсй Т,
сферическьчс пслсстъ- силами нермальнси реакции спсры Н. н Нд.
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ЗВПНСЫБН'ЕМ ВТПРПЁ ЗЕЁПН НЪЮТОНН В ПРПВКЦНПІ На 'ППП КППРДННВТ:

Ні - Таіпе: = гнал; {3+І ВШ
-тд+Тееа ш:-те_.; [ЗЦЕН

Таіпщ:те_,; {3+ІЕІ}
Нд -Тъ"|г.и315|'.'ш'.-щд'=ачяіҐ {3+133}

Пещщили четыре уравнения е пятые неизвестными Н., Т, ап, ен НЪ
Пятее ураннение - успевие экееткеети етерэкня:

апаіпц+а,ееаи:а,аіпи -епееаш {3.ІЕ4}
На {3.ІЕ4} а” = П.
143111131), (3.132)

Т Т тд--=-=›т=-.тд 2 1 Л
143111130)

Т тдм=_=_.1 2 2

На{3.|33}

Т Зтд
Нд_Л+тд_ 2

етш: м1_"Ё,;н м =3_';'д,н.
3.35. На краю вращающейся платфермы радиуса Н = 1,0 м леяшт

груз. В какеи мемент времени 1: пееле начала вращения платформы
груз начнет екельаить, еелн вращение платформы раенеїекерен-
нее н в мемент времени тп= 120 е ена имеет углевую екерееть шп =
= І 4рЩе? Кеаффнцнент трения мегищ,г грузом и платформей ц= П [15.

Дане: д = Ы]м; тп = ІЁП е; ем = І,4 радіе; р = 0,05. Над-пе т.
Решение. Уравнения кннематнки для углевеге їекерения в преек-

ции на ееь ш іірие+ ЗАЩ:
шп=итп; '(113511

ш =е15. ИДЕЫ
Еыраакение для нермальнеге їекерення:

а =и1к плат;
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Вычисление:

СВЯЗЬ ПНГЕНЦННЛЬНПГП ЕК'ПРЕННП С їГЛ'П-
ВЫМ

а, доц шва;
Полное ускорение

о=1иої+о,2. {3.ІЕН}

Второй Закон Ныогона в проонцнян но оон
координат:

РТР =то; (3.19Щ

Н-т3=0. (3.19Ц

Выражоннедлн онлы трения:

РП, =|.1Н. 5.1921;

Рошонно онотомы уравнений 5.185) _
(3.192) отноонтопьно 1::

1 1 2
т=т_щЦ_ш_п

озп Н: т:1

ног-9,311 1,42120 \/1:= 41,4 1 1.4440" 45'13'3'



ГЛдВд4

ЗАКОНЫ ИЗМЕНЕНИЯ
И СОХРдНЕНИЯ ИМПУЛЬСД

И МЕХАНИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ

4.1 . Зансны изменения и сохранения импульса
_ ф;

Ннтегрнруя выражение втсрегв зансна Ньютена Р=Е и учитывая,

чтс сила Ё является равнсдействующей всея сил, действующих на ма-
і=п

тернальную тачку, т.с. Ё=2Ё , получим
ї=|

І=н __
ад = 2 Е «ад

Ґ=1

Эта аырамение называют законам изменения шапульса материальной
Точки: шгшндєшприцШмидт тачки І инерцшыші системе

атсчетправна сдацне шнуеьссс сил, дейстщ'шщщна этумитернмыцаа
тачку.

Зансн ссяранешія нмщ'льса материшсй тсчнн. Этт аанан является
счсаилным следствием аансна изменения импульса: ещн винил шн-
луиьссс смс, дсёсптщ'ющщ ни материальную тачку; ,риснп имею, пш сен-
тср импульса а ниерцнщыюії снстанс смс-тент сщднлстсн:

Ґ=п
яу=2й~аг=п=а а=ввпа

.|'=І

Эта мсмет Еіъггь в следующих четырех случаях:
П сил, действующих на материальную тсчну, нссбще нет;
2] силы, действующие на материальную тсчяу, существуют, нс ня

вентсрная сумма равна нулю, т.е+
і'п __2 г.-а:
і=|

3] если силы есть, ня вентсрная сумма не равна нулю, нс существует
таясе направление в пресгранстве (например, ссъ Пи системы стсчета),
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прсеицня снл на истсрсе равна нулю, тс прсеииия импульса матери-
альнсй тсчии на атс направление ссяраияется:

і=д __ т=д __
ЕР; ±{.'І, ЕР; =П=> даІ =тнІ =сспац
5:1 і=1

4] если силы есть, и'я веитсрная сумма не равна нулю_ ие равна нултс
нн слиа из прсеиций зтня снл на наисе-либс направлениеІ ис время
действия зтня сил пренебретинмс малс, тс импульс материальная тсч-
ии ссяраняется

:=н г н
ЕЁЫІ] _ Ёдсй, ат=1ї¦|=а,Б=сспз±г
г=1 І

Заипны изменения и сохранения импульса системы материальных тс-
чен. Импульс системы материальных тсчен равен веитсрнсй сумме им-
пульссв всея тсчеи системы:

Ё:чу:
=1'ть

где д - импульс і-и тсаии.

Заиси изменения импульса системы материальных тсчеи является
следствием втсрсгс и третьегс заисисв Ньютсиа и принципа суперпс-
зиции сил. Егс формулировка аналсгичиа рассмотреннсму выше за-
исну для слнсй материальнсй тсчин с тсй лишь разницей, чтс вместс
сил здесь выступают тсльис внешние силы.

Е ЕНЄРЦІІМШВЁ СКМ ЩЕЧЕШД МНЕНИЕ МДМЬПІ СІШІ'ІЗІ'ЕМН мд-

терищьнни точекриенс сумме цмншьссс ннетиних сил. Щлнренние силы
ШЕІНІІ'ІНІ ШИНЫ СПЕІ'ІІШ'ІІН НЕЛШ:

_. -'=д _.
др = 51: іІІ'тннісші І 'Ё'г'

,и

Заисн свярииешія импульса системы материальных тсчеи. Заисн сс-
ІрШ-ІЕННЯ ННПЬ'ЛЬ'ЁЕ СИСТЕМЫ МЭ'ГЕРНШЬНЫІ ТПЧЕЕ ЯШІЯЕТБЯ СЛЕДСТБНВН
ЗВШНЗ ИЗМЕНЕНИЯ ННПїЛЪСа СИСТЕМЫ НЕТВРНЕІЛЬНЫІ ТПЧ'ЕЁ.

Если сушки импрньссе внешние сии, действующих ни систему мате-
риияьньсе тсчеи, рисни нушщ та импульс системы материальные тсчеи
І НЕЕ'РШЬНЁЁ ЁНЁШЕ Ш'І'ІІ-'ЧЕ'НІ'ЁШЕШІ

І=н
ЕЁтшд-анпз Ё=сспзь
Ґ=І
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Это моэхет |Еіьп'ь в следучоших четырех случаях:
Н внешних сил, действующих на систему материальных точех во-

ооше нет;
2] внешние силы, действующие на систему материальных точех су-

шествуют, но их вехторная сумма равна нулю, т.е.
¦=І _.

Еданаш,- =П=Р=сопац
.'=1

3] если внешние силы есть, их векторная сумма не равна нулю,
но существует такое направление в пространстве (например, ось Пх
системы отсчета), проехция внешних сил на которое равна нулю, то
праенцня импульса системы материальных точех на это направление
сохраняется:

їїнншіео, цЁш -=П:>Р,*,=сопа±;
І=І

4] если внешние силы есть, их вехторная сумма не равна нулю, не
равна нулю ни одна из проекций этих сил на какое-либо направление,
но время действия их пренебрехсимо мало, то импульс системы мате-
рнальных точех сохраняется:

ЁЁшин. ео, ЁЁ“ш #0, аг= 0::-Р =соп5т.

Центр масс. Центров масс системы двд у" т: С
материальных точек массами т] и тд, по-
лохсение хоторых в Данной системе отсчета М=т|+тъ
Задано радиус-векторами т] и тд, называют
точку С, масса которой равна сумме масс
М = т. + ту, а положение определяется
оадНхС-вехтором {рис. 4. І): о Ё

- :”'1"ї+тг_1г_ вины
ті + т:

`ШІіїъоч'лшение на случаи л точек:
|І=Н

Ето:
Ъ_“_
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Координаты центра маос соответственно определяются выразке-
ниямн:

і=л і=п і=л

Е “ті-'Ч 2 тяг: Етд
=%; уг=Тт; ег='-Ё,',,_- (4-1)
ЕМ; Еті Еще
І=І І=І І=І

Шыетнм, что центр масс совпадает с центром тяэкести системы+
Днфференцнртя по времени (4. І 11, находим выразкеиие для скоро-

стей Центра масс:

хе

І'=п ІҐ=1т І=п

Етгие Етгиа- Еттие
_ г=| . = г=|_'ы_'

ис* _ і=н и _ НЦ |`=п '

ЕЩ-г=|

1 і=л д

Ет: Еті
І=І І=|

Если ЦеНтр масс ДВПж'Е-'Тся СО скоростью б 1. ТП импульс системы на-
'Т'Врнальных Точек Биржи ЧЕРЕЗЩ 'ЁЁПРПЁ-ТЬ Слещ'гюшин ПБРЗЗПМ:

і
І=1

В инерциальной системе отсчета ускорение центра масс ЕС опреле-
ляется лишь внешними силами, приложенными к материальным точ-
кам системы:

__ Ґ=Н

Р = Мо =Ет-й_,.

д:
на.: = (4.2)внсшд' '

Ін
- _:

Внутренние силы не могут изменить скорость центра масс. Выра-
зкение (4.2) называют теореооо о движении центра масс.

Законы сокранешш скорости н половоешая центра масс. Эти законы
являтотся следствием закона сокранення импульса системы матери-
альнык точек.

Скорость центре мисс сотронлетов, сми:
1] внешние силы не дейстщтт но систему материальное.: точек;
2) внешние силы действуют но еиетщмотертыыгык точек я

=Л'

Рвнсші
=[

но проещии это.: ет: но некоторое нолрощение {напрнмер, на ось Пи)
роонн ЩНШ, ото.

4
-

его,

4
-
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ЕЕвнеші.:__п'
=|

В атцн случае праеицил страсти центра масс нп атс шпрпшение
сашется! мне.

г..14_.;.=сч::ипегн

4.2. Зансны изменения и сохранения
механической энергии

Работай пеетеяіщпй силы Ё на перемеше- Г Р
нии а? называется еиапярнее преизвеле- __; __ _ Ё __І: __ _ Ё
ние зтей силы на перемещение (рис. 4.2):

А = Ё-ш: = Г-сг-сезщ
Единица работы в системе СИ: Рис. 4.1

[А]=Н =нг см М =Дж {джсїль).

Работа переменной силы. Если сила меняется вс время движения,
тс элементарная работай силы Ё на перемещении а'? называется сна-
лярнас прсизведение

ая=Ё-н2==г-нг-шва, ния
апелная работа

н=ІЁ222я
5

РаБста упругий силы. Зависимость упругой силы Д, ет перемещения
з: Р, = дет. Вычислим рабетї, севершаемую при дефермации (напри-
мер, при растяжении пружины):

На
а: Г -=сіх Кхсіх-- [4.411і і 2

РаБегІа Іравнтяцнсшшй силы. Пусть спутник масссй т вращается вс-
ирїг Земли масссй М (рис. 4.3}. Псд влиянием земнсгс притяжения пн
снизился с ирїгсвсй срЕиты радиуссм г] на ярїгсвїтс срІііитд,г радиуссм
г: пс траеятсрии І.. Рабста сил гравитацисннсгс притяжения ранна
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'з *5 Ґ: 1 'Ґз
и =-Іиь'г=-Іом_,тег=-омм[г-1сг=-омтн= [-1] =

Г
і'І'

е г
*МЕ-ё]-

Мощноетъ. Козффшшент полезного дейепнл.
Если за время Ы совершается работа М, то мощ-
ность равна

'і 'ї 'ї

М
_Е *

гш 4.3 т,е+ мощность - ато работа, соеершаемал в единицу
времени.

Единица мощности

[Н] = Ш=Ё=Втпзаттъ
[г] с

Если учесть, что М = Рох = Рош, то

Н=Рц

Коэффициент лозезнсес дейстеиаШПД) - отношение полезной ра-
боты к затраченной:

т] = АнШШЩ-І 1; АЭЕЩІ'

Консерватнниьте (потенциальные) и иекоисервагпптные шеештт
ине) силы. Все силы, встречающиеся н макроскопической механике,
принято разделять на консервативные (потенциальные) и неконсер-
ватинньте [диссипативнне).

Потенциальные силы. Сила, работа которой не зависит от фор-
мы траектории двизкения материальной точки, называется потен-
циальной (консервативной). Она определяется только полоткеннями
начальной и конечной точек двизкения+ При перемещении матери-
альной точки по замкнутой траектории работа потенциальных сил
равна нулто.

К потенциальным [консервативным] силам относятся:
1) силы взаимодействия материальныз.г точек, описываемые зако-

ном всемирного тяготения Ньготона {в том числе и сила тязкестщ;
2] силы упругости, описываемые законом Гука.
Непотенниальине ешш [лиссипативные} - силы, работа которые

занисит от формы траектории. При перемещении материальной точ-
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ки [или тела] по замкнутой траектории работа непотенпиальной оилы
не равна нуліо. Непотенпиальнал ідиеоипативнал) еила в меканике -
еила трения еколъжения и еила еопротивленннт

По'геишталвнал энергия. Поднимая груз на выеоту а или раотнгиван
пружину на величину ох, мы еовершаем работу против оил тнжеоти
или упругооги. Еоли далее предоотавить тело, которое мы подняла
или тело, которое контактирует о пружиной, оамим оебе, то они ео-
вершат работу. Поднимая груз или раогягивая пружину, мы еооЁЩаем
запае знергин [возможность совершить работу}. Это потенциальнаа
внергня1 определяемая положением тел, другими оловами1 зто знергия
взаимодействия, по Крайней мере, двук тел.

Потенциальная энергия оиетемы - завиеящая от положения
двук тел Физичеекая величина1 изменение которой равно работе
внутренняя конеервативнык еил сие-темы, взятой е противополож-
ным знаком, так как работа еовершаетея за ечет убыли потенциаль-
ной Энергии:

БА =-т::'іЕ'п .

С учетом (4.3)

Ё-аг- =-аап . (4.51.
Нз (4.5) еледуетддя коордннат консервативной енлы:

Р =_дЕп; Р =_Е#Еп; г =_.:Є-ї'_тг5`шг
І о.: у ду ї д;

или в векторном виде:

Ё = -дгао ЕП,
ГДЕ

_ш ш а_аагасІЕп ах т'+ ду у+ д: к (4.6}

Здеоь ї, Ё, Ё _ единичные векторы (ортщ координатнык оеей. Нек-
торІ определяемый выражением (4.6), называется гродаватои еиштар-
ной функции ЕП. Для него наряду е обозначением ягаоЕп применяетоя
также обозначение ЧЕП. ї (внаблав) означает еимволичеекнй вектор,
Называемый операторам Гшипльтоно или оператором подал:
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Конкретный вид функции ЕП зависит от карактера силового поля+
Например, потенциальная анертня тела массой т, поднатото над Зем-
лей на высоту й,

Е" = шуй.

Потенциальнаа ансрптя растянутой пружины (4.4}:
*21.1

Е" =Т .

Еннетнческая апертня материальной точки _ скалярная физическая
величина, карактериаующаа движения точки и равная половине про-
изведении массы т на квадрат скорости о:

от:
Б =_ І

к 2
Связь между нште'тнчестошн анерпвшн в различнык ннерцнальнык

системах отсчета. Теорема Кёшп'а. Рассмотрим частный случай: тело
состоит на одной материальной ТоЧкм массой т, двнъкушейся в непод-
вижной системе отсчета со скоростью от. В этой системе отсчета ее

ишїы
кинетическая энергия ЕЕ =Т . В системе отсчета, движущейся по-

ступательно относительно неподвижной со скоростью опер, скорость
рассматриваемой материальной точки Будет равна от", а ее кинетиче-

2Н'І'Ншнская энергия в движущейся системе отсчета Е; = 2 _ Учитывая аа-

кон елоткения скоростей от.: = от + от, получаем
22 2

“щас-Ш Щ -
1 2 + 2 +Шт*йп=ш

или

. ошІЕ
Ек=Ек+ 2п¦ +Ьотн'йперт [4-Т1'

где дтн - тбшн _ импульс материальной точки в движущейся системе отсчета.

Формула [4.'Ц справедливо и для произвольной системы матери-
альнык точек. Действительно, если написать соотношение [43] для
кадкдой материальной точки системы, а затем просуммировать по всем
точкам1 то снова получится формула [453], в которой под ,от надо по-
нимать импульс всей системы материальнык точек в движущейся си-
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стеме стсчста, т.е. ,Бит = тїїт' +тдії: +... _ Еге межис представить в виде
рт = Мас , где ЕС _ екересть центра масс системы материальных та-
чек стнсситедьнс движущейся системы стсчста, а М= и:І + тд + _
суммарная масса системы материальных тачек.

Если центр масс пекаится в движущейся системе стсчета, т.е.
ЕС = П, та

Мп: .
Ее :Тгшр+ Ек'

Эте выражение называют тссречси Кс'ниги: Кииситичсскии аисргии
системы митсриииаищ поиск с системе иситри мисс риски киисгии-
иссигеиц энергии иситри мисс мтс кииситичсскии энергии отдельные ми-
тсришсиш поиск с их стиссиаееиаиен движении етиссиитетсис иснитри
мисс.

Кинетическая и пстенциальная энергии имеют существенные
различия+

1. Пстенциальная энергия зависит тапьке ет расстеяния между те-
лами, а кинетическаа - тельке ст скерести тела.

2. Палежительная рабета сил всегда приведит к увеличению кине-
тическей знсргии, а петснциальную знергию системы увеличиваст ст-
рицательная работа.

З. Кинетическая Энергия системы тел всегда пслежительна, а пе-
тснциальная может Быть как пслежительней, так и етрицатсльней и
зависит ст начальнсте уревня стсчета.

Мекашічесш энергия Еда - сумма кинетической и пстенциальнсй
Энергии

вы! = и,1 + в".
Закан иамеяетшя механический аиершн. Заксн сакраиения энергии -

результат мнстик экспериментальных даннык. Ндса аттагп заксна при-
Надлежит МВ. Леменессву ПТ] [-1765}, излежившему заксн спира-
неиии материи и движения, а келичествеииая формулиревка закеиа
секранения зисргии дана немецким врачам Ю. Майерам (1314- ІЅТЕ)
и немецким еетествсиспытателем Г. Гельмгсльцсм [ІЗІІ_1394}. Энер-
гии никееде не исчез-иен: и не таксист енсиь, сии лишь црсерещиетси из
сдиаес сиди с другие. В зтем заключается сушнссть заксна сакрансния
и превращения энергии - сушнесть неуничтсжнмасти материи и ее
движения как формы существования материи.

Следсвательне, каждый вид энергии межет изменяться и перека-
дить вдругие виды.
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Таким ооразом можно сформулировать закон изменения механи-
ческой знерши: В ннернншьнон” енетнене отсчета ненененне мехоннее-
снос” анерсне ЕшРадио сулитробот енешнщ: сам Ашш н сам онушренннх
онеенноотненьее [сил трения} Авншш:

Ё'ЕНС'І =АВНІ¦||| +445НШДНЕЪ

Закон сохранения механической аиергии является следствием аа-
коиа изменения энергии: В опернановагони енеитене отсчета мехнннее-
снон знергнн еотроннетсн, сынработа онентнш: еш: нработа онущрсннне
оноеннонтноньц: снеровно нроо.

Это может Быть в следуюших случаях:
І) внешних сил вообше нет, ист и внутренних сил трения [иногда

зту систему называют замкнутой консервативной);
2] внешние силы есть, но работа их равна нулю, естественно, нет

внутренних сил трения (внутренних диссипативных сил).
`Штолъгтновевин (соуларения) тел. Взаимодействие движущихся тел

в течение интервала времени т, малого по сравненито с характерным
временем Т процесса, например временем найпюдения, называются
етолннооенненн (так, длительность столкновения биллиардных шаров
т в 10-*с мала по сравнению со временем нх пробега по бкллнардному
столу Та ПГ] с).

Центрцеьный удар - взаимодействие тел, при котором их скорости
направлены Вдоль линии, соединяющей их Центры масс+ В основном
мы Будем рассматривать центральное соударенис двух шаров.

Абсолютно упругой удар _ соулареиие тел, при котором механиче-
ская анерпш не переходит вдругие немеханические виды энергии [на-
пример, в тепло), иными словами, при котором соблюдаются законы
сохранения импульса и механической Энергии.

Абсолютно нсуоругоа удар _ соударение тел, после которого тела
даиткутся вместе с одинаковой скоростыо. При этом ударе закон со-
хранения импульса соблюдается, а закон сохранении механической
энергии не соблюдается.

4.3. Решение аадач по законам изменения
и сохранения импульса механической анергии

4.1. Ствол пушки направлен под углом о. - 45* к торнаонту. Ког-
да колеса пушки закреплены, скорость снаряда, масса которого в о =
= БП раа меньше массы пушки, оп = 180 міс. Вычислите скорость пуш-
ки п сразу после выстрела, если колеса ее освободить.
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Дано: ст = 45% л = 50; от. = 180 міс. Найти: п.
Решение. Проекцил импульса внешник сил

на ось П: равна нулго: Гтрх- а! =0, так как а: -эЬ П.
Следовательно, проекция импульса системы
пушка-снаряд на горизонтальную ось х сокра-
няе'гся (рис. 4.4).

Скорость снаряда относительно Земля со-
гласно закону слоъкення скоростей

ІІтаІІЪс : иотн +ипер т

где йтн = ііп - скорость снаряда относительно пушки [она такая эксІ как и при
выстрела с Закреплснной пушкощ: пт =й - переносная скорость цлн ско-
рость пушки.

Закон сокранения импульса в проскцни на ось Пк для системы
пушка-снаряд

=-т"|›:|'т.гкланы:-ІІШІП (4.3)

гдс скорость снаряда относительно Земли я проекции на ось Пх, как следует из
рис. 4.4,

онбы =опсоащ-н. (4.9}
Решение системы уравнсний (4.3), (4.9) относительно н с учетом

Мусловия задачи - _ = л:
т

Н=Ш_
н+1

ІЗПсос45"Вычисление: а =_= 2,5 м с.
50+І К

от: а=Ш=2,5 Ё.
н+1 с

4.1. Два шара, двигаясь навстречу друг другу со скоростыо
с = ЗП міс каждый, после соударения стали двигаться вместе со
скоростыо а = 1,5 ндс. Определите отношение масс атак шаров
[рис+ 4.511.

Дано: о = ЗП ндс; а = 1,5 мус. Найти: тмтд.
Решение. Закон сокраиення импульса в проекция на ось Пк:

тіо - тдо ={т| +т1)н.
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ті _ т: от, +л':1Ю т І
До соударсннв После соударенин

п ї
Рис. 1.5

Решение этого уравнеиин относительно искомой неизвестной тщтд:

і=и+и
т: Ід-Н'.

Вычисление:

Ё=ЗП+Ь5=ІН
тд 304,5 ` +

ШШ:Ё=Ш=1,ІІ.
тд о-н

4.3. Шарик массой т = [ПО т, движушийсн со скоростью о = І мхс,
абсолютно упруго ударнетсн о плоскость. Определите изменение им-
пульса шарика, если направление скорости составляет с нормалью к
плоскости утол с: = ЗЕР. Отражение - зеркальное+

Дано: т = ІП'І] г; и =І міс; о: = Вт. Найти: ар.
Решение. Изменение импульса шарика

ага-ш, вашу
ГДЕ

РІ = тїм [4.1111

|12=иауд+ [4.1211

Так как по условию удар шарика о
стенку абсолютно упругий, а отражение
Зеркальное, то модули скоростей и] и о;
равны:

Ё 1*: = 31:11- (4-13)
.-"'

дп _ мы _ ы Ё Равны также о. - углы падении и отра-
= 1*: экенил. Направления ду и др показаны на

Івнпт 'Не рНС. 4.6.
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Вектор ар и ето модуль, как ато следует ив решении системы
уравнений [4. [ЕП-(4:1 З} и рис: 4.6,

ор = сну; - щ)

ор = Этссса ос
Проверка единицы ар: [ар] = [типо] = кг- му'с+
Вычисление: ар= 2 - 100 - ІП-З- (душ = 0,1?3 кт- му'с+
Пгвет: ар = Етосоа о. = П, ІТЗ кг - міс.
4.4. Шарик массой т иалетает на иенодвин:ную вертикальиую стен-

ку со скоростью с, перпендикулнриой стенке, и после абсолютно упру-
гого соударениа со стенкой отскакивает ст нее. Время вваимодействиа
шарика со стенкой т. С какой силой Ри [по величине и направлению:і
шарик действовал на стенку?

Дано: т; о; 1:. Найти: РП.
Решение. Так как соударение шарика со стенкой абсолютно упру-

гое, то модули скоростей до и после соударенин равны:

с] = с: = с. [4.1411
Закон изменении импульса:

др = Ґт. (4.15)
Изменение импульса шарика

а? 'въ-н: (4-16)
111 = то (4-17'1
ру = туд. [4.1311

Решение системы уравнений (4.14}-(4.1 Е} относительно Р:

Р=т{у2-у|}у"т. *І 5;а_- ЁМодуль силы Р, как видио из рис. 4.7, * Ё

Г- Ітщ'т. ї; т: Ґ/Ґ
__ _/ 'Чў»

По третьему аакону Ныотоиа сила ЕП, с ау-т: _т! 4,

* икоторой шарик действует на стенку1 равна по с
величине силе Е и противополомио ей на- дЁ-т'їїгїгї"гт Й
проалена, т.е. Е..[_

РП = Р= Ётщ'т. _" Ра
Рис. 4.?
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Прсасрка сднннцы ЕП: [ГП] = [тыщ =И? = Н.
с

Пчист: РП = Етсіт, Н+
4.5. Начальная сксрссть снаряда, аыпушсннсгс из пушки асртн-

кальнс янсрх, равна ап = 200 міс+ В тсчкс максимальнсгс псдьсма сна-
ряд рааарнался на два ссхслка. Псрьый упал на асмпш аЕлиаи тачки
аыстрала сс сксрсстью а = 250 міс. Чсрса каксс ар:мя псслс атсгс упа-
дст на асмлІс атсрсй аскчалсх'?І Сспрстиалснисм асащ'ка прснсбрсчь.

Дана: ап = ЕСН] міс; и = 250 міс. Найти: г: - 11.
Рсшсннс. На закона ссхрансния ансргин найдсм максимальную аы-

ссту псдьсма (рис. 4.8):
-ь 2 1Ум а2 _* Ш:тз;,=.д=и_0_ [4191

а 2 15
Г и' Скорссть снаряда в всрхнсй тпчкс траектории равна
д нулю, паэтаму из ааксна ссхрансния импульса, запи-

Б саннпш в прссшии на ссь Ну
О

; П =-л'я.т1 +яш2, [4.2Щ

до л гдс щ, у; - ссстаатстьанис схсрссти парасга и агсрсгс
Рис. 4.3 сскслкса,

слсцусті чтс мсдулн начальных схсрпсгсй ссхслкса равны:
и] = и: = п.

На ааксиа ссхраисння аисргии слсдуст* чтс сксрсстя сскслкса пс-
рЁД СамНм паденнем На З-ЁЬШЮ Также равны:

2 2
тда+т?=%. (4.111.

с = тия: -2311 ,

Ерсмсна падсння найдем из ураансннй кинсматнки для сксрсстсй а
прсскцин на ссь Пу с учстсм начальных и граничных услсаий:

На (4.11 1 слсдуст:

_и = _и' -ЅІЙ (4», 121:

-м=ь12 -Ѕтг (4131;
Рсшснис снстсмы ураансния (4.1911-[4131 стнсснтсльнс исксмсгс

Ґ: _ ІІ:
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Проверка единицы:

Вычисление:

_ 21125112 -ІШІП2 _гг-л _ 9 ш -Щб е.

2и 1- 2

Ответ: гг -гІ =Ц=ЗШЅ е+
В

4.6. Один конец каната удерживают на выеоте а от
поверкиоети аемли, второй ето конец каеаетеа аемли. В о Г 1:

й

у Ъ

момент г = І] канат отпускают, и он начинает евободно
падать на землю. Получите аналитическую аавиеимоеть
еилы, е которой канат будет давить на землю, от време-
ни. Поетройте график атой зависимости. Маееа единицы
длины каната р. Рне. 4.9

Дано: й; р. Найти: Р; Г= Не).
Решение. 1і'йровнениа кинематики в проекции на оеь Ну позволяют

определить в момент времени гекороеть каната [рие. 4.9.):

о=3т, [4.241'

ШТННЪІ' ЁЁНЕІТЕ, ЛЕЖЗЩЧП В ЭТПТ НПМ'ЕНТ Времени На ППВЕрШ-ІПСТН ЗЕІ'ЬШН,

тда
2

НЁГП "ВСЁ-ї

т=р-;".

В еоответетвии е законом изменения импульеа, аапиеанным
в проекции на оеь Цу аа промежуток времени от гдо г + о: [от -ъ Щ
(рне. 4.Ш},

др: Рог, (4351*
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ГДЕ НЗМ'ЕНЕНН'Е ННПЪГЛЬСЗ КНННТБ

др =Р2 _ Ри [42151
р. - импульс каната перед самым падением на землю:

д = еще, [4+2?}

_ад - импульс каната пссле взаимсдействия с землей:

ру = П, НДЩ
масса каната, етслкнувшаяся е землей за время да

ат = рада, [4191
Р* - сила, е кетпрей земли действует на канат.

Из уравнения (4.25) с учетем (4.24), (еды-[4.291
п Р' Наїедим силу Р", с ксггерей земля действует на канат:

Г* = рддг:+ .
у дм; Пе третьему закену Ньютсна канат при падении
т действует на землю с силей Ё =-Ё'. Кроме те-геІ

канат действует на землю с силей тяжести. Следева-
тельие_ сила давления каната на землю вс время егр
падения равна

Рис. 4.10

2
Ґ- тд + Г* = %+р32г2 =%рдзт2.

Эта сила действует на землю де момента времени т, ксгда весь канат
2

скажется на зеьше{%=и_етсюдат- ,Ё ).
а

При ІЪтҐ-тд-рзй.
Зависимссть силы давлении каната на землю ст времени представ-

лена на рис. 4.1 1.

Отт: Ґ = Ёрддт1 при Ні т; Ґ = рди при
,Р' л Ґ Ё Т. 2

Зрда Задача 4.1. На идеальнс гладкем гсрнзсн-
тальнем стеле лезкнт каадратнаи рамка массей

РБ* М: Внутри рамки начинает двигаться шарик
масссй т сс сксрсстью ап, направленней адель

'п т линии, соединяющей середины смсзкнык втр-
Рнъ “1 [юн рамки. Определите, на скелькс уменьшит-

Н
"
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сл кннстнчсскал ансргнл шарнка псслс двух ударсв сгс с ранку. 11*:"дары
считать абсслгстнс упругнмн.

Дана: М; т; сп. НайтншЕд.
Рсшсннс. Парнас ссударєнна. Так как нст внсшннк снл н снл внугрсн-

ннк днсснпатнвнык [сил трения] н ссударсннс аБсшІштнс упругсс, тп
втнн лвлсннсм управляют ааксны сскранснна импульса н анвргнн+
Запншсм ааксн сскрансннн импульса в прсскцнпк на ссн кссрдннат
(рис. 4.12, с) {снстсма кппрдннат связана с Зсшсй):

тип спас: =-вш5ссац+ Мах, (4.3Ш

лада віпс: =лгшёІІ аіпсъ+МаҐ [4.31}

п 15 п 15
М

у'Іг _Ртг
а 6

Рис. 4.12

Закрн сскрансннл ансргнн:

2 ІІ 2вшд _ тип Мн_ + . 4.32
2 2 2 'і }

Здссь са, а - сксрсст шарнка н рамки псслс ссудараннл, их, а? -
прсскцнн сксрсстн рамка псслс ссудареннл, а: = 45°.

їравнсннл [430) н (4.31) представим в вндс

йцап +а;,}= мах; [4331

Ё
Есввсда в квадрат сбс частн (4.33) н (4.34) н слшкна на: ватсм,

пслучнм

(сп -цЗІІ = Маг. [431%
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1
и.:І +о52:%и1.[4.35}

Решив еовмеегно (4.32) и (4.35), (4.33) и 01.34), найдем в; , идг и нд:

М-то* =о ; 4.36в в М+т І: Ё

“ддт-[1+ж] Нат)

и =%1.[| -ж]. (4.331.

Второе еоударгнне. Закон ооиранении нмпїльеа в проекции): на оен
координат (рио. 4.12, о):

-ншдооеен Мим :-лш; еоевь+1*І«з\"иг;н [43%
от;| еі п о: + Миу = -ншБ еіпо: + Мод. НАШ

Закон оонраненни энергии:

итд: Ми: то;2 Ми* 1+ = +
2 2 2 2

Здеоь двумя штриивми в верхнем индеиое обозначены онорооти по-
еле второго еоїдарення.

Подошвлвв в (4.39) и[4.411]} [4.36}-[4.33), получим:

НАН

Ценовые;л
Ш
ЕіІ-*П 'РІ-55.! = МНЪ.

Еоеведн пооледние 1дпвввненин в квадрат, затем оипвдывви ни и ре-
шен еовмеетно е НАН, пощщим ивадратное уравнение в приведенной
форме относительно о; :

Іиш М-тН.: п Н 2_ І

М+т М+т

, _ М-топ_ он.
М+т
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Нскемее уменьшение кинетическеи анергии шарика песле двук
ударев еге е рамку

т 2 ь: ЁШЕМ 2дЕь =їіип _”е 1=Пдт

2
`Швет: а..Е`Щ =ЩНЁ, Дис

(М+М)2
4.8. На идеальна гладкем гериаеитальнем стеле лежит квалратиая

рамка масссй М. Внутри рамки начинает двигаться шарик массси ле
сс скерестью ен, направленная Вдсль линии, соединяющей середины
смежных стерен рамки. Определите, на екельке уменьшится кинети-
ческая энергия шарика песле двух ударев еге с рамку. Удары считать
абсрлютнр упругими, Отражение - аеркальным (атс раначает, чтр при
сеударении не везникает сила трения между шарикем и внутренними
вертикальными стенками рамки).

Дана: М; т; пп. Найти: дЕц.
Решение. Первое сеуеаренае. Так как сеударение абеелютне упругее,

те секраняются импульс и механическая энергия. Систему кссрдинат
связываем е рамкой.

Пееле первеге удара шарика е вертикальную внутреннюю стерену
рамки иа-аа отсутствия при атсм снлы трения рамка приебретает ске-
ресть их, направленную пе сен Ок.

ІІ'_'іаіїяе = Беги + ІІ_'іперт' [4421.

где етг = е, _ аеселютнаа скересть шарика песле удара, ет =е|шн _ егнеен-
тельнал сксресть шарика песпе удараІ йщ = Е: - перенесная скерестъ шарика
[снересть движущейся системы етсчета, свяЗаннрй с рамкей).

С уиетрм атсгс уравнение (4.42) принимает вид

ЕІ - Еіщн + й: . [4.4З}

Еектернее уравнение (4.43) пестреене на рис+ 4. ІЗ, а+
`Т.'.1'Ц':угствие сил трения меящу шарикем и внутренними стенками

рамки при сеударенин ебеспечивает аеркальнее етраакенне шарика_
т.е. углы падения и ртраэкения (углы между нермалью п и скерестями
уп и уши) равны е. = 45'*+

Запишсм аакрн сркранення импульса в прсекцияк на еси кесрди-
нат (система кесрдинат яПу связана с рамкеш {см. рис. 413, е}:
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п І
І ¦п г

у 4Р і: ~3 На
_ " д': *Ё н н н '

о'ш о Ц
й: а*

Ё: ггг* ІІ'Т'Ішіавн

б
Рис. 4.13

лшпсовц: Мах-що'щн сова-ах); [4.44}
лшп віпо. = пшштн віпо.. [4.4Ѕ}

Закон сохранения механической энергии:

пшЁ _ дІ'ввІІІ2 + Мн:
2 2 2

Система уравнений [4.441-[446] замкнута: три неизвестных от.,
а, и о. и три уравнения. Нз уравнения [4.45} следует:

оштн = о,ср І4+4ТЪ

подошвляя (4.417) в (4.44} н учитывая, что вовсе=І::оЅ-4›5“=іл!

(4.46)

получаем

птимс =Ё НАШ

Подставляя НАН и (4.48) в (4.46), получаем

\1' МІ + ла1о1 - М+т оп. (4492;

Второе ета-ударение. 1Ег'даряясь второй раз о рамку, шарик сооошает ей
скорость ду , направленную по оси Ву. Горизонтальная сила при удара
отсутствует (трения нет), поэтому торнзонтапьная скорость рамки й?
остается неизменной+

Закон сложения скоростей шарика после второго удара имеет вид:
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й! = ЕЭП” +ЕІ 'РБ-ъ" (4-5п}

где Е] - аЕсолштнаа скорость шарика поле второго удара, Інші - относитель-
нав скорость шарика после второго удара.

Уравнение [4.5Щ посгроено на рис. 4.13, о.
Запишем аакон сохранения импульса в проекциак на осн

координат:

Мнх-щн'шн стол-ды]=М"вгІ -т-(идптн аіпоп-нІІг, (4.51)

пш'шн соац=-т[п1шн совп-нг)+Мну. (4.52)

Закон сохранения механической энергии:

то? Ми: то: Миї Мн:
+ = + + .

2 2 2 2 2
На уравнения (4.51) следует:

[4532,

сти = идтн. [4.54}

Подставлва {4е54} в 11452] н учитывая (4.41) и что о. = 45”і получаем

лап
=_. 4.55

“у М+т І: }
Подставлнн (4.55) в (4.53) и учитывая (4.43) и І[4+-=І›*Ёі]\т находим мо-

дуль скорости из:

_ М-т
_ М+М

Уменьшение кинетической энергии шарика после двух ударов его
о рамку равно

о: он.

_пшЁ ншЁ_ 21*І›1"лт2 ддЕ _ .“ 2 2 (мтущ
Проверка единицы:

[МЪШЁ'ЁЁ к1*-кг2-м2 г-м-м[ван]= [[МЁ]][ ]= пгт: =“ с: =н-м=дм+

з
ШипоЕц- Ёмт сЁ,Дж
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4.9. Механическая система ссстсит иа двух шариисв, сеединенныа
меашу ссбси пружинсй, масссй истсрей мсмне пренебречь. Массы
шариисв равны т. и тд. В начальный мсмент пружина не деформи-
рсвана, шариии їдерасиваъстся в сднсй гсриаснтапьнсй илссиссти на
неистсрсм расстсинии ст Земли, и им сссбшашт начальные сисрссти:
шарииї масссй т' - сисрс-сть й, в вертииальнсм напривлении1 а шари-
иу масссй ивІ - сисрссть с: в гсриаснтальнем направлении. Сиерссти
шариисв наасдатса в сднсй плссиссти. Пренебрегаа сспрстиаленнем
воздуха, найдите величинуІг импульса атсй системы в мпмеІ-Іт, исгда ее
центр масс дестигнет пслсвины максимальнсй выссты стнсситсльнс
первсначальнсгс їрс-вна (рис. 4.14, су

Рис. 4.14

Дана: т1; тд; ЕІ; й: . Найгн: ,5.
Решение. Задачи решаем в системе центра масс. В спсгветствии с

тееремсй с движении центра масс (рис. 4.14, а)

Еднеш=МС'а-Сп

где ЕЁШП - сумма внешних еил` мг = ті Нд: - масса Центра масс_ ис -
усисрение центра масс.

Е даннси Задаче внешние силы - аггссилы тяжести. Внутренние силы
[упругие силы пружинщ изменить пшсженис центра масс не мсгїт.

Прсеиции ускорении на еси координат:

ад :'[];
[4561'

дэ, 2-3

Начальные услсвин:

и2
ищи = т: Ё

тп +тэ. [4+5?}
хш _П;

пт Щ-
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уш =п.

Здееь ош_ от., хш, уш, - проекции екороетн н координат центра
маее в начальный момент времени.

Уравнения кинематики в проекцинв на оои координат о учетом
(4.515) н (4.57') имеют вид:

оШ =Ш =еопат; [4+58}
т|+та

їг=_тзи2 Ё
тІ'І'та

'ппцо =_-дт: [45%С* от;
1

= щи] г_ї_ _бпУс ті+тэ 2 (4 Ё

Грвннчные условия І (рне. 4. [5}:

г= ';
ПЦР: 1 [4.6]}

Рно. 4.15

Решение онотемы уравнений (4.59)-[4.6І 11 дает
2 2и

уши: = _”ІІІ-ІГ- [435211
(т. + тд 2.:

Грнннчное условие 22
г=т|,
у = усіёане; [463)
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РІз решения системы уравнеиий (4.6Ш-[4ЬЗЪ получаем два значе-
ния времени (рис. 4.15). На половине максимально доотизкимой высо-
ты система побывала дважды:

при подъеме:
П 2_9т|о|1: * [4.о4}

Н: (т. +тгїв
и при спуске:

тп =Ш. мы)
(тн +т:}8

Подставляя (4:64) н (4.65) в (45%, получаем значение вертикаль-
ной составляющей скорости системы:

при подъеме:
рф" =Ш; [ддт

ті +тг
и при спуске:

душ: =_ШІЁІ._ [ддт
ті'І'тз

Модули зтик скоростей вычисляются по теореме Пифагора:

ц:Т = іІІ,пёс +оёу. (4.63)

Направления нк вычислятотся в соответствии с чертежом (см+
рис. 4:1511:

1.1ща =_й. мая:
“от

Модуль импульса системы (центра масс] равен

Рс = (тт + “Юнг
Решение задачи следует из решения системы уравнений {4.5$}.

Наш-[дат относительно искомык неизвестнык рт, рт. В., Ву.
а тШ= ла =~1тїяё+й5щ2яй В. =ата “341

1

дп= «тів2 +0 Ѕт, в1 , В] = -агсштгїїІІШ
2

4.10. На гладкий горизонтальный стержень насшкеньт два одинако-
вык шара и между ними третий шар массой т: Шары могут скользить по
стерэкнто без трения+ В начальный момент времени крайние шары поко-
ятся, а среднему сообщается некоторая скорость. Ппределите, при какик
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аначсниак масс М крайник шаров срсш-Інй испъггаст болсс даїк ооїдарс-
ний с шарами. 1І'д'дараь.: счтпагь абоолютно упрїтнми (рис. 4+ 1 Б, о).

Н т 3 Н

А т А
'і іі
З І 2

о
3:1] ¦ -ь

пт¦ Нь Мг: ¦ а: т Ма и*

І 2 і І а
о `¦ Ё
До соудароннн ' Послс соїдарснил

б
51:11 3 і -Н -ь

М 1 т ' из Н т цА «тд іа-А д-~
ї ї і ї ї

З І ¦ 3 І

о і Ё
До соуларсннл ' Посла соїдарсннл

а
Рис. 4.16

Дано: т. Найти: М.
Рсшснис. Так как внсшннк снл нст н нст скл тоснни1 то соблюдают-

ск законы сокрансння импульса н ансргнн.
Парнас соударснна (рис. 416, б). Закон сокрансния импульса а про-

скции на ось Ох:
оші =-лш[ + Моё. [4112])

Закон сокрансниа ансргин:
лшг'_лш'[2 Моё2

2 2 2 І
Второе соудсренас [оно+ 4. Щ ао. Закон сокрансник импульса а про-

скции на ось Пк:

(4.11)

-пш¦=лш1"-Мо5. [4+?2}

Закон сокранснин ансргин:
пЁ ІІ гЁлші для, Мод

= . 4.132 2 + 2 І }
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Уелоеие третьего еоїларениа ереднего шара маееой т:

ог о о5+ [4+?4}
Решение еиетеиы уравнений МЛМ-(4111:: отноеительно М:

М 3* 4,24 т.

`Пишет: М 2* 4,24 ль
4.11. Три шарика маоеами ті, тд, на; могут без трениа екольаить

вдоль горизонтальной прямой, причем шарик 2 налодитеа атеакщ,г ша-
риками І и З{рие. 4.17, а). Известно. что ті 3-3* тд, он ЭФ тддпрелели-
те макоимальные окороети двух крайних шариков, еелн а начальный
момент они покоилиеь, а среди ий шарик дангалеа ео екороетъш от
Ударьг ечитать абсолютно упрутими.

5.4:

на а
і

__
__

__
_+

;`;
;_

_
Пт

Ъ-П
Г

а
Г*

в
і 'Н
Ц

Н'Ч
Г

ъ
_..

__
__

.і.
__

__
_

'ч ІІ\
.ІІ 'ч

Рне. 4.11

Діншт12т1;тзёт1}> та; т: Ю* тд; По найти: Щит; Шиш-
Решенне. Первое еоударгние (рие. 4. ІТ. б)+ Закон еоираненип им-

пульса а проекции на ооь Ох:

тдоп =-1Іадн;,Наш;+ (4251*

Закон оокраненнп энергии:
2 и? г!

ИННО = 'ЩІПП + пёнї'г _ [4_т6}

2 2 2
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Здееь обозначены: екороотн Безштриков - до ооїдаренин, ео штри-
камн - поеле еоїдаренил.

Решение еиетемы уравнений (4.Т5}, [ФТЫ отнооительно од и оёе
1дгчв'гоал т; о? тд:

ц" =шпп; (ддт)
та +тз

а; азіып. (ага)
на

Вторые вошедшие (рис. 4.11"г в). Закон оокраненил нмпїльеа в про-
екции на ооь ох:

-лвдлэц'3 = -т' о; + надо;+ [41%
Закон оокраненил энергии:

мёд: І »11:12 + пв;51_ (мы
Решение оиетемы уравнений НЛП, (41%, (4.8Щ относительно из

и о'. е учетом т. >> тд:

а; апТТІЕвП; (4.31)

о¦ *мёд-от
НІІ

На [4+?8} н [413 І} видно, что в результате одного оовдареннл окоро-
ети шаров т, и тд менлготоа незначительно, тее+ о. я: о; н оп; екорооть
шара маееой гл2 уненьшаетоа быстрее. Поеле пооледнето еоїдареннл
екороетн шаров маооами т' и т; будут равны итд: и ознш, а екороеть
шара маооой тд - о. Соїдаренин прекратится, если

І'шІмаке г и н І"тдмаке 'ъ и* [4321.

Закон оокраненнл энергии [для начального н конечного поло-
женийк

1 2 1 2
“52:11 =т|и12ьшке +пЁы32накІ-т +тї; _ [4334

Закон еокраненил нмпїльеа в проекции на оеь По: [для начального и
конечного положений):
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“НБП = _'тІ пінвкс + 'тЗиЗнвкс + пъи' [434)

Решение системы 1уравнений (4.33), (4.34} е учетом (4.311І я также

пт тип ІЩ;
тііт. На)

Ід'ЗІнакс =ц0 _т'і'
цвета На)

Птвет: ошш=-оп Щ., Ё; ттшшш=|111П Щ, Ё.
ЧЩЩЫЫ С Чтащыа) С

4.12. Пушка соскальаывает по гладкой наклонной поверхности,
составляющей угол с: с горизонтом. В момент, когда скорость пушки
стала равной то, из пушки выстрелили в горизонтальном направлении+
Продолжительность выстрела т. При какой скорости п снаряда пушка
остановится после выстрела? Масса пушки - М. снаряда - т. Наи-
днте также среднее за время т значение силы реакции Ё со стороны
наклонной плоскости (рис. 4.18, с).

Даиощжп; М; т. Найтнш; Ё.

Н т ц

П

ц р.-{м+т]їп

П

Рне. 4.15

Решение. В соответствии с Законом изменения импульса

ар = Ева (сан
ГДЕ др _ НЗНЕНЕННЕ ННЩЛЬПД СНС-'ТЕМЫ ПШНЕ-ЕННРЕЦІ

дв = [а - и; [МЫ
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Р1 = '[м "' тїгїс; [437.3!
ть = тп; тает

ЕЕт _ сумма импульсов внешних сил* действующих на системуг
пїшка_снаряд во время выстрела:

2171 = Ёт + (М + тшт; [ІШЩ
Ё - среднее за время т значение нормальной реакции опоры {перпен-
днкїллрной наклонной плоскости); (М + т] 3 - сила тяжести+

Подсгаслая (436)-(439) в (4.85), получаем

тп - (М+т]тцд.= Ёт + (М+тшт. (4.90)

Это векторное уравнение построено на рас. 4.18, б.
Закон изменения импульса (4301; в проекции на ось [Іх имеет вил.

дрд-тисоац-(М+т} сп=(М+т}3таіпоь. (4.91)

В прецполоиіениит что проекция импульса силы тяжести ва время
выстрела т на ось По: мала (т -:› Щ, выражение [4.9І) приобретает вид

тнсоао. -{М+т} сп=0н

Отсюда

и = (М+т1сп
тсоао: +

Как слещет на рис. 4.13, Е* значение модуля вектора Ё равно

ІЁІ ={ М+т][Ш +5соаоъ].
Т

І: М + тШП
ШСПЅІІ

4. ІЗ. Частица, движушаяся со скоростью о, претерпела центральное
аБсолтотно упругое столкновенае с такой же, но покояшеися частицей.
Найдите скорости сосна частиц после столкновения.
Дано:о|=о;од=П;т|=тд=т.Найтш с¦; на.
Решение. Закон сохранения импульса в проекции на ось Па:

(рис. 4.19):

Птпетш _ Е; ІЁІ:(М+Ш}[Ш+3соац] Н.
Ё '1'.'

то -тц' + тсъ. (4.92)
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. _ _ . т;

а. а _* аї-"Ох' _
ДП ШШПСНП'ЕЁННЛ І пП'ЦЛ'Ё ПШЛКН'ПБЁННП

Рис. 4.19

Закон сохранения кинетической энергии:

от: пш'д тоё2
= +2 2 1 (4.93)

На (43532) следует

о; = о - о[. [43%
На '[433] следует

05*- =е1 -аІ-Ё. (4.951
Поделне (4.95) на (4.94), получаем

оё = о + о¦. (4.96)
Подставдяя (4361! в (4.94), получаем

о +о¦ = о-о{, откуда о; = [1.

На (4.92) следует

о'2 = ц.

Таким образом, частицы обменялись скоростями: после столкиове-
ння вторая стала двигаться с такой же скоростью, с какой двигалась до
столкновения первая частица, а первая частица остановилась.

Птвет: о; =П_ о5=о_ міс.
414. Под каким углом о. раштетаются после абсолютно упрїтого

удара два одинаковых абсолютно гладких шара, если до соїдарення
однн на них покоился,І а другой летел со скоростью од направленной
под углом В а б х прямой: соединяющей их центры в момент соїдаре-
ния (ноцонтральный удар).

Дано: о.: т. = тд = т.Наіі1п:о..
Решение. На рисунке 4.10 изображены положения шаровдо, во вре-

мя и после соїдарения. Закон сохранения импульса:

тк. = тя; + тх'г [доп

где т; , т': - скорости шаров после соїдарения (обозначены со штрихамн].
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птїу ЕП! - @ т'
(її-*н *І ген Югры ї*
т І. ігш 'Ё Ё'В $- ї.

ї:

де удара На звена удара ПШ: удара
т. лап

Закон сохранения кинетической Энергии:
2 г 2 і' 1Ш. = т'їцї т'ї'дгї . ааа2 2 + 2 [ ї'

11*:"'[.'1авнения (4:9'1') и (4.93) перепишем в виде:
ті = ї; + ї'ІІ (4-99}

щ? = (он2 +(д5 111: (4:1001'
Сумма векторов (4.99) построена на рисунке (после удара). На

[4100] следует, что треугольник скоростей, показанный на рисунке,
прямоугольный: уравнение [4.100] _ теорема Пифагора. Следователь-
но, угол о = НПП.

Ответ: о: = Чт.
4.15. Два одинаковых гладких упругих шарика І и 2 движутся во

встречных направлениях со скоростями о и 2:1, причем прямыеІ прохо-
дящие через центры каждого из шариков в направлении их двизкения_
касаются другого шарика (рис. 4.21. а). Найдите, под каким углом к
первоначальному направлению будет двигаться шарик І после абсо-
лютно упругого соударения?

Дано: о: Ее. Найти: у.
Решение. ІПси координат свяжем с Землей и проведем так: что на-

чало координат совпадает с центром второго шарика* ось Пл проходит
через центры шариков (рис. 4.21, 5). Из-за отсутствия силы трения при
соударенин {по условию шарики гладкие) проекции скоростей шари-
ков иа ось Пу ие изменяются после удара. т.е.

он, =о[у; [4.ШЦ

оЕІІІГ =оёу _ (4.1112)
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Рнс. 4.11

Здесь и далее штрияамн обозначаются скорости шариков после
соїдарения.

На рисунка 4.21, Еелещет (из треугольника ОАПІ]
В' =_=|¦],5* =30°_ 4.1113вшо. ЕЕ съ 'і ў

С учетом '[4. ШЗ} (4.101) и (4102] примут Вид:

[ІІ =|¦_;І'їІІ =-" (4.104)

Введен обозначения:

{4+ШЅ}
3

ЁІ сшц = -ЁТ = и'хц

Запишем закон сохранения импульса в проекции на ось аосцнсс
[на рис. 4.21, 5, е представлены скорости шариков І и 2 во время
соударенияя
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тоМ -лшц твоёмНео;Г {4+ШБ}

Закон сохранении анергии (для скоростей шариков в проекции на
ось ПШ:

2 Ё ІІ гІатоЁІІІГ _І_лшо1ІІІГ _ лаги то”_ . .Ш
2 2 2 2 (4 п

Решение уравнений (4.1015), (4.1'Пїг') относительно під :

"їх = “вы
или с учетом (4.105)

Щд = Лен

На рисунка 4.21. г (на котором представлена скорость шарика І по-
сле соударении) следует

у = ІЕПй-ог. __Е'л,

где с учетом (4104)

В=3ҐСІЁЁ=ЁІЛН =ш =160. (45103)

С учетом {4.ЮЗ} и (4105]

у= ІЅП°-ЗП°-Іб°=134°.

`П'Івег: у = ІЗ4°.
4. ІБ. Замкнушп система соегоиг из двух одинаковык частиц, кото-

рые движутся со скоростнмн о. и су такт что угол междуг направленинмн
ин двиткеннй равен В. После абсолютно упругого столкновенин скоро -
сти частиц оказались равными а] н из. Найдите угол Б'меткщг направ-
лениями разлета частиц после столкновения.

Дано: щ; од; Ее; щ; ад. Найти: Нд
Решение, При абсолютно упрутом столкно-

вении сохраняются н импульс, н кннетнческан
энергии. Запишсм закон сохранения импульса:

и + 111 = п'. +г'1- (44091
Закон сохранении кинетической энергии: г г

а. + и = г. + и
ЕМ + ЕЦ = ЕДІ + ДЕ. (4.11Щ

Рис. 4.11
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Здесь штринами в верхнем индексе обозначены импульсы и инне-
тичесиая знергия частиц после столкновения,

Связь между импульсом и кинетической знергней:
2

в,,=і; (4,111:
Ёп:

еёв =_- 4. з
РІІ

в* =_т _ 1ы Эт: [41 31*

гЕ
5,1, =Ёд (4,114:

2т
На рноунве 4.22 построено векторное уравнение (4. ШЮ. На рисун-

иа в соответствии с теоремой носинусов следует:

4д2+д2+2ддсоа®=`Ід2+р51+2р¦р5ооа®ї (4.115)
Решение системы уравнений {4. 109)-(4. І 1 5) относительно (НГ:

НП
ЕҐ=атссоа -І-д-соай) .

Ответ: от = агссоо[Шеоай)].
“здз

Задача 4.1ї. Тяжелая частица массой Металиинется с поиояшейея
летной частицей массой т. На иаиой максимальный угол от, может
отнпониться тяжелая частица при ударе? Соударенне _ абсолютно
упрутое, нецентральное.

Дано: М; т. Найти: цент.
Решение. Запншем законы сохранения импульса и знергин всисте-

ме отсчета, связанной с Землей {ее называют иногда лабораторнош:

и =п; +р'2; [4,1 на:

Здесь р, и ЕЦ - соответственно импульс и нинетичесная знертия
тяжелой частицы до удара, 1:1 и ЕД, - импульс и иинетичесиая знер-
тия тяжелой частицы после удара, р*2 и Еду. - импульс и иинетичесиая
знертия летной частицы после удара,
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Запишем выражении для импульеа и кинетичеекой энергии:

р1=Мт[; [44131'

'11 : 1; [41 [91.

р'д. : тт'д; (41201'
1

БК. =_щ2” ; [мен
Мигі

ЕДІ = 1 ; 014221;
2
гІд: =т_”з.* (4.113)

где Штриками обозначены скорости пооле удара. р, р;
І

Векторная сумма (4116) построена на рие. 423. о
На рисунка находим по теореме коеннїеоа: РІ

Рме. 4.2352 =д2+д1-2р|деоао. (4424)

Решан еиетелнрг уравнений {4.І 1?]_[4.124], получаем для р; прнае-
денное квадратное уравнение

,1 _ ЕМд еоао.
М + т

решение которого
2

д' = МД еоео±1,т+2-аіп2о. .
М+т М

їелоеием аешеетвенноети корней этого уравнения налаетеи поле-
аштельное значение поднореннош выражения

М-т*пдд-“1

іЕ-аіпгоъёії.
М

Шкїда

а'п о. *ї_І _ І

НЕКЁ 1М

_ ь топт - агеашї+
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Пшетна
_ Ш

Мн: = ВІ'СБІІ'ІЕ.

Второй метод решения. Перейдем из лабораторной инерциальнои
системы отсчета [ЦЕЛЬ в которой легкая частица-мишень до стол-
нновения поноится, в дручую НСО- в систему центра масс* в которой
центр масс сталниваіощинся частиц покоится нан до столкновения, тан
и после столнновения+ Эта ИСОдвижется относительно лабораторной
со сноростыо центра масс

ті
тс = _

М + т
В системе центра масс движутся обе частицы. На скорости о ш н од,

относительно центра масс в соответствии с ваноном сложения сиоро-
стей равны:

т т т 1'Ш: _ С: 1'' мы:
Му
+т

Нмпульсы втин частиц равны по модулю и противоположны по
направлению:

Мту
= т :_"Рш ш М + т 1

тМт
= ап = -_І-.

ры ш М + т
При аосолтотно упругом столнновении импульс сохраняется:

пн, на] = П: ы. 1 15)

під мы = 0- ы. 1 за)
Здесь цгтрннамн обозначены импульсы частиц после столтотовеиия.
На (44251' и (4.1215) следует, что импульсы обеих частиц остаются

равными по модуліо и противоположными по направлению и после
столкновения. А на аанона сохранения энергии, ааписанного с учетом
теоремы Кённга:

[М+т}оё + Мой] +тоёп = (М+т1гоЁ + Мож + ншэї,
2 2 2 2 2 2 *
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_Рё +і+і=_её +а_Ё+ёї
щит) ам ат щит; ам за*

СЛЕДЪ'ЕТ* ЧТЩІІ ПБТВІП'ТЕН НЕНЗМ'ВННЬІНН Н НК МОДЕЛИ

ІР|||1||=|ІҐ|о|І
Следовательно, скорость тяжелой частицы ті” после столкновении

а системе центра масс по абсолютной величине остается постоянной:

Направление оспора тїп можстбытьлтобым, такчго консц Этого еск-

тора описывает окружность радиусом г = 1.10 = Млїі «с оС (рис. 4.24).
т

Возвратнмси е первоначальную (лабораторнъчоїъ системуг отсчета+
В атой системе отсчета согласно ааконїтг сложения скоростей скорость
первой частицы после столкновения равна

її =чс+їїпц

Это векторное уравнение построено на рис. 425. Как видио на ато-
го рисунка, утол отклонении налетатощей частицы (направление на-
чальной скорости т] совпадает с направлением тд] максималсн а том
случае, когда скорость т; направлена по касательной к ок1.1:,ч~кности+
При этом
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4.19. Таиселаа частица массой М абсолютно унруго сталкивается с
легкой частицей массой т. На какой максимальный угол они: моькет
отклонитьса таэкслаи частица при соударении. ІЕкорости тяжелой и
легкой частиц направлены в одну сторону и равны соответственно й]
и о2 . Соударание - нецентральное (рис. 4.26, о).

м- Ъ Ы Ё
-.ЁЭ_.__,-,-,-,-_._._._.ЁЕ' _. ч: ц

а т І '+д5:

а б

Рис.4.26

Решение. Законы сокранении импульса и анерпти:

Іь+1ь =п1+пё; (44211
2 2 2 г!а а а а_+_=_+_. 4.113

ЁМ Ёп: ЗМ 2111 'Ё }
Векторное уравнение {4.12?} построено на рис. 4.26. о'. На треуголь-

ника импульсов по теореме косинуоов

#52 ={а+а12+иІ-2дд модема. (4.12щ
На уравнений [4.128] и [4.129] получаем квацратное уравнение в

приведенной форме для д:

а`ш|І1_21'й'їуз'+,є1›дг)со:=..о:_|_ М
М+т М+т

решение которого имеет вид

д :Щ[Ш±`Іа.шш

[руд +2дд -Ёрц =П,, {4.13Ш

'І-

М+т 1"І4'2[,о|+р›2]1

Условие вешествснности корней уравнения {4.13Щ:
2

2 2 'М (а +Ы
Максимальный угол ог., удовлетворишший Этому требованию, и Бу-

дст максимальным углом отклонении тиисслой частицы:

-еіпдсн

трІ-Мрд
_. 4.131
М{р|+д} І: }Біп 'цмакс =
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С учетом тогочто р, = Мод р2 =ншг вырамение (4.131) примет вид

- _ ЩЧ -ЁЁ
Этим” _ Му +тс +| 1

"їпі _”1)
Мо|+лш2'

`Ищет: онш =агсаіп

Второйметод решения. Псрейдсм из лабораторной системы отсчета
в систему Центра масс. ІП'иа движется относительно лабораторной со
скоростью Центра масс БС:

тусс =_|"'_аъ
М + т

Снорости частиц уш и уш в системе центра масс согласно ааиону
сложении сисростсй равны

т{ї|_т2}.
1"Чо="'г1"Р'е'=_М,_І_т у

ї _1, т _Міїг'їн'Ы' Г гт
Нмпульсы атил частиц в систсмс цснтра масс равны по модулю и

пршннопололсны по напрадПсннІо:

МЩЧІ _" 1.
МЮ = М+т 2 т

тиц: _ї|}
М+т І

При аосолютно упругом столниовении импульс солранлетса:

пн, +|ьп =П: мова)

піь +п'м =П- мова)
Здесь штрилами обозначены импульсы после столкновения.
На {4.132} и 154133) следует. что импульсы обеих частиц остаютсл

равными по модулю и противоположными по направлению и после
столкновения. а. из ваиона сохранения энергии* написанного с учетом
теоремы Кёнига,

(М+тШЁ + Ноги + пшЁп ={М+т]сё + Моё пшіЁ
2 2 2 2 1 1
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или

+і+ рт __Р_Ё+ дач._
[_2М+т}+ 2М+ 2т 2[М+т} 2М +23,

следует,І что остаются неизменными и ик модули
ІРшІ = ІІҐІсІ-

Следовательно, скорость тяакелой частицы уіп после столкновения
в системе центра масс по абсолютной величине остается постоянной:

ъ; _Ё__тс:“__ РІ]
ш М М +т

Направление вектора т'ш произвольно* так что конец етого вектора
и -сописывает окружить радиусом г = щтїі-ҐЁ) с ис {рнс. 4.2?11.
т

Возвратимся в первоначальную (лабораторнучщ систему отсчета+
В этой системе отсчета согласно закону слоэкения скоростей скорость
первой частицы после столкновения равна:

11 =уд~+ї1т (4.1341ъ
Простым геометрическим построением векторного уравнения (4. [34:11

мошчо найти различные значения вектора її (рис. 4.23). Как видно на
рисунка, угол отклонения иапетаюшей частицы [направление началь-
ной скорости у. совпадает с направлением ус} макснмалеи в том случае,
когда скорость у; направлена по касательной к окружности. При атом

ІІ

аіпо. --'-и"-_1_Ми_и)“Щ- -м 'о,Ґ о|+лш1
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= а'-':ЕІіІ'ІЁІ-_шь}т
Мс' + пт!

`Епвет: они:

4.20. Два шара массами т. = 1 кг и в:І = 3 кг движутся навстссчїгг
дрїгдрїгу со скоростями п. = 4 Щ'с и с: = В мїс. Ппрсдслитс количе-
ство тепла О, которое выделилось после абсолютно негпругогс ссуда-
рснин шаров.

Дано: т] = 1 кг; тд = 3 кг; и. =4 міс; с; = В міс. Найти: О.
Решсние. Закон сокранснии импульса в проекции на ось Ш:

(рис. 4.293

тїщ - тдвд. _ -{т] +тд}и.

т' т: т|+т±

П До соїдарснив После соїдарснип 3:

Рис. 4.19

Тепло, вьшопнвшсесв при абсолютно неупрутсм соударенни шаров

2 2 2= “на ааа: _ЩЫЫН
О 2 " 2 2 '

Получили два уравнения с двумя неизвестными п и О. Решение ик
Шноситспвно искомой нсизвсстной всличнны О:

_щщтдщї_
2{щ+д12:|

Проверка единицы О:
1 _ 1[о = Щчтнтвцщк

[т] с
Вычисление:

_1-з{4+е}1 _
0- дна] _54Дж'

`Епвет: О =Щ =54 Дж.
Ёіаа На)



235 ІІ ГЛДВД 4. ЗДКПНЬІ ИЗМЕНЕНИЯ ИСПЕРДНЕННБІ ИМПїЛЬБд...

4.21. Канал дела 11 иинетнчеенеіі анергнн перейдет а теплетіг,г прн
айселштне нетпрїшн Центральном етелиненении дети единаиееыл
шареа, денжїшнлеи де етелинеиенил е равными пе модулю еиерп-етн-
ми пад прямым углем друг алругу?

Дана: на =лт2 =т, е1=щ = ща. ітд. Найти: 11.
Решение. Зааен епиранениа нмпульеа (еще+ 41311):

НП'І + Щ; = 211111. (4,,1351'

лт ч' ї: вт ц ї

<Ь ° *ўт И
ДО тплкнпиенил Ппеле Третльнни

егцлтшпиеннн енереетей
Рис. 4.311

Иеиемая лелл иннетнчееней энергии, перешедшаи а тепле:

ОТІ = _; {4.136}
вы
ш!

ГДЕ ЕМ = 27, {4+137}

О= ЕЦ - Ее; (44331

Ежи]ЕЦ =Т, 01439)

Уравнение [4.133 перепншетен а анде
ї. + тд = 211. {4+14П}

Учитывая їелеене Задачи: щ = а: = и, строим аеитернуте сумму
(4140] [ен+ на рие. 4+ЗП трепелъини еиЩнт-етей11+ Не пеетреенни неи-
тернеіі еуымы еледїет

ен - _ _ 4.141л І *
Педетаелнл е [413611 (443?11, (4.138), (МЭШ и (4.1411и пелучаем

`тает: т-І = 11,5.
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4.22. На горизонтальной плоскости находятся две одинаковые
тонкостенные трубы радиусом Н и массой ле каждая, оси которых па-
раллельны+ Вначале одна из труб покоится, а вторая труба катится без
проехальзывания по направлению к первой со скоростью поступа-
тельного деизкения щ.

Считая столкновение труб абсолютно упругим* найдите зависи-
мость от времени скоростей поступательного и еращательиого двизке-
ния второй трубы. Нарисуйте графики атих зависимостей. Коэффи-
циент трения скольжения труб о горизонтальную поверхность равен ре
Трением между трубами при столкновении пренебречь.

Дано: Н; анти; р. Найти: с; =е5{г}; ее*2 =ш*2[г}.
Решение. При абсолютно упрутом столкновении соблюдаются за-

коны сохранения импульса и энергии. Запишем закон сохранения им-
пульса в проекции на ось Ох и закон сохранения знергии (рис. 43 І }:

те, =аш{ +теё. {4+142}

2 2 г? Д Д гІШ Іш' _ то' 1 Іш' иенІ Ішд 4143+ - Т + + . ( . }
2 2 2 2 2 1

где штрихами обозначены линейг-ше и угловые скорости цилиндров І н Епа-
сле столю-ювения.

. у1=0

До столкновегшя После етошо-[овения

Рис. 4.31

Моменты инерции цилиндров І и 2равны

т так «дел-ео
Угловые скорости связаны с линейньтми соотношением

Пс: =-. 4.145Н 'Ё ў

Решение системы уравнений [4.І41}-(4.145} относительно
оі', из, сеї, ив'2 имеет вид
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о; = П, гвї = П;

і'Ь"'1
к 'І

Запишем второй закон Ныотона в проекции на оеи координат для
второй трубы пооло отолиновения (рис. 4.321І:

иё=пн шё=ШІ=

(ямы
(амп

Рис. 4.32

Выражение для еилы трения:

ГП, = рН, {4+І48}

где РФ - оила трения скольжения, Н- нормальная реакция опоры.

Уравнения иннематнин в проекции на оеь аосцнее для второй трї-
оы поеле отолиновения:

из = оІ -оц 01.1491*

НЗ' =-+ 4.15Пш: к *Ё 1'

Граничные условия:

ты (4 151о; =П. І 1.
На {4.І4о]-{4.149} е учетом [4*1511* находим время движения вто-

яай трубы
гп =ЁІ-. они;

на
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Нскомые графики строим в соответствии с 1:4. 1450. {4+І ЅЩ и {4.152}
(рис. 4.331*

и; ш;

Еъ
о, д

п 5 Ьг: 'П Ш га
НЕ І-ІЕ

Рис. 4.33

4.23. Конькобеэкец массой М = 'Ю кг, стол на лваї1 |бросает в го-
ризонтальном направлении шайбу массой т = 0,3 кг со скоро-
стыо о; = Ш міс. На какое расстояние Ѕоткатитса конькобеаєец, если
коэффициент тренил коньков о лед и = 0,02?

Дано: М = 'Ш кг; т = 0,3 кг; с; = Ш міс; а = О,{12.Найгн:5.
Решение. Закон сокранениа импульса (время бросании шайбы мало

по сравнению со временем сколыкениа конькобеткца по льду, сила тре-
ния ещс не начала действоваты в проекции на ось Ш: (рис. 434):

'[І'=-М'о]н +то:п.

Н т о Ё ч.:їГ

а Конькобезкец х
е шааваа, шанса Шайба брошены
еще не Ерошена

Рне. 4.34. Конькобежец и шайба ао и после Ерос ка:
М. т _ массы конькоб-ежцв и шайбы соответственно; тн, вы _ скорости

конькооезкца и шайбы до броска, ад, и; _ нк скорости
после Ероска шайбы

Отсюда накодим скорость конькобеткца

, т
и” _ ЕЦ;- {4.153}

Закп'н ИЗЫЁНЁНІ-Ш ЫЁЪШННЧ'ЁСЁ'ПЁ ЭнергииШ ЁПНЬЁБ'ЕЁЩ:

вв.: -Ат и. 154;
ГДЕ ДЕ.: _ НЗМЁНЁННЕ ШНЁТІ-'ІЧШЕПЙ ЭНЕРГННІ
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оЕк= Ео- Бо: {4+155}
где ЕЕ. - кинетическоя энергия конькобеящо сразу после оросвния шайбы,

г 2

Еа -ш; (4.1561.

где ЕЦ - тотнетическая энергия конькооемца во втором полоткеннн (конько-
ІБеткец остановился),

ЕЦ = П; {4+15?}

где Ат - работа сил трения {сила трения напрашена против скорости),

Ад, =-Ртр5`, {4.153}

где 5- расстояние, которое пройдет конькоосжец после ІІ:“:-|:›оска шайбы.

Сила трения равна
ЕР - цмд. (4.159)

Решение уравнений (4.153}-(4.159} относительно иокомой неиз-
вестной Ѕї

= точны:
Ермгд

Проверка единицы 5*:

=Ш_Ш_
[3] ІМ'ЕЛЅ] _ ФІ-Ігї-М _"-

Вычисление:

11,31 +ш2
= в ос: тог 981=4,69-10'3М=4›69ММ-

1 гІ

Пгвет:Ѕ- т и” =4 69мм.едмїд *
4.24. Брїсок соскальвывает из точки А в точку Е по двум искривлен -

ным наклонным поверхностям, проходящим через точки А и ЕЕ один
раз по выпукпой дуте, второй _ по вогнутой дуте. Пое дуги нмеъот оди-
наковую кривизщ,г и коэокрициент трения в оооик опт-танк один и тот
эке {рис. 4.35, со. В каком случае скорость тела в точке Воольше'?

Решение. Рассмотрим положение оруска, когда он опустится по
вертикали на расстояние о. Закон изменения механической энергии
орїска в ооонк спъ'чаяк имеет один и тот ме вил: {рис. 4.35, о, со:
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І
т?-т3й:-Атрт

где о - скорость Бруска; АП: - работа сил трения.

Рис. 4.35

Запишем второй закон Ныотона в проекции на ось п {нормаль} при
движенни бруска по выпуклой дуте {см. рис. 4.35, бЪ:

тдсоац' - Щ = или"1+ (4.115Щ

Выражение для нормального ускорения:
2

ит=_т 4.161дн1 к [ ,ъ

где щ - скорость оруска; Н - оашос дуги.

На (ІІ-41501; и 114161] сила нормальной реакции опоры [моста] равна
2

~1= т[3соаоп| -%] {4.1152}

Выражение лля силы трения:

ды = ряд. (4. на;
С учетом уравнений (4.162). 14.16311 выражение для силы трения

приобретает вил:
2

Еыполняя аналогичные действия для движения оруска по вогнутой
луге при одннаковыя аначенняя Б, Ни я (см+ рнс. 4.35, еЪ, получим вы-
ражение для силы нормальной реакции опоры и трения:

11% _Н1=т 3соашд+ї 1
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1
кр: =ртд[евза1 +”ї3]. татез;

Нз еравнеиия [4164) н {4.165} следует: Ди в др..
При движении по вы пуклой дуге давление Еруека на поверкноеть

в каждой точке меньшет чем давление иа поверкноеть в точкет нако-
дашейея на таком же раеетояиии по вертикали от точки А, в елрчае
движения по вогнутой дуге. Следовательно, еила трения. дейетвї-
тошая на тело в каждой точке. а значит и работа по преодоленито
трения на веем пути меньше, чем при движении по вогнїтой дїге.
В результате кинетнчеекая зиергия тела в точке В большеі еледова-
Теьгіьнот и] Э* 1.11.

Пгнег: екороеть тела в точке В больше в случае движения по вы-
пуклой дуте.

4.25. Шарик подвешен на ннтн длиной Ь = 0,5 м. Какую гори-
зонтальную екороеть надо сообщить шарикї, чтобы он, двигаяеь по
окружноети в вертикальной плоекоети, емог пройти веркиіото точвз'тг
траектории? Силами сопротивления н маееой ннтн пренебречь.

Дано: Ь = 0,5 м. Найти: в.
Решение. На рнеуике 4.36 представлены два положения шарика: на

нижней и веркней точке траектории.
'ї

ЗВЁПН СПЕРЕНЁННП ЭНЕРГННІ

1 1Ё; =Ё+2тда швы
Второй закон Ньютона для шарика в веркней точке траектории п

проекции на оев Пу:
т5+ Т: = тян, {4:Іо?}



4.3. Рашаниа аадач по законам изменении и сохранения импульса а 245

ГДЕ

а: (маеЬІЕ
Н

Шарик пройдет аеркнтото точку траектории [окр'дркностиЪі если
нить будет натинута, т.е. если

Т2 ь о. (4.11591
На (4. 1ет}-(4.1е9} следует

а а ин.
Подстаалаа это выражение в (4.166). получаем

о' з» 551.
Проверка единицы о':

1и.1= Лнш= Ё = Ё
Вычисление:

ц мрамора-11,953. т
с ІІПГ 1

Ответ: 1:1 г:- 531 ь4,95 міс. "д
4.26. Гнрл массой т = Ш кг падает с высоты І

и = [1,5 м на подставки, скрегшенную с пружиной І: 2
экесткостьво а = ЗП Нд'см. ІП'пределите смешение
подставки. Массами подставки и пружины прене-
бречь (рис. 437%. Рис. 4.31

Дано: т = ІІ] кг; а = 11,5 м; а: = ЗП Нісм. Найти: х.
Решение. Закон сохранении механической энергии:

года +1] =Ы; 2, {4+ПП}
где года + х) - потенциальная анергиа гири в положении І ІІсм1 рис+ 4.35) а
поле силы тиааести; Ы; 2 - потенциальная энергия сэкатой пр11ги1ины+

Уравнение [4.ІТЩ ааллетсл каадратным уравнением относительно
неизвестной и - деформации пружины, или1 что то эке самое, смеще-
нии подставки.

Перепиоанное в форме приведенного квадратного їравненил
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вы: Ё[1± ,1+2Ё].
й та

їсловиіо аапачи удовлетворяет первый корень, т.е.

х: ж[1+ !1+2ї].
І: тд

2[т[[д[=иг*м-м _иг-м-м~с _м_

[Щ сЕ-Н _ сІ-иг-м _ 1
[ана] _ 1'и-Н-с1_І
ІтІІзІ _чм-ег-м _ '

10-9,31[ 4 вез-зонех= 1+ |+*_

ПН'П НЫЕЕТ ДВЕ ЕПРННІ

Проверка единицы л:

Вычисление:

ЗІЗ-І'ІІІ'2 Ш›9,8І

Птог:х-Ё[І+ 1+2Ё]=21,65 см.
а Ч ее

4.213. Пружина с приирспленной и верхнему концушайбой массой т
стоит на горизонтальной плоскости. На иаиуъо высоту Н относительно
горизонтальной плоскости подсиочнт шайба, если пружину сжать на

Ш
величину а и отпустить? Рассмотреть случай, иогда о :=› ТЕ. Жестиость

]= [1.2165 м = 2І.65 см.

пружины равна а, ее длина в недеформированном состоянии равна со.
Пружина со столом не связана. Массой пружины пренебречь.

Дано: т; а [де-Ё); а; 10. Найти: Н.

Решение. На рисунке 433 представлены случаи:
І - пружина не деформирована; 2 - и верхнему нонцу пружины

принрапилн шайбу: пружина сътиаласьІ на величину хп; 3 - пружину
сжалн на величину а; 4 - пружина распримиласв1 шайба полетела на
высоту Н+

1їе'словис равновесия {слуЧай 2):

щ=дщт [4.1ТЦ
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Рне. 4.38

Закон сохранения меланичеелой энергии [для положений 3 и 4):

І: л 1тдд-х,_ь}+%=тдн. (4.1т21ь

Решение еиетеиы уравнений (4.1Т1)_(4. ІТІ) относительно Н:
2= 10 _Ё + Н:

Ей Ітд
Проверла единицы:

Ё _н-м_м от* _н-м1_
21: _ Н _ і Етд _м-Н-

Следовательно [Н] = и.
т_3+ а_из

М
Ц: +2_т3

4,28.Две пластинки, маееа каждой из которых равна т
т и одна на них лежит на Горизонтальной тоеноети,
елреплены пружнной, коэффициент жеетлоети кото-
рой равен 5: (рие. 4.39). Верхнюіо плаетннну опустили
наетольло, что деформация пружины етала равной А,
и затем отпуетнли+ ІП'пределить, на какую высоту под- т
нииетел поеле этого центр маее енетемы. “ш 4.39

Дано: т; а; А. Найти: а.
Рнценне. На риеунле 4.4[1 представлена последова-

тельноеть сжатия пружины: в) недеформированнаа {ненагрун:еннал}
пружина; б) на пружину положили плаетннлу маееой т; в) пружину
пршнали так, что ее деформация етала равной А; а) верлніоіо плаетин-
лу отпустили, пружина выпримилаеь так, Что деформация раетласенил
ее етала равной х, а елороеть верхней плаетинни - и.

ШШНІО
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її

4
а Т

А Н
і І_І
Ё и:

| 1 | | |
а о' а г ш;

Рис. 4.40

Запишем закон сохранении механической знерши для положений,
представлеиньш на рис+ 4.40, позиции в и г:

Ы: их: то2

где х _ удлинение пружины; о - скорость верхней пластинки.

Условие отрыва нижней пластинки от горизонтальной плоскости
гх=т3,таи иаиН=0,ш'куде

БЁ. (4.114)
і:

Решение системы уравнений 114.1?31, (41?4] относительно о:
Е 2а: ї-Зтг от. или
т й

СЁПРОС'ТЬ Ц'ЕНТРЗ Масс В М'П'МЄНТ ПТРЪІВЕІ ННЖНВЁ ПЛЗСТННКН ПТ Шри-
ЗПНТ'ЕШЬНПЙ ПЛОСКОС'П'ї равна:

_ ту+т~0 _ оо -_- _. 4.1?15г; дм 2 і ў
По закону сохранении механической энергии

2 2

Ё = гида, съ. пт)
ГДЕ Ё _ МНЁПННМЬНДП ВНППТЕІ. ППДЪЁНЕІ ЦЕНТРЕ ННСП {ПТСЧІ-'ПЪІВЕ.ЁТПН 'ПТ ППЛПЖЁ-
НІі-'ІП ЦЕНТР-Н. Наш В НПНЕНТ ПШЫВН ННЖНЁЙ ППНШ'І-'І НТП-'І 'І

Решение системы уравнений (4.1Т5}, (4.1ТЫ н {4+І ТП относительно
нсиомой высоты:
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І 1 1

`Ищет: а=и_ ї-Зщ -254 ,м.
В; т к

4.29. Два тела массой т каждое связаны невесомой н
пружинои жесткостью а+ На веркнее тело положили т
груз. который сжал пружину. Нижнее тело лежит на го- ьЁ
риаонтальном столе (рис+ 441). При каком минималь- т
ном значении массы груза М нижнее тело отореется от Рис 4.41
стола, если груз быстро снять-'2І '

Дано: т; к. Найти: М.
Решение. Когда на недсформиронанную пружину іїрис+ 4.421 о] по-

ложили тело массой т {рис. 4.42т б), Деформация пружины стала хп и
условие равновесия системы определяется выражением

_Іщп = тд; '[4] ТЁЁ

Ё |_1 2 т*її 4 а +, Т
т|_\І° 5:- ї

*І _____ї н
П Ґ

то Ё її М ҐЩЩ т
ЁІг тп Іі І

о б а [м +т1'5 г тд

Рис. 4.42

Когда на ееркнее тело массой т положили груз массой М
(рис. 4.42, е],деф0рмация пружины увеличилась на к* и условие ранне-
еесия приняло вид

матриц" На* или
Груз массой М быстро сняли, и сжатая пружина растянулась. Ми-

нимальное значение Груаа массой М, при котором нижнее теле ШП-
реетея от столат найдем на закона сохранения мекаиическоа энергии
для состояний І и 2, причем состояние 2соотаететаует максимальному
растяжениъо пружины к {когда веркиее тело остановилосы:

1 1Инга-*1 =Йт+тдхп+а+м наша
Условие отрыва нижнего тела от стола (рис. 4.42, а):
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*ї + Н = Щ* (4.1а 1)
Н = П.

Сиетемы уравнений (4.1?Ѕ)-{4.ІВІ} отиоеительно иеиемето М:
М = Еле.

Птеет: М =2пщ иг.
4.311. |Самолет Пелииарпеаа для налета должен иметь еиерееть

е = ЗП иміч* длина разбега перед еапетом г' = ШП мІ еее еамелета
Р = ШІ4 НІ коэффициент трения при раеоеге еамолета р = ПД. Какова
должна Быть минимальная мошиоеть двигателя, необяеднмая для еое-
епечения налета самолета? Движение ее время разо-ега еамолета ечи-
тать раенеуеиереииым.

Дано: о = БП ямд'ч; 1'= ЮО м; Р= Ш4 Н; р = 121,2. Найти: Нтше
Решение. Минимальная мешно-еть двигателя

штіп = 'РЦ {4+132}

Второй закон Ньютона а проеицияя на еен координат (рис. 4+4З}:
Г- ГП, = то; {4.ІЁЗ}

Н-Р=П, (4.184)

Ул и. _ п Ё Ё
_... _.,Ё, ь

і' а
[І' _: І :_-! *_ь -1 І

тд-Р

Рне. 4.43

Выражение для еилы трения:
ат = ам (еще)

їраанения иинематиии а прееІшняа на ееи координат е учетом на-
чальныл и граничных уелеаий:

І= _' НАШИ

е =еІ. {4.13Т}

На {4. 1315)* (4.1311 получаем
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Подетаепаа ато выражение е (4:13311-ІІ4. [35], получаем
Ри:

21-13
їчнтыааа (4.132): накоднм некомїто минимальную мошноеть

ат; и*
Н =_ _+

ННН 3[2І щ]

Проверка единицы в данной аадаче (ео елоэкным ответом) пропо-
дитеа а дна а'гапа+

1. Е екобкак ї обоих членов должна быть одна н та Іке единица
намерения:

г: +Рд.

“_2 _ м: -Ё-[ І-Ё
2! тегам е21 Нд_ег

2. Окончательная проверка:М [ш ] там
[а] г е еме

Вычисление:

104-30 332 4
мн..= 0:2- ,31 =1,25-Ш В =1Ш1 .

9.аьз.в[з.в“-'-2«шп+ 9 ] т “ВТ

2!
4.31. Камень брошен вертикально ааерк ео скоростью оп = Ш мда+

На какой еыеоте его кинетичеекаа энергия равна потенциальной?
Дано: оп = Ш міе; Е,с = ЕП+ Найти: й:
Решение. Закон оокранениа механической энергии (оно. 4:44):

2

Штат: Мин" = Ё[и-+ ца1=1іЮкВт
3

а 1на: то_"=_+таіг, 34.1331
2 2

где т_ маееа камна; о _ окороогь камня на аыеоте Ь. Ну

їепоеие Задачи: І

ш*
1

= года (4 1351) 1- І *ч

Решение енетемы ураанений (4.133), (4:139) отноеителъ- -п
нп 3: Рне. 4.44
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2
а = "_П.

4а
Ёр 2_ 2

Проверка единицы а: [11]: |: 01: мг с = м.
[В] а -Н

ВычислениеІ і: _ї - 2,55 м' 4-9,е1 '
и!

Пгвет:Іт= _"=2,55м.
43

4.32. Спутник массой т = 10 т вращаетса по крутовой орбите вокруг
Зевши,І при атом его кинетическан Энергия равна Д = 6,4 ~ Ш'" Дж. Но
сколько раз радиус орбиты спутника К Больше радиуса Земли? Радиус
Земли равен НЗ - 6311 км.

Дано: т = Ш т, Е,Ё - 6,4 * ШШДЖ. Найти: В; НЗ.
Решение. Спутник взаимодействует только е Землей е силой Г... Он

движется с нормальным ускорением ад.
Запишем второй аакои Ныотона в проекции на ось По: (рис. 4.45):

Е, - так, (4.19Щ

где по аакощ'г всемирного таготеииа
Р; = ЄтМд'” Нї, (4.191)

а: - масса спутника; М- масса Земли; 6 - гравитационнаа постоянная; В -
радиус орбиты спутнака.

Нормальное ускорение епїтника

о"І = о2 д' Н. (4.192)

Кинетнчеекал энергия спутника

Е,С - тоІД. (4.193)

Выражение дон ускорении свободного паде-
нил у поверхности Земли:

а=ЄШ Ні отдав
Решение системы уравнений (4.19Ш-{4+194}

относительно нскомой неизвестной Ні Ла:
і_ед.,т
к'2е'
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Проверка единицы Н; На:

[ї]_[я][д1][т]_м-м+кт _ мІ-кг м-кг-сІ __ _ = -1.
К, [ЕЕ] сІ-Дж сІ-Н-м сІ-хг-м

л _йаІ-ьдт'ьшй«ные3 _
Вычисление: Е - 2.6*44010 _4,88.

: Ё =ш = 4138.
й:1 ЕЕК

4.33. Шайба сосхальаывает с вершины гладкой (трения нет) аа-
крепленной на горизонтальной плоскости полусферы радиусом Н: На
какой аысоте й шайба оторается от полусферьт? Начальная скорость
шайбы равна нуЛІо.

Дано: Н. Найти: й.
Решение. На шайбу действуют два тела:

Земля и сфера соответственно с силами тя-
мести тд и нормальной реакцией І'Ч. Шайба
двшкется по сферической поверхности с нор-
мальным ускорением а". Система координат,
связанная с Землей, выбрана так, что ее на-
чапо совпадает с шайбой, а ось Ох направлена
по радиусу к центру сферы (рис. 4.46).

Второй закон Ныотона а проекции на ось Ох:

тдеое о. - Н= то", (4.195)

ГДЕ НПІІІНЩЬН'ПІЕ э'СКОр-енНЕ

2ої. {4:19|5}

В момент отрыва шайбы от поверхности сферы нормальная реак-
ция опоры равна нулю:

Нд:

л: с. плащ
Закон сохранения энергии [для двух положений шайбы: для на-

чального и конечного):
тдд = ту: + тоїд: {4:193}

На геометрии

й = Нсоаоъ. {4:199}
На уравнений (4. 195}-{4. ШТ) получаем
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тдсоаее = тодід. {4.2'П'П}

На уравнений (4.193), {4+І9'9} следует
то2 = 2т3ЩІ - сова). {4+2Ш}

Подставляя (421110) и (4.201 }, получаем

тдсоао -ЕтЅЩІ - сова) => соасе - Ё.

Подставляя зто значение соя ее в (4. 19%. накодим искомое значение а:

2=-Н.
Й 3

Швет: І: = ЁН м.

4.34. Маленький шарик подвешен в точке А на нити, длина кото-
рой І. В точке О на расстоянии И” 2 ниже точки и! в стену вбит гвоздь+
Шарик отводят так, что нить занимает горизонтальное положение, и
отпускают В какой точке траектории исчезнет натяжение нити? Как
дальше будет двигаться шарик? В какой точке шарик пересечет верти-
каль* прокодящую через точку подвеса?

Дано: І; ((2. Найти: ее; у'+
Решение. Шарик сначала описывает четверть окружности радиу-

сом І. Затем нить задевает за гвоздь, вбитый в стенку в точке О, и шарик
описывает дугу окружности вдвое меньшего радиуса. Наконец., когда
сила тяжести Будет сообщать шарику центростремительное ускорение,
иеоокодимоедля движения по окружности, натяжение нити обратится
в нуль в точке С іїрис+ 4.4?1.

'і'_|-

'РЦ у 'Ґ І

" А пт:с в ъ' .в _
21.- ___* о, уі Ігг Щ- ~1г п

"І а. _----------
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Полоткенне атой точки определится олещлошим оІЕірааом+ В еоот-
аететаии е аакоиом еокранения аиертнн для полоткенни шарика Іи 22

2

Моё-[І - СПЕЦ] = ШТ 01.2021*

Запишем второй закон Ныотона для полозкеиия шарика 2 в проек-
Цни на ЕП {СП направлена по направлению нормального уекоренияїр:

тдеоаот = тод. 124211311

Нормальное (центровтремительное) ускорение:
2 па, = и І 2, мова;

где о - екороетъ шарика в точке С.

Решение енетемы уравнений (4.2021-(4204) относительно еоа от:

еово: = Ё. (4.205)

Далее шарик летит как тело, брошенное под углом к горнвонту о: е
начальной екороетыо о, определяемой из уравнения (4.202) н (4.205):

3
Ппрелеляем наивыешуво точку траектории шарика. Запнеываем

уравнения кинематикн в проекцияк на оеи координат:

ох = оП еоао;

х = оп еоеш; НДПЫ
оу =оп кіно-3:; {4.2'І}Т}

2

у: опеіпо.: -%. НДПЩ

Граничные уолоаия І:

І : Ід;

и? = ІП; (421151)

1” = Уд-

Р'ешение системы уравнений {4.2[ІІТ}, (41113)* (4.109) отнооиткльно рт:
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5!= д_

ОГ точки Пмакснмальная высота Подъсма шарика ПВ равна

т 54
Ппределлем точкуІг у', в которой шарик пересечет вертикаль, про-

кодяшїго через точк:,.г подвеса.
Граничные условия:

уж

Ґ=ІІ

а' .х=їашоц (4.2Ш)

у=у`-
Решение системы 'уравнений (4.206), [4.208] и (4.210) относитель-

но у':

у'=П.

Ог точки (Зато значение у разно

Гі3.

23! ІПтвет: ум =ї*м; у=3,м

Задача 4.35. Гантелька, представляющая собой два шарика, соеди-
ненные жестким стержнем длиной І, массой которого можно прене-
бречь* стоит в углу; образованным.г гладкими плоскостями. Нижний
шарик гантельки смешашт горизонтально на очень маленькое рассто-
яние и гантелька начннаетдвигаться. Найти скорость нижнего шарика

в тот момент, когда верхний шарик оторвется от
вертикальной стенки.

ДВЕП': а'.. Найти: Нд.
Решешіе. На рисунке 4.43 изображен момент

отрыва верхнего шарика от вертикальной стен-
ки. Стержень гантельки составляет в зто время
угол о. с вертикалыо. Скорость веркнего шарнка
равна т., ннжнего - тд.

Закон изменения меканнческой энергии:
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з 1
тдай:%+ЁіЁ-, [4111];

где

зайди-совы); (4.212)

т _ МЕШПЕІ. ШПШШЩІІНІІШ.

їсловне месткости [недеформируемостн] стержни:

еІсоео. = о2 аіпо.. {4.213)
Решение системы уравнений 114.21 І]_(4.213) относительно од:

её = Здцсоа: о: - созЗ они {4+2 1-41і
До момента отрыва верхнего шарика от вертикальной стенки на

него действовала нормальная реакция опоры и, следовательно, центр
масс гантельки двигался с горизонтальным ускорением. К моменту от-
рыва скорость о; максимальна {и её максимальнаїп.

Обозначим соз о = х. Тогда условие максимума функции о; будет
2 2 2

_М” 3:0 н_2_“'[”1] ео.а: (а
Вычисление первой производной дает

ддт-*Ё 1 2_= 2 І 21 _ 31- = “_Е а( 1

Ошуда к] = П, л:І = 233. Первый корень 1:1 не подходит в качестве
решении, так как при этом о: = П, чего не может быть. Следовательно,

Щ 2 2
сое о: - 233. Вторая производная равна _'ЁІ- =-«-131г сп. Таким обра-

зом, од макеимальна при соз о. = 2,*3. Подетавнв зто значение соз о: в
(4.214), получим

2 2о =- - .1 3435;
2 2 мПтвет: е =- - г'* -.1 3433 е

Прмнечениа В последних трек задачак прн значении соаеь = 233 тела
перестаіот действовать на опору или нить подаеса+
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4.315. Маленький шарик подаешен к |Еалке на тонкой иеаееомей
нити длиной І= Ш ем (рис. 4.49* а). Какую наименьшъае екореетъ ап
иеоЕікедимо сообщить шарищ.г а шриаенталъном направлении., чтобы
ен їдарнлея о кронштейн а точке полаееа'іІ

Ё!

кц --Е - П,
чи. _.

Та г: Цг "~
Ё ,, Ч а а" д “Ё

- хп _ .-'
Ёк Ё 1г}"'."

1'

й БЪ
а. б

Рие. 4.49

Дано: І= Ш ем. Найти: а".
Решение. Запншем второй закон Ньютоналля положения шарика а

течке Щ, кегла енла натяжения нити етанеантея равной нулю, а прр-
акции на ееь [111] (рис. 4.49, б):

тдооао. =тат '(42151'
ГДЕ нарыщьнш їснпренне

а" ="Т_ раны
Запншем Закон еокранения Энергии для начального полоакення н

для положения шарика атечке Щ:

э т
Ё =пшТ+т3І([+еееса}, 1143171

где а - екере-егь шарика н тачке О..

Снетемї координат Піху евяткем е точкой 0,. Запишем уравнения
кинематнкн для координат е учетом начальнык и конечнык [точка П
траектории шарика) колоний (рис. 4.49, 6):

хп = ЦСЩЦІ; (4.213)

Ё.:
уп = -Н51ПЦҐ+Т, (4.219)
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где
хп =Іаіпсс {4.22І']}
уп =Іспссс {4+221}

Пшпщили ааминїтїю системуг уравнений: семь неизвестных
(сп, с1 аіпсь, спас, хп, уп, г] иссмьураанений.

Решаем систему уравнений (4.215)-{4.221] (настройка) стисситеиь-
нс исисмсй неизвестной сд..

НЗ уравнений {4.218}, {4+219} следует:

Іаіпсь=сспаш=>г= ІЅШЦ _; (4.212)
сссасє.

Ш: саіи с: Едг'ссес:
Ґссац=-иаіпш+-:Н=_ І+ Пт . {4.223}

2 3 с аш с:

НЗ {4.215}, (4.2 І Ы пслучаем

сІ = діссасс. (422%
Псдстаелаи 11422411 с (4.2110, пштїчасм

ап аддцзааашгт. (4.215)
На {4.222) и {4.223} с учетом (4.224) следует:

гаіпсг. _ц'дт'ссшаіпс: 1+ 1+ Ідіссас. Э 1 _1+ І+ 2
Цді'ссас. 3 діссасъаіпс: спада: _ аіпдц

ІРсшаи псследнее уравнение, иаисдим ссац=Е. Псдстаалии атс

значение ассинуса в (4.225), сиснчательнс пслучаем

Нд =`19,31-П,|[3-Ё+ 2] :1,9'1.

Проверка единицы:

Ы'М Ы
ЕМ: 71:5-

стыт: а, =еідазеааа+2 =1,а1 Ё.
4.312 Лыжнии съсаисает с гсры высстсй Н, сианчнаавсщейсн гс-

риаснтальным трамплинсм. При иаисй аыссте трамплина а лыжнии
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пролетит наибольшее раеетояние Ѕ по горизонтали и каково ато рае-
етояние'ёІ Трением льпк е поверхность горы и еопротивлением воалука
пренебречь (рые. 4+5Щ.

Дано: Н. Найгн: и.
Решение. По Закону Сохранения механической энергии

а
тЅН =т3и+%, (421611

ГДЕ На _ ЕКПРПСТЬ ЛЦЖННКЕ На 'ГранПЛННВ.

$= маг; (4.221)
2

ь - 1%. (ана)
Решение оиетемы уравнений (4226)-(422Ы относительно 5':

5= Ыан 4:1. (азии

їеловне накенмуна функции Ѕ = 51211): первая производная Ёаа
25

дошкна равняться нулю, вторая производная Ё дошкна Быть

ПТрНЦЕТЕЛЬНЕІ

Ё _ н-за _п
а* Ёьнтї

Птеъода

а=ї+
2

(4.23Щ
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Вторая производная

_Ыан-а1_{н'_гы:15111'5 _ 214"дн а! =_4 у: п*
Щ: кН -іэ

Подстаалаа значение (4.2311) а {4.229}, получаем
з з

5:2 Н__Н_=Н+
2 4

Н Н: Н:
Шает:Іт=-, ;.Ѕ'=2 _-_=Н, .2 м 42 4 м
4.35. На покоашейсн тележке массой М укреплсна пружина зкест-

кость-по к, которая соприкасается с покоащимсл грузом массой за+ Пру-
зкина сзката на расстояние хп ст разновесного полозкенна, а расстоание
от груза до правого откръггого кран телезкки равно Ь (длина прузкины
а иесткатон состоянии меньше ЬЪ Прузкнну освобождают, и она аы-
талкнаает груз с телезкки+ Какова Будет скорость о груза в момент по-
киданин нм тележки? Коэффициент трения груза о тележку р; трениен
тслсзкки о поасркностъ н массой пруокинн пренебрсчь.

Дано: М; т; с; хп; Ь. Найти: о.
Рсшсннс. По закону нзмснсннн механической знсргнн

1"|»з"лгЁ тоЁ ІєхЁ+ - = -цтад2 2 2
2

где Ё МТ--ссотаетстаенно кннетнческне знсргни тележки н груза; и”

- потенциальная знергнл сжатой пружины; щі, - работа снл треннн.

По закону сокраненнн нмпульса а проекции на ось Пх {рис. 4.51):

П=то- Ма .

__ ь _а г г
ті

к) " (з *Ё
а Ё

на 4.51
Получили замкнутуто систему уравнений: лаа неизвестных о и а н

даа уравнения. Решение зтнк уравнений относительно с:
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_ зм егё_
п-іщт+М}[Т Мёд).

Проверка единицы измерения производится в несколько зтапов+
Прежде всего выражения в скобках должны |Быть выражены одной
сдиницей:

І _ _ 1 . .[&]=Щ=дж; [Щенгсёщи
2 е +м

[СГ КРИ: МДалее [о]= _2_2 =Е. Следовательно, решение правильное+
кг е

Отт: и: 2_М Ё_щъ Ё

Щт+МІІ 2 і с

4.39. На гладхом горизонтальном столе лежат гладкие шарики
массой т и 2т, связанные натянупзй нитыо длиной і. Тратий шарик
массой т налетает на шарик массой т со скоростью щ, направленной
перпендикулярно нити. Найдите натяжение нити Ти ускорение ша-
рика массой их Массой нити пренеід'з'речь+ Столкновение шариков аб-
солютно упругое.

Дано: т; Ежи; о.. Найти: ТНШ; о.
Решение. Так как время столкновения шариков очень мало1 то вы-

полняются законы сохранения импульса и механической знергни.
Закон сохранения импульса в проекции на ось Ох (рисЦ 4.52, щ:

ат, = валІ +тоё. {4.231}
зВЁПІ-І СШІІІРВНЁНЬШ МЕЁНННЧЕЕЕОЙ ЭНЕРГННҐ

иш'1 и'ндг1 или;2= +
2 2 2

Здесь значком "“ обозначены скорости шариков после столкновения+
Решение системы уравнений (4*23І 1. (4.232) относительно двух не-

изисстннх о: и о; ї

»(4132)

о1'=0'І
ві=в1+

Е результате абсолютно упрутого столкновения шарики обменя-
лись скоростями.
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у тІ-п ті=0 у'-у гиг-її у_ ІІ . І ' І_ І ІІМ % И их '
т1 1

т Ё! я*

1г С ч'ї'Вт :. _ _1- "_ І"

а" Ґї _
= Пі '_
І Ы

Достолкнолснии пила Вт істолкновения

с б

Рис.4.52

Рассмотрим движение двух связанных нитью шариков после аб-
солютно упругого столкновения верхнего шарика. Найдем ординату
центра масс, свяаав ось Пус нижним шариком (рис. 4.52, б):

_лн'+2лт-П І
С- т+2т _?

Скорость центра масс я проекции на ось Пх:

= то' +2т-й =Ёд
шс т+2т 3

Центр масс [точка С; движется прямолинейно со скоростью під*
и относительно него шарики движутся по окружности с угловой ско-
ростью ш* которую найдем, учитывая закон сложения скоростей лла
верхнего шарика в проекции на ось Пас.

о, = от" + 111,53,

ш = ВШ = ш*
ЕЦБ І

Натяженис нити
2

Т-тон- 2ТНТЬ.

Таким получается натяжение нити в момент удара, и далее оно
остается постоянным.

їскорснис шарика массой Эт
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_ Т _"_1
Н 2_т З!

Проверка единицы:

[1]:Ш: г_'"2_Н-[д]=[_и1]__=ї+
Ш на: Н* [1 Га* сд
1 2

Шиет:Т=1ТНТІ-,Н;ед= Ё-,с-ь:

4.411. По вертикально стоящей гладкой и жесткой спирали скользит
оусинка массой т. Радиус петли спирали равен й, шаг спирали (рас-
стояние по вертикали между соседними витками) - и. С какой силой
оусннка действует на спираль е момент, когда она спустилась по верти-
кали на расстояние Н? Начальная скорость ІІ':'|+1,"синки равна нулъо+

Дано: т; Н; и; Н. Найти: Е
Решение. На рисунке 4.53 представлена бусннка, связанные с ней

единичные векторы п, нормальный к траектории в точке, где накодит-
ся |Бусинка1 н вектор і, направленный по касательной к траектории+
Здесь показана скорость Бусинкн у и проекция ее угар, лежащая в гори-
зонтальной плоскости, причем

от = осово'.. (4.233)
На рисунке 4.54 представлена врааверткае винтовой линии. Коси-

нус угла о. наклона винтовой линии (спнралн) к горизонту равен

ЁпН

44112 я2 +в2 І
ееец= (4.2341

Рнс. 4.53

На Еусинку действуют силы (см. рис. 4.54): тд - сила тизкести (дей-
ствие Землщ, Н, и Нд _ составляющие нормальной реакции спирали.
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Н: лотки'г а горизонтальной плоокооти перпендикулярно оон опирали и
яаляотоя причиной аоаникноаання иошроотроинтального ускорения,
Н] - нормальная роакиия опирали н вертикальной илоокооти [Н] и Нд
взаимно порпонднп-сялярны)+

На рисунка *55, а показаны онлы, дойотаїїошно на оїілъ'ннп-сяг а
плоокоглн АБ, порпонднкулярной проволока+ Запншон Второй закон
Ныотоно а проакцин на ооъ ординат (он. рио+ 455, а):

Ні -тдооооъЫЪ (4.235Іг

щооао
п

Рис. 4.55

Второй закон Ныотона в проекции на ось, иапраапонншо по ортъг п:
2

ПШя: = г. (4.236)
Скороогь Еусннки можно нычнолить на закона оокраноння энергии:

2
тдн 3%. назад

На рноунко 4.55, 5 продотаопоны оияы, дойотяующно на опиралъ оо
отороны Езшинкн+ По тратъонї законуг Ныотона

Ы', =-1ч,; таза;
Ы; :-ІЧ2. (413%

Модуль роаїльтиршошой оилы, дойотаїіошой на опираль оо оторо-
ны онинки,

г=,)я;1 + ща (4.24щ
Рошонно оиотаыы уравноний (4.233}_{4.24Щ отнооитольно Е

=4Ёч_;ктії\йбпїн1 +4І2Е2+#2.
п +
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Проверка единицы Г:

Н*КГ*М'МР =_=Н.т 1
Епдтд

411151'1 + 1:2
4.41. Гладкий желоо ооотоит из горизонтальной чаети АБ н дуги

окружнооти БС радиусом Л = І м. Тело1 имеющее на горизонтальном
учаетке начальную екорпоть оп = Ш міе, екольоит без трения по акело-
оу. |П'пределите модуль и направление ускорении тела в точке С, еолн
радиуе окружности, проведенный в точку С, ооетавллет угол от = 45ш е
вертикалыо (рие. 4.56).

от: г= »Лангндапглдаг н.

Рио. 4.56

Дано: д =1 м; од = Ш му'е; о. = 45°. Найти: Е.
Решение. Запишем закон сохранения механической энергии:

ишё от:=_+ +2412 2 так (4 г
где он и й - окорооть н высота 'года в точке С.

На геометрии:

а= ЩІ-еоащ. (4.242)

Запишем второй закон Ныотона в проекции на оеь ї [о точкой С
овлаана еотеотвеннаа оиотома координат ї, гі }:

тдеіп о. = тоі , (4.243)
ГДЕ Пт _ ТЁНГВНЦІ'ЩПЬНШІ ЕЩШВЛПЮЩВН їСШрЕІ-П-Ш Т'Ш'ІЕ В ТПЧНЕ С.
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Ускорение тела в точке С равно

о = 1;ої+о5. (4.244}

Нормальноо {нор|иальнаи составляющая ускорении) докороние равно
ЕЕ=_+ _:а” в (4 451

Направление їекоренин определяется углом [5:

гдьід нагло
ап

Решение системы уравнений (4241)-(424Щ относительно о: (нод-
робное). На (4.24І) следует

о2 = оЁ -ІЁЩІ -ооаее}.

Выражан от из (4.243) и подетандин соотношение дда оІ е (4243*
аычиелиен модуль ускорения по выражению (4.144):

2 1 1[щ1 -23ЩІ-ооео.)] 2 І 2
д: к +3 аш о.:

Ё

о2 -2~9,81 1-еоа45*} 2
= [ п (І ] +9*,312 Іаіпдг115'='=5'!532;

е

ЩЕҐ ,нашол-Н 9,31-аш45 =пгт4=ьр=4дзї
_ 11.3.1--ЁШШ-еоап:|:.}=ІІІІІ2 - 2*9,8І(1-еоа45°}

2
оЁ _ ІЁЩІ - ооао.):|1

Н
(Инет: о: +дзаіп2о =95 її; І5|3=4ДЗЁ

с

4.41. На гладкой горизонтальной поиеркноети около отонки отоит
оимметричный Еруоок маооой М о углубленном цилиндрической фор-
мы радщеом н. На точки А Ееа начальной екоооети еоекальаыеает ма-
ленькая шайба маооой т. Определите максимальную окороеть броска
ныш при его пооледдношем движении. Треннем пшеницуг шайбой и ци-
линдричеекой понеркноетыо Бруека пренебречь.



255 ІІ ГЛдВй 4. ЗДКПНЬІ ИЗМЕНЕНИЯ И СПКРДНЕННН ИМПїЛЬБд...

Дано: М; т; Н, Найти: инш.
Решение. Шайбадействует на брусок с силой Р= -Н. Скоростьбруска

равна нїлго, пока шайба не опустится в нижнгоъо точкег выемки1 и воз-
растает, пока шайба находится в ее правой части. Таким образом, ско-
росгь брїска максимальна в момент, когда шайба вторично окажется в
нижней части выемки; дальше скорость бруска начннает їменьшаться.

На рисунке 4,51 в обозначены: І - исходное положение шайбы,
2* - положение шайбы в момент первого прохождения нижней точ-
ки выемки, 53- положение шайбы в момент вторичного прохождения
ннжз-[сй части выемки.

3*:- х'"ё 5й ...г й,4* --› (ая” й
7! и Аша* “идти

тв 'тв тв
о 3: о Ё о Ё

а б е

Рис. 4.51

Запишем закон сохранения механической энергии для положений
шайбы Іи Дрис. 4.5ї, 6):

1 1
_ “ш мдмххстдй- 2 + 2 , (4.24Т}

где в - скорость шайбы в момент второго прохождения его нижней точки
выемки.

Так как все внешние силы, действующие на системаг шайба-брусок
после отрыва бруска от стенки, направлены вертикально, проекция им-
пульса этой системы на горизонтальное направление сохраняется.

Запишем закон сохранения импульса в прцекции на ось бх для по-
ложений 2* и ІЕцїрис. 4.5?, е}:

то., = -то + Маши, {4.24Ё}

где скорость шайбы в момент первого прохождения нижней точки вы-
емки тп определяется из закона сохранения механической энергии, за-
писанного для положений шайбы Іи 2* [см+ рис+ 4.5Т, еїг:

1НПЗтдН = ТП. (4.249)
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Не совместного решения системы уравнений (4.24П-(424Щ полу-
чается квадратное уравнение относительно адшт Первый корень этого
уравнения

и =ПНШШІ

соответствует первому прокождению шайбой нижней точки выемки,
второй

гтШ
диске] = “макс =П

представляет собой решение Эйсшчи+

т: лыж/Ее.
т+ М с

4.43. С гладкой паркиІ плавно перекодяшей в горизонтальную пло-
скость, с высоты Н соскальзывает без начальной скорости небольшая
шайба массой т. На тшоскости стоит другая гладкая горка массой М вы-
сотой Н] 3* Н, которая может перемещаться на плоскости без трения+
На какую максимальную высоту і: поднимется по неподвижной горке
шайба после того, как она первый раз соскольенет с подвижной горки?

Дано: Н; т; М; Н. 3* Н. НайтнНт.
Решение. После спуска с неподвижной горки скорость шайбы на-

кодится из закона сокранеиия зиергии (рис. 4.58):
2

тдн = ШТ. мазо)

=:
_-

4

ещ
е З

Н
"

Рис. 4.53

После спуска с подвижной горки шайба имеет скорость (в проек-
ции на осел) -о', а горка +аг.

Запншем закон сокранения импульса и закон сокранения Энергии
для двук состояний системы: шайба сьекала с неподвижной горки и
шайба съеяала с подвижной горки:
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то = -нш' + Ми; (4.251)

то: лни'2 Маг2
2 2 2

ЗНІ'ІНШ'ЕМ З-БНПН СПКРВНЕННН ЗНЕрП-'ІН ДЛЯ СПЁТШ'ІННН СИСТЕМЫ: ШНЙЕН
съекала с подвижной горки н шайба подиалась на максимальную вы-
сотідгг на иеподвижнуіо горку:

(4.1511.

гг

штык. так
Решение системы 1уравнений (4.2501-(425311 относительно н:

д =ш -к):
Ц М +т):

_ 1,, ІЩнм
{М + т)

4.44. На гладкой горизонтальной плоскости покоится доска мас-
сон М (рис. 4.59). На доске леэкиТ брусок массой т, которомдгг толчком
сообщили начальную скорость оп вдоль доски. Коэффициент трения
меасщг бруском и доской равен и. На какое расстояние Ѕ сместитси
Брусок относительно доски'ёІ Считать, что брусок, смешалсь, остается
в пределак лоскн.

тдгп М

ти:

І

Рис. 4.59

Дано: М; т; р.. Найти: Ѕ.
Решение. В соответствии с теоремой об изменении кинетической

энергии

дШ=-Ат, 'ІІ-1.2541!

ГДЕ “ЗМЁНЁНН'Ё ЁННЁТНЧЁЁЁПЙ Энергии СНСТЁНЫ равна

дні=щ -щ_ 'ІІ-1.2551;

кннетическал анергна в первом и во втором сдучаак соответственно
равна:
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_!ЩІЁ'
Щ - 2 , *(4156)

щ=Щ, океан
где и - скорость Еруска и доски.

Работа силы трения равна

Агр =-ГТРЅ. *(4153)

(знак минус означает: вектор перемещения и направление силы со-
ставляют угол 130%.

Сила трения меищу бруском и доской равна

РТР =цтд. (425%

Закон сохранения импульса в проекции на ось 0.1:

ти, =(т+ ММ. (4.26Ш

Решение системы 1уравнениіёі (4254)-(4260) относительно Ё.

_ “_аї
ЖМ + тіна'

Провсрка сдиннцы:
2 2кг -м -сЅ =_= м.

[ ] сІ -кг-м

_ мы.:
ЖМ +миг!

4.45. Вверх по наклонной плоскости
равномерно со скоростыо о поднимают
тело массой т, причем сила Р направлена
Вдоль наклонной плоскости (рис. 4.60).
При каком угле наклона о аатрачиваеман
мощность Шбїдет максимальной? Коэф-
фициент трения междуІ телом н наклонной
плоскостыо р. = І.

Дано: т; ш; о = І; Щит: Найти: сс.
Решение. Второй Закон Ныотона в про-

скцнлк на оси координат:

Г-Гш-тдаіпц=П; (4.2611:
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Н - тдсоза = й. (4.252)

Выражение ддя силы трения:

ГП, = рН. (4.253)

Нз решения системы Іуравнений ИДЕИ-(4.263) иакодим

Г = тщцсоасс+аіпсс).

Затрачиваемая прн подъеме мощность равна

РУ = Ги =т3о{рсозоь +аіпсс}. *(4154)

Условие максимальной мощности - условие максимума функции
1
нїсй.

до:
Ш= Ми): первая производная Ъї = П, вторая производная

[І
Вычисление:

а'Н/ ._ =т3и{-рзшо.+созо}={].
до.

Отсюда

о -агсІар-Е'4:

2

дог
= тЅЩ-рсовсс -аіп ов) = швы-Ё - ЁЬЬ = -тдил с П.

яПодставдяя значение сс = Е при котором затрачиваемая на подъем

тела мошность максимадьиа, в (426%, получаем

тыщ = танца.

ответ: так.: = таил Вт-
4.4Б. Санки, движущиеся по горизонтально расположенному дмгцтг

со скоростыо о - о м ,ї сІ въезэкаіот на асфальт. Длина подозьев санок
І. = 2 мІ козффицнент трения подозьеа об асфальт р = 1. Какой путь Ѕ
пройлдт санки до полной остановки?

Дано: о =о міс; Ь =2 м; р= 1. Найти: 5.
Решение. По законаг изменения механической зиергни

ваш = АТР, отдам
ГДЕ НЗМЕНВННЕ НЕІЕІННЧЕЕЕПЁ ЭНЕРГІІН
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ІІІЅІІІ"Ег-"гІ-пш: = Ека-12 _ Енсхї; (4156)

ЕнцІ = п: (4.2Бт)

2

мдхі =Ё {4.ЁБЕ}

Работа сил трсниа санок об асфальт складывается из двух частей.
а} при съезда салон* на асфальт, когда сила трения псрсмсннаа и аа-

аиснт от х[рнс. 4.61, а):

РТР! =дд~:

дН=дт3.

= Ь '.-. Ш
гты __ Н Г

` к* х-ь- -ц- д
т- /_

П г:
1г х

дт!

Н

РНЬЪДЬ]

Считая, что масса распрсдслсна по длинс санок равномерно, полу-
часм

РЕШЁШ СПВМЁЁТНП ППЁЛЁДННЁ ТРИ ЮНЕНЁННЯ, ППЛЪҐЧЁІВЫ

тЅРШІ -ДТІ,

График зависимости силы трения от псрсмсшснин РТИ = Ршдц
прсдставлсн на рис. 4.62.

Элсмснтарнаа работа против силы Трснин при псрсмсшснин их

м =_ар.ах,
как ато видно из рис. 4.152, равна площади Заштриаованного прямоу-
гольника. Нсн работа при ньсадс санок на асфальт на всш длинтг Ъ чис-
ленно равна площади треугольника на рис. 4.5І, б:
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тд

5 т!
ў і,г и

п И: Ё .:

'-'. : 'Ё_ 'х
х ш:

Рис. 4.62

1 тд І

Щ при скпльженш по асфальту {рие+ МП, 6) еила трения пеетеинне
и равна

ГМ = итд.

Работа против еилы трения при этен равна

лтд = -дтдєї (4210:.
Вся работа против еил трения равна

ит=ит+лтрг (42111.
Решение еиетены уравнений (4265)-(42'1'1) етнееительне Ѕ':

3* = "_Ё _Ь
Ерд 2

Еееь путь., иетерый еанни пройдут де пелней еетенеени, равен
2Ѕ=Ѕ'+Ь=і*“-+Ёъ

Ёцд 2
Вычисление:

152 2Ѕ = + - = 2 84еды 2 ' м
2

`Пшет: .5'=Бг_“+Ь =2,Е4 м.
Ёцд Ё

4.41'. С ненленней плееиеети еееьшльзывнет небпльшаи шайба н
в нпнце епїене їдириетеи п стенку БО (рис. 4.153, а). Сч итан удар иб-
еплнтгнп упругим, Определите, на какую импшігггд,г н'ппдннметен шайба



4.3. Рашаниа аадач по аанонам изнанания и оояранания импїльоа а 2'1'5

поояо удара Нааоотно, что угол 4АОС= ов, БЕН. ПА =оъ, АС= а. Коэф-
фициент трения шайбы о пяоояоо'гь равен ц.

Рио. 4.63

Дано: ц; а; й. Найти: а'.
Решение. Запншам аанон наманоиня маяаничаоной аноргнн для

двух положений шайбы:
1) шайба находится на высота й;
2] поола ооональаывания парад оамым ооїдарон нам шайбы оо отан-

ной ВП:

НПЗ:
2 тайгяїта (авт

где длина наклонной плоояооти

а
:_ . ТЬ Ѕігш, (42 З}

аонлатроння наяоднтоя на рно. 4.63, боладутошим образом: сумма про-
онции нооя оил, действующих на шайбу, на ооь ординат равна нуяіо:

Н - тдооац = П; (4 ЗМІ.
РТР =|.І.Ґ'Ґ=¦› Ґтр =цтЅСПЅІІ

На рошония оиотамы уравноиий (4.2?2}-{4.2Т4} наяодим онорооть
шайбы пород оамым ооїдареннам со отонной ВП:

а = 42351111- рада). (ага
При абоошотно упруяом удара ааянчнна ояорооти на наманитоя+

Запншам аща раз аанон намонання маяаиичаоной анаргнн:
2 ІІ

ичядіаі'ті -ї=-ыщя*датїпагль*_+ (4.21'61'2 ашоь



ЗТБ ІІ ГЛйВд 4. ЗДКПНЬІ ИЗМЕНЕНИЯ ИСПНРДНЕННБІ ИМПїЛЬБд...

Подставляя в [11:21:15] значение с из (4.2?5}, вычисляем й':

І- с о:д* ='"'_13;,_
1+о15о:

д. _ 1-цс13о:
1+с13оп

4.48. Евсрк по наклонной плоскости равномерно со скоростью в
поднимают тело массой гл, причем сила Р направлена вдоль наклон-
ной плоскости (рас. 4.64). При каком угле наклона о: затрачяваемая
мошиость Шоудш максимальной? Коэффициент трения междуІ телом
и наклонной плоскостью р = 1+

Рас. 4.454

Дано: т; т; о = 1; Щит. Найти: сс.
Решение. Второй закон Ныотона в проекцияк на оси координат:

Г- РП, -тдзіпц=0; (4.2?Т}

Ы - тдсово. = П. НЕТЕЪ

Выражение для силы трения:

Гтр = рН. {4.2?9}

Нз решения система: уравнений (4.2?Т}-(4.279} накодим

Р = тдрсоосе+5іп ц).

Затрачиваемая при подъеме мощность равна

И* = Ри =трошсозс:+зіпо:}і {4.23П}

Условие максимальной мощности - условие максимума функции
Ш= Буш):

З

той.
до.:

первая производная Ъї = П, вгорая производная
о:
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Бычиеление:

_:т - зіпеь+ееш ='І.ЁІ+Щ зтї н 1

Фтешде

а. =агес13р=ї;

иди* . І 1 ]_:тЁЩ- СПБ _БІП = _ _ =_ 2*:[1'Ёп; Р- '1 *1) т-ЁЁ[ 2 Е ЩЅЫ

и
Ппдетавлян Значение а. = Е прн иптпрпм затрачинаеман на ппдъем

тела мпшнеетъ наиенмелъна, в (4.23Щ, получаем

щит =ждал.

от: н/ш = тдм'ї, вт.
4.49. Какую работу надо еевершнть, чтобы нташить еанн е грузом

общей наееей т = 30 кг на гору высотой Н- Ш м'? Угол наклона горы
ет. = ЗІР. Кпэффнциент трения между синими и горой линейно убывнет
вдаль пїги пт ц1= 0,5 у ппднпжин дп щ = [1,13'г вершины (рис. 4.65}.

Рне. 4.65

Дани: т = ЗП нг; Н= ІП м; ее = ЗП°; и. ={1,5; ц; =І.'},1.
Решение. Первый спасиб. В ештвегетеин е зниенпи еенраненин

энергии изменение механической энергии равна рнбете внешних еил
и еил внутренних днееипативнын [енлы треннщ:

днів, = Ашш + АМ; {4.231}

днів, = НД: - ЖМ; {4.232}

ш , =п; (4233:.
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=- еееці (4 2351*
АТР щ еіпеь1 '

щщзш. идее)
Решен не енетемы уравненн й (4.281)-{4.286] етнпентельнп Ашш:

Анн"=ш =т3Н{І+Н' 2_Щетвц).

Бычнеленне:

413] = 44ТП Дж.

Етарцй способ. Строим график заененмеетн коэффициента трения
пт х (рне. 4.66}. Не рисунка 4.66 следует:

н=н| 4351. (4.2371
ГДЕ

(ІІ-2331*

Мцдїль элементарной работы енлы трения ранен:

сМт = цтдешшії. 13123911

Ннтегрнрїн [4239) е учетом (4.287} н [4283], пелїчаем:

а_[гш

Ґійгр= І [ц- 'Ндїеіпц--хўртдеевцыщ
[ІІ
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п'гщ =І~1|+Рс
1

І-1
2

ц]_ | І Н

= ссасъ к-_1мп=1-- ссасг._.АТР тд д' н 2] тд спа
`Штат: Ашш =т3Н[1+шТЩщс.]:44ТП Дж.

4.511. ІІІІІЩн1::11:ла.п;напїї канат, длина кстсрсгс І =пд н масса т,двн:кстсп
в трубе, насгнїгсй а андс ктшй пстлн раднїссм Н. Какттс мннн-
мальнїтс сксрсстъ щ дслаєсн нмсть канат на гсрнаснтальнсм їчасткс
трубы, чтсбы прасдслсть пстлю? Снламн трсннп прснсЕ-рсчь.

Дана: І =1тд; т; Л. Найти: Ща
Рсшспнс. Запншсм заксн сскранснна мскан нчсскс-й энсргнн:

Щї
2

гдс Н - расстсаннс ст канатаІ ксгда сн двшкстса а гсрнаснтальнсм їчасткс
трубы, дс Цсн'гра масс, ксгла канат наксднтсн в всркнсй пслсвннс пстлн.

=т3Н, (4129Щ

Как слсдуст на рис. 4.612
_Ь\_г=}г-І'І].1":-І (4.291ъ

гдс у.: - расстсаннс ст тсчкн Одс- цснтра масс {тс~чка С).

Ршс. 4.6?

Прднната цснтра масс вьшнслпстса пс формула (рис. 4.63, снстсма
кссрдннат хОу связана с цснтрсм крушасй пстла):

ус = н , '(4192)

где д”ат: І раьраа; (мам
Н с
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.. кгр - линаинаа плотность каната, [р] = -+м

Н
а

Рис. 1.63

Вычисление интеграла І уєїт:
М

от = раЧ.

Как алодуот на рио+ 4.63,

а; = 'їх
сова

На треутольнина ,480

сова =ї .
Н

Подотаалаа полученные выражения а интограл І удт, получаем:
м

+Н 'їх +Ё

Іуат: І ур_н=рн[ дырка (4.294)
м -н у _д

Подоташтаа (4.2931' и (4.294) 3114292), полїчгом:
ІІрК2 21?=_=__ .2 5с 'жд п (4 9 1*

Н наионоц1 на совместного решения (4.29Щ, (4.291) а 011951! нахо-
дим нокомоо аначонио минимальной скорости:

а., =`11щн+Ё) = здщ1+Ё>=,/з,2туа = ааад.
І 'д

Птит:

оп=іббд Ё.

4.51. Цилиццричвсиаа трубка радиусом г сара-плана и: помошью
спиц с даума поручами радиусом д. Марса пЕпна поручай равна М.
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Массси трубки и спиц пе сравнению с массси сбручеи М исзкнс пре-
небречь. На трубку намстана нерастлисииал нееессмаа нить, переки-
нугал через нееессиыи Елак. К канцуг ни'пт прикреплен груз массси т
(рис. 4.1591м Найдите усксренне груза а, иатлэкение нити Ти силу трения
РТР, действующую меаеду сбручами и плоскостью (считать, чтс обручи
не праскалаатииашт]+ Определите, при каксм значении ксаффициента
тренна сбручи Будут прескальзнвата+

г мда Ё

Нгєьу Тт- .

гт'

' а

Рис. 4.69

Дана: у; д; М; а:+ Найти: а; П РТР.
Решение. Пусть груз спустился на расстояние и. Запишем ааксн на-

менении механической энергии:

д“"";"г..\|г.'.л = АІзнеш 1 {4'29Е'}

где акт = ,іь'Ш1 - Еш'; {4.29Т}

Ішї иен1 _
Бит: 'Т+Тн {4.293}

Енеці = О; {4.299}

І - ысыент инерции абручей етнесигельие мгнсееннсге центра вращении _
тачки С.

г =2 мкї, (наш
а _ углееал скерсстъ вращении цилиндрическсй трубки етнссительне мгне-
аеннегс центра вращении _ течки С:

ш=_; наш;
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о _скооость груза массой т, а также: лннсйнаа скорость точсн А цилнндрнчс-
ской трубки.

Работ ннсшнин сил

Ашш = сиди. {4.З'ПЁ}

1І'аі'оаннснин нннсматини груза массой т в проснцнн
п “Ґ на ось Пу (рис. 4.ТП} с їчстои начальных и граничных

Т условий:

1|:Е|/Ід о = от; (4.3'ПЗ}

т от:_],І'Ч г тв Й:ї_ {4-3п4}

РНЕ-“п Решсннс системы уравнений (4.29621-114304) отно-
сительно о:

Ео =_. 4.3115шаг { ї!
1 +_:
тід - г)

Провсрна единицы:
І[ ЁМН ]_ нгм :_1_ [а]_Ы__

под -гҐ нг- м2
Натнжсннс нити Тнайдсм на второго аанона Ньютона, аапнсанно-

го н проснцнн на ось Ну (см. рнс. 4.'Ю}:
тд - Т = то, {4.З{Ш}

Пггсьода с учетом (4.305)

= Штддв 1. шоп
ЕМКЗ +т|[д-г}

Провсона сднннцы:

[2МНІ]=[ЩН-г)1]=нг-м1.

=Н+ЕГ- КҐ- ІНІ Ііг'І2 _КГ-ІІІ'ІШ= нг-н -с с:
їглонос уснорсннс обручсй при нращсннн относитсльно мгнонсн-

ной оси нращсннн (на рис. *69 - мгноиснный Цснтр нрашснин - точ-
на С] связано с лннсйнымн уснорснинмн соотношснисм
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-і'д- -Ё 4 заов _ _ , .
Л - г В {

где од - а _лннейное ускорение, опрсдслнемое формилой {4.3П'5,'І; дп _ линей-
ное їскорснис центра тажссти [центра массЦІ обрїчей.

Центр масс оорїчей движется с ускорением дп, равным , как ато сле-
дует на (43ПЗ),

На
К-г

под действисм сил Т и ЕР. Запишсм второй Закон Ньютона в проекции
на ось Пк:

ап:

Т - РП, = Май.

Решение системы уравнений (4.30'1'). (4.306) и (4.303) относительно ЕР:

_ Мт;д(д+г]
'1* _щл-идзмлї'

кгг-мои2
ІБҐІЧІІІІЕІ2 ' 122

Модуль силы тренил покол ие может превышать величину дм;
Поаггомі,г проскальаываиие наступит тогда, когда

Проверка единицы: [РТР] = =Н.

Мтдтд+г1 ЕЪРМЁ
щН-г) +2МН

Птеіода

Нч: т:д[Н+г] 2.
амп +тш-г)

шт.. _ а М. _ Ъ'в'таІ'ї2 .
'п- илиІ *е-г Т-гмлдг а гуд* `1+_ 'щ _

нед-о*
_ мтдлілш Н, гетто
_ н н Нч: -'1* щл-гъцемлг гонщик-г):

4.51. К потолкаг прикреплеиа пружина жесткостью к, к которой
подвешеио тело массой т, в начальный момент времени неподвижно
лежашее на горизонтальной подставке. Подставкаг начинают опускать
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вниз е уеиерением е. Через иаиее время 1: теле етерветеа ет педетавин'?
Каким Будет максимальное раетажение пружины умш'? В начальный
мемент времени пружина не дефермиревана (рие. 4.?1, щ.

..-"'

Рие. 4.11

Дана: Ё; т; а. Найти: т; умш.
Решение. На риеунке 4.? І , бизебразвен мемент отрыва педС-тавии ет

тела. На теле действуют: Зевшв е еилей тд, пружина е еилей ЕІІН пед-
етавка е еипей Н. Заппшем втерей зааен Ныетена в преекцнн на ееь
Булла зтеге мемента:

та- Р; - Н = те, (4.309)

где упругаа еила пружины
Ру = ад , {4+3Ш}

їелевие отрыва

Н = 0. [4*31 Ц
Уравнения кинематиаи в проекции на ееь Лу е учетем начальных и

граничных уелевий:

щ2_
уІ :Тз {4+312}

нд, =ат. {4.313}

Решение еиетемы уравнений (4.309)-{4.312] етнееительне т:

т: ІШ+
іш



4.3. Решение задач по законам изменение и сохранения импульса а 255

Проверка единицы т:

[т]_ кг-м-тл-с2 _ ,кг-м-сІ _
сЁ-Н-м кг-м

Для ответа на второй вопрос рассмотрим полоткенил І и 2тела [со-
ответственно рис+ 4+ТІ , 5, еЪ На рисунке 431, е изображено состояние
системы в момент, когда пружина находится в крайнем ниткием по-
лоткеннн, тее. когда скорость тела равна нул то+ Запишем закон сокраие-
нил энергии для положений І и 2:

1 1 1ду д: +_; +_2| +ллду1 =_(у'2у1:І . (4.314)

Решение системы уравнений {4.312)_(4.314) относительно уд:

У2=%[д+11д{23-Щ];

умнее =у| +у1 = %|:Ё+Чд{2$-П}],

Проверка единицы унш:

[уншс:|=_кг;Н м:

(1 _
Птвегд: щйщ с; дтн.: =%|:3+~.1'Ш:Е-Щ] Н

4.53. На шероховатой горизонтальной плоскости лежат лва бруека
массами т. = Ікг и тд - 4 кг, соединенные недеформированной прузки-
ной (рис. 4.?2, о). Какую нанменьшую горизонтальную силу Рннн нузкио
приложить к первому бруску, чтобы сдвинуть второй Бросок? Козффи-
шіент тренна Брусков о горизонтальную плоскость равен р. = 0,2.

г..

'__н- *__н-

с б
Рис. 4.12

Дано: т] = 1 кг; ле1 - 4 кг; |.ъ = 0,2. Найти: Рннн.
Решение. Условием минимальноетн прилоткенной к первому Еруску

силы вылетел (рис. 4332, 5): 1} равенство упругой силы прузкинц при-
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лодкенной ко второму оруоку, макеимальной еиле трениа покол [не-
обходимое уеловие емещениа второго бруокаїг

до: = ртдд, {4+З 151;

где і: _ экеогкоогь пружины, и 2] в зтот все момент первый Бруеов: долзкеи
оотановитъен.

Это уоловие можно выразить е помошьго закона изменении мека-
ничеекой знергии

МЕ
Т -В' = Цинк-щас. {4+З [Ы

Решение (4.315). [4.3 Іб) относительно Дни:

Рмнн = НЁ{тІ 'ьёт

Вычиоление:

дтн = 0,2 -9,нз[| её] = 5,9 н+

Ответ: Дин = рд[т| +Ё] = 5,9 Н.

4.54. Два одинаковых бруока маоеой т каждый, ооедииенные пру-
жиной всееткоетыо к, лезкат на горизонтальной илоеиоети+ Левый бру-
еок каеаетен вертикальной етеиии+ Какую минимальную екороеть,
направпенную к етенке, надо еообшить правому бруоку, чтобы при об-
ратном двизкении от отенки он едвииуд левый брусок? Коэффициент
тренип каждогобруекао горизонтальную плоекоеть равен в+ Пруъкина в
начальный момент не деформирована, маееой ее моткно пренебречь.

Дано: т; к; р. Найти: щит+
Решение. Запишем закон изменения энергии для двук полоткений

бруока, предетаваеннык на рие. 4.13, о, б:
2 2
а_ш

2 2
где к- макеимальное омешение правого бруека влево.

= -нтав {4-31Т}

Минимальная екороеть Будет тогда, когда под влиянием упругой
еилы пружины правый оруеок переместитеа на величину к + о н оета-
новител, пружина при атом растанетев на величину о. неоокопимуго
дав емешеиив левого орут: ка.
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Рне. 4.13

Закон изменении энергии для двухеоетоиний (пружина ежата на ве-
личинуцрие. 4.?3, о] и пружина раетннута на величину 5 (рие. 4.?3, в);
аапиеываетен в виде:

2 Ё*Ё -ї-= -Щь +в). (4.3131
Условие отрыва левого бруеиа от вертикальной отенни:

1755 :Щ. '[14.3 1 Щ

Решение уравнений (4.31Т}-{4.319} относительно один:

вин =Нд1ІшТт дешё.
Проверна единицы один:

_М КГ-=ІЬ'І ІЬ'Іпї-НСГМС
І'3:Імнн нгн

МТІЬ* _',3 ЁТЩ;
дс' е

4.55. В горизонтально расположенной трубе могут без трения дви-
гатьел два поршни маееами ті и тд, соединенные пруоииноіі жеетио-
етыо Іс. Е момент, ногда пружина не деформирована и раоотоинне межщг
поршними равно І., поршним толчком еообщатот еиороети и. и од, на-
правленные вдоль оеи трубы навстречу друг другу (рис. 434). Раеема-
триваемал еиетема налодитен в вакууме, маоеой пружины можно пре-
небречь. Найдите минимальное раеетоиние между поршннми Ьннн.
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Рис. 4.14

Даши ті; тд; щ; из; І.. Найти: Ьннн.
Решение. Заисн сохранения энергии в системе Центре масс а сест-

вететаии с тесремсй Кёнига:

{т| +т21иё' тІІ'І'ьІЗсгтн тЕиїгптн =І:т| +т2}иё Ё _]Іп2 + 2 + 2 2 + 2 п (4' }

ГДЕ СЁПРПС'ІЪ ЦЕНТРЕ НЕШП В ПрОЁШІН На ПСЬ Щ

“с =Ш; (43211,
тп + т:

снсрссти поршней стнсснтельнс центра масс в прссшии на ссь Пх:

и'ш" = и' - сс; (432211

Ніщи = _иІ _”С; (4'3231'

х_ максимальная деформации пружины.

МнннмаДЬ-нп'е расстояние М'ЁЩ Поршннмн

Ьннн _ Ь-хь {4.324}

Решение системы уравнений (4.3201-114324) шисси'їельнс ЬННН:

ІМытищи +и:)+21›.пм-ы]}.
Прпаериа единицы измерении Ьннн. Единица измерении Шерсгп

Чдсна предщцїщсгп выражении:

[ 1 ЁІНЧШІНЩНата:+”Ё)+2н'и2{щ_%}]¦]=щ+тї

1 ,мэ-игд-с2
:_ _:м.

кг иг-м-с2
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`Епвет:

дан = 1-- тї іт: іыоеоштт Нине.: +1*Ё)+2П.е±{о -еищо
4.515. Пружина меотиоетыо е и длиной І. етоит вертикально на ето-

ле. С выеотн Н нещ етолом на нее падает небольшой шарни миееой т.
Каиуто максимальную еиороеть будет иметь шарик при евоем движе-
нии вниз? Маееой пружины и трением пренебречь.

Дано: 5:; Ь; т. Найти: ищи.
Решение. Пеь Щ евиаыввем е верхним концом недеформированной

прїаии ны. Пусть при движении вниз в некоторый момент времени ша-
рни емап пружину на величинуг у. Запишем закон еоиранении энергии
дли положений Іи Дрие. 4.?5}:

т т
тд(Н-Ь+у]=%+пш?.

дон
дог) н

п Е' ІІ.

І Н

І: І Ь

'ІГ 'ІІ'

їчг ' '
Рне. 4.15

Птетодв

2 2

ї =аден-шут-Ё, или

Еели еиороетв будет маиеимильна, то и иинетичееиви Энергии
ищи2ЕЕ =Т таъоие маиеимипьиа.

Условие маиоищтта ЕЕ: первая производная Е,с по у равна нїшо,
вторая производная - отрицательно:

иен _ идеиО; _ еП.
от ду:

Вычиоление:
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Ёї=т5-ку=0.
а?

`\121ггсй:ща

от; о'гЕк
= =_; =-;С'Ёп.у уп й ду;

*Поедоаателвно1 при у : уп :% скорость шарика максималвна+

Подставпаи ато значение у в (4.323, получаем

2

=`Ізд<н-от?

Проверка единицы:
2 2 2м-м_м тд кг-м2н-Ь=_ ,

[ы ІІ] =е_2[їс]= с-Н с'І--кгм с2

[плод/51-

м_ кгдм -сї _1и2

Окончательно:

Ответонш: ІЕЁН- Ь)++_Е

4.51. На горизонтальную шероховатую ленту
транспортера шириной Ь, двизкущуюсн со ско-

* ростыо од, вьезжает шайба с такой зке по модулю
скоростью ош, направленной перпендикулярно

т- _ краю ленты. Шайба съезжает с ленты е некоторой
І І; скоростью и, направленной под углом о. - 45” к
1 другому краюленты (рис. 4.16). Найдите коэффи-

циент тренин р шайбы оленту.
Дано: Ь, о1 ог. - 45°. Най'пі: р..
Решение.

Первый способрешения [еконеиоточеекийз).
Перейдем в систему отсчета х'оу', связанную с лентой транспорте-

ра. Согласно закону сложении скоростей

но = гш + к" изза;

45”

Рие. 4.16



4.3. Решение аадач пе ааненан изменения и еенрананин инпїльеа і '251

где чад: - тш - енерееть шайбы етнеешельне Зенлн, чип. - енерееть шайбы ет-
наеителана ленш транспертера. чт - тд - енереегь ленты транепертера.

На 1143161 енере-еть шайбы в еиетеме етечета, еааааннеа е лентей,
равна

тети = 1"гш _ їл- (4-32Т}

На риеїнне 4.?Т пеетрпен треушльнии ене- у;
реегей пе [4.31Т). Здееь же пекааана енла тра-
ннп РП, = рта, направленназат еетеетвеннп, пре- МЫ”
тиа еаараега шайбы. Уеиарение шайбы, раннее В Ч
ееглаене атереагд.:г закону Ньютона

а=1"`.Ґ1'1'1=І48.
также пенааане на рие. 4.?1.

Запишем уравнения иииематиии е уче-
тен начальных условий а проекциин на ееи
кеердинат

Рне. 4.?1

и = -ап +дееаВг;

цатнд, = еш -рдаіпдп
- 2у =игр-Щ. таза

Граничные їелеани [шайба пересекает ленту):

г - 1:;
у _ Ь; (4.3191'

тщщ = ц.

Ппдетаапаи (4.3291' а (4.3211)т получаем
- 2

Ь = и т-Щ
Ш 2 т

Ева Н и1: -_Ш = +
адаіпВ драіп В

Решение атеге принеденнеге квадратнеге уравнения етнееительне 1::

а", а; _ и
дала цїдгапгв дааа'

т:
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Не двух решеннй выбираем знааг емннїси, так нан нвсввратнсгса
двнженнн не будет+ Учнтываа, чтб В = 45""т время, ва нстбрсе шайба
прсабднт расстсанне Ь (шнрнна ленты), будет равнс

1=Ш 1- |_ “55% +
ШЗ ПШ

В атст мсмент преекцнн абсолютных снсрестей шайбы в ссствет-
стана е аааснсм слежения скоростей (стнсснтсльнс системы стсчета,
связаннсй с 3емлей} будут равны:

і"ІІ'шдІїисдэ' = иш _жзіпвт:

І'¦Ш.Пы¦.1' = _ил +шсшв+ид = жсшвт'

Ссстветствшсшнй треїгсльннн снсрсстсй прец-
ставлен на рнс. 4.?8.

Как следует на рнс. 4.?8 ,

п чшщу

і НЩДЕ'СҐ =ЕЕ459=І

ВРис. 4.1! ш-'дс І
Т-Е- ІІд'шлбсу = ІІ,шлбс дн н дщш

вш -ддаіп [Зт = дссаВт.

Учитывая, чтс |3 = 45*` пслїчнм

пш =щт[віп]3+спв|3}=дрщт= =лд3иш_д:ї[1- ,1- їёщ}

Пс услсвніс и... = пл = в. Тс-гда

1:2- 21,1-4-Ёд

ЕЧІІ-Ёїд =1, МІ-ЁЁНЅЁІ, 4-4ЕІЩЁЫ.

Н нанбнец,

ДЕЛЕВІ

=3`Г” =а,”_зз
313 Дб
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Ё 1
М *С

:1.Проверка еднннцы: [14.1: с: 'м _м

СЛЕДПВЗТЕЛЬНП, рЕШ'ЕННЕ ПРЕВШЬНПЕ.
2оОтвет: р, = '11,53Е.

Второй способ ,решения [аансоа_'атзштстатусанїта]|ь В системе отсчета, свя-
еанной с лентой, начальная относительная скорость шайбы при въезде
на ленту транспортера в соответствии с законом апоткення скоростей
равна

1їотні = тш _ їл+

Соответствшощий треугольник скоростей *ш
представлен на рнс. 4.?9. На основании этого экс
рисунка, учитывая, что |БШ|=|БЛ| =о, аычислнн
значение относительной скорости

от, - Ло. '(4330)

Сила трения, направленная против относи-
тельной скорости, равна

Ёп, = ртд.

Шайба по ленте прокодкт путь, равный «55. Запншем закон неме-
нення энергии:

Ё Ё

шт: - НШЁШ =-щ..!їт, мазо
где от.: - относительная скорость шайбы при с'ьеаце с ленты транспортера.

Запншем закон сложения скоростей прн съеаае шайбы с ленты
транспортара:

ц = ІІІІотн2 + ІІІІл-

Соответствутоший треугольник скоростей представлен на рис. 4.311.
На него следует, что ,г

ат, = Ё мазо на

Подставляя (4.33Щ н (4.3321і в (4.331), полу-
*ШШ гне. ааа
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І

=аззі.“ о
4.58. |[Ідиоролиая гибкая Цепочка массой т и длиной Ь - ТБ см при-

креплена к Еррскї массой 2т, находящемуся на горизонтальной по-
веркиостн стола (рис. 4.81, о). Со стола свешнвается половина длины
цепочки. Коэффициент трения скольжения бррска о стол р - П,15.
Трением цепочки о стол и направляющий желоо Рпренеоречь. Бррсок
удерживают в покоет а затем отпускают. Найдите: 1) ускорение Бррска
в начале движения; 2} скорость бруска в момент, когда цепочка со-
скольвнет со стола.

Дано: т, І. = ТБ мм, р=1,15.
НЯЙТІІ: с; о.

ІЧ
Ъ; Е",

__.

Т у Ежи;1

Рис. 4.31

Рсшспнс. 1+ аЕыдслясмв три матсриальныо точки (МП: Ершок, по-
долинуг Цопочки, наиодящіося на горизонтальной поосркности стола,
и половина,г цепочки, свешиватошутоея со стола (рис+ 4.81. о)+

На брусок действуют: Земли с силой тяжести Защ, горнаонтальнаа
поосркность стола с силами П [нормальная рсакция опоры) и ЕП, (сила
трения) и половина Цепочки` находящаяся на горизонтальной поверк-
ности стсша, с силой ТІ.

На половнщ,г цепочки1 накодящвося на горизонтальной поверкно-
ети столат лейетвдлот: Земля с силой тяакести (гиды, горизонтальная
поверкиосгь стола с силой Н1, Еруоок с силой ТІ и свешиватошаяся со
стола половина цепочки с силой Т.
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На евешиваъощуъоеа половину цепочки лейетвуют: Зеилл е еилой
тиэкеотн (гайд н половине цепочки, накодвщевел на горизонтальной
поверкноети етола, е еилой Т.

Сиетему координат евавываем е Землей+ Запиеываем второй закон
Ныотона в проекцинк на оен координат для веек трек материальные
точек [уекоренне веек трек МТ одинаковое и равно а):

тїал Еруеко:

ТІ-Гш :2то; (4.3331'
-Н+2т5:0; (4.3341І

ГП: :|.|.~] (4.3351'!

тїел половины цепочки, лежащей но еорнаонтшьном столе (в проек-
цнн на оеь ПД:

Ш
Т-ТІ =їо; {4.336}

для евешнвоющейел половины цепочки:

ЁЅ-Т:%П. (4133?1'

Решение еиетемы уравнений (4.333}-{4.33Т} отнооительно о:

а =Ёд1-4щ =%(1-4-п,151 =оте54сїз.
1. Скорее-ть веек трек МТ (в том чноле и бруокщ найдем ив Закона

ивмененил меканичеекой энергии [ЗНМЭ}, вапиоанного для двух по-
лозкений, предетвшенньщ на рие. 4.81, о, е.

За нулевой уровень потенциальной внергнн в поле тшкеети Зеьшн
примем уровень раеполозкеннн горизонтальной поверкноети етола.
Напомним формулировку ЗНМЭ: «Наменение меканичеекой энер-
гии равно работе внешник енл и еил внутренник диееипвтнвньікь. Его
аапноь:

аеШ = АФ; (4.33ву
ІІ'ЕІІ'Ё'ДІ'гиІтгл = Енек 2 _ Енек І:г {4'339}

т Ъе =-_ _- ел]некІ 2 34 т (4 2*.

Ь его2 Шел.:1 +
Еаа =-тв-+_+ (4.341у

2 2 2 т
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1:.АП, =-г,, 3, шоу
Решение оиетемы уравнений [4338]-(4342) е учетом [4.334] и

[4.335] отноеительно о:

=_[ущз над=,-,`Іаа1пт5(з--зощ _НШЁ
12 _ т о

П'Іакг: о=Ё{І-4р) =П_654ї; о= Щ = 1,135! Ё.
о о 12 о

4,59, Цепочку длиной І = 21] ом удерэкиааъот а покое на клине так,
что на наклоненной под углом ов {аіп о: = Чу) к горизонту поверхности
клнна ложнт Ч; цепочки, а [13 аионт (рно. 4.81, о), Трение цепочки о
клин н направляющий желоо Рпренебремимо мало. Цепочку отпуека-
іот, н она езаполааета на клин, оетавааеь а одной и той же плоекоотн.

Найдто: І} ускорение цепочки в начальный момент даиэкення;
2) скорость Цепочки а момент, когда она полноотыо окажется на

клнне.

Дано: І= 20; аіпо. =Ё. Найти: о; о.

Рио. 4.32

Решение. 1+ Цепочку разобьем на две материальные точки: одна
лоткнт на наклонной поверхности клинаІ другая оаиеаот е ного
(рис. 4.32, о).

На чаоть цепочки, лежащей на наклонной Плоокооти клина, дей-
1етаутот еилн: ї тд _ енла тяжести, Н - нормальная реакция наклон-

ной гшоекоети клина, Т- енла натяжения.
Запншем второй закон Ныотона а проекции на ооь о: [оон Ш: и оу

оаяааньї о Зешіейу
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'ЗЁтдипа-ъёть. ясен
е ІНа сяиеагошуъо с илина часть цепочки деиствугот силы: - гид- сила

тяясеетн, Т - сила натяжения цепочки.
Второй эанон Ныотона в проекции на ось Ну:

Т-ётгёте »(4344)

Решение уравнений 01343), (4.344) е учетом равенства аіпо =Ё от-

НПЁНТЕ-ЛЬНП П:

ь=е,1554д=е,41 ї:
С

2. Вторая часть задачи решается с помошыо эаиона сохранения
энерши. За нулевой уровень потенциальной энергии е поле тяжести
принимается уровень расположения вершины илина. По эанощг со-
хранения энергии

Епі + ЕпІ = Едет {4.З45}

где ЕМ - потенциальная энеогня висяшей части цепочки,

І іЕ =__ _; .З4Бп1 З'нщб 1:4 ,ъ

ЕП: - потенциальная энергия части цепочки, расположенной на нлине,

ЕП: тётдйипе; (еще
Ещ - механическая анершл цепочки н момент, когда она полностью няне-
дтеи на илнне,

2
Едн =-тд%аїпц +ІШТ. {4.З4Ё}

Решение системы уравнений (4.345}-{4.З4Е'›} относительно о:

о = Іггіддіэіпц- І) = ЦЕН Ё.
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от: Венита-4251; а=% дгояпа-іьеяеё.
І:

4.60. Небольшое тело наееой и: медленно етащнли на горкї, дей-
етнїя енлой Р, которая а каждой точке напряапена по касательной к
траектории (дно. 4+ЁЭН+ Найдите работу А этой еилы, еели ныеота горки
й, длина ее оеноаания Ь и коэффициент трения р.

Дано: т; я; Ь; 'ь Найти: А.
Решение. аЕьщеляомя Элементарный їчае'шк горы данной АБ =д.5`,

выеотой ,ай и длиной оеноаания ад «Неолируемь небольшое тело. На
него дейетнуъот: Земля е енлой тд, горка е енлами ІЧ (нормальняя реак-
ция опорьц и Е'тр {енла трения) н енла ІІ' (рие. 4.841І.

І_'_

Л

І.
Рне. 4.83 Рне. 4.84

Запишем закон изменения неканнчеекой анергнн:

трое - О = РЬЅ - РТР но"т {4.З49}

где ,РТР =рлтдеоац.

Запиеывая закон изменения энергии., еищ.г тд приншш за ану-
треннъоіо.

Элементарная работа еилы Г на перемещении оЅ из [4.349] равна

М = РоЅ=т3дй+цтдоЬ
где аЬ=аЅеоеа.

Полная работа енлы Г равна

А =ЕМ = шдйн ры.

ПГЕЕТ: А =т5{іг+рЬ),ДЖ.
4.61. Шайба маееой и: = 51] г ооекальаыаает без начальной екороетн

е наклонной плоекоегн, еоетаапяшщей 1дтгол ов = ЗП” е горизонтом, и,
пройда по горизонтальной плоекоетн раеетоянне Ь = БП ем, оотаная-
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ииааетея+ Найдите работ,г еил трения на еееи пути, ечитая ееъощ,г иоаф-
фициент трения ц = 0,15.

Дано: и: = БП по = 30";1 =50 ем; н ={ІІ,ІЅ+ Най'пімтр.
Решение. Запишеи ааион изменения энергии (они:+ 4.351:

0-т3и=Аш[+ АМ, (4.35Щ

где =-Г а ' {4 351)АПЛ ТР' аіпо:т І
АЦ,2 раша »(4352)

ІІ. ЧІ'

Рие. 4.85

Работа еил трения на поем пути

АП, = АФ. +Агр1. (4.3531.

Выражение для еилы трения Вт:

РТР] =рНг »(4354)
Нторри закон Ньютона а проекции на оеь О]у1:

Ні -тдеоец=[}. '(4355)

Сила трения РТР; равна

Второй заион Ныотона в проекции на оеь ПШ:

Нд -тд=П. 04.3571
Решение еиетемы 1диїъаенений (4.350)-{4.35Т} отноеительно Ад.:

= нтеі
А” І-решц'
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а,15~эа+1е-3+а,31-а,5 =4а,т мага.1-0,15-1,тзЕычиеление: Ад, =

Шиег: А =Щ=49Л мДж.
І - цеіве:

4.61: Груз маееей т = [03 кг епу'екаегеа е пемешые лебедки е пе-
етеанней екереетые и = 4 мд'е. Какееа будет макеималънаа еила ната-
женин трееа при анеаапней ееганенке лебедки, еели идееткееть трееа
к = 5 - Іб2 Нім. Маееей трееа и трением пренебречь «(1:1ие+ 4.315, а).

ІЁІІ

Рис. 4.36

Дана: т = ІІІЁІ3 кг; е = 4 міе; к = 5 а ІЕІІ2 Нім. Найти: Гнщ.
Решение. Запишем т~ан::ирм=.:м1цгг еб изменении кинетической энергии в

мемент внезапней еетаневки лебедки (рие. 4.86, 6):
Ё 2

“'ш?='ї"+т~ “ш
где у! - макеимальнее їдпиненне трееа.

МЁКСННШ'ІЬНЭН Пила НаТПЖЕІ-П'ІП ТрПСа Тндш равна

Тмаке = дум* 'Низієп

Решение [4.358)_ (4.359) етнееительне Тиц:

Ё

ТМ =тд<1+ 1+Ё_2).
Ч та

Пренерка единицы:

іш: Н~м1~е4 кгчмае1 кгм
1 = 1 2: 2 =1; [ТНіІІ-ІС]= 2 =н'тд м+е +кг+м е іІм-кг е

Енчиеление:
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3 540141 3ТЦЩ=Ш і'$131 1+ І+1_2 =ЕП,П2~Ш =2П,П2 кН.
Ш' -9,БІ

ки:`П'Івег: Тнш =ще[1+ 1+_2]:20,[12 кН+
та

4.63. На гладкем етеле лежит прпбиркадпнней І. н маееей Ме пле-
екнн днем. В еткрытый кенец пробнрки ее екереетые к; влетает ша-
рик наееей т. Шарик абеелютне упрїге отражаетев ет дна пребиркн
н летит назад. Скелъке времени шарнк накедилев внутри пребирки?
Трениен пренебречь (рис. 4.83).

Дана: Ь, М, и., т. Найти: І.

шт,т_ к
к к

а б

Рпе. 4.3?

Решение. На рнеунке 4.81, а представлена енетема де ееудареннк,
на рие+ 4.31 б- паеле еетдаренин+ При абеелютне упрушм ееударе-
нни еекранвютек и нмпїлье, и энергия. Запишем Закен еекраненик
ннпїлъеа [в проекции на ееь аЕециещ и закен еекраненин энергии:

акпп = -аш + Мн; 11431501*

ещё _ пт: да'аг2
2 2 2 т

где и и и - епшветегвенне екпрпетн шарика н прпбиркн ппеле Шїдереннн.

(4.3151 1

Решение енетеыы 1двъ'тавнъеннїа (4.360), (4.361) птнпентельне и н и:

и = [М _ тїпе : 352
М + т И ъ
Еашп= . 4.и М +т ( 31531*

Запишем вакан ележения екерв-етей в првекцин на ееь аБецнее_
перекпдн в еиет'етщ,г етечета, еввваннїкт е првЕнркей:
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-о = отТН + о, (436%
где ошн - окороеть шарнка пооле удара относительная.

Время накомценнн шарика внутри пробиркн траено

г=і+і, мзезт
“В ІІ"доп-н

где и ооотеетотиии о (4.362), (4.363) и (4.364)

от = 'оп І {4.3ІББ}

Полотанлнн (4.36Ы в (4.365), получаем

2 І.г = _.
"о

Ответ: г = 2-1 о.
І-"'о

4.64. Два груза, маееы которык Зт и т, связаны неееоомой нержти-
зкнмой ннтыо, перебрешенной через неподвнткный блок (рно. 4.3811. В
начальный момент груз маооой Зт їдерживатот на аыооте а над столом.
Затем его без толчка отща: капот. Какое колнчеетао теплоты О выделит-
оа при удара этого груза о стол? 1а'дар абсолютно иеїпрутий. Маееой
блока н онламн трения в блоке пренебречь.

Рне. 4.38

Дано: Эт; т; Іт. Найти: 42.
Решение. Запишем закон оокранении меканичеокой знергии для

положений онотемы, нзобразконнык на рно. 4.38, б, а {на рно. 4333, а
груз маооой Згл почти каоаетон поворкноотн отола}:
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Ііеит1 1

щей, +3т3й= +НШТ +т31й, На), {4.Зе?}

где е - скорость груза За: перед самым падением на стол.

Запишем ааион изменения механической энергии при неїпрїгом
соударении груза массой Зт со столом:

1 1 1то Злш лш
Т-І'ШЅНЁ +Й)_ 2 _Т _ШЁІІЬІ +Ь}=_Авнешт '[4'3681'

где дтн, - работа внешней силы (силы, действующей на грїа массой Эт при
ударе его о стол].

В соответствии с законом сохранении энергии ата работа перейдет
в тепле В

Решение системы 1эттавнений {4.36Т]-{4.369) относительно р;

3
0: ЕШЅЁ

Швег: О= Ётдй Дне

4.65. Камень массой т = 2 иг бросили под углом с: = 60” и гори-
оонтї. В начальный момент времени иинетнчееиаи энергия иамнн
Еи = Ш'І] Дж. Пренебрегал сопротивлением воздуха, определите сно-
роеть иамнн в наивысшей точие траектории (рис. 4.89).

_]ї 11.

*5 тп=соац
._._|.-

ї ¦
Е а

е Е о
п `тп=спац д

Рнсмідй

Даис: т = 2 иг; о. = ВПП; Е.`= = ШПДж. Найги: при.
Решение. Кинетичесиан энергии камня в начальный момент време-

ни равна

в =_. ыатщ
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В наивысшей течие траеитерии еиерееть иамна равна

уш = и" спец. {4+3?1}

Решение МЕНЮ, [4.3?1]етнееителъне иуши :

РБКад, = _ееае..
'ш Н!

Египта, =ч,2іепащ, Ё.
П'ІіІ. т с

4.61і Плаетмаеееаый шар наееей Млеасит на педетааие е етаерети-
ем. 'Сниаъг а шар через етаеретне пепааает еертииальне леташаа пула
иаееей т (рие. 4.90, а) и пробивает еге наеиаеаь. При атрм шар пед-
еиаиинает на аысш'ї Н+ На какую аыеотр І: над педетааией педнинетеа
пребнашая шар пула, еели перед пепаааннем а шар пна имела еие-
ресть ип?

Н

ё ё

Рип. 4.91]

Дана: М; т; Н; ип. Найти: и.
Решение. Запишен ааиен еег-граненин импульса а праеицни на ееьд

лада = на: + Ми, {4.З?2}
где и и а _ еиерее'т пули и шара а первый момент после пребиааниа шара
пулей [рие1 4311, 15]1

Запишем таюие ааиен ееаранениа менаннчееией энергии для пули
и шара:

1
"шТ=тда-, наш

Ё
М” = мдн. (4.3141

1
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Пелучнлн аанкнугуш енетему уравнений: три ураененин и трн не-
наееетные {и, и и и). Решение енетемы уравнений [4.3?2]-{4.3?4} ет-
не-еителъне а:

л=(пш"_МШҐ.
211113

Прееерка единицы:

[М 2311] =кг~4її= Шс'н.

_кгЁ-нїде2 _
[п]_ ез-кггчи _Ы'

Далее:

(Лтд-М 2311):
211123 1 м

4.61. Пуля, леташая гериаенталъне ее екереетью ип = [60 Ще, пре-
биеает етеащую на гррнаентальней шерекееатей плеекеети керебку

Шт:й=

І
Н ПРОД'Ш'ІЩВЕТ ДВИЖЕНИЕ В ПРЕЖНВН ННПРВВЛВННН Ш ПКПРОСТЬЮ 2110 +

Масса кпрпбкн в п - ІІ раз Епльше массы пули. Коэффициент треннн
екешыкення между керебкей н плеекеетью р = 0,3. На какее раеетен-
нне Ѕ перемеетнтеа коробка к моменту, кегда ее екерееть уменьшнтен
на 10%?

Дана: на = ІШ иіе; іап; п = 12; р. = 0,3;[1 = ПДЦЪ Найгн: 61

Решение. Запишеи аакен еекранення импульеа:

тип = лат-Ёп" +12тип, (4.3Т5}

где ип _ екпрпеть каребкн пе-еле тега. как ее пребнла пула.

Запишем етерей аакен Ньютена для керебкн е преекцин на тери-
аенталънуте ееь:

га, =І-2Т';, мата
где еила трения кар-пбки е горизонтальную гшеекееть



ЭПБ ІІ ГЛДВД 4. ЗДКПНЬІ ИЗМЕНЕНИЯ И СПЕРЩНЕННЯ ИМПїПЬБд...

РТР = рН; (ІІ-ДТП

сила нормального давления коробки на гориаонтальнуш плоскость

Н = ІІтд. (4.3ТЕ}

Уравнения кннематикн для коробки в проекции на горизонталь-
нуто плоскость с учетом начальных условий:

и: =ип -оІІД {4.3Т'9}

1

пар-“Ё . млащ
Граничные условия:

т=1:;
их =П,8а0; {4.ЗЕІ}
1:5.

Решение системы уравнений (4.3Т5}-{4.ЗВІ} относительно иско-
мой неизвестной 52

_ 9115
шляпы-у

Проверка единицы:
а 2м +с5 : =1'л[+і 1

Еычислснне:
1= 9.3160 55,12 н

І2,8-ІП -П,3-9,81
2

5: диз =Бт12 м.

[ДЕ-Ш 4.11;
4.68. Шар массой М = 1 кг. подвешенный на ннтн длиной

Ь = БЧ] см, отаодятот положения равновесия на угол о. = ЕП* и отпуска-
тот (рис. 4.91, о). В момент прояоящення шаром положения равновесия
в него попадает пуля массой гл = ІІ] гІ летяшаа навстречу шару со ско-
ростыо о. = ЗШЁІ' міс. Пуля пробивает шар и вылетает на него горизон-
тально со скоростью о; = 2110 міс (рис. 4.91, о'), после чего шар продол-
ткаетдаиткение а преткнем направлении. На какой максимальный угол
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арт.: отипонитсн шар (рис. 431, в) после попадании в него пули? Массї
шара считать неизменной, диаметр шара - пренео'резиимо малым по
сравненнъо с длиной нитн.

Рес. 4.91

Дано: М: 1 нг; Ь=9Псщоь =150“; т= Ш г; о. = ЗШ] ніс; од: НЮ міс.
Найти: сршш.

Решение. Закон сохраненин энергии дна шара перед столнновениен
с пулей (рис. 4.91, в):

2Мёд = д? 1 (мед
ГДЁ

а] = І. - Ьсоеоь = Ц] -соеоъїл = ЬЁаіпЁЁ. (4.3331

Запишем заион сохранении импульса в проекции на ось Пх после
столкновения шара с пулей {рис+ 4.91, 6):

пші - Ми] = от: - Маг 1143341*

Заион сохранения знергнн для шара после его столкновении с пї-
лей (рис. 4.91, в}:

2
ЁЁЬ мда, (4.3351

ГДЕ

а, = е_ ,старт = шип* “РТР изза)
Решение системы уравнений {4.382)-{4.386} относительно нено-

ыой неизвестной Ізонт;
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грим =агсаіп іш: -цїнЕаіпЁ .мм 2
Проверка единицы:

т иг-м
[Тіиї_п|):|= =11 [фнінс:|=І'МІ 311 Ычикг-с- _:

с
Вычисление:

_1 'аш-ш +(сет-30121)_дзгіпё%]=4нза.ІІ:|:"маис =аш5іП|: 1403

Пшег: крыш =агсеіп[ [и2 - е] )+ Ееіп%]=41°352Ш

М431.

4.69. Лодна стоит неподвижно в етеачей Неде. Человек, находящий-
ен в лодке (рне. 4.92, щ, переходит с нееа на норму. На какое раеетеа-
ние Ѕ сданнстса лодка, если масса человека т = 6111 кг, масса лодки М=
- 120 кг, длина лодки Ь - 3 м'? Сопретинлением воды пренебречь.

ъ т

_і*
І

Рис. 4.92

Дано:т=6ї.] иг;М= ІЁПкг;І.=3м.НаШн:Ѕ.
Решение. Запишсм теорему о движении центра масс:

2 Режші = МСаС:
І

ГДЕ Е Ёнш'. - ПШМБ. ВНЕШННІ СИЛ, ДЕЙСТВУЮШНІ НВ ВСЕ ННТЩІІ НЕІЛЬНЫЕ ТПЧШ;
н

Мг _ масса центра масс; Егс _ ускорение центра масс.

Тан как внешних горизонтальных сил нет, то Центр масс не переме-
щается ІДДНепоаеиисен]+Псьабецнсс свежем с нормойлодкиШис+ 4.92, Щи
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Запншем выражение для абециееы центра маее вдвїи ещнаяя: челевеи
наиедитея на негеъг и на карме ледии:

_ МЬ+тЬ=М(Ь+Ѕ]+т.5-` ИДЕИ
хс- .

т+М т+М

где а - абеинееа Центра маее лвдии.

Решение уравнения (4.38Т) ртнреительне иеиемей 5".

_ ті,
_т+М'

Пррверяа единицы:

[Ѕ]=нг'н=

кг

Шаги-5: ть ,м.
т+М

4.10. Кеемнчееиий иррабль делжен, изменив иуре, двигаться е
прежним пр величиие нмпїльеемр пед углем а и нерваначальнеимд;г на-
правлению (рис. 4.93, а). На иаире наименьшее время 1: нужна вклю-
чить двигатель е еилвй тяги Ги как при атрм нужна ррнентироватьа-еь
двигателя?

'Щ

Рве. 4.93

Дани: р; щ; Е Найпін; [5.
Решение. Запишем аакрн изменения импульса:

ар: Ё-т, (наш
ГДЕ

причем
Р: = д = д (4.3Ё91'!



310 ІІ ГГЩВД 4. ЗдКПНЬІ ИЗЫЕНЕННП И СОХРДНЕННЯ ИМПЪ'ЛЬСД...

Еекторное уравнение (4338] построено на рис+ 4.93, ті
На примоутольного треугольника 0.4С следует:

Г-т . с:_= +а|п-. 4.3912]2 и 2 і Ъ

На {4+39П} е учетом [4.389] следует
ЦЗраіп -

Т І 2 с
Г

Проверка единицы:

кг-м кг -м+с2
[т] = = =

с - Н с-кг -м
а +цОсь двигателя должна Быть направлена под углом [5 = к на-

чальной скорости (рис. 4.93, 6).
2 . Ц.

Рыпї с: В = 'л+о:_
Р 2

4.1'1. Какой путь І. пройдут до остановки санки, имеющие началь-
нучо скорость оп, при подъеме в гору е углом наклона о: {рис. 4.94, то?
Наеестно, что на горизонтальном участке пуги е тем экс коэффициенты
трения санки, имеющие ту экс начальную скорость, проколлт путь 1.0.

Ответы:

Е?
а Й

'І--І-ь'і

ч_,[,'_ь
Ц

п б
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Дано: оп; од; Да Найти: Ь
Решение. 1+ Деннеенне еенок не горизонтальное учеетке цене+ 4.94, о;

Запишен аакон наноненна неканичеокой энергии ллл положений еанок
І н 2:

1он:_Т"=_гт.±т {4+391}
ГДЕ

РТР = итд. (4.39Щ

2+ Денженне еенок е гору (рно. 434, е}. Закон изменении неканиче-
екой анергнн:

тде__=-Ат, (4.393)
где работа еилы трения равна

АП, = РТР] - Ь; (4.394)
где енла трения г", І н аыоота а, как следует на рне. 4.94, а, равны:

РТР] = Щеоаск; (4.395)

л = Ьаіпо.. (4.396}

Решение еиетеиы уравнений {4.391)_{4.396] относительно І.:

2 ее _
23105іпо+оЁ ооаоь

Пронерка единицы:

[2 авіпцд-ш-Ыі- [опал-“і- [душа
д _о1_ог п еІ еІ-ІиІ _.

2
ответ: а: “01"

1310 аіпог. + её еоео: `

4.71. Чаетнца А маееой т, пролетел вблизи другой, первоначально
поконашейеа чаетнцы В, отклонлетел на 1дигол оь. Импульс чаетнцы А
до ееанмодейетанл был равен дп, поеле ааанмоцейеганл етап ранен д.
Найдите маеегіыг М чаетнцы В, еелн ене'гема чаетнцА н Наамкнїгаа.

Дано: гл; ее; дп; д. Найти: М.
Рнленне. Запншеи закон еокраненна нмпїльеа:
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,Б п= Э+Ыу. (мат)
где ЕМ - импульс чаетицы Впвеле вааииелеиетвиа.

Еектернпе уравнений [4.397] построена на рне. 4.95.
Запишеы аакен епкранениа механиче-

Ё екпй энергии:
2 гІ

дЁ _ Р Ы_ -_+ . 4.398
е: щ Ёт Іт ЁМ 'Е }

Ё ні* РНСУНКН 4.95 е пемешые тееремы ке-
Рне.4.95 Синуепв накелим рїё :

від = рё Не _щреава. »иваау
Решение еиетеиы уравнений 114393), '(4399) етнееительне М:

2 :_М=трп +р Ёїпгрееащ'

2

Ответ: М=трё+р ;2р°рсшц, кг
игр*

4.73. Пули массой т летит ее екорпетвш
ип и пробивает тшкелучо доску тплшиней д,
двнщацушен навстречу пуле ее екереетью д]
н [рне. 4.95). С какой екероетью и вылетит __*

і'_пули на дпеки? Сила шпрптнвленни движе-
нию пули вдпеке питании и равна Р. СКП-
рпеть Дпекн Заметки не изменилаеь.

Дана: т; ип; а'; а; Е Найти: е.
Решение. В ееетвететвни е законам еле- Рне. 4.96

экенна екереетей пула вкедит в лпеку е пт-
нееительней екерпетьш

*М
М

Н 'ІҐ

ет" = ип + а, (4.4ПШ
а выкеднт из Дпеки е птнееитепьней екеростьш

пт, =н+н. {4.4Ш}
На ееневанин аакана еакраненил энергии изменение механиче-

екей анергнн пули Будет равна
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2 2
“шт -т”°т =-н: 441122 2 - 11- ў

Решенне енетемы уравнений {4.4ПП}_{4.4ПЁ} отноентельно иеио-
мой ненааеетной о:

о =фїоп +в)2 -Ш -а.
т

`ІІІІ'Івет: о: «ща +в): -Ё -и му'е+

4.14. Снарид, вылетевший из орудия под углом ц к горизонту ео
екороотыо оп, разрываеген на две равные чаетн в верхней точке траек-
тории. Один оеколок возвращаетен по прежней траектории. Где упадет
второй осколок? Одновременно ли упадут оеколки на Землю?

дана: уж: т к” 2- Найти: 52: тм = о?
Решение. Закон оохраненнн импульоа в верхней точке Траектории в

проекции на ооь 0.1: (рие. 4.99, о):

т т

2 2
где щ, - екоростъ енарнца в верхней точке траектории; о., од - скорости перво-
Ш Н ВТОРОШ ПСКП'ЛКП'В В В-ЁРЁНЁЙ ТПЧКЁ ШЁЁШРНН ЁППШЁШНН'П.

Закон еохраненнл анертнн дла нерааорвавшегоея снаряда:

то2 то2_" =_+ тдунш. (440%
2 2

Закон оохраненип анергнн дпл онаряда в верхней точке траектории
(рно. 4.511"і 6):

2 2 2на: тц т итд т_+ =_ _ +_+_ . 4.4а52 тш'нцп 2.2 + Едунцп 2,2 2 Нндш 1: ъ

Уравнения кинематнкн в проекциях на оен координат для нервао-
рвавшегоел енарлда о учетом начальных условий:

о: : о" еоао. : еопвї; (4.4061'

х = оп еоео: т; (4.4ПТ}
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н-у =І.1'пІ еіпес -31'2 (4.403)

11:11" еіпеьг-їггі. {4.4ПЧ}

у ІІ. *Е т й?

Й І її] її ,е
тд тд

а. д.

0 Е
а

у д Е Ё'Ё

ц] Ё _Ёьщ
тд ¦ тд

¦ УЦ
ш. і Х _

о а_Ѕ, --!= 5: =!д'дг

б
Рвс.4.9'?

Граннчные уелевнн (неразернаншнйея снаряд находится е верхней
тпчне траектории):

их = П;

_? = Дюк;

х = 51.
Решение енетены уравнений [4.406]_{4.4Ш) етнеентельнп

І , уши, 51] І
-Ъ'ніш

{4.41щ

_ епеіпщгущ _Т* [4*41Ц

1 + 1пЅІП 11*
їцш = = (4-412113

1 .5 _ и" вылетечітемж+ (4313)
Я
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Псдставляя НАІ 11, (44121 н [4*4ІЗ) в (4.4ПЗЪ-НАПЅ1' и учитывая
(4.406), нахсдни значения схсреетеіі двух ссхелхсв снаряда:

ц = епссЅЩ

и: = 3-11" ссесъ.
Уравнения хннематнхи в пррехциях на сси нссрдинат для первсгс

ссхслха с учетсы начальных и граничных услсвий:

их = -ар (411141
І] = 5', - ср; {4.415}
ву = 11,; (4.416)

2

у = уж -ЁІН (4.4111
где ц - время падения есхелха І.

Решение системы Іуравнений {4.414)-{4.41 Т) дает

Ґ] = сд аіпчхъ

Е
Уравнения хинематихн в праехциях на еси нссрдинат для втерегр

сснцлха с їЧетпы начальных и граничных условий:

их = из: {4.413}

х = 5] +а2г ; (4.419)
ву = -521 (4.42Ш

1

а = унш _ЁЗЪ, (4*411 3.

где г: - время падения ссхслха З.

Решение системы уравнений (4.41 3)-{4.421) дает:

г: = решаштх+
Ё

_ ЗрЁ віпсхсеачх5
2 я

1 .

`ІІІІ'Івет: 1} втсрей ссхслся упадет на расстсянин 5 =Ш, м;
Е
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п аіпсь2] оба осколка упадут одновременно через время г = "_ с после

разрыва снаряда.
4,15, Груз массой т лежит на доске массой М. Коэффициент тре-

ния между доской и грузом равен а. По груяу производят горизонталь-
ный удар, после чего он начинает двигаться с начальной скоростью
оп. Ппределите время, через которое прекратится скольжение груза по
доске. Треннем доски о нижнюю горняонтальную опору мовкно прене-
оречь. Считать, что брусок, смешаясь, остается в пределак доски.

І'д

4.16. Два бруски массами т, и тд, связанные нитью, поднимают
вверк вдоль наклонной плоскости, прикладывая к веркнему бруску т.
снлу Р; параллельную плоскости+ При этом бруски движутся равно-
мерно. Коэффициенты трения брусков о плоскость одинаковы. Най-
днте силу натяжения нити, считая ее непастяткнмой и пренебрегая ее
массой.

`ІІІІ'Івет: т= с.

они: т= т* г, н.
Ната



ГЛдВд 5

ВРДЩАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ
ТВЕРДОГО ТЕЛд ВОКРУГ

НЕПОДВИЖНОЙ ОСИ

5. 1 . Динамика вращательного движення
твердого тела

Рассмотримматериальнуюточку, положение которой относительно не-
которой неподвижной точки Озадано радиус-вектором Р (рис. 5.1, о).
Пусть р - импульс Этой материальной точки.

Рис. 5.1

Момент импульса материальной точки относительно некоторой
точки Пееть векторная величина, определяемая как векторное пропа-
веденне радиус-вектора Р , проведенного из точки П к рассматривае-
мой материальной точке, н ее импульса ,Б {рие. 5. І _ а):

І, = а ,а о. 1)
На рисунке 5.1, о показано построение момента импульса относи-

тельно точки П. Этот рисунок выполнен в предположений, что вектор
р перпендикулярен плоскости чертежа. Вектор І. построен по пря-
вилу пошроения векторного произведения (Р. ,5. Ё образуют прявуно
тройку векторов).
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Проекция ректора Ё на неиоторуіо ось ее, проходяшуво через точиу,
относительно которой определен І. . называется моментов импульса
ПШНШНПІШЬНП ЭШПЁ БЕН:

а = (іР а то
На рисунке 5.І, о построена также проекция вектора момен-

та импульса і относительно оси ц, проходящей через точиу П. На
рисуние 5.1, о представлен другой случай: радиус-вектор ї и нм-
пульс р лемат в плоскости чертежа. Здесь вектор Ё направлен на
нас (перпенди иулярен плоскости чертежа). Модуль вектора момента
импульса

Ь=грапа =Ір1 (5.23.
где о. - угол между направлениями вектора г и р , а 1'= гаіпо. - плечо импуль-
са относительно точки О {т.е. длина перпендикуляра. опушенного из точки П
на прямую. вдоль которой направлен импульс І: }. Точку Оназывагот нсчшам
ИЛИ ЛШЮСЦІН'.

Единица момента импульса в СИ: [Ь] = [г]-[р] = н 1: 'м = ЁГҐІ.
Следует отметитьІ что момент вектора импульса относительно точ-

ин Ё _ вектор, а момент того ме вектора импульса относительно оси
есть проекция на зту ось его момента относительно точки, лежащей на
той ме оси Ьд [т.е. еяшшр).

аналогично определяется момент импульса силы Ё относитель-
но полюса О. Момент силы относительно полюса О есть венторное
произведение

м = га Ё, (5.33.
а его модуль по аналогии с (5.2)

М =!Р, (5.4)

где І'- плечо силы Г относительно точки О.

Единицей момента сил в СН является иыотон-метр [Л = Н * м. аотя
по формуле размерности она совпадает с единицей знергии и рабо-
ты _ дмоулем (Дж).

Дифференцируя выражение (51) по времени, получим
аї. _ ...а о о ар___я + _.а: а 'и На
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Так как по предположению начало О неподвижно, то производная
о? _ иї = о есть скорость материальнои точки, связанная с ее импульсом
І

еоотношснием І: = ошч. Поэтому первое олагаемое равно нулто как век-
торное произведение коллинеарных векторов. Второе елатаемое мож-
но преобразовать с помощыо второго закона Ныотона:

вГ а* ч с __р=_{нш] =тд= Р,
і от ой

где Р _ равнодействующая всех сил, приложенных к материальной точке1

Следовательно,

ат'. , я_ = ,- д 5.5Ш х ІІ 1*

или

а'Е_ = м
о:

Это соотношение называется уралнением моментов: производная но
времени лтненте аниме-со материковой точно относитаеьно непод-
онжноео ночная ровно лшненту Метеугощен' сцен относитеоано того
ЩНЕЧШІЕ.

Уравнение моментов 115,5) можно обобщить на случай произволь-
ной системы материальных точек. Предполагая начало неподвижным,
можно написать уравнение моментов дгш каждой материальной точки,
а затем их сложить.

Следует учесть, что при сложении моментов сил сумма моментов
внутренних сил в соответствии с третьим законом Ныотона будот рав-
на нулю, так как внутренние силы всегда входят попарно, они направ-
лены по одной прямой и направлены в противоположные стороны:
силы попарно уничтожатся и их полный момент Будет равен нушо.

`СШі'довательно, для сиотемы материальных точек

ай_ = м .
Ы: ЕНСШ

ПрошооднднноороненнотлеононтоЩыьсосистемыматериалоных:
точен относительно произведенногоненоденжноеоночтшроенн векторной
ШЕЛІШН'ЕШЕБЕІШІІ'ІШ ПШІШСІІ'ШЬН-ПШШНЕ'І'ШІ'Е.

На [515], как частный случай, вытекает закон сохранены: момента
нлшулъеа: етсен момент онешнш:ш относительно некоторой оси рооон

{5.о}
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щита, та мамаши трасса есть:мастерами-нм: тачек спасением-
нс але-ай шее сен еехранлеитсп.

Если материальная тсчиа аращаетса нс сирумнссти радирссм г
(рис. 5.211, те ее мамент импульса етнсеительнс сси арашенна П [а пре-
енцни на есь 1:71 ] ранен Ь = тип Линейнаа сисрссть с сеааана с їтлсеей
ссстнсшением с = ла и, слелсеательне, Ь = тгдш. Если есирїт еси П
вращается система материальных течеи с сднсй и тей ме їтлсесй сис-
рсстыа ш (см+ рис. 5.2), те

Ь = Етгзш,
где Суммнрпианне пронзнпдитси пп всем материальным тпчкам Системы.

Если ш вынести иЗ-ппд Знаиа суммы, то

ГДЁ

І = Етгї; (5.Т}

І- мпмент инерции системыматериальные тачек.

С учетем (її) уравнение (5.6) принимает вид

а'
Е[Іш)=2мннеш'

Если мсмент инерции системы материальных тсчеи или тнердсгс
тела сстаетса псетспнным, те

Еманеш =І_ или Ем'енеш:І

или и еентпрнпй форме:

ЕЙВН'ЕШ = ІЁ'
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Это осносное уравнение динамики срощотельного движения твердого
тело вокруг неподвижной осм ІП'но напоминает второй закон Ньготона
для материальной точки. Вместо суммы сил Здесь сумма моментов сил,
вместо массы от - момент инерции І, вместо линейного ускорения -
угяоаое ускорание с. Етоформулировка: с енерцощьеоі системе отсче-
ош сумшо моментов внешних сие, действующих но обсоеюитно твердое
Ш, РНІІ'НП'МММШ'І-ІЕШ ІІ'НЕРЦІІІ'ІШШП' ВШШЫЫШ

этой оси, ушноженноії но умовое ускорение.

5.2. Работа и кннетнчвская анергин
при вращатсльном движении твердого тела

Если материальная точка вращается по окруокно-
сти1 то элементарная работа силы І-` при повороте
на угол дар равна (рис. 5.3]

м-ШЅ-оар=мвф.
Такое экс выражение получится и для твердого

тела, так как его моз-кно рассматривать как систему
материальных "поиск, вращающихся с общей уасо-
еой скоростью со. Внутренние силы в соответствии
С 'ІІЗЄТЬНЫ ЗВКП'НПЫ нЬЮТОІ-Ш НЕЦЮЧЗШТСЯ Н ЕЩЕ-
ментарнаа работа внешних сил для твердого тела

'14 = манешсйрі

где Ншш - момент внешних сил.

Кинетическая энергия вращаюшегося твердого тела
1н= 'Е Хан = ё ДМ): = ш? Бас,

їсс2
Ен =_І

2
Вычншіение моментов инерции. При вычислении момента инерции

тела его мысленно расонватот на бесконечно большое число бесконеч-
но малых алсмснтон с массами от. Поэтому в формуле (5.1) сумму

Щ

І =Еонг2 заменяют интегралом І =Іг2гіое Неподвизкнаа ось враще-
П
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ния моисет прояодитъ ная через центр инерции тела {например, оеь
ирашения малоаииа, турбины, ротора электродвигателя и т.д.}, тая и
ние ето (например, ооь ирашения рычагаїг. Для иычиелеиия момента
инерции тела отиоеительио любой оеи вращения имеетея теорема
Пойгенеа - Штейнера: момент инерции І тети относитаеъно произ-
ошонои оеириоен еумнемомента инерции Іп тени отноеитеионо оон, ни-
ртееыонои'" данной и нрщодищеи через центр тиое тени, и нроцтеденин
миееы тени т ни ннидритриоетоинин итеждуоенни І- Іг+ тиІ.

Е иачеетае примера вычиелим момент инерции однородного диеяа
радиїеом Еотнооительно оеи1 перпендикулярнои и плоеиоети диеиа и
проходящей через его Центр '[рие. 5.4}.

о'ї- 03'

д .

п'а О:

Рне.5.4

Рааооьем диеи на Бееионечно тоиине кольцевые елои е внутренним
радиусом ги наружным радиусом г+ о'г. Объем таиого елоя раеен

и'Р' = о2иги'г.
где о- толщина диоиа.

Момент инерции воего диеиа определяется иитегралом І =Іг2ет ,
где маееа раеематрнааемого елоя равна а'т = ра'У.

Еычнелим интеграл

тд:
2 Ё

Ё н ҐЗ к

т = І грьзподиг = апрь]дог = зпрьїІП =
І_'І о

где маеоа диеиа т =1тдзор .

Нтаи, момент инерции однородното диенп отноеительно оеи Ш, пер-
пешииїляриой и тшоеиоети диеиа и проходящей через его центр., ранен

тд1
І = . 115.3

2 }

Момент инерции диеиа отиоеительио оеи С? С? в еоотаететвии е тео-
ремой Пойгеиеа - Штеииера равен найдеииомї нами моменту инер-
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ции 1:53] относительно оси, проходящей череа центр диска1 пліос гайд
[расстояние мехшу осями ПП и 00 равно радиусу диска Ю:

_ тд:
_ 2

В таолице 5. 1 приведены формулы для еычисления моментов инер-
ции.

І Ной?2 =ётН2.

Таблица 5.1
Форнуш для вшшсления моментов ннерцнн

Тело Положение оси Момент инерции
Польтй тонкостенный цн- ІП'сь симметрии І = тдг
лнндр {обруч} радиусом д
Сплошной цилиндр {или ІПсь симметрии І 1
диск} радиусом Е І =итд
Прямой тонкий стержень ІЕйсь перпендикулярна к _] 1
длиной і стержніо и проходит через І = [-2 ті

его середину
Тегг же стержень ІП'сь перпендикулярна к І 2

етержнъо и проходит через І = _ т!
ЕГО КОНЕЦ

Шар радиусом Н ІПсь проходит через центр 3 2

Тот же шар Ось проходит на расстоя- 2 І 2
иииа'отцентра шара Ґ=т[їд Ні ]

В таблице 5.2 дано сопоставление основных параметров и уравне-
ний, определяющих вращение твердого тела вокруг неподвижной оси
и его поступательного движения (прямолинейного двнткении матери-
альной точки).

Таблица 5.2
Севеегишіенне еевевннк параметров дшэкешш

Поступательное двнзкение Вращательное движение
Масса пт Момент инерции _г

ІСкорость _ до 1і'ийиовая скорость _ до
и =_ Ш =_

ей ей
1а'скорение _ д-р 1і'ийиовое ускорение _ др,

а = _ Е =_

Щ І
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Пкончоннв

Поступательное двнвєение Ввашатедьное движение
|'Сила Ё- Момент силы д? =д
Нмпульс у. = ті Момент импульса Е = Е к 'д

Пеновное урав- Ё = тд ІЕЪсновное уравнение м =д
нение дина- д- динамики _ е
михн Ґ = її Н =Ё

Работа м=ў15 Райт м:д}.аї"

Кннетнчесхая ти: Кинетнчесхая анергнв _;ш:

вет Е- =Т Е- =Т
їсловне равно- 2 '5:0 Условие равновесия ЕЁ:
весня а2в = п

5.3. Условия равновесия твердого тела

Необходимые н достаточные условия равновесия твердого тела отно-
сительно ннерцнальной системы отсчета [НСОїп

Н векторная сумма всех действующих на тело внешних снл равна
нулю:

І=пвеоі
т=|

или апгеоранчесхая сумма проекций всех действующих сил на оси хо-
ординат равна нулю:

а'=л г=л2н=ш2а=ш
ІІ] [ІІ

2] сумма моментов всех действующих сил относительно любой оси1
неподвижной относительно ИСО, равна нулю:

Ем=н
Вовмохсны Три вида равновесия: неустойчивос, бсароавнчное и

устойчивое. При неустойчнвши равновесии в иволирпввнной консерва-
тивной системе потенциальная энергия системы максимально, устой-
чнвом - меншидвьно, осарошнчнши - не зависит от положения шее.
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5.4. Решение аадач пе динамике
еращательнеге движения твердоге тела

5.1. На еднередный цилиндр маееей
т. = Ш нг наметан шнур, и иенцу иетереге
привязан груз маееей т; = 6 нг. Груз етпу-
еиатет. Найдите уеиерение а груза. Маееей
шнура, трением и еепрртивлением вещгиа
пренебречь.

Дана: гл] = Ш нг; т; = 6 на Найти: я.
Решение. иЕдешешяема груа1 заменяя дей-

ствующие на иеге тела еиламн: Землю ааа-
меняема еилей тяжеети пдд, шнур - еилей
натяжения Т+

Груз движетея е уеиерением а (рие. 5.5.]
Ось ердинат направляем пе усиерению _р ,г
груза. Запишем втерей ваиен Ньютона для тд І
груза в проекции на еев ПУ.

пдд-Т: дате+ (53)
Запишем ееневнее уравнение динамики вращательнеге движения

цилиндра в прееиции на еев ф (ееь ф евяаана е Землей, направление
ее ееетиететвует «правилу прявпге винтаа [при вращении цилиъщри
[вращении етвертищ винт е правеетеренней резьбой идет на нае - на
чертежа ате представлена течией в кружечке)

Хит = а. (ани
где МФ - преегшня менента еилы натяжения шнура Т на ееь ф ,

Т

Рне. 5.5

мп, = ТН: [5-1 Ц
Н_ вааще шшницва.

Мемент инерции цилиндра етнееи'гельне еен вращения

2

а: “Т , (5.111
углпвее уяиерение а евяеенп е линейным уеипреннем я:

[5.124Б:

аа
Іи
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Решение системы уравнений (БЫ-(5131; относительно искомой
величины а:

о= _2тїд .
2:11; +в:|

Проверка единицы: [а] = Ш= [3] =їг
[т] с

Вычисление а =Ш - 5 35ЁІ 2-6+Ш а с?

ошетш-Щ =5,35 ї.
Ётд + т' 'с2

Эту задачу можно решить также е помсшыо закона сохранения ме-
канической энергии. Механическая система «цилиндр-шнур - грус-
Земпяа вамкнута: нет внешник снл [сил трения и сил сопротивления
воздуха). В положении І (рис. 5.6) груз неподвижен, механическая
анерптя в атом положении равна три (начало отсчета потенциальной
анерши - положение 2}. В положении Емеканическая энергия равна
кинетической энергии поступательного движения груза н вращатель-
ного движения цилиндра:

лев2 ,На2
*РІ-8*: Т+Т› (5-14)

где момент инерции цилиндра Івычисляется по выражению (5.12), а угловая
скорость связана с линейной уравненнем

(5151*а = ї.
Н

Грув спускается под действием постоянной силы. следовательно,
его движение равноускоренное. Ій'равнения кинематики для линейной
СЕПРПБ'П'ї РН СНЁЩЕННП Й НН'ЕЮ'Т ПНД:

а=аг, (мы
2

в-%.[5.1т}
Решение системы уравнений (5. І4}_[5.1Т} с учетом [5.1Щ:

Ётгас=_.
21тд+яс|
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5.2. Груз В массой М. приводит в двиэкение цилиндрический катск
А массой Му и радиусом г при помощи нити1 намотанной на каток+
ІЕїіпределите ускорение груза В, если каток катится без скольэкения, а
коэффициент трения качения равен 11. Массой Блока П пренебречь
(рис. 5.Т}.

п ІІГ

Рис. 5.6

Дано: МІ; Мг; 11.11. Найти: с.
Решение. єВьІделяемь груз В и цилиндрический каток А: азаненяемь

нить силой Т, Зенліо - силами МІЅ и Мгц, опору катка - нормальной
реакцией опоры ІЧ и силой трения качеиия Ртрщ.

Записьтваен кгорсй закон Ньютона в проекции на ось у для груза В:

М,3-Т:М1с, (5181*
где о -Ъ'Скорение

Для катка А записываем основное уравнение вращательнсго дви-
экения твердого тела в проекции на мгновеннукз ось вращения, про-
кодяшуІо через точку С:

Мдг с
Т'ІҐ-м]3'!тр=[Т+М2Ґ]'2-г. [5.193'

Решение уравнений (5.18), (5.191стнссительнс с:

мІ _МІЬЕа: _2г__
ЗМ2 +¦'3.1"И'1
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5.3. Тонний жеетиий обруч маееой т радиусом Н, оетааааеь а верти-
кальной плоеиоети, енатываетеа без проеиальэываниа е горни высотой
и = Не Определите енлїїпрут'оети, нозннианэщтв а обруче а результа-
те его вращения, в конце епувиа е горки (вне. ЅЛЪ

142

Рне. 5.8

Дано: т; Н; л = ЭН. Найти: І
Решение. Запншем эаион сохранении механической энергии для

положений обруча І (на горие] и Дв конце спуска е горки):
2 Ё

тив + л) = Іё+тї+тда (ада)
где момент инерции обруча І равен

І = тНІ, (5.11)
линейная еиороеть обруча о еваэана е угловой скоростью ш соотно-
шением

в - Вы. (5.12)

По уедовиіо Задачи

а = ЕЕ. (5.13)

Для того чтобы определить в конце епуена еилу І;.гпр1ъ,ггоети в оорїче,
вьщелим малый элемент ат обруча, заменив автчїїцжвшенніиизнъ чаеть
еилами їпрїгоетн Т. Этот элемент обруча в отноеительном движении
вращаетеа отноентельно центра П е угловой еиореетыо ш и е нормаль-
ным ускорением нд. Запишем дла него второй эаион Ньютона в про-
екции на оеь Пї:

э тапё = этап, (ааа
ГДЕ
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ад = шгд, (5151*

дт=Ё. (5.215:
Іп

Решение еиетемы уравнений (5.20}_{5.26) относительно иекомой
неиааеетней Т.

ЕЕ:
'ТС

=Н.Проверка единицы: [Л = [тПЅ] = Не"е
Птнет: Т: Ё Н-

'П

5.4. Доека маееой М лежит на днук одинаконык цилиндричеекик
каткак маееой т каждый. Дооиу начинаъот толкать в горизонтальном
направлении е еилой Р, и еиетема прикоднт в движение так, что про-
окользыванне доски по каткам и каткон по пооеркнооти ото1.1'г'.::то:5ие'г+
Определите ускорение доеки (рие+ 5.9}.

Рис. 5.9

Дано: М; т; Р: Найти: о.
Решение. По законуг изменении механической энергии

Ми2 Не]
+ 2_, [ЅЩЧ

2 2
где І_ пїгь, пройденный доокой за время г, о _ екороетъ доекит которїто она
НН'Ё'ПНЛН ЗЕІ. НрЕМН Г, І_ НПНВНТ ННВрЩ-ПЪ'І КНТНПН СІТНПСНТ'ЕЛ ЬНСІ ЫП-ШНЕННЫІ ЦЕН-

трон вращения С. и Си; е _ углов-ан екороеп- каткоа.

Н:

Е еоотнететвин е теоремой Пойгенеа - Штейнера

г= “_*тд =_тг=, газа:

ГДЕ Г - ПЕДІ-'ІТЁ КНТЁПВ.
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УГЛПЕНН СКПРЩТЬ КЕТІЁ'ПВ СВЯЗВНЗ С ЛНН'ЕЁНПЁ СЁПРПЁТЬЮ ДПЩЁН С І'Ш-
НПЩЬЮ БНРНЖЕ-ННП

еш =__ 5.19ІҐ Е ў

Уравнения кинематики для лееки маееей М в преекции на ееь Пх.

и: ат; [ізш
1

г=%. [5.3111
Решение уравнений (5.27]-(5.31] етнпеителъне п:

-І

а = Г[М+Ёт] .4

Проверка единицы е:

_ Н кг-м м
[а] _ _ І 2 =_1.

кг е -кг е

Ответ: а = Г{М+Ёт}" її.
4 е

5.5. Деека маееей М пелеасеиа иа два единакевыя теикеетеннык
Цилиндрическия катка маееей т кешатяй+ Катки лежат на гериаен-
таленей плеекеети. В начальный мемент времени енетема наяедилаеь
е пекее. Затем к дееке прилшкили в гериаеитальнем направлении еищ,г
Р. Найдите їекерение деекн и еилрг трения межщ.г катками и ,шшекей+
Считать, что преекальаывание етеїтетвует.

Дина: М т; Е Найтн: а; РПЦ; Рид.
Решеъше. Пе аакеирг изменения меканнчеекей энергии (ем. рие. 53]

1 2= М" +2^`гіт [азы
2 2

где І _ пртв1 прейцениый деекей аа время г, е _ екерееть де-еки_ кетврїте ена
НЕЁПЕЩН За ВПВНЛ Г, І_ МПНЕНТ ННЁВЦНН КВТЮП'В 'ПТНЩНТЁЛЬН'П' МГН'ПБЕННЬП'І ВСЕЙ

вращения СІ и СЕ; ш _ углееая екерееть каткее [ешееительие мгневеииык
ееей вращения С. и СД.

Н

В ееетвететвин е тееремей Гюйгеиеа - Штейиера

І= тгд + тгд = 2тгд, (5331*
где г _ рации: каткев.
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Кинематнчееиая евяеъ утлееей еиереети ш натире н линейней еие-
реети и деени

н =Ё. (5.34)
Ґ

у =нг. (5.35)

Уравнения иинематини для деенн маеевй М в првенции на ееь Пя:
1

г=ё [азы
где я - уеие-рение дпени.

Решение уравнений (5.32}-{5.36] етнеентельне я:

Г
М+М.

Н нг- м м
Проверка единицы в: [в = _ = І = _2.

нг е ~иг е
Для нахождения еилы трения РФ. между натнпм н дпеяпй Запншем

ренпвнре уравнения динамнин врашательнпгп движения катка ртнп-
ентельнв мгнввенней ееи вращения С] (рис. 5.1Щ:

Іе = М, (5.33)

где углевпе уеиврение яатиа е евяванв е линейным уеяпрением ,апеяи
яннематичееинм еептнвшеннем

а: (авт)

(5391*

Рне. 5.10

Мамент еил птнреителвнп пен С.:

м = гггт. (вне)
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Решение системы уравнений {5:ЗЅ}-(5.4П) е учетом (5331:, [БЕН
относительно РТР.:

тГДи -_.
ДМ+т1і

Проверка единицы Рю.:

кг-Н
[Еду] = = Н+

Г ї_ тҐ
Ответ: о= Р І =_ Н.М+т с2 1 ш 2[М+т}
5.6. По наклонной плоскости, составляющей с гориаонтом угол

о: = 3121:", скатываетсл Без скольжения сплошной олиородный цилиндр,
масса которого равна т = ЗПП г. Найдите велнчину силы трснив цилин-
дра о плоскость (рие. 5.11).

Дано: о. = Эт; т = 300 г. Найти: РТР.
Решение. Птсутствне скольвсении ооеспечиваетсн действием со сто-

роны наклонной плоскости на скатыватощийса цилиндр нормальной
реакции ІЧ и силы трения БТР. Выбираем инерцнальнуъо систему от-
счета: систему координат хПу свааываем с Землей. Запншем теорему о
двнэкеннн центра масс в проекции на ось Пас

тдвіпо: - ГП. = то, [БАН

где и - ускорение центра масс {центр шшиндра}.

Запншем основное уравнение врашательного двиэкеннв цилиндра
вокруг мгновенной оон вращения С:

ггндвіпсс= Ів, (5.421:
где г- радиус цилиндра., І- момент инерции цилиндра относительно оси С;
с _ утловое ускорение шшнндра.
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Момент инерцни цилиндра относительно оси С в соответствии с
теоремой Гнойгенса - Штейнера равен

1

г= Ёыд =Ёмд [мы
Угловое ускорение в цилиндра связано с линейным ускорением

центра масс цилиндра кинематическим соотношением:

в = -. [5:141*
Г

Система четырех уравнений (5.41]-{5.44} с пятью неизвестными
(РП, о, г, І, е] с первого взгляда не является замкнутой. ІІЗІднако она
автомодельна {ннвариантиа} относительно г, т.е. не зависит от г (при
решении гсокрашается). Решением зтой системы уравнений относи-
тельно Ртр будет:

1 .РТР = Етдыпсх

Проверка единицы Гтр: [РТР] = “Ґ = Н.
с

Ответ: Рт= Ётдаіпсх* Н.

5.1. На концах и в середине стержня длиной І расположены одина-
ковые шарики. Стержень ставят вертикально и отпускают+ Пренебре-
гая трением между плоскостыо н нижним шариком, а также массой
стержня н диаметром шариков по сравнению с длиной стержня вы-
числите скорость верхнего шарика в момент удара о горизонтальную
поверхность (рис. 5. І2, ду

Рис. 5.12
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Дано: І. Найти: ци
Решстшс. Так как горизонтальных сил нет1 то центр масс системы

движется вертикально. В момент удара верхнего шарика о горизон-
тальнуто плоскость скорость нижнего шарика В равна нуліо. Следова-
тельно, только в зтот момент точка Н является мгновенным центром
вращения. Закон сохранения механической энергии для положений І
и Ззапишем в виде (рис. 5.12, д)

3 га*
- тгт' =_ [БАН
2 2 `

где т _ масса шарика; 3 - ускорение свободного падения; І - момент инер-
ции стержня относительно точки В; а: - угловая скорость вращения стержня
вокруг точтзі В.

1

г = ай +% =Ёаяї [зльъ
Линейная скорость к. верхнего шарика в момент его удара о гори-

зонтальную плоскость связана с угловой скоростыо ш соотношением
ад = йа. [5*471*

Решение системы уравнений {5+45}-[5.4Т] отностельно искомой и.:

ци = 2- % .

Проверка единицы он:

1а1= Лаи1=1ІЁ=Ё
Птвстшд=1іиї Ё.

5 с
5.8. Пднородный цилиндр радиусом Нскатыаается без скольжения

с наклонной плоскости, составляющей угол а с горизонтом. Угловая
скорость врашения цилиндра щ. Найти время т, за которое угловая
скорость цилиндра возрастет вдвое (рис. 5.1 31,.

Дано: Н; сх; топ; со = лшп; и = 2. Найти: т.
Решение. В соответствии с теоремой об изменении кинетической

знерши

дЕмех - Аниеш; [5-431'
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ІІ:іІ-і!'ї'›|.||::ш = Вией _ Енсх; [5*«493'

і'ш2 ти2Еш = _” _П; ен]1 2 "' 2 Ё 1*

в = ЦЩҐБШЕ- [мыней 2 2 1 І

Аинеш = тЁь, [ЁЅЁІІ

где Ещ - механическая Энергия; Ашнш - рабйта внешних сил (Сил тимати);
1:- - еиереетъ питательные движения системы центра масс [Цеъп'рн масс
цилнндрин ш - мае-За цилиндре; І- мемент инерции ЦнлнндраШнпеигельнп
Центре масс.

Рне. 5.13

Менент инерции равен

І= “ї (5.531
Кинематичееиаи связь линейной и угловой скоростей:

ц] = шок; [5.541*

п = пшп, К. (1551*

Не рнеуиие следует ечееиднее геометрические ееетнешенне

І: = Ыіпп.. (5561*

Уравнения иинеметиии:

Ь= пдт+щї2; [5.5Т}

п = но + щ. [5.5311
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Решение замкнутой системы уравнений (ЗАЩ-ЁЬЕ] относитель-
но искомой неизвестной 1::

т = звш,(в-н _ зяш,
Здэіпот Іувіпц І

Проверка единицы
к _ 2

[1]: [ ][ш0]=м с =

[а] м-я
зиш,Шпетп= _
Здмпо

Прмнгчпяае. Так как на скатывающийся цилиндрдействует сила тре-
ния, то может воэникнуть вопрос, почему не учитывается работа силы
трения+ І[Эггвет на этот вопрос заключается в том, что при отсутствия
скольжения снла трения приложена к тем точкам цилиндра, которые
лежат на мгновенной оси вращения. М гновенная скорость таких точек
равна нулю, а потому приложенная к ним сила трения сцепления РТР
работы не производит и не влияет на величину кинетической энергии+
Роль РП, сводится к тому, чтобы привести цилиндр во вращение и обе-
спечить ечнстоеэ качение.

5.9. Обруч радиусом и] скатился без скольжения с горки высотой
й = кт. Пренеорегая потерями на трение, найти скорости и ускорения
точек А и В на ободе обруча.

Дано: І: = кт;т.Най1н:щ;од; ад; ад.
Решеіше. Запишем закон сохранения механической энергии для

положений І и Ирис, 5.14)

Ішз ншётвід+аі =твгп +Т+Т. (5.59)

где т - масса обруча; І- момент инерции обруча,

І : тег , [іощ

ш - угловая скорость обруча вокруг точки о; щ, - линейная скорость.

Кинематическая свяэь ш и о:

оп = ждет _ [5.о1}

Решение системы уравнений (5.59)-[5.6І} относительно оп:

Нс=д
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.
.
.
І
-
І
Д
І
Д
І
-
І
ф
і
-
І
-
І
д
і

|
| І | І | І | | І

Рис. 5. ІІ

Запншем закон слежения скоростей:
там = ты" + тиф. [5.6211

Для Тачки С{рне. 5.15]

так = П; тщ, = тп.

Рне. 5.15

С учетем этегп выражение [5.1521для течъш Спрнмет вид
П = чт" + тп.,

'Откуда 1\"~11|тн = _їП-
Абеешетнен [етнеентельне Земли) ееерщтть течъш В

ївж -їн -їп + та.

Модуль ее

нд = *Нид- +иЁ =ипЛ = ,123%
Для ебеелютнпй енереетн точки А получаем енелегнчнее решенне:

нд = 423.!1.
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Уекорения точек В и А - нормальные (центроетремителвныеїр1 оди-
наковые по модулю:

_ =ї=@_
НПЗ _ или. ВС Ц)

Направления екороетей и ускорения видны на рие. 5.15.

Пчвет: о,ІІ =ед =Шміе; я"Е =аті = “ЁЅЬ міеї.
П

5.111. С наклонной плоокооти одновременно начинают еоекапвзыватв
оруеок и екачыва'гьея без проскальаывания обруч+ Определите, при каком
коэффициенте трения р. между бруеком и плоокоетыо оба тела будуг дви-
гатьоя. не оошняя друг друта+ Угол наклона плоекоеги к гориаош'у од.

Дано: о. Найпі: р.
Решение. Для двук положений обруча (рие. 516, п} І и 2 напишем

закон еокранения энергии, причем еила тяжеети едееь будет оилой
внутренней:

лиг: Не!
=_ _ $153та* 2 + 2 . І }

где

І=тН2; [5.64}

1251551*

Н г
гтя2 Н

2 І:
. П- 1г

г 'Ґ 'щ
о б

Рне. 5.16

Для двук положений бруека І и 2 (рис. 5.15, о) аапишем закон на-
меиения механической энергии:

1"ШТ-мда: игр, даем
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где работа сил трения

й= _ _ 5.6?АЦ, шепот к ъ
Решение системы уравнений (5.бЗ)-[5.БТ} относительно р:

_Щи - 2 -

Птвет: р. = ЩТЦ.

5.11. На горизонтальный диск, вращающийся вокруг осн с угловой
скоростью ш І, падает другой диск, вращающийся вокруг оси с угловой
скоростью шд. Моменты инерции дисков относительно оси врашення
ревны соответственно І. и Ь. Оба диска при ударе соегшяюгся друг с
другом {При помощи острык шипов на нк горнаонтальнык поверкно-
стяк). На сколько изменится общая кинетическая знергня вращения
снстемы после падения второго диска? Оси вращения днсковлеткат на
одной вертикали+

Дано: си; под; ІІ; Ідт Найти: оЕр
Решеъшс. По закону сохранения момента импульса

І1ші+ Ідшд = (ІІ + Інше, [ЅЬЩ
где о - угловая скорость вращения обои-я дисков после ня сцепления.

По закону изменения кинетической знсргии

ив2 тъгіси2 Ідсоё
ЬЕК ={І|+І2]ї_{Т+ 2 Ъ. [ЕЦБЧЪ

Решение [ЅЬВЬ (5.69) относительно оЕк:

дЕк = _ ІІІ'ігдгЁ'ї'Н _'5'3'111
2{[| +[11'

ШТ: 'ЕЕ =_Щ
'“ 2Н1+121

5.12. Жесткий стерткень длиной І= 0,5 м и массой М= 1,0 кг моткет
свободно без трения вращаться вокруг горизонтальной оси П. При про-
ковгденнн стерткнем вертикального полоткения с угловой скоростью
топ. он своим ниткним концом ударяет по гладкой пооеркнооти Кубика
массой я: = [1,1 кг, который после абсолютно неупругого соударения
начинает двигаться в плоскости рис. 5+ [7, о. 1Іг'глоаая скорость стерткня
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шп = Цішннн, где шннн - минимальная гглеаан еиереетъ, при матерей
етерэнень еееершит пелный аборт: Определите: Н енерееть кубика
пееле удара а; 2] маиеимальный ушл етнлененил етержнл пееле удара
Іатм; 3] изменение менаничееией энергии еиетемы дЕШ.

О

ы- їаїщш

тдяш/А
а а

Рне. 5.11|І

Дана: г'= 0,5 м; Ы= ІД иг; т = [1,1 кг; шп = Одшннн. Найти: а; тыщ;
ЬЕШ.

Решение. Запишем ааиан сохранения момента импульса в прпеи-
ции на ееь й{рие. 5. ІТ, б):

Ішп = ІІЩІ, [ЁЁЩ

где мемент инерции стержни етне-еительне ееи Ода ееїдаренин І
мг

=Т,

мемент инерции еиетемы «стержень-кубика паеле еаїдаренил І.
2д = %+т:2, шаг,

[5.Т1}

1дгглепэнаа еиерпеть етершинл шп ееглаене їелпаиш задачи

шп =П,5шннн , (5551*
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где они" - минимальная угловая скорость, при которой стержень совершит
полный оборот. Эта скорость может быть ямчнслена на закона сохранения
энергии., ааписанного для двух положений Іи 2стержня (рис. 5.1?1 он

2

му оы+ д”“Тшцнн-= нд ш. (514)
Скорость кубика и нижнего конца стержня после удара

и =о1иІ -І. (5355)

Решение системы уравнений {5.?П)-{5.Т5} относительно а:

=_Ш. (ела)
1+1,5ї

Н
Проверка елиницы:

[И] = _
Вычисление:

_\}1,5-,›,ЧЕІПЅ_ м_Т _ 2,47 Е.

1
Максимальный угол отклонения стержня после удара илиш опре-

лслим из закона сохранения энергии, ааписанного для положений
стержня Зи 1Ирис. 5.І'?, г):

1+_

І Ім: ІЫ -+_= М і--соа , 53?3-2 2 Ѕ[ 2 фІпІЕІІ-П] І: }

Нгде ш = ї. (5353)

На совместного решения (5.?4]-{5.?8] следует

Ешф - 1 _ 1 .і
“Ш 2 ш +м): '

Вычисление:

1 1з псовот: = 1 - = 0,59 ==~ сршц. = 54 .ї'пнїщ1
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НЗМЕНЕНН'В НЁІНННЧЕСКПЁ ЭНЕРГНІ'І СИСТЕМЫ:

2 2

=-л{д -ПЅЫШ-Мд--[І-їсоатшс]-Ё. (5391*

Подставлаи в [ЅЛ'Щ (534), {5.?1], 115.?21, (536), {5.Т3], получаем

дЕш = Мтддтйгп'
4{Ы+т}

Проверка единицы:
кг- кг м м- кгаЕЩ _ = _г 1- с; дж

Вычисление:

Ы; =Ш=0152 дж
'Щ 4-1:1+п,|;.2

1,1 ,5 г' 2Ответ: а=і=14ї Ё; срцш =агссоа Ь* =54°;
т с 2{Ы+т]І+|,5ї

“и __Ытді[т+5м} _0 52 Дж
=1-(1'и'+.1'и}2

5. ІЗ. В системе, показанной на рис. 5.13, о, однородному диску со-
общили угловуто скорость вокруг горизонтальной оси О, а затем осто-
рожно опустили на его верхнюю точку конец А стсрзкнн АОІ так, что
он образовал угол о: = 45” с всртнкалыо. Трение имеется только между
диском и стердкнем, его коэффициент р = 0.13. При одинаковой на-
чальной угловой скорости при вращении диска по часовой стрелке
он сделает до остановки и] оборотов, а при вращении против часовой
стрелки - и: оборотов. Найдите отношение и'іид.

Дано: о. - 45“; р = П,13;п1;п2. Найти: пылу.
Решение.
1. Вращение по часовой страакс (рис. 5.13, с, 5). Бьщелиеьі диск. Его

внезапно привели во вращение с угловой скоростью ш в направлении
двизкеннн часовой стрелки {рис. 5.13, со. Иа атот диск действует стер-
женьс силами Ет] {сила трения) и Ні (сила нормального давления). По
условию диск останавливается, выполнив и] оборотов. Запишем закон
изменении механической энергии:

оЕ

Ішї_ = АТР., (ана)
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ь і н ..-
Г' __ І ___-'Ё.г ` -ї' ч

,и
е

Рип. 5.18

где І - иеыент инерции диска, равный

І=Ё; (ани
2

М, Е - ееетвететвенне масса и рашіїедиска; АМ - работа трения., равная

А"ІІ =-Ртш +2пНп'. (5.32)

Нзелируеи штангз'г (рис. 518, 5). На нее действуют Земля е еи-
лей тнжеети тд и диеъ: е еилами Н, и Ґтї. Запншем їелевне ранне-
веенн стержня _ еуима менентее еил етнееительне тачки П. равна
нулю:

щёаіпц+їшіееац- НІЬеіпе: =П. (1531*

ЕНРЕІ'ІІЕНІ'Ш Для СШТЫ 'ІРЕННЖ
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РТР] = рНІ. (5.341ь

Решение системы уравнений {5.БІ})-(5.Е4} стнсснтельнс щ:

_ Мдшгіїаіпц - рспащ
4ттртдаіп а: І (5351*

2. Вращение нрстиа читай стражи (рис. 5.13, а, а).
Бьшсляем днсн (рис. 5.18, а), на негс действует стержень е силами

Ешу и Ну. Зансн иаменення механичеснсй энергии:
202% = АФ? цены

Работа сил трения в атсм случае равна

АФ: = _атррзпапг. цвету
Условие равновесия стержня (рис. 513, г}:

тдЁаіпц-Ртдіссац- НІЬаіпц =ІІ]'. (5.33)

выражение для силы ТРЁНня:

Решение системы уравнений [5.86}_{5.89) с учетем (ЭВП стнсси-
тельнс нд:

_ Ыдшїаіп а; + рссесъ)
4ттртдаіпц І

(ааа)

Ненсмсе стнсшение найдем, псделив (5.83 на (5.90):

Ё=Ш =|]17}'_
Нд ІЕЦ+Н

сти: і =Ш = а, тт.
н2 ще: + р

5.14. Пбруч радиусем Н раскрутили асируг егс сси де углсвсй сес-
ррсти ш и пеставнпн затем в угол (рис. 1119, а). Кеэффициент трения
между стенками утла и сбручем равен р. Скслвнс сбсрстсв сделает сб-
руч дс псяней сстансвии?

Дана: д; ш; уц Найти: н.
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Рне. 5.151`

Решение. Закон изменения меканичеекой энергии:

і'иїаІ 2
п-Т=_І:Ртр]+1гтр2]* ппц [5'911'

где І - момент инерции обрїча:

г = тяг; (5.92)
На. КТП-__. - еилы треньшч НІ; Н: - нормальные реакции опоры (стенок угла).

Силы тренни

ггг] = 'дни [5-931'

а: чин- оао
Уравнения динамики а проекциак на оеи координат:

-тд+Н| +Рт2 =П; [5-951'

Решение уравнений {5.9|]-{5.96} относительно л:

Н _ НШЧІ +ин
4т=ащ1 +Щ

Проверка единицы:
2м-е

п = = 1_[ 1 с; _м
“_ дшїіїшзї

4тгаші1+н1Ґ
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5.15. На концак стержня, массой которого можно пренебречь, аа-
креплены грузы массамн т и М. Середнной стержень опнраетса на
жесткую подставкув Е начальный момент стержень расположен гори-
зонтально, а скорость его равна нуліо (рнс+ 5.2П, с). С какой снлоії Р он
давит в атот момент на подставку?

с- б І

х' н, Н: в н 1*кт+
'П т; й Щ+І,1 _ЁІ'ЧІІ а П'

В Є

Рис. 5.10

Дано: т; Ы. Найти: Е
Решение. Запншем основное уравнение вращательного двнженни в

проекцнн на ось їр для системы, представленной на рис. 5.20, 6:

г т* а:
'І тік 2 і т) 4 І, , І 1*

енаолируеме паузы т и Ы, заменяя соторошсниыса Земліо н стер-
жень соответственно снламн тд, МБ, Н] н Нд (рнс. 5.20, а). Запншем
второй закон Ныотона в проетщнн на оон ПД и Пхї:

Ні _т3=тд'_: [БЦБ'ЕІі

Мд- Нд = Мог [53%

снаслируемь стержень (рис. 5.20, до, сзамениев взаимодействую-
шие с ним грузы силами Ні и Нд, а жесткую подставку _ силой Н.

Запишем условие равновесия стержня а проекции на ось Пу:

Н - Ні - Нд = П. {5. ШП)

По третьему закону Ныотона

Р= -Ы, или Р= Н. (5.1111)
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Решение еиетемы уравнений {5.9?}-[5. [Ш] ртнееителвне` Г:

= 4Нт3
М+т'
2-1.“Г 'Ё = н.

иг-е

Р

Преверва единицы Р: [17]:

`Егшет: Р=Ш Н.
Ы+т

5.16. Трниий еднерадный етернєвнъ дпиней іи маееей т иладетеа
еимметричне на две оперы, раеетаание между иетррыни равна` а. Пдну
на епер убирают+ Найдите еилу реакции ветавшейен епрры в первый
цемент времени {рив+ рие+ 5.21, щ.

_р.
у Ф П

т' _Ґ
где

:: а '.-. 'г

а б

І+а І-а

_ 2 _ _ 2 _
На Щ
Іі

-.: :::.'::' 'а
ЫІІІ. из* І Н

1 І' ,1,11 'г. а. тм "в и! 1**
В 3

Рне.5.21

Дана: І; т; а. Найти: П.
Решеіше. Запншеи ееневнее уравнение вращательнегр движения

твердргр тела (рднеррднргр стержня, маееа иртррргр ееередртрчена в
Центре маее] ртнрентельнр реи П в прпекции на рев 515 {рне. 5.21, б):

ШЕЁ: ІЕ, {51ЁЁ}

где мрмент инерции стержня ртнреительнр реи П в ерртвететвии е терремрй
Пригенеа - Штеинера равен
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2 2
І =Ш. 15.1034

12
На 11511111) н 11511113) наледнтса углееее менерение стержни при ара-

шенни еге епнруг еси О:

_ 1531:
_ Ё +Зе'2 І

енаелируема левую и правую части стержни, пеместиа на массы
е центры масс и саамеинеа аотбрешенныес тела силами: Землю - сн-
ламн на; и мда. а части стержни - силами Ы1 и П {рнс. 5.21, а). Танген-
цнальные ускорения частей стержни а1 н а; связаны с углееым ускоре-
нием сеетнешеннлми:

але-4;

а =е_' {5.105}

П
а: =ЕТ. (5.1061'

Запншем етерей аанен Ньютена для ебени частей стержня а пре-
енцни сестеетственнс на еси у] н уд:

щд- Ні = та'; {5+ШТ}

Н: -тдд = тад. 1111031*

Массы частей стержни т] н т; найдем на сеетнешеиий:

ті =р"+Т“; (шею
І-п

На =РТ± 1251101*

где линейнаи Мптншгь материала тржни

=-, 5411Р І, ІІ 1*

енаелирїеме `[аааыаелимщ стешиеньІ аааменииа еотйрешенныеъ
тела силами: праеїю н левую части стержни сеетаетстаенне силами
ІЧ] и Нд, ешаешюеси еперу - реакцией І'Ч (рис. рис. 5.21, е). Запишем
їслеане раннеаесна стержни:
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Решая систему уравнений (5,1041-[51 12} относительно Н, получаем

_ тдід
к мигҐ

1
`Епвет: Н =% Н+

І +3я
5. ІТ. Под каким утлом к горнаонту о: моткет

стоять лестница, прислоненная к гладкой нер-
тикальной стснс, если сс центр масс находится
в середине? Коэффициент трения меэкду лест-
ницей н полом равен р (рис. 5,22).

Дано: р. Найпс от.
Решение, На лсстницу дсйствуісгг силы: Ы, -

нормальная реакция вертикальной стенки,
Нд - нормальная реакция пола, Нд - сила тя-
ЖЕҐЅТН, Егр _ СНЛВ ТрЄННЯ. Іа'ші 511

Условия равновесия: сумма пррекцнй на оси
координат всек действукашнк на лестницу снл равна нулка:

НІ-Ртр=0; (5.113)

-тд+Н, =П; (5.114)
сумма моментов сил относительно точки С равна нулю:

тдёсоао. - Нр'аіпоь = О, [5,115}

Решение системы уравнений (5.1 133-1151 15] относительно ст:

1ее=агс13_.
їи

`Епвет: от = агсщі.
211

5.18. Три одиороднык цилиндра одинакового диаметра и массы по-
логкены вплотнуто один на другой, как показано на рис. 5.23, а, и на-
кодятся на горизонтальной плоскости. Считая коэффициенты трения
меткду всеми поверкностамн одинаковыми, найдите минимальную ве-
личину ковффнцнента трення, при которой цилиндры еше будут оста-
ваться неподвиткньтми+
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Рис. 5.13

Решение. аВылеляемв левый нижний цилиндр І (рис. 5.23, б), ева-
меняяя действующие на него тела силами: Землю - силой тяжести тд,
нормальной реакцией опоры Н и силой трения Р , цилиндр 2 _ нор-
мальной реакцией Н. и силой трения РП...

Цилиндры не будут раскатыватьсяІ если сумма моментов сил РТР] и
ЕП, относительно точки О равна нулю, т.е.

кы~ои=гр~ок
илиІ так как Ш] = ОВ,

РМ = ДР. [5.1 161*

Условие равновесия цилиндра І в проекции на ось Ох:

РТР + Рш, сооЗП°- Н, соабП” =0; [54 ГЦ

Решение системы уравнений (51 16)-(5.І 18] относительно р.:

І
Н. -Ш - п, 27.

_ _ І
І '1 _ 2 + 45

5. 19. Вдоль оси цилиндра на расстоянии НД от ето центра просвер-
лено отверстие. Радиус отверстия НД. Цилиндр лежит на дошечкеІ ко-
торую медленно поднимают аа один конец. Найдите предельный угол
наклона дошенкиІ при котором цилиндр еше может на ней удержать-
ся. Коэффициент трения р = [1,2 {рис. 5.24, с).

Дано: НД; и = 11,2. Найти: оппр.

=д21
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Рис. 5.14

Решение. `Отверстие ваменим отрицательной массой
1 2

Мп ='“[Ё] РІ=-_м:_рі› [і] 191*

где р - плотность натериала цилиндра; 1'- длина цилиндра.

Масса цилиндра [без отверстия)

м = акне. (ато
При увеличении угла Цилиндр может либо соскольанугь, либо ска-

титься. Условие скольжения [условие равновесия в проекцияк на оси
координат):

-Рт + Мдаіпц, - Мщаіпоъ, = О; [5+ [ЕЦ

Н - Цесоещ + г'иресоао.1 =0; '(5+ [22}

Решение системы уравнений (5.121 ІІ-ЩЅ. І23] относительно со:

що., =р., и1 =агсІІ15|л=агсе150.,2=11“2\\]'+

Скопьжение начнется, когда от] > 11'і'2'ІІІ"+
`Шпределим теперь угол щ, начиная с которого возникнет ечистоее

[без проскальаывания} качение цилиндра+ Для этого сила трения
должна |Еіыгь меньше своего максимального значения (силы трения
скольженищ и равна составляющей силы тяжести вдоль дощечки, т.е+
сила трения должна определяться на уравнения (5. І211||+ Цилиндр смо-
жет удерживатъся надощечке, пока момент силы трения относительно
его оси не превысит максимального значения момента силы ЕЩЕ, ко-
торый соответствует гориаонтальному расположению линии центров
отверстия и цилиндра (рис. 5.24, б), т.е.
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ВШМ - М, Ііаіпег.1 = Мідё. {5.114}

Решан ееамеетне уравнений (5.124), (5.1 ІЕП и (51211), пелучаем

аіпесд. :0,16Т, ет: :'Бі“35'+

Следеаательне. так как ес: 4 а., , еначала цилкндр начнет екатыаать-
ен без екельженин (при а:2 Э* 9”35'}, а Затем начнет (при ет] 3* 11”2'П'}
ееенапаеыаать+

`П'Іиет: предельный угел наклена дещечкн ц = 90352
5.20. |Іїїїшнсишдный тяжелый етержень длиной Ее епираетен на край

неппдеижней пелуефернчеекей чашки рацнуеем д (рне. 5.25. е). Ка-
кей утел а. ебразует стержень е гериаентем в положении рааневеена'?
Треннем пренебречь.

Дана: 2.9; д.
Найти: ее..

Рип. 5.2.5

Решение. «Наелируема стержень (рне. 5.25, 6): кааменнемь лей-
етаующие на неге тела еиланн: Землю - еилей тажеетн тд, ефернче-
екую пеаеркнпеть чашки - енламн реакции Н] и НЕ. Так как трение
етеучетеует, те енла Н] , дейегвуюшая на кенец етержна, упнрающийен
а чашку, направлена пп перпендикулнру к ппаеркиеети чашки, т.е. пп
раднуеу; енла Нд, действующая на етержень ее етеррньг кран чашки,
направлена пе перпендикулнру к етержию.

їелеене равнпаееин етерш: «Сумма мементеа ееек еил етнееи-
тельне люЕ-ей течки (пен) равна нулюа. В качеетае такнк тачек выбе-
рем тачки С и В. Мементы енл Ы] и Нд етнееительне тачки перееече-
ниа ик направлений печка С; равны нулю, пеатену и менент третьей
енлы тд, также делжен Быть равен нулю, т.е. линна дейетвин еилы те
прркелнт череа тачку С.
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ЗВПНШ'ЕМ їрЕЕІ-[ЕННЕ М'ПН'ВНТПВ ПШОСН'ІЁЛЬНП ТПЧЕН В:

НІЬеіпц+тдд 2а-Ьспвсе-цдёспвц =П, (5115)

где из трсїтсльникв дНС

Ь: АВ=2Кссащ {5+126}

т, = Ьр; (іІІП

На =(2е- Ыв. (5423:,
.. КГгде р _ лниеинаи плстнестъ материала стержни {[р] = _] .

м

Запишем 1услсвне равенства преекцнй всек снл на еси Пи и Ву:
НІсеЅЁсь-Ндеіпснй; (1129:,

Н.аіп2се+ Ндшьц-т3=0. (5.13Щ

Ссвместнсе решение [5. [ЗЫ-(5.130) дает
= тдаіпсг.

1 ссасг. '
Псдставллл псследнее равенстве в (5.125) е учетом (5.1261_(5.128},

пшїчаем

еа5ь=відш+4ь2+ззв1ъ (54311

Так как ссс с. 51, тс е+н1л2 +32Н2 5 ВН.
Решение атсгс неравенства дает

с52д.

Если Ь = ЕД, стержень распслсжен гсрнаснтальис (11 = П] н спира-
етси на чашкьг в сднсй тсчке В. Если І. 3** ЗК, тс Центр тяжести стержни
выксдит за край чашки н стержень вываливается из нее+

Если стержень слншксм ксрсгкий, тс си сссксльвнет внутрь чашки.
Найдем минимальную длину стержни,` при кстсрвй еще всамсжнс

спнсанисе в услевни, т.е. стержень спираетсл на край чашин свснм
правым кснцсм:

Ёті'їспакл.І =2п. {5.132}

Предельный їтсл съ., при кетсром стержень еще не ссскальвыва-
ет внїтрь чашки, сднсврсменнс дслжен їдсвлетвсрлть также їслсвнтс
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рявновссия (5.131): Подставляя (5131) в (БАЗЫ, наяоднм для мини-
нальной длины стсрткня

о=Н`]Ё.
3

`Ёоотв\°:т1::твуи:іщий Этой минимальной длинс отсрткня прсдсльный
угол сц удовлстворяст условию

Рсояог,І = Е .

Слсдоватсльио, ссли длина стсрткия удовяогворяст условиъо

НЕ 11:11:23,
3

то равновссио возможно, и угол о: при равновсснн опрсдслястсн фор-
мулой {5. 131 }.

5.21. На краю горизонтального диска наяоднгся брусок массой т,
привнааиинй ннтыо длиной Ік оон диска (рис. 5.26, о). Ннтв состав-
лнст угол ог. с осью диска. Диск вращается вокруг свосй оси, при этом
брусок вряшастся вмсстс с ним. При какой угловой скорости св брусок
оторвстся от диска?

І -' Г'.'.".'."."'!""""' . гк ш ' ' 'йога"""" аА ф/Ґй “я
о б

Рис.5.26

Дано: т; Г, ов, Найти: ш+
Рсшснис. Е ионснт отрыва от диска на брусок дсйствутот силы:

“ї” _ сила нятяяссння нити; ті _ сила тяжести; топ - сила ннсрцнн
[Задача рсшастся в нсинсрциапьной систсмс отсчста Шу, связанной с
вращатошимся брускощ.

Запишсм основнос уравнснис динамики в нсинсрциальной снстс-
мс отсчста в про-акции на оси координат:

-їг'таіпсс+интп =П; {5.133}
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Теаец-тд=0, {5+134}

где а, =шгізіпее {5+[35}
Решение енетемы уравнений (БАЗЫ-(5.1351, етнеентельне нена-

ней нензвеетней ш:

Ш = Е .
4 Іеезе:

[И _±
[ш]_ г.::"_1'а_ег

типе-1:, 8 _е-К
Іепац

5.22. Имеетен педаеека, ееетеящаа на стержней, еееднненных шар-
ннрнп Шне+ 5.2Т, а). Стержнн АБ, БС, ВЕ, СН- еплешные. Менщї тпч'
Нами О н М натанїта нить. Определите енщг Т натяжения ннтн ОМ,
еелн маееа веей енетемы равна ее

Проверка еднннЦы:

Рне. 5.2.7

Дана: т. Найти: Т.
Решение. Этуг задачуг етатнкн межне решитьІ не рзеематрнван теле-

внй равнезеенн, а непельзун закон еехраненнн незаннчееней знергнн
применительне в: неханнзнам без трения. Эшт занен называют зеле-
тын правилам механики: нп один механизм не днем выигрыша еребапте.

Шзазан ннть в течне О, петенем ее вверх так, чтебы тачка М мед-
ленне педналаеь на рзеетеанне Мг. Велнчнна перемешенна ее егранн-
чена тем, чте енла Т дещжна еетазатьеа нензменней в прпцееее пере-
мещення. |Снпзаершеннаа при этом работа равна

М = Тай.
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В результате точка М поднимется на Зоя [каждый пантограф под-
нимается на он, а нк три - зто корошо видно на рис+ 5.2Т, б), а центр

Зоитяжести поднимается на Т.

В соответствии с законом изменения механической знергии изме-
нение потенциальной знергии груза равно совершенной при подъеме
работе:

ошша

Ответ: Т=%т3 Н.

5.23. |Определите, при каком минималь-
ном козффициенте трения ванн однородно-
го тонкого стержьш о пол его можно мед-
ленно без пррекапьзывания поднять с пола
до вертикального положения, прилагая к
конщ;г стержня постоянную силу, перпен-
дикулярнуъо ему ,їрис+ 5.28, с):

Решение. Рассмотрим равновесие
стержня а произвольный момент времени,
когда утол наклона стержня к горизонту
равен о: (рис. 5:28, 6).

На стержень действуют: Земля с силой
тд, горизонтальная поверкноеть о силами
ІЧ' и Ёп, (нормальная реакция опоры и сила
трения] и приложеииая к конщуг стержня

РІЕ- 535 перпендикулярно к нему сила Р:
Так как стержень поднимается Медленно,

т.е+ без ускорения, то следует записать условия статического равновесия:
сумма моментов относительно любой оси равна Нулто. Для оптимизации
решения выберем ось б - пересечение продотокений сил три Г.

Запишем зто условие а проекции на ось ср :

г'І г' . І_ _;г _ _+_ =о+ 5. 36НЁсоао тІ,{2а1поь+2 Ѕіпц) , { І }
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РП, = рН. (БАЗТ)

Решение еиетемы уравнений $136), {5. ІЗТ] отноеительно р.:

Ір.=_1. {5+І33}
213оъ+_

що.
Дли определении минимального коэффициента трения нужно най-

ти зкетремальное значение знаменателя выражении [5133]. Введем
ооозначение [5 о: = х. Тогда соотношение (5. [38) примет вид

_ І
І'І' _ І '

2:: + _
І

а* І_ 2 +_ =П.
фі І к]

Выполняя операцию дифференцированин получаем

їеловие зкетремїма р:

12 - _ _-П =:› х--_Л'

Вычиелнем вторую производнїкк
з

їх [21% і]= +ізеп.
І

Следовательно, при ще. =Ё = П, Т І,` т.е. при о. а 35” знаменательдроби

(5.133) минимальный, коэффициент трения р. - максимальный. Нными
еловами, для того ъпоіїіы егернєень при подъеме не проекальзывал, еила
трения, а следовательно, значение идошкно бьп'ь не менее чем

1 Лр=_=_=пзз.+ 42-3- ~Г
Таким образом, иекомый минимальный коэффициент треннн ре-

вен рннн = 111,35.
Птвег: рннн - 11,35.
5.24. На концак длинного легкого етерэкии закреплены два одина-

ковык маденькик маееивнык шарика. Изготовленнїіо таким образом
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агантелваъ поставили вертикально на горизонтальную поверкноогь и
аккуратно отпїотили (рно. 5.29, о). При какик аначенкак ковффицнеи-
та тренна метклдтг шариком и поверкноотыо воамоткно, что в процееее
падения агантепиа втот шарик начнет окопввнть по поверкнооти точно
в тот момент. когда огерткень огклоиитов от вертикали на угол о? Рае-
емдтгрнте епїчаи о: = 30" и о. = 45'”+

т
гг *РН-"н -т-----к

Ь

П 1
т /

а б
Рио. 5.2.9

Решение. Пусть длина егерткна равна Ь, а маоеа каэкпото шарика -
га (рие. 5.29. щ.

аГантелы аккуратно отпустили (рие+ 529. 5] , и она начала падать. вра-
щапоь вокруг точки [1 Зафикенручем моментІ когда упал поворота доотнг
значении е: н аапишем дла этого момента закон оокраненна энергии:

2
щащднцгё, (атзат

ГДЕ

Н = Ьоовоп, (5тІ4Щ

о - окороотъ веркнего шарика+

аНаолируема веркнии шарик (рис. 5.29. во, аааменнва Землю оилой
титкеетн ті ._, огерткень упругой енлой Т . Запишем второй аакон Ныо-
тона в проекции на оеь ї- :

гадооао-Т=топ, [5+І41}
ГДЕ НПрЬ-'ІМЬНПЕ- Ъ'ПЕПрЁ-НН'Ё Пн ран-НО:
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а" :-+ (5.1421'

енаолирувма нижний шарик (рис. 5.29 в), вааменивь взаимодей-
ствуюшие с ним тела силами: Землю _ силой тд , стержень _ упругой
силой Т , горизонтальную поверкность - силами Н н РТР. Запишем
условие равновесия нижнего шарика - сумма проекций веек сил на
оси координатШу равна нулто:

РТР-Таіпщ :'І}; (54431'

Н -тд- Тсоао: = П, (5.1441'

гдс сила трения равна

Гтр = рт'ї'] 1151451*

р, - коэффициент трения.
Ниже приводится решение (подробное) системы уравнений

(5.ІЗ9]-{5.145} относительно рН
На (5.139} н (5.140) следует е =1І2дЦ1-соао).
Подставляя ато значение скорости в (5.142}, на уравнения (5.141)

получаем выражение для силы Г.

Т=тдаіпщ3совц -2]. (514611

На (5.143}_{5.І45} с учетом найденного выражении для Тследует:

РТР =р[т3+тдсоац(3соао.-2]]. {5.14Т}
На {5.146} и (5.143') следует:

= аіпо{3соао.-2}
1+соасс.(3›с›оае-2]І

Для сс = ЗІГ; р, = 0,2;11 =45°; о = 0,08.
Ответ: при о =3П“шарнкначнетскольаитъ по поверхности при д=П_2;

при о. = 45°шарик начнет скольангь по поверхности при р, = ВДВ;
5.25. Тяжелый стержень согнут посередине пол прямым углом н

полвешен свободно ва олин из концов. Какой угол с вертикапыо оо-
рааует веркнаа половина стержня?І

Решение. Первый способ. Запишем условие равновесия: сумма мо-
ментов сил относительно оси сїт _ совпадатошей с точкой П, равна нуліо
(рис. 5.30, о):
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ген-$434, (5.14Ш
ГДЕ

дд=ішфізіщ (5.14914 2
ь .лв=їыпщ плащ

Рис. 5.30

Решение енетемы уравнений (5.143) -{5. ІЅІП) птнпентельнп ф:

1 1
=-=¦› =3ҐСЁ -.*БФ 3 чт 53

Етпрпй енпепб. Вычнелнем координаты Центра маее:
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При подвешивании стержня за начало координат вертикальная
линия пройдет через центр масс, и угол др между верхней половиной
стержня и вертикалыо, проходящей через Центр масс, вычислим через
тангенс:

Ірср=-=-~-=-=згр=агстрі.

Пшет: ср = агсгрё.

5.5. Вращение твердого тела
вокруг свободных осей

Рассмотрим понятие свободных осей твердого тела и его главных осей
инерции. Если твердое тело, например волчок, привести во вращение
и затем предоставить его самому себе, то направление оси вращения
в пространстве, вообше говоря, будет меняться: ось будет либо пово-
рачиваться, либо перемещаться относительно инерциальной системы
отсчета. Иными словами, для того чтобы сохранить положение оси
вращения твердого тела с течением времени неизменным, необходимо
приложить к оси вращения определенные усилия, например вставить
ось вращения в подшипники.

Рассмотрим епедутощий пример (рис. 5.31). Середина С однород-
ного стержня жестко схреплеиа с некоторой осыоІ вокруг которой
стержень вращается с постоянной угловой скоростью сб , угол между
стержием и осыо равен б. Найдем момент М внешних сил, которые
необходимо приложить к оси вращения, чтобы
ее направление не менялось.

Этот момент равен Й=%. Чтобы его

определить, надо сначала найти момент им-
пульса Ё. стержня, а затем его производнуго
по времени. Момент импульса Ё, проше всего
определить относительно точки С Мысленно
выделим элемент стержня массой бт, находя-
щийся на расстоянии гот точки С. Его момент
импульса относительно зтой точки обозначим
бЁ = Е+бт~о, где б = Е хаб -лииейнаяскороеть
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элемента при егс вращении+ Нектар бЁ. направлен перпендикулярнс
етерткнтс, причем ете` направление не зависит рт выЕсра элемента Бал.
Псзтсму суммарный мсмеит импульса І. стержня ссвпадает пс на-
правлению е вектсрсм 51,. Отметим, чтс в даиисм случае вектср І.
не ссвпадает пс направлению е вектсрсм сб. При вращении стерзюш
вектср Ё. Еудеттакзке вращаться с утлсвсй сксрсстью піь . За прсмеяеу-
тпк времени Ш вектрр І. получает приращенне ат _ мрдуль кстрррге,
как виднс на рис+ 531, равен Іс'Ё' = ЬзіпІЕиіЕ-Шснн. Запишем Щ: в
вектсрнсй форме:

съ = (51 к ЁЫІ.

Разделив сбе части псследнетс выразкеиия на а'т пслучим

л=Ё=аяд (5,151:
Таким пбравпм, для удерисания реи вращения в неизменнрм на-

правлении действительна несбирдцмс прилсткитъ к ней мсмент Й
внешнии сил Ё (реакций спср псдшипниксщ. Отметим, чтс при
Б - иД вектрр Ё совпадает пр направлению е вектором е'і , и в этпм
случае а? Е П, те. без виешнетс всздействия направление сси враще-
ния будет сставатъся неизменным+

Псь вращения тела, направление кстсрсй в прсстраистве сстаст-
ся неизменным |Без всздсйствия на нее каких-либс сил извне, назы-
вают сесбсдисй сеью тела. Наисэкдснис главных сссй инерции у тела
прсизвсльнсй формы - слснная математическая задача+ Пднакс ее
мсэкнс значительнс упрсстить для тел, имеющих ту или иную сим-
метрию, пссксльку пслсжеиие Центра масс и направления тлавиыи
сссй инерции сбладают тсй ткс симметрией. Мсзкнс дсказать, чтс в
любсм теле существуют три взаимис перпендикулярные сси, прс-
исдяшие через Центр масс тела, кстсрые мсгут служить свсбсдными
ссями. Пии называются главными селми инерции. Например, глав-
ные сси инерции сдисрсднсгс прямсугслвнсгс параллелепипеда
прсисдят через центры прстивспслсэкныи граней {рис. 5321*+ Для
сдисрсдистс цилиндра сднсй из главных ссей инерции является
егс гесметрическая ссь, а в качестве сстальныи ссей мсгуг быть две
любые взаимнс перпендикулярные сси, прсведенные через центр
масс в плсскссти, перпендикулярнсй гесметрическсй сси цилин-
дра+ Таким сбразсм, у тела с ссевсй еимметрией фиксирсваннсе на-
ПрВЕЛЁННЕ НМЁЁТ ТПЛЬКП ПДНВ НЗ ГЛЕІБНЫІ ППЁЁ ЕНММЕТПНН. гШ-ІВНЫМН
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осями инерции шара являются три взаимно перпендикулярньте оси,
прокодяЩие через центр масс.

Для устойчивости вряшения очень ваэкно, какая именно из свобод-
ньтк осей слуткит осью вращения тела.

Можно показать, что вращение вокруг главнык осей с наибольшим
н наименьшим моментами инерции оказывается устойчивым, а вря-
щенне около оси со средним моментом неустойчиво. Так, если под-
ороснть тело, нмеюшее форму параллелепнпеда, прнведя его одновре-
менно во вращение, то оно, падал, будет устойчиво вращаться вокруг
осей Ін Щрнс. 5.321ь

Если, например, палочку подвеснть за однн конец нити, а другой
конец, закрепленный к шпннделю центробежной машины, привести
в Быстрое вращение, то палочка Будет вращаться в горизонтальной
плоскости вокруг вертикальной оси, перпенднкулярной оси палоч-
ки и проводящей через ее середину (рис. 5.33). Эго н есть ось сво-
Бодного вращения (момент инерции при зтом положении палочки
максимальный).

Рне. 5.31 Рис. 5.33

Следовательно, важной особенностью главных осей ннерцнн тела
является то, что при вращении тела вокруг любой нз ник момент им-
пульса Ь тела совпадает по направлению с угловой скоростью гІъ тела
н определяется формулой

ь=1а, (5452:.
где І_ момент инерции тела относительно данной главной оси инерции.

Если теперь палочку. вращаюшуюся вокруг свооодной оси, освобо-
дить от внешник связей [аккуратно снять веркний конец нити с крюч-
ка шпинделяуі то полоткение осн вращения в пространстве в течение
некоторого времени сохраняется. Свойство свободнык осей сокрянягь
свое положение в пространстве широко применяется в гелнике+
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Наиболее интересны в зтом плане гороскопы - массивные одно-
родные симметричные тела, ерашатощиеся е |йольшой угловой скоро-
стыо вокруг своей оси симметрии, являющейся свободной осыо. Ь не
зависит от выбора точки, относительно которой его определяют [при
условии, что ось вращения неподвижна)+

5.6. Гиросиопы

5.6.1. Общие понятия

Слово сгироскопь, изобретеннос в [852 г. французским физиком Лео-
ном Фуко (ІЅІЧ-ІЗБЅ), может быть переведено на русский язык как
снаоліодатель вряшенияв. Гирссксиии (или водяком) называется мас-
сивное симметричное тело, врашагошееся с бодыпой скоростыо во-
круг оси симметрии. `СІІсь симметрии является одной из главнык осей
инерции гироскопа., позгому момент импульса гироскопа совпадает с
его осыо вращения. Для того чтобы изменить направление в простран-
стве оси гироскопа, необходимо в соответствии с формулой

Ё =ЕМЕНЕШ

подейсгвовать на него моментом виешник сил. При зтом наблюдается
следующее явление, получившее название гнроскопнчсского эффектно:
под действием сил, которые, казалось бы, должны были вызвать по-
ворот оси гироскопа 00 вокруг прямой О 0' (рис. 5.34), ось гироскопа
поворачивается вокруг прямой ЕГО* (ось ООи прямая 0' П предпола-

гаъогся дежащими в плоскости чертежа, а
прямая 0'0" и силы Ё и Ё: - перпенди-
кулярными к этой плоскости).

«Противоестественноев на первый
взгляд поведение гироскопа оказывает-
ся, как легко видеть, полностыо соот-
ветсгвушшим законам динамики враща-
тельного движения твердого тела, т.е. в
конечном счете законам Ныотона. В са-
мом деле, момент сил Ё и Ё направлен
Вдоль прямой ПП. За время Ш момент
импульса гироскопа Ё получит прира-

-ь
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щенне аї. = Н-аг , которое имеет такое же направление, как и а? е
Момент импульса гнроскопа спустя время от будет равен ревультиру-
тощсй сІ = Ь+дЬ , лежащей в плоскости чертежа+ Направление век-
тора Ь' совпадает с новым направлением оси вращения гнроскопа.
Таким образом, ось вращения гнроскопа повернется вокруг прямой
ПП, причем так, что угол между векторами Й и Ё уменьшается.
Если действовать на гироскоп длительное время постоянным по на-
правленнто моментом внешник сил М, то ось гнроскопа устанавли-
вается в конце концов так, что ось и направление собственного вра-
щения совпадают с осыо и направлением вращения под действием
внешник сил (направление вектора Ё совпадает с направлением
вектора Й }.

Пписанное поведение гнроскопа положено в основу прибора, на-
зывасмого гиросколнческтш кцилестзн {гирокомпасом}. Этот прибор
представляет собой гироскоп, ось которого может свободно поворачи-
ваться в горизонтальной плоскости (рис. 5.35). Вследствие суточного
вращения Земли гироскопический компас оказывается под действием
сил, которые стремятся врвлечь его во врашение вокруг земной оси
[подобно тому как силы Д н Ё., на рис. 5.34 стремятся вовлечь піро-
скоп во вращения вокруг прямой 00). В результате ось гнроскопа по-
ворачивается так, чтобы угол между вектором момента импульса гирр-
скопа Ь и вектором угловой скорости Земли об, уменьшался. Это
продолжается до тек пор, пока угол между Ь и 5:3 не станет мини-
мальным, т.е. пока ось гнроскопа не установится в меридиональной
плоскости [в отличие от рассмотренного
выше общего случая поворот оси гироско- Ё:
пического компаса ограничен так. что зта
ось может располагаться только в горизон-
тальной плоскостиЪ.

Гиррскопический компас выгодно от-
личается от компаса с магнитной стрелкой
тем, что в его показания нет нсобкодимости
вносить поправки на так называемое маг-
нитное склонениеї. а татоке не прикодится
принимать мер для компенсации воздей- і
ствия на стрелку расположенных вблизи от і
нееферромагннтнык предметов {например, Рпе. 5.35

_,_
.--

'ГЦ

1 Магнитным склонением называется угол между магнитным и географичесшм мери-
днанами.
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стальнсгс нсрпуса нсрасля и теп.)+ Пс атсй причине гирсснспы при-
меняются в различных гирсснспичесииа иавигацисииыа прис'сраи
(гнрсисмпас, гирсгсриаснт и тд.}. При всяисм стююнеиии ст иурса
вследствие нании-либс асадействий (ванны, псрывы ветра н т.д.} пс-
лсясенне сси гирсснспа в пространстве ссяраияется. Для навигации а
настсящее время применяются преимущественнс гирснсмпасы.

5.5.2. Гнрсснспнчссннс силы

При пспытнааг вызвать псвсрст ссн гирсснспа заданным сбраасм вслсд-
ствне гнрсснспнчсснсгс эффекта всанинают гирсснспичссние силы_
действующие на спсры, а истсрыя вращается ссь гнрсснспа. Например
при принудительнсм псвсрсге сси гирссиспа ОО всируг прамси ПП
(рис. 5.36) ссь 00 стремится псвернуться вснрут прямсй О'О'.

Чтсбы предотвратить атс вращение, и ссн пірсснспа дсшаны Быть
прилсжсны дсйствуюшис сс стсрсны псдшипнинсв снлы Ё: и Ё. Пс
третьему аансну Ньюдсна ссь Будст деиствсвать на псдшнпнннн с сн-
лами Ё и Ё. , нстсрые и являются гирсснспичесиими силами

С наяичнем гирссиспичесниа сил приясдитея считаться, иапримерт
при нснструиррвании псдшипннисв парсвыя турбин на нсрабляя. Рс-
тср турбины представляет ссбсй гнроснсп. При нилсвсй (прсдсльнсщ
начнс судна происходит принудитсльный псвсрст ссн турбины вснруг
прямсй ЕТС? (рис. 5.3?1І. Эгс принсднт и всаниннсаснию гирссиспичс-
сння сил Ё] и Ё , сбуслсвлнваюшия дспслннтельнсе, инсгда аначн-
тельнсеІ давление ссн на псдшипнннн.

4-1.
/\Бнна



5.5. Гироскопы у ББ?

5.5.3. Првцвссня гнроскопа

ПсоЕый вид движения гироскопа имеет место
в том случае, если момент действуІовшл на ги-
раскол внешник сил, оставаясь неизменным
по величине, поворачивается одновременно е
осыо гироскопа, ооразуя с ней все время пря-
мой угол. Так ведет себя волчок: если ось вра-
ЩаЮЩеГоов вШІчка наклонена к вслїгнкагш1 'ро
волчок не падает, а совершает так называемое
прецесслонное движение (лрсцссслю) - его ось
описывает конус вокруг вертикали е некоторой
угловой скоростью гв', причем оказываогеа:
чем Больше угловая скорость о вращения волч-
ка, Тем меньше уотовпя скорость лрсцссспп со'.

В такил же условиях находится, например,
гнррскоп е осыо, вращающийся на шарнирс в
поле сил тяжести (рис. 5.38).

Момент внешних сил, приложенныл к гиь
роскопу, равен по величине

М=тдізіпщ 6.1531*

где т - масса гороскопа; 1'_ расстояние от шарнира до центра инерции гиро-
скопа; о. _ угол, образованный осыо гороскопа е вертикалыо.

Направление момента М перпендикулярно к вертикальной пло-
скости, проводящей через ось гнроскопа (на рис. 5.33 зта плоскость
зашгрнкована).

Под действием момента енл М момент импульса Ё гироскопа по-
лучает за время от прирашение

ат: = йа, 5.154;
совпадаюшее по направлению с вектором М, те. перпендикуляр-
ное вектору Ь Изменение, которое претерпевает вектор Ё, полу-
чив прирашение о'с, соответствует такому повороту оси гироскопа
вокруг вертикальной прямой СТО, при котором угол о. не изменяет-
ся. Вертикальная плоскость, проходящая через ось гироскопа, по-
вернется на угол а'ср, Одновременно на такой же угол повернется в
горизонтальной плоскости вектор М , В результате спустя время а'г
будет иметь место такое же расположение векторов Ь и М, как и в
начальный момент+
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За последующий Элемент времени ен вектор Ё получит снова при-
ряшенне о'Ё , которое будет перпендикулярно новому [возникшему
после епервогоа злементарного поворота) значениъо вектора Ё. , и т.д.
В итоге ось шроскопа Будет непрерывно поворачиваться вокруг верти-
кали. прокодяшеи через шярннр О, описывая конус е углом раствора,
рявньгм 2:1 Вектор Ё при 'этом будет изменяться только по направле-
ниго по величине он будет постоянным так как Элементарные прира-
щения об все время будут перпендикулярны к вектору Ь

Вектор Ё при прецессни ведет себя подобно вектору скорости при
рявномерном движении по окружности. В последнем случае злемен-
тарное прнрашенне скорости со” все время перпендикулярно вектору
о и равно Енот, где |дд| постояиен. В случае шроскопа оЁ перпенди-
кулярно вектору І: и равно Ног, где |М| поетоянен.

Угловая скорость вращения плоскости, проходящей через ось кону-
са и ось гироскопаІ называется скоростью процессов. їгловая скорость
прецеесии, очевидно, равна

_0'_Ф
_Ґл*

где о'ф- утол, на который повериется указанная плоскость за время а'г Этот
угол может Ібыть представлен как отношение Іо'ЬІ к І, аіп о; (см рис 5 33, на-
ЧЕІЛІЗ Нектора І ПВВДПЦЛНІНЕТСЯ СОВМЕЩВНННМ І: ШЕШНнрПН Щ:

І_а±|
Ьвіпо.

В соответствии с {5.151} и (5152]

о'ср: (53551'

|аг2| = маг = травм о.
Подставляя в (5.153} зто выражение н заменяя Ь через Іо, получим

Ыцг_ тдіаіпц о'г _тд!_Щ
Ішзіп о Іш

`Еїтгсшда угловая скорость прецессин

_єї_<р_ тд! 5.1515
о'г Ісо І: }

Нз {5.15{і} следует, что скорость прецессии не зависнт от угла на-
клона оси шроскопа по отношению к горизонту
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Поскольку момент импульса Іш обычно велик, 55 +35
скорость прецессии бывает мала, причем ш* тем
меньше, чем больше ш, С уменьшением угловой
скорости вращения гироскопа ш скорость прецес-
сии возрастает.

Следует иметь в виду, что в случае прецесснн мо-
мент импульса гироскопа не совпадает с его осью
симметрии, так как двнткение гироскопа представ-
ляет собой суммудвух вращеннй - вращения вокруг а, '
оси симметрии с угловой скоростью сб и врашс-
ння вокруг вертикальной оси с угловой скоростью
та'. Результирующая угловая скорость будет равна
са+вї {рис+ 5.39). Однако поскольку ш' есть, мотк-
но приближенно считать, что о+сїт=еб и Ё: Ш: т
При выводе формулы (5,156) для угловой скорости
прецессии мы пользовались зтим приближением.

Введем понятие гироскопичеекого момента сил. Для этого рассмо-
трим эффект, возникающий при вынуокденном вращении оси гиро-
скопа, Пусть, например, ось гироскопа ухреплена в Ц-образной под-
ставке, которую будем поворачивать вокруг оси ПО* (рис. 5.40). Если
момент импульса гироскопа Ё направлен вправо, то при таком пово-
роте за время ву вектор Ё получит прирашение Л, (этот вектор на-
правлен за плоскость расункау. Согласно а'Ё = На: ато означает, что
на гироскоп действует момент сил Й , совпадаюший по направлению
с вектором #1.. Момент М обусловлен возникновением пары сил Ё,
действующих на ось гироскопа со стороны подставки. `СІІсь гироскопа
в соответствии с третьим законом Ньютона будет действовать на под-
ставку с силами Р” . Эти гироскопичсские силы создают гироскопи-
ческий момент Й” =-1':І. Отметим, что в данном случае гироскоп не
обладает способностью противодействовать изменению направления
его оси вращении. Появление гнроскопических сил называют гиро-
скопическим эффектом. Он связан с возникновением гироскопиче-
ского давления на подшипники и наблюдается, например, у роторов
турбин на кораблик, при поворотах и качкс, у винтовых самолетов при
вираэках н т.п+

Проследим действие гироскопичоского момента на примере гиро-
скопа, ось которого вместе с рамкой (рис. 5.4І} может свободно по-
ворачиваться вокруг горизонтальной оси ПП* [гг-образной подставки+
Если подставке сообщить вращение [вынутщсннощ вокруг всрти-

Рис. 5.39
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-ъЁ Н.. калъной оеи е поетоянной угловой

| екороетыо св' , то момент импулвеа
Ё гироекопа получит ва время до*
приращение від [вектор направлен
ва плоекоеть риеунка). Это прира-
Щение обусловлено моментом ЙІ
пары еил, действующих оо етороны
рамки, которые вызовут ее поворот

гнезда вокруг горизонтальной оен ППЫ
_г

При этом вектор Ь получит допол-
нительное прирашенне 417,1 , обусловленное моментом Й: пары еил,
дейетвугошик на оеь шроекопа ео стороны рамки. В результате оеь ги-
роокопа будет поворачиваться так. чтобы вектор Ё еовиая (вряшаяеь
по кратчайшему пути) по направлению е вектором со* _ Таким образом,

_.

ва время ай* момент импульса гироекопа Ь получит приряшение

аі=вїч+ві9=<й+йума

'11
1

Рие. 5.41

Прн атом на рамку действует гнроекопнчеекий момент
Й ' = -{ЙІ + Й: 1.

Соегавлнгошая этого момента И; =-1'Й[ вызывает поворот рам-
ки вокруг горизонтальной оон ОО'. другая ооетавиягошая Ні, =-М2
противодействуег повороту веей еиотемы вокруг вертикаггьной оеи (в
отличие от предыдущего олучая, ем. рие. 5.41).



5.1 Решение евцачи по теории гироскопов і ЗП

Гироскопкческий эффект лежит в основе раанооо'раанык гироско-
пическик приборов: гирокомпаса, гироскопического успокоителя кач-
кк кораблей, гкроскопического стабилизатора и т.д.

53. Решение задачи по теории гироскопов

5.26. Еолчок массой т = 0,50 кг, ось которого
наклонена под углом о; = 30'э к вертикали, пре-
Цесснрует под действием силы тяжести {рис. 5.42).
Момент инерции волчка относительно его оси
симметрки І= 2,0 г - мг, угловая скорость вращения
вокруг этой оси ш = 350 ращ'с, расстояние от точки
опоры до Центра масс волчкаі= 10 см+ Рид 541

Найдите: 1) угловую скорость прецессии волчка
ш'; 2] модуль и направлении горизонтальной составляющей силы ре-
акции Ё _ действующей на волчок в точке опоры.

Дано: т = 0,50 кг1оъ = 30°; І- 2,0 г- мїш = 350 ращс; І= 10 см.
Найти: ш'; Ё .

Решение. 1. Угловая скорость прецессии волчка вычисляется по
формуле

ш*=т_8!.
Ігл

Вычисление:

г: піз-ЧїззІдпіІ =Пут1 с-Іц
2-10 -350

1. Центр масс волчка движется по окружности с постоянной угло-
вой скоростью ш'; следовательно, на него в качестве центростремн-
тельной силы действует горизонтальная составляющая силы реакции
опоры {гориаонтальной плоскости] Р.

Согласно теореме одвизкенни центра масс, вапнсанной в проекции
на ось 0:,

еще (все
где центростремительное ускорение

о,І =св'2.в'аіпсс {5,153}



ЗТЁ ІІ ГЛДВД 5. ВРДЦШТЕПЬНПЕДЕИЖЕНИЕ ТЕЕРДПГП ТЕПД...

Ппдстанлнн 11545811 в [5457], получаем
1. з 1

Г=”Ё_Ёзіпш
Ш

Проверка единицы:

[Г]_нг3-м3-н2-с2_нг-н_н
_ итд-ндс* _ с:2 _ І

Вычисление:

з_ з_ 1
17:0'5 Ё: 1311 -П,5=Ш мН+(2-ш 1 -350

З І
Ищет: ш*=Ё=ПІТс-'; Р=тї€ ЅіпЦ=ШМН.

Іш Іш



ГЛдВд 6

НЕИНЕРЦИМЬНЬІЕ
СИСТЕМЫ ОТСЧЕГД

5.1 . Силы инерции. Основное уравнение динамики
материальной точки в неинерциальньот
системах отечета

Второй закон Ныотона (основное уравнение динамики материальной
точкиІІ действителен только в инерциальнык системак отсчета (вве-
денньтк первым законом Ныотона}. Нмеется много задач. решение
которык необходимо получить в системак отсчета. движушикся отно-
сительно инерциальной системы отсчета с ускорением. т.е. в неонарци-
ЩІЫІЩСНСтЕл-ЩІ ОШЕ'ЧЕШП.

1. Рассмотрим неинерциальнуто систему отсчетаІ движушуюся
поступательно. Продифференцировав по времени закон сложения
скоростей

ЕЦБ: = от + т'їщ,

где от - скорость материальной точки в неподвижной [инерциальнойї си-
стеме отсчета; йтн - скорость ее относительно движущейся системы отсче-
та; от - скорость движущейся системы отсчета, получим закон сложения
ускореннй

от = от +омр. (Б. Н

Целыо нашего рассмотрения является изучение относительного
движения. Нз выражения (6.111 следует

дети =аабс _апер' (6-2,

Умножнв обе части выражения (6211 на массу материальной точки
т, получим

тпоти = малое _т'дпер

и, учитывая, что в инерциальной системе отечета в соответствии со
вторым законом Ньтотона
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ттїж :2 Ё,

получим

мат = 2 Ё -тёжг (вы
Это и есть основное ,уравнение штвамиют материальной точки в неи-

иерштальной системе отсчета, двимъчцейся поступагельно с ускорением
ЕЩЁ относительно инерциальной системы отсчета.

На [5.3] следует, что даже при ЕР=б материальная точка будет
двигаться в зтой иеинерциальной системе отсчета с ускорением, в об-
щем случае отличным от нуля, под действием силы Ё", = -тспш назы-
ваемой ностулательной силой инерции.

2. Если система отсчета вращается вокруг неподвижной оси с по-
стоянной угловой скоростью о, а материальная точка иеподвизкна от-
носительно зтой неинерцивльной системы отсчета, то уравнение (6.3)
примет вид

П = 2 Г - тонер,
где от,РІ = шїг, г- расстояние материальной точки от оси вращения.

Сила инерции

РН" =-лхо2г (они

называется иентробеисиои силой иисриии+
Силы инерции обусловлены не взаимодействием тел, а свойствами

самих неииерциальиых систем отсчета; они не подчиняются третьему
закону Ньютона. Они существуют только в неинерциальиых системах
отсчета, движение тел под действием сил инерции аналогично двизке-
нию во внешних силовых полях. Силы инерции подобно силам тяго-
тения пропорциональиы массе тела. Позтому в одиородиом поле сил
инерции, как и в поле сил тяготения, все тела двиатутся с одним и тем
зке ускорением независимо от их массы+

Силы инерции вызывают перегрузки, действующие на летчика или
космонавта при больших ускорениях самолета или при запуске и тор-
моткении космического корабля+

Подобные задачи моткно решать и в инерциальиых системах от-
счета, пользуясь выразкением 126,1] как законом слоткеиия ускореиий,
Сщнако во многих случаях бывает проще рассматривать явления непс-
средствеино в двиткулцейся системе отсчета, не переходя к инерциаль-
ной системе отсчета.
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3+ Пусть неинерциальная система отсчета вращается с постоянной
угловой скоростью сТз вокруг оси, перемещающейся поступательно со
скоростью йщ и ускорением ёщ по отношению к инерциальной си-
стеме отсчета+ Этот случай объединяет два предыдушик.

5.2. Сила Корнолиса

При движении тела относительно вращающейся системы отсчета,
кроме центробежной силы инерции, появляется еще одна сила, навы-
ваемая силой Коримасоі, шт коряолаеоеой силой.

Появление кориолисовой силы можно обнаружнть на следующем
примере. Пусть имеется горизонтально расположенный диск, который
может вращаться вокруг вертикальной оси. Прочертнм на диске ради-
апьную прямую ПА (рис+ 6.1, ву Запустим в направлении от йк А шарик
со скоростью Е . Если диск не вращается, то шарик будет катнться вдоль
прочерченной нами прямой 0,4, Если же диск привести во вращение в
направлении, указанном стрелкой, то шарик ІБудет катнться по изобра-
женной пунктнром кривой ПВ, причем его скорость относительно дис-
ка будет изменять свое направление+ Следовательно, по отношению к
вращающейся системе отсчета шарик ведет себя такІ как если бы на него
действовала сила Ё; . перпендикулярная скорости й.

55 ЕЬ
д

Рис. 6.1

Чтооы заставить шарик катиться по вращающемуся диску вдоль
раднальной прямой ПА, нужно сделать направляюшую, например, в
виде ребра БН {рис. Ы , б). При качении шарика направляющее ребро
действует на него с некоторой силой Е.. Относительно вращающейся
системы [диска1н шарик движется с постоянной по направлению ско-
ростью. Это можно ойьясннтьтем, чтосила Б; уравновешивается при-
ложенной к шарику силой инерции РК , перпендикулярной скорости
й . |Сила РК и есть кораолдеоео сила инерции.

1 П Кориолис [1Т92_1Е43} _ француяский математик, инженер и ученый1
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Найдем сначала выраэкение силы Кориолиса для частного случая,
когда материальная точка массой т двиэкется относительно вращаю-
Щсйся системы отсчета равномерно по окружности, лежащей в пло-
скости1 перпендикулярной оси вращения, с центром, находящемся
на этой оси (рис. б.2}. ІСкорость материальной точки относительно
вращающейся системы отсчета обозначим бы" с По вакону сложения
скоростей абсолютная скорость {относительно неподвижной (инер-
циальной) системы отсчета) бит равна по величине |бшіп|=опггн +ыд
(для случая на рис+ 62, с) и |бщ| = опггн -шд' шля случая на рис. 6.2, 6),
где ш - угловая скорость вращающейся системы отсчета, д - радиус
окружности.

_____"" І;
-І к ш

с Р Ч
_).

_Ё-- РЦ,

д б

Рис. 6.1

Для того чтобы частица двигалась относительно неподвижной си-
стемы отсчета по окружности со скоростью |ож|=ошн +шд , на ное
долэкна действовать направленная к центру окружности сила Ё , на-
пример сила натяжения нити, которой частица привязана к центру
окруакности {рис. 6.2, а), Величина этой силы равна

пшїбс _ Щит Нат2 _ пюётн
Н Н Н

йгносительно вращающейся системы отсчета частица в атом слу-
чае двипкется с ускорением ошл = оїт ,ї д , т.е+ так, как если бы на нее
действовала сила

+2пшшот +ш: д. [6.511Ё=тдн=

ластыш =лдоїш у' Н= Р-Енюшсо-дшзд.

Следовательно, во вращающейся системе отсчета частица ведет
себя так, как если бы на нее, кроме направленной к центру окружно-
сти силы Ё' , действовали еше две направленные от центра силы:

Рш:нклзд
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и сила Ёп , модуль которой равен Етошш. Эту силу, силу инерции Ко-
риолиса, можно представить в виде векторного произведения

а = Щас на. (со
При отГН = П кориолисоаа сила инерции отсутствует+
Е случае, изображенном на рис+ 6.2, о, выражение (6.5) принимает вид

з а зпшж : Щит” +шд) : тот"
-2то ш+лш1д

я я я т" *
Г:тон=

1-'І СППТВЕТЕТВЕННП

2

.І'1І'изш|н_л =%= Г+ Ёпщшноз - пшзд.

Следовательно, во вращающейся системе отсчета материальная
точка ведет себя так, как если бы на нее действовали две направленные
к Центру окружности силы: Ё и Ё: _ а также направленная от Центра
сила ЁЩ = пшїЁ (рис. 6.2).

Далее найдем выражение силы Кориолнса для случая, когда частн-
ца движется относительно вращающейся системы отсчета произволь-
ным образом. Свяжем с вращающейся системой отсчета координат-
ные оси дс', у* , 2*, причем ось і совместим с осью вращения (рис. 6.3).
Тогда радиус-вектор частицы можно представить в виде

?'=.к'-:Т"+у'-}"`+:'-Ё', (6.7)

где Ґ. Ё, а? - орты координатнык осей.

Прты ї' и _? вращаются вместе с системой отсчета с угловой скоро-
стью ш, орт Е' остается неподвижным.

Положение частицы относительно неподвижной системы отсчета
следует определять с помошью радиус-вектора Ё . Однако символы І-
и Р' обозначают один н тотже вектор, проведенный из начала коорди-
нат к частице. Символом Р обозначил зтот вектор наблюдатель, на-
кодяшийся во вращающейся системе отсчета и вращающийся вместе с
ней; по его наблюдениям орты Ё', _Ё' Ё* неподвижны,
позтому при дифференцировании выражения [ВЛ
он обращается с зтими ортами как с константами.
Символом Р пользуется неподвижный наблюда-
тель; для него орты Ё' и _Ё' вращаются с угловой
скоростью ш (орт Ё неподвижені+ Поэтому при
дифференцировании равного Р выражения [ел
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ї*неподвижный наблюдатель должен обращаться с и Ё' иаи с фїни-
циямн г, производные которых равны Ідрис+ 6.3)

ї* =ш+і Ії'=-1:е-гт"' (6.3)І

[арт Ё , перпещннїдярный ї', равен Ё' . ОРТ її, перпендннїдярный

І , равен -і' 1.
Для вторых производньщортов по времени пощчаъотся выражения:

Ё=ш-Ё'=-с:н -гт'._:г:"=-с1-Ё'=-сс1-_Ё'. (6.9)

Еычяслим скорость частицы относительно вращающейся системы
отсчета. Для этого продифференцяруем выражение (63), счьггая срты
иснстантамя:

ст =Р=яг+ўў+адї тыщ
Повторное дифференцированяе этого выражения даст ускорение

частицы относительно вращающейся системы отсчета:

ат=стн=ячг+дї+ддп (6.111
Теперь найдем скорость частицы относительно неподвижной си-

стемы отсчета (абсолютную скорость). Для этого продифференцируем
выражение для радиус-вектора {6.?} че позиции» неподаижного на-
блюдателя. ВоспользовавшисьоЕ-означением г: вместо г" [иапомним,
что Е Е г* }, пощчим

от=Ё=ат?+я+Р+у-}'+у'+}“+±'-Еи 116.12)
Продифференцировав ато выражение еше раз по г, найдем ускоре-

ние частицы относительно неподвижной системы отсчета (абсолют-
ное ускорение):

1
.

5,5.: = ж =ї'-Ё'+±'-Ё'+±'-Ё+х'-Ё+ў'-}'+ў-Ё'+ў'-Ё'+Ґ-Ё*+Ё'-Ё*=

=5Е'-Ё'+2і'-Ё+х'-Ё+ў'-}'+2_і='-Ё'+ў-Ё+Ё'-ЁЁ
Учитывая (6.31. 135.91; Н 05.1 І}, полученное соотношение преобразу-

емивндї:

аж=ещн+2я{±'~ї'-ўч?}-ш2[я'~ї'+у~ў). [еды
Рассмотрим венторное произведение отчет. Представим его в

внде определнтеля:
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-Ъ 1

Ґ 'Ґ *с

тїзкйшн=шх со, ааа. [Б.[4}
о, о, о,

Согласно [6.12] о, =.т. о,г = у', и, =г;' , кроме того, при выбран-
ном нами направлении координатиык осей со, = о, - П, оІ = о. Под-
становка зтня значений в (6.14) дает

,я _; Ё.

о'з-йтн: П П то =-Ё-го-ў'+ї'-тв-±'.
і' ў' ї

Полученный результат показывает, что второе слагаемое в формуле
[1513) можно записать как выражение, стояшее в скобках в последнем
члене формулы (6.13). равно перпендикулярной оси вращения [к оси
211 составляющей радиус-вектора Р' {см. {Б.Т}}. Ооозначим зту состав-
ляъощуго символом Ё. С учетом всего сказанного выражение (15.13}
можно Записать В следующем виде:

Е,Б,=єї,,,,+2(оьй,,,,,}-оїй. (5,13
Из [о.15} следует, что ускорение материальной точки относительно

неподвижной (инерциальной) системы отсчета можно представить в
виде суммы трек ускорений: ускорения относительно вращающейся

системы от , ускорения, равного -шІЁ [переносного ускорения -
ускорения, с которым двигалась бы материальная точка, покояшаяся в
движущейся [вращающейся] системе отсчета), и ускорения

пк = цій І наш ІІ,

которое называется коришиеоени ускорением.
Для того чтобы материальная точка двигалась с ускорением (15.15),

на нес должны действовать какие-то тела с результирушшей силой
т':*=вмї,,,,,а . Согласно (6.15)

тот" = тож _2т{тои от) +по2Ё = Ё+2т|1|їтн я ш}+лко2Ё

[перестановка сомножителей изменяет знак векторного произведе-
ния). Полученный результат означает, что при составлении уравнения
второго закона Ныотона во вращающейся системе отсчета, кроме сил
взаимодействня, нужно учитывать центробежнуш силу инерции, опре-
деляемую формулой {о.4}, а также кориолисову силу, которад в самом
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общем случае определяется формулой (бы. Пгметим, что сила Корио-
лиса всегда лежит в плоскости, перпендикулярной оси вращения.

На сопоставления формул (612), [ВАШ и (6.3) следует, что

5,5: =йтн +ш{х'-у'"-у'-ї'},

С помошыо выкладок, аналогичных тем, которые привели нас к
соотношению (б. [511, можно убедиться в том, что второе слатаемое по-
лученного выражения равно б - ?.. Следовательно,

от =аш мамку.
При рассмотрении явлений, связанных с движением тел относи-

тельно земной поверхности, в ряде случаев необходимо учитывать
влияние кориолисовых сил. Например, при свободном падении тел на
них действует кориолисова сила, обусловливающая отклонение х вос-
току от линии отвеса (рис, 6.4, с), Эта сила максимальна на зкваторе
и обращается в нуль на полтосах. Летяшая ракета также испытывает
отклонения, обусловленные кориолисовыми силами (рис. 6.4, б). При
полете, направленном на север, ракета будет отклониться к востоку в
северном полушарии и к западу - в южном. При полете вдоль мери-
диана на тот направления отклонения будут противоположными,

Рис. 6.4

Сила Кориолиса, действующая на тело, движушееся вдоль мери-
диана в лтобом направлении [на север или на тог), направлена по от-
ношенито к направлению движения вправо в северном полушарии и
влево в тожном полушарии, Это приводит к тому, что у рек подмывает-
ся всегда правый берег в северном полушарии и левый берег в важном
полушарии, Эти же причины объясняют нсодинаковый износ рельсов
при двухколсйном движении.



5.3. Решение аадач пе динамике матариальней течки... і 351

6.3. Решение аадач пе Ідинамике материальней
течки в неинерциальньш системах етсчета

6.1. Брусек масеей Млежит на гериеентальней плескести. На Еру-
еке лежит теле маееей т+ Кеэфрициенты тренив между телем и Еру-
сием1 а таіеке между Ерускем и плеекестые единакевы и равны р+
Н. Еруску прнлежена гернвентальнав сила Е Определите:

1] при какем Значении Г. еилы Гете система начнет двигатьеи;
2] при какем значении Г: силы Гиачнет екельаитъ пе еруску;
3] через какее время 1: теле упадет е бруска1 если длина еруска рав-

на Ь, а енла Р ташиства1 чте теле екельаит пе Еруеку? Равмерами тела
пренебречь.

Дана: М; лиц;12.Наіїгтннї'дії'дт:+
Решение, І. Брусек и теле движутся как едне целее {рис. 6.5_ е).

еиеелируема систему масеей М+М): на систему действует Земли
е силей тяжести М+М); гернеентальнаа плескесть с силами Н
и ЕЦ, - нермальней реакцией еперы и снлеи трения сеетветствен-
не. Систему кеердинат связываем с Землей (ннерцнальнав систе-
ма етсчета). Запиеываем втерей еакен Ныетена в прееицнлк на ееи
кеердинат:

РІ-РТРЁП; [МЫ

Н-{т+м]3=0; [БАН

др = рН. (6.13)

Решение системы уравнений (6.16}-(6.1?} етнесительне Г.:

д Ё еше-та.
2. *Выделаема теле (рис. 15.5, б). І-Іа неге действуют силы: лтд - сила

тяжести; Н] и Еты _ нермальнав реакция еперы (се стерены Еруска)
н сила тренил тела е бруеек ееетвететееиие. Движение тела рассма-
триваем в неинерциальней системе етсчета [НеНСП}, свиеанней с
даижушимса с ускерением брускем. В етей НеИСП на теле действует
еила инерции та. `'ІЁІЧІеневнчпіте уравнение динамики в неинерциалвней
системе етсчета в преекциик на еси кеердинат:

те - РТР. 2 О. (6.19)

Ії' _ та = 01 [6+2п}

1РітрІ=|-І"Ё'І"'ІІІ- [ВЛ-Ц!
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Н н.
у и.

І НІ'

__І н Н __Іъ-

Ёп, Е
чг'ҐМ'І-тш

'п І

д

Нім
_]г л. т] ЁШ

_І _ 1* ` ї _*-цтрг _- 1 РІ

ММБ Ні

0 х'
8 Є

НН:

Ёп" І с
1 ч І ._'.-

1 В*
ПМ! НІ

д

Рис.6.5

еВьшелнеме брусок {рис. 6.5, еїг на негс действуют силы: ЕЕ; МБ -
сила тяжести; Нд н РФ; - реакции споры (плесиестн) и силе тренни
мещї брїеием и плесиестью; Н. и РТИ - силы се стерсны тела.

Системе несрдинат Шу связана с Землей (инерцнелънии системе
етсчегн).

Записываем етерей ееиен Ньютена е прсенцнии не еси неердинет:

е - ер. - ти = мы; шее
Нд - Мд- Н. = П; [ЕЩЁ

др: = Рд'гг $534?
Решение системы уравнений (6. [9}-[6+24} етнеснтельне Б:

Р; = 2ц3іт+МЪ
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3+ ІІЁнова автяделяемаІ тело чїрис+ 65, а). Силы, действующие на него
указаны в пункте 2. В данном случае тело движется с ускорением ат..
относительно неинеоциальной системы отсчета+ Псиовное уравнение
динамики в НеНСП в проекцияк на оси координат:

тот =дш - ЕМ; [оды

ггр' = І-ЦЧЬ [6+2Т}

Уравнение кинематики в проекции на ось Ш:

ЩІ. - _, ЕЩЁ2 'І ї!

где І, _ длина спуска.

Снова «выделяет брусок {1:1ис+ 6.5, а)+ В данном случае брусок
двиткется с ускорением а+ Второй вакои Ньютона в проекцияк на оси
координат:

Р- ЕГРІ _ гы = Ма; [6+29}

а: _ мд- а. = в; (азщ

Решение системы уравнений (6.251-[63111 относительно 1::

т = ЕЬМ с
г- зонт му* '

Проверка единицы 1::

[т1=іа.[;їёї3мд=\/$=4Т=Ц
ЁЬМП'І'Іе'п І) Р] ЁЩШ+ШЕ, 2)!91 2р3іт+МЪ 311: 4Р_2ц3{т+М} с.

15.1. Бруски А и В массами т. и тд соответственно находятся на Го-
ривонтальном столе. К Боуску В придожена сила ІІ', направленная под
углом о. к Гориаонту. Найдите ускорения ад и ад Брусков, если коэффи-
циенты трения Бруска А о стол и меткду |Іъ':'и:~1а:ками равны соответствен-
но р.. и ру. Навес'п-то, что Бруски движутся один относительно другого
(рис. 15.15, о).
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під Нд

Р
И у _'_-

В.: П. и І т

А 1П х ні" т'н
п б с

Рис. 5.6

Дано: ль: тд; Р; о; щ; Ш. Найти: яд; ад.
Решение. *Выделима брусок В (рис. 6.6, б). Его движение рассмо-

трим в неинерциальной системе отсчета, связанной с Ерїсиом А. На
брусок Вдействїют: Земля с силой тяжести тдд, брусок А е силами Нд,
БТР; (нормальная реакция опоры и сила тренияїд. Кроме того1 на орїсои
Вдействрет сила инерции тдад.

Основное уравнение динамики материальной точкн в неинерци-
альной системе отсчета:

Гсовц- ГМ -лчїлдІ =тдадшн; (6.32}

Гвіпсс+Нд-т}3=0; (6.33)

ль =мге 16.33;
еЕьшеляеме брусок А (рис. 5.6, Щ. На него действуют Земля с силой

ний. горизонтальная плоскость с силами Н. и РФ] (нормальная реакция
опоры н силе трения) н брусок Вс силами Нд и Ігтд+

*Ёистсмрг координат связываем с Землей (инсрцнальная система
отсчета). Запишем второй ваион Ньютона в проеицнял на оси
иоординат:

РТрЕ _ гтрІ = тїал; [6+35}

Н, - Нд -т13=0; [оды

до =Щ» [ево
їсиореиие Ерїсиа В относительно Земли вычисляется по ааиоирг

сложения їсиореиий в проекции ив ось Па:

пнш=пн =пвшн+пн. [ЕД-ЗЗ'?

Решение системы уравнений (6.321-[1'53311 относительно сд и сд:
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Ісе -нІЪ(пьа-ГЅіПя}_Н
ди ІЁЁ

И'ІІ

ан = Леовснрдвіпц) _
т:

МТ: ад = ое -щНтЁк- РЅІПЦ}_ тд, ндс;
#11

1Рссаш+ аі о:ав= І д* п }-я1а. Ыіс-
т:

6.3. На гладкой горизонтальной плоскости наксдится призма
массой М с углом о, при вершине, а на ней брусок массой т: Коэф-
фициент трения между призмой и бруеком р {р ё тя ой. В момент
г = 'П на прнзму начала действовать горизонтальная сила, завнсяшая
от времени по закону Р = Вт, где В - положительная постоянная+
Найдите момент времени г = 1:, когда брусок начнет скользить по
прнзме (рис. 6:1, а):

1'

ІІ]
М

Ц

п б

Р

М
Ц

ті.

о ЕЕ
В

Рис. ат

Дано: М; т; о.: Г= Вт. Найти: т:
Решение. «Выделяемв оруеок (рис. 6.1 ду Его двнзкение рассматри-

ваем в поступательно движущейся с ускорением а неннерциальной си-
стеме отсчета, связанной с призмой. На брусок действутст силы: тя-
сила тязкести, Н - нормальная реакция опоры ндпрнзмм]1 РП, - сила
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трени-н и та - сила инерции1 где а - усксгрение1 с кетерым двизкетса
приема (и связанная с ней система кеердинатЪ.

Псиевнее уравнение динамики материапвней тачки е неинерци-
алвней системе етсчета в преекциак на еси ксюрдинат:

тдеіпа+тассеш- РФ =ІІІІ; [І'іЗЩ

Н +таеіпаъ-тдересь={]; [ЕАЩ
Ёп: :|.|.1'\". [15.41'1

Так как Ерусск пе условию задачи еще не начал екпльаить пе при-
еме, те система 1абрусек-п'уиамаш представляет себей материальную
шчку маееей (т + МЪ

Етпрай вакен Ньютона в проекции на сюь Пх имеет вид (рис. 6.7', в):

_ Г
ті'І:І'+і".|~:І`

д (БАД

пе условию
Р = Вт. [6.4З}

Решение системы уравнений (6.39}-(6.43} етнесительне т:

т: віМ+т}(и-Іве1
ЩНШви) '

Проверка единицы 1::

[т]=[3]-[{М+т}] = м-кг-С = Іи-кг-«Е2 Щ;
[В] с1+Н с+кт~м

Пгвет: 1:= дм +т}{д_[вщ, с.
|3[1+|_цдщ}

6.4. Какую пестсанную шриаеитальную силу Р нут-кнп прилемить
к телемке масспй М, чтобы грузы массами т. и т: кг птнесительнп
тележки ис Двигались (рис. 6.3, Щ? Трением пренебрсчь.

Дана: М; т.: тд. Найти: І~`.
Решение. Так как грузы массами т. и ту етнпсительнп тележки не-

ппдвимны, тп всю ее вместе с грузами метана принять за материаль-
ную тпчку. Систему абсцисс свидкем с Землей.

Запишем втерей аакен Ньютеиа в преекции на есь Пас
п_ Ё
_М+т| +.".'1_~±+

[сему
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іч

Рис. 6.3

енаолируема грузы массами т. и ту. Систему координат свиэкем с
телеъчккой1 движущейся относительно Земли с ускорением а - неинер-
анальная система отсчета (рис. 6.8, б). На груз массой лц действуют
нить с силой Т и сила инерции тІа. На груа массой ту действуют Земли
с силой тур и нить с силой Т. Запншем основное уравнение динамики
материальной точки в неннерцнальной системе отсчета в проекции на
ось йхлля груза массой т. и в проекции на ось Пудла груза ту:

Т-щп=0; (5-451'
тЁд-Т=П. [6.4611

Решение системы уравнений (ВАМ-(6.46) относительно силы Р:

Р=Ё{М+т, +л12}.
ті

ответ: в ='1"*-1_Ё'ыи'На1 Над), н.
ПІ]

6.5. Клин высотой и с углом наклона с: стоит на гладкой горизон-
тальной плоскости. Масса клина М. С его вершины начинает соскаль-
аывать Без тренин Брусок массой т. Определите ускорение кдина а н
время соскальаываниа бруска 1: (рис. 6.9, е}.

Дано: й; съ; М; т. Найти: а; 1:.
Ршцшше. енаолнруеме Ерусок, «заменила действующие на него

тела силами: Землю _ силой тюкести тд, клин _ нормальной реак-
цией опоры Н.. Систему координат свижем с клином. двнаеушимси с
ускорением а - неннсрциальнаи система отсчета. |СледовательноІ на
оруеок действует таюке сила ннерцнн та (рис. 15.9. о).

Запишем основное уравнение динамики материальной точки в не-
инерциальной системе отсчета в проскциал на оси координат:

тпсоао'. + тдаіп о: = то; [од-Ц
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Щ +таеоец-тдео5ц =П. (15.43)

е
'янауъ.

_д..

мы дн.
Ё

Рне. 6.9

еизолнруема клин+ На него действуют: Земля е еилой Нд, гладкая
горизонтальная поееркноеть е еилой Нд, брусок е еилой І'Ч.. Сиетещг ко-
ординат еяяэкем е Землей - ннерцнальная еиетемя отече1а(рие. 6.9, в),

Второй закон Ныотона в проекции на оеь Ох:

~1ЅіПЩ = Мп. [6319],

Для нахождения времени еоекапыывания бруски Запиеывяем уран-
ненне кинематикн в проекции на оеь Ох:

Ь, 2

Юг? (кэш

Решение еиетены уравнений (БАН-(6.50) относительно е н т:

тдзіп 2о;
ЖМ +и'15іг'12 ее)в

_ 2ЫМ+т5іп2оЦ
діт+ МІіЅіпзоь а

Проверка единиц я и 1::

Е=ШШ:ЁГ*Н=Ё. М--кге1

П Ш 1* [1:] ЁШЁЦЩ «_Ё- МІЕГ
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_ тдаіпїо: ї_ _ 2ЩМ+таіп2Щ с
_1(м+ткіп1ь} её* дом миіпгн

6.6. На наклоннуш плоскость с углом наклона к горнаонту о. = ЗП*
помешсна плоская плита массой тд - Ш кг, а на нос - брусок массой
т. - 5 кг. Коэффициент трения между бруском и плитой щ - й_15_ а
мсэклу плитой н плоскостью ру = О_ЗП. Определите ускорения с; и о.
обоик тел. При каком коаффициснте трения ру плита не Будет двигать-
ся {рис. 6.10. щ?

Рис. 6.10

Дано:о.= 300; тд = Шкг; т. = 5 кг; р] = 0,15: р1=й,3{1. Найти: сдал: ру.
Решение. «Наолируемь брусок, заменив вааимодействуюшис с ним

тела силами: Землю - силой тяжести лай. плиту _ силами Н. и РТР.
[нормальная реакция опоры и сила трения}. Систему координат свя-
жем с плитой` движущейся относительно Земли с ускорением су. Си-
стема отсчета _ неинерциальная, следовательно, на брусок действует
сила инерции яда; (рис. 6.10, е').

Предполоисим, что брусок скользит вниз по плите, т.е. а. Э* ад. Тогда
сила трения РТР. направлена вверх. Запишем основное уравнение ди-
намики материальной точки в неинерциальной системе отсчета а про-
екции на оси координат:

ЩЕЅіпц-Гтш 'щас =т|д|ьтні [БЕН
НІ -щдсоац=[}; [ЁЅЩ

гтрі =Р~|~1~ [ЕНЅЗЁ'
иІЕІьшеляелоІ плнту, заменяем вааимодействувощие с ней тела сила-

ми: тщ- сила тиигести шейетаие ЗемлиІІ1 Ну и РТР; - нормальная реак-
Ция опоры и сила трения [действие плитьц, Ні и РТР. (действие йрусиа)+
Система отсчета связана с Землей - инерциальная система отсчета+
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Запнсываеи второй аанон Ныотона в проенцинл на оси координат
(рис. о. Ш, е}:

тдгаіпсн РТР, - ГМ = тдед; (6541*

Нд -Н' -тддсоесс :[]; (6551*
ГМ =д1Нг [ІіЅЫ

Решение системы уравнений (6.51}-[6.53} относительно дтн:

от" ценит-а2 -щгсоеоь [оеіїїт

Решение системы уравнений (БЕН-(6.515) относительно од:

а: =щ5іпц+д| йспзц-д:ШССІЅЦ]. (6-53)тд т:
Ускорение орусна относительно Зеьши (относительно инерциаль-

ной системы отсчета) определим е учетом выражений (БЕН и (6.58):

Щ = дне: + д: = Ь'ШПЦ _ І-дІ'її'її'ї'їдїїг-ІІт
Вычисление:
а, = д (еіпо: - цІсоещ = 9,31 (0,5 - 0,15 - [1,863 = 3,6 місї.

ад = ъстеіпет +ц' шї-соеот-аїїііїтїї-соеосїі =
т: "12

= а,з|ш,5+п_15-іп,заз -азшавьи = 1,12 ї.
Ш Ш с2

Действительно, щ > ад. Следовательно, сделанное выше предполо-
жение было правильным.

Плита не будет двигаться, если
. +ад = дет-а +вІ їсоаш -ддШсоаоЦг ЕП.

Решение 'этого неравенства дает

+ Щтдіїашонд -соещ1 Наг
и: [т] +тд1ісоео:

Повет: о. =3{еіпо: - дІс-оасц = 3,6 Ё;

од = Щаіпог. +|.1І їсоао'. -цд щ +т: соасе} = 1,?2 ї:
та те с
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- тптдіїыпсе +р _спаЩдаПлита не Будет двигаться, если р: г
[щ] + мысшсг.

6.1. Найдите усксренин а] призмы масссй т. и а: куба масссй ту а
системе, пскаааннсй на рисунке+ Трение стс1›"гстиует{рис+ 15.1 1, Щ.

ЖЖЖЖЖЖ 1
с б

Рне. 6.11

Дана: тд тд; с.. Найти: щ; сд.
Решение. евьшелнемн- призму массой ті. На нее действуют: Земли

с снисй тд, вертикальная стенка с снлсй Нд и нсрмапьная реакция сс
стрроны куба НГ ОсьОрдннат О_у снязанас Землей (рис. 6.І 1, б). Втпрпй
заксн Ньютсна в проекции на ссь Ву:

щд- Н'аіпц-ща'. [ЕЕЩ
аВылелиемъ куб; на негр действуют: Земли с силсй тдд, гсризсн-

тальнан плссксстъ с силсй Нд, приема с силсй Н, (рис. 6.] 1, в}.
Записываем втсрсй заксн Ньютсна е прсекции на ссь Па:

Ні спас.: тїад. [ЁЬЩ
Заксн слежения ускорений:

дп = 312 + 3:. [51511
где ад - стнссительнсе ускорение [ускорение призмы стнссительнс куба1і.

На выражения [15.611; спещгет:
ап = а, _ ад.

Эта равенстве псстрсенс на рис. 6.12.
На рисунка 15.12 следует:

с; = а. 1:511. [Ё'ЁЩ
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“1 Решение системы уравнений (мВт-(6.62) стнсеи-
У тельнс а] и ад:

а] т = тІ-Ё .
ап а] т] + ті 132 Ц '

Рис. 6.11

=ЩЩ_
'из щ + ле2 132 ц

МТ: д' =і- =Ш
щ +т2І52е±` 52 т] +тдщгц'

6.8. К пстслиу лифта, псднимаюшегсел вверх с уеисрением
а = 1,2 міед, прикреплен динамсметр, и иетеррму псдвешен блси. Че-
рез слет: переиинута нераетлжимал нить, и иснцам иртеррй приире-
плены грузы т] = 200 г и за2 = 300 г (рис. 6.13, а). Пренебрегаа масесй
блсиа и трением, определите наказании динамеметра Е

Рис. 6.13

Дана: а = 1,2 м!с1;т|= 200 г; тд = 300 г. Найпі: Р.
Решение. Систсму срдинат Піу. снимем с лифтрм, истррый дви-

зистси с усис-рснием а. «Нзрлируема грузы т., л:2 н Блан, заменив дей-
ствующие на нии тела силами: Землю - силами тимести ті; и тдд
нити - силами І" [псиазание динамсметра) и Т. В выбраннсй нами не-
инерциапьнрй системе етсчета на трузы Будут дейетврвать также силы
инерции ища и гида (рис. 5.13, б).

Пснрвнс-е уравнение динамики материальной тсчии в неинерци-
альнсй системе стсчста в прпснции на ссь ПШ:



Б.3. Рашаниа задач по динамике материальной точки... а БЕЗ

для груза т.
пл3+т10-Т = пасти; [ЁЬЗІІ

для груза тд
Тъг-зи'їз-лгъ'їтгз':леде'шы+ [15:54:11

Для елена ось Пу связкем с Землей (инерциалъная система отсчетаїд+
Второй закон Ньютона в проекции На е-сь Ву для блока:

Ґ- 2 Т= 11 [ЁЬЫ

Решение системы уравнений (6.63}-(6.65} относительно Р:

Г = 4!!!|'тї(д+д)_

тт +тз
Проверка единицы Г:

[Р]=|:т1]ъ[тІ]-[з+а:|=нг`нг'н=н

[мы '
Вычисление:

г: 4{9,ВІ+І.2}-0,2-П,3 =5,23 Н+
й,2+{1,3

ещеЬШ 4,23 н.
ш'11 + т:

6.9. Два однородных бруска одинакового размера расположены
(рис. 5.14, о] так, что их края совпадают+ Бруски движутся по первой
горизонтальной плоскости, при зггем вектор скорости брускев направ-
лен вдель ик предельной еси и перпендикулярен линии раздела пе-
.тгуплескеегей+ Масса нижнего бруска равна 2:11, веркнеге - Зла, кезф-
фициент трения нижнего бруска е первую пелуплескеегь у.. = [1,1, а е
вгеруто ру = 0,5. Величина кинетической энергии брускев достаточна
для преодоления границы раздела пелуплескесгей. Ппределите вели-
чину коэффициента трения р мед-илаг бруоками, при которой верхний
брусок начнет прескальзывать етнеси'гельне нижнего в момент време-
ни, когда Еруеки выедут на вторую пелуплескееть на ад своей длины.

Даие: Ёт; Зла; р. = 13,1; [11 = 0,5. Найти: р..
Решение. аЕыделяемз два бруека как одне целое в тет момент вре-

мени, когда бруски въехали на вторуъе полуплескесгъ на Ш своей дли-
ны (оно 6.14, 6). аЗаменяемз взаимодействушшие с ними тела силами:
Зсмше - силами ті; и 11:15, пелутшескеети - нормальными реакция-
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ш. 1 паи
Н. Н: Р у

Эт : І. = І

ща* т П' х

д] "21 гт|ЗІІ т'а ЕпП тд

а Б

н УЬ

Р І
п ЗМІ п х

І Эт;

Ё

Рис. 6.14

ми спсры Н' и Н; и силами трения РТР. и Рип. Снсгсмї стсчсга связыва-
см с Зсмлсй [инсрциальная систсма сггсчста}.

Записывасм вгсрсй ааксн Ньютсна в прссиции на ссь абсцисс:

-Рт - Гтд ={3т+2т)а, [Ембы
где силы трения:

ды = '_1'Ні, [6.Бт}

Гтрї =ц2~2; [5.5311
п _ уснсрсннс.

їслсанс псщптатсльнсгс движения Бруснав: алгабранчссная сум-
ма мсмснтса снл стнссительнс осей, прпнсдаших через тачки С. и СЕ,
равна нїлпа:

Ь Ь
'під'ї=~2*їі [Б-'Бщ'

І, Ь._= ._' д“113 2 1 2 [Б 'л

Енсдсм лннсйнуш плстнссть двух Ерусиса
5т=_. 5.?а Ь ІІ Н



5.3. Рашанна аадач по динамике материальной точки... а ЭПБ

Массы ШІ н Ш П “ЁПДПЩНЁСЯ На ПЁ н т ПП ЛПЁЁПЁҐН,211 р

ран-ны:

-е
-Іг
ч

'в =я- : (Б-ТЁЪ

т: =я- - (її-ТЭ!еІ'і
ї

аВыделяеме веркний брусок (рис. 6.14, а). Рассматриваем егодвиже-
ние в неннерциальной системе отсчета (система координат _:Пу связана
с нижним Еруском, движушимся с ускорением а). На веркний брусок
действуют: сила инерции Зта, сила трения о нижний брусок Р , сила
тяжести Втр и нормальная реакция опоры Ы.

Основное уравнение динамики в неинерциальной системе отсчета
в проекцияк на оси координат:

Зтп-Р'ш ЕП; [151%

Н -3т3 = П; (5352;

а, = на, (его
где р - коэффициент трения между брусками.

Решение системы уравнений (бабы-(оды относительно р:

І
І'І' =Е<|11 +31-1-21'-

І
МТ: Р- :ЕЁІ-Ч +3Р-11'-

6.10. Мотоциклнст едет по горизонтальной дороге со скоростыо о,
делая поворот радиусом кривизны В. На сколько при атом он должен
наклониться, чтобы не упасть на повороте?

Дано: о; Н. Найпі: о..
Решение. В неинерциальной системе отсчета, вращающейся с угло-

вой скоростыо ш, на мотоциклиста действуют: та” - центрооежная
сила инерции, тд - сила тяжести, Н - нормальная реакция опоры,
РП, - сила трения+ В атой неинерцнальной системе отсчета мотоци-
клист неподвижен (рис. о. [5}.

Условие равновесия: сумма моментов относительно точки С равна
нулто:

трЬеіпо: = таньсоеа; [БЕЛ
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Рис. 5.16

_ [а _м _Штат-с:-

пп =ш2д; [БЛЩ

Н:Ёш. (6391*

Решение системы уравнений [о.ТТ}-[І5.Т9}
Шносительноо.:

из
сх=агеід_.

да
Проверка единицы о:

2 21'Ё

6.11. Найдите зависимость ускорения
силы тязкести от географической широты+
Вычислите его значение на полюсе и на зк-
ваторе и их разницу.

Решение. Рассмотрим равновесие тела,
находящегося на поверхности Земли. На
него действуют: сила притяжения Земли РН
(определяемая по закону всемирного тяготе-
ния Ныотона), нормальная реакция опоры

-г

(поверхности Землю Н и сила трения РТР,
перпендикулярная плоскости рис. 616. Си-
стема отсчета, связанная с Землей, из-за вра-

Щения Земли вокруг своей оси - неинерциалвная+ Следовательно, на
тело дейсгвует такзке дентробехєная сила инерции та, {см. рис. о, ІЫ.

Условие статического равновесия (сила трения, перпендикулярная
плоскости рисунка, меридианальной плоскости Земли, здесь не уча-
ствует- она показана кружочхом на рис. 6, 16):

вы + в + та, = о; [вал
РН = 6%; [БЕН

а,,= шдд; [6,821

ш =2_“, (азы
Т
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Н = К] сссср. [Е.Е4}

п-н НЧЧЁ
ІІІ¦ІГ2

М= 5,95- І'ІІІІы нг - масса Зсмли, т - масса тсла, На = 5,3?1 - ІІІЁІ"1 н -
срааннй радиус З-стинсгс шара, а,І - цснтрссгрснитсльнсс уснсрсннс,
ш - углсаан снсрпсть вращения Зснлн вскрыт свс-сй сси, Т= 24ч - пс-
рнсд сбрашснин Земли вскрыт сассй ссн, Н - расстсанис тсла ст сси
аращснна, си - гссграфнчсснаа ширата+

На выражения (630) слсщ'ст

Здссь Б' = 6,6?'4 - гравитацнсннаа псстсаннап_

Н = -{РН + план).
Пс трстасщг ааасну Ньштсна

Р= -ІЧ.
гдс

Р = т; (6.ЕЅ}
_ СНЛЕІ ТЯЖШ'І'І; Б _ ЁЕОРЁННЁ СИЛЫ ТЯЖШ'Н.

На чсртсжа в ссствстстанн с тссренсй иссинуссв слсщст:

Р =`1РЁ Наши): -211та'тнаагдчссаср+
С їчстсн равенста (631]1-[635] пс-слсднсс аыражснис присбреггаст

ПНД:

МЕ 311;2 211.3 М: 62_+_ _Е2-6_ сса2 .3 « в; Т: Т: з к] ІїР

НЗ-аа нрашсннн Зсьшя сгшюснїта у пплюсса и удлннсна на ан-
ватпра, сс форму назвали гссиасм вращения. На псшссс тр = 'ЕНЦ'Ґт

- 5,35 - Ш'Ё' м
М _ 596-1024 |и=с_=а,сті1с"*_=а,нза_.д” к; таза-шт 1:2

На анаатсрсцэ=0,д3=6,3?6- Ш'5 м,

М 4:112
За=Ё_-_дд=

д:
ааа-шы _ 44,142

(ада-шт* (Май-10311
=а_ат-ш-“ азташ* =а,таї1.

В
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Пгносительная разница значений у.

,у -у 9,832-9д8_” а 400%=_
уп 9,832

Среднее значение радиуса Земли принято равным Нд = 6,3?1 ~1ІІІІ'5 м,
среднее (стандартное) значение 3 = 9,50? місї.

їгол о. между направлениями РН и Р вычислим с помошыо теоремы
сннусов:

-1Ш%=П,53%.

І І 2 І

шла" =Ш: еіпо цій-рта" =еіп<рт КЗШЅФ = дп Ґ] еіп Еср.
неол Р тд ЁТ 5

Далее:

. 4-3141631'140* . .ато = ' * ыпЕ = 0,00] Ебзтгмакета* ф Ф
Сннус малого угла можно приближенно заменить значением само-

го утла. Следовательно,
о еПДПІЗБЅіпїщ. (6.36}

Таким образом, угол о. изменяется в пределак от нуля [на аква-
торе, где ср = П, и на полъосак, где с: = 90% до 0,00136 рад или 6” (на
широте 45°).

Направление силы Р совпадает е направлением нити, натянутой
грузом, которое называется направлением отвеса или вертикальным
направлением. Сила РН направлена к центру Земли. Следовательно,
вертикаль направлена к центру Земли только на полюсак и на аквато-
ре, отклоняясь на премежуточнык широтак на угол о, определяемый
выражением (оды.

о. ІІ. На сплошной цилиндр массой т нямотана тонкая ненееомаа
нить+ Другой конец нити прикреплен к потолку лифта, движущегоея
еверк с ускорением а:

Найдите ускорение цилиндра относительно лифта и силу натяже-
ния нити.

Дано: не; о. Найти: от; Т.
Решение. Поновное уравнение динамики в неинерциальной еиоте-

ме отсчета в проекции на ооь Пу[рнс. 6.1Т}:

тп+т3-Т=тощн, [БЕН
где та - сила инерции; ту - сила тяжести; Т- сила натяжения нити; от -
ускорение точки П [центра масс цилиндры относительно лифт-а.



5.3. Решение аацач по динамике материальной точки... а ЗП!

Основное уравнение динамики вращательного
двиткення твердого тела в проекции на ось Єр (ось
Ф прокодит через точкаг О перпендикулярно пло-
екоети чертежа и направлена на нее):

Т-г: І-вт, (6381;
где момент инерции ЦилиІ-щре,

2 1г]"'ту Л'ІІ
= _; 6.89

2 І: } Рис.о.11
Г- РЁШІ'ЦҐЁ ЦНЛННДРЕ.

Нинематическан свявъ углового и линейного ускорении

г. =т+ (кеш
Решение системы уравнений [6.ЕТ}-{6.ЧП} относительно искомык

неизвестных от и Т:

дотн =ЁІІД+ЁЬ Т =ітіід+ЁЪ

тает ат =-{я+а}м2.: Т=-т(е+в) Н
6. ІЗ. ЧеловекЗставит плоские медицинские Весы на Телсмку, кото-

рая может скатываться без трения по наклонной плоскости. Затем сам
становится на весы и катится вниз, наблюдая за показаниями весов
(рис. 6.13, о).

Рне. 6.18

“Чемуг равен угол наклона плоскости о., если весы показывают в атот
момент Р* - 531] Н, а человек весит Р= Шо Н.
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Дано: Р' = 5313 Н; Р= Тбб Н+ Найти: съ.
Решешіе. На рисунке 1518, брассмотрено двизкение человека в системе

отсчета, связанной с двизкушейся с ускорением а телеэккой, т+е. в неинер-
циаяьиой системе отсчета. В неинерциальной системе отсчета на чело-
века действуют. Кроме ныотоновскик сил, силы тязкести тд (я: - масса
человека] и силы нормальной реакции опоры Нч, сила инерции та

Пеновное уравнение динамики материальной точки в неииерци-
альной системе отсчета в проекции на ось бу записывается в виде

яд, +яшяш- л=с+ (15.91 у
Для тележки вместе с человеком в инерциальиой системе отсчета

(связанной с Землей) (рис. 15,18, в) второй закон Ныотона в проекции
на ось Пк имеет вид

(Р+ мдыпя =[Ё + м]з. (аязу
Ё

где М - масса тележки.

Учитывая, что согласно третьему закону Ныотона Р' = М., а т = Нд,
решение системы уравнений (бы), [бЯШ относительно о. будет:

с: = агссос1ІРї = агссоз1 'Ё :атссозП,ЅТ : ВПП,

Ответ: о: =агссос1,% =ЗП°.

6.14. Конструкция механической системы показана на рис. 619, за
Массы грузов пп, тд, т; извеспчы+ Определите ускорения о грузов и на-
тязкения Тнитей. Масссй нитей и блоков, а таіске трением пренебречь+

дана: тя тя ту Найт: я.: из; ся ТІ; Та
Репшнне. Двизкение груза массой ті и блока І рассматриваем в

инерциальной системе отсчета (ось Пу связана с Землей1н. вРІзслируемз
зти материальные точки: язаменяеми действующие на ник тела силами
(рис. 15.19, б). На груз массой т. действуют Земля с силой ян; и нить с
силой Т1. В предположении, что грузы массами м: и тд, перевешиваъот
груз массой вт. , ускорение груза массой ті а. направлено, как показано
на рис. бсІЕі, б, тсе. вверк, Запншем второй закон Ныотона в проекции
на ось Пудля груза массой м. и блока І:

“че-Е -гчяс (сразу
зтІ -т, =с. (ему
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0

_ у

ІЕІ
та

о б
РІІе.` 6.19

Даимение грузов массами т; н ту рассматриваем в неинерциальной
системе отсчета (осьП'у связана с блоком 2, движушимся с ускорением
ні). На грузы массами т; н тудействуют: Земля с силами тур, и под, нить
с силой Ту и силы инерции лада и туа. Ускоренин атик грузов - азы".

Запишем основное уравнение динамики материальной точки в не-
инерииальныи системах отсчета в проекцни на ось Ігу':

ааа - Е. - тн: = -Ньгаым [5351
тэг-ТЗ _тза: тгаэшн_ [Бт96}

Ускорение грузов тд и ту относительно Земли нанодатса по закону
слоэкении ускорении, аапнсанному а проекции на ось Пу:

ІІІПІІгаііпс = _цІопч +в; [Едщі

'пЗаІЅс : “Іотн +11* (6381!

Решение системы уравнений [оды-ШНЩ относительно некомьск
неизвестных:

д = Матье д
т. На + т. На + 4тьаа
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ТЕ: штате -
тъ+тта+4пъпа

д' Дит-*чщ-щеъд
щщ+тта+4пъаа

дата-Нет
от: +т1тд +4тгтг.

= -3ттъ +т|т; +4т1тд Ё.
тттг +т1тг +4тгпа

= -3тттг Нат: +4тгпа д*
ттщтдтшъ

Ответ: Т = Зщтїпъд ,Н; 'Г2 = 4т'тїт33 1Н;
от; Штат-*папе *ета +т|тг+4тгеъ

а Дита-Штат; Ы -Зтгтітгдпъпа ї.
тьщпъдттз'? пт: женщинам 1*”
_ -Зттъ +ттъ +4пътз 5 ї
от: Нат; Ната *СЕ

15.15. На стержень надета Еїеинка маееой т (рис. 15.20, а). Буеинка
может перемещаться по етержнво без Трения. В начальный момент бу-
еннка накодитен на середине етерэкнн. Стержень поетїпательно пере-
двигаетеи в горизонтальной плоекоети е ускорением а в направленищ
еоетавлаъошем угол о. ео етерїкнем. Определите ускорение буеинки от-
ноентельно етерз-кна и еилї реакции ео етороны етержин.

дат:

дне:

взнос

ды:

Рио. 6.10
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Дано: т; а; о.. Найти: дтн; Н.
Репшшіе. Задачаг решаем в неинерциальной системе отсчета Шу,

связанной е движьшимса с ускорением о стержнем+ Выделаем бусинкдьг
(рис. 15,211, 6): на нее действуют Земли е силой та, стержень с силой
Н, а также сила инерции ета+ Запишем основное уравнение динамики
материальной точки в неинерциальиой системе отсчета в проекцнак
на оси координат:

-тасоеоъ +ждеіп о : ташн , [Іійщ
где от" - ускорение бусинки огне-сительне етержнн.

Н - тдеееог. - товіпо: =П: (ішщ
Не (6.99) следует:

от = Щеіпо. -еоец}.

ИЗ {6.І'ПП}:

Н= тдіІвіпц+ееецЪ

`ІІЭттпет: дэтн = даша-сова; міе; Н= щаіпа+ооео.]_ Н.

6.16. Брїсок высотой Н и длиной Ь (% = І,5} движется поступатель-

но по шероховатой горизонтальной плоскости (рис. 6.21, о). При этом
ва каждый интервал времени брусок проходит минимально возможное
расстояние. Определите путь, который пройдет брусок до его полной
остановки, если начальная скорость бруска равна оп.

_ Ь _
н. Ц _."'

ч, тІ'ч, а
І. ІІ'
і. І -Іы и о.,

Н І'і.
ІІ' Ч.

и ¦ *
и, ¦ к* АІ І 'і'1г -І' р " ____________

і_!~
'І ї
д о

Рне.6.21

Дано: Н; 141% =1,5]; оп. Найти: .5`.
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Р'ЕІІІЕІЁІІ'І'Е. Уравнения КННВНН'ГНКН В ПШЕЕЦНН На 'ПСЬ ПІ С ЁЧ'Е'ШМ НЕІ-
ЧШ'ІЬНЫІІ Н ТРЕННЧНЫІ ЬІ'ШІПБНЙІ

сын-ип; [аши
2

а: маг-Ё, ташзу
где дп - время движения бруска.

Условие задачи *за каждый интервал времени брусок проходит ми-
ннмапьио возможное расстояннеа выполняется при минимально воз-
можном ускорении.

Минимально возможное ускорение найдем, переходя в неииерци-
альиу1о систему отсчета (рис. 6+2І , о). Рассмотрим положение оруска,
когда ои накпоиился так, что зазор между точкой А и горизонтальной
плоскостыо минимальный (нормальная реакция опоры в зтом случае
проходит через точку С). На брусок действует Земля с силой тд, гори-
зонтальная плоскость с силой Н и сила инерции ята+ Запишем условие
иостуиетальноао движения ІБруска (сумма моментов сил относительно
точки С равна нулю):

тоЁ = тдЁ. (6.103)

Решение системы уравнений (6.ШІ}-{6.ШЗ} относительно иско-
мой неизвестной Ѕ.

=_“ЁН =_“Ё '1'5 =п тзиі.
231 25 ` д

Проверка единицы:

мЕ-м-с2
Ѕ =_= .[1 Едим М

1

Ответ: Ѕ=П,?5Ё, м.
а

15.11 Іартиллерийский снаряд движется по настильной траектории
[те траектории, которуіо приближенно можно считать горизонталь-
ной прамой). Горизонтальная скорость снаряда от Снаряд должен по-
разить цель на расстоянии й..+ Пренебрегая сопротивлением воздуха,
определите ІІ'іоковое отклонение снаряда од от цели, обусловленное
вращением Земли. Географическая широта места ср = БП" с.ш+
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Дана: сп; Ь; ср = Ш" стш+ Найти: дьЅ+
Репшнне. На рисунке 6.22 изображена схема

пслета снаряда и действующие на негс силы,
сбуслсвленные вращением Земли: сила Ксрис-
лиса и Центрсбеаєнаа сила+ Причина бсисасгс
стилсненил снаряда ст цели - сила Керислнеа,
астсраи спрааеплетсл ссстнсшением

Ё, =2т-<а,аа,;,
Расы:или в сиалнрнси фсрме

РК =2аа-а\п -шгаіпсрд 1251114)
где ш; - углсвал сисрссть вращения Зелши, т - масса снаряда. Направление
втси силы уиааанс на рисунке (на вести).

БОЕПВПВ ОТЮІОНЕННВ СНЗРЯДЁ ОТ ЦЕЛИ

ш*
д5=ї1 {б.1'|}5}

ГДЕ

ні, (ашы
т

т=і . (бит)
иа

Решение системы уравнений (6.104)-(6. ШТ] стнсситедьнс аЅ.
1 .дБ: І. сад ашср'

иа
Проверка единицы:

1
[ДЕ] =Ц : М

м-с
Еъшсд: Задача решена вернет.

6.18. На ср = БП" севернси ширсты теплсвсв массси т = ІПП т дви-
жется с 1сга на север сс сисрсстыс с = ТЕ кміч пс желевнсдсрсжнсму
пути, прслсиіеннсму пс меридиану. Найдите величину и направление
силы, с нстсрси теплсвсв действует на рельсы в направлении, перпен-
дикулярнсм всду теплсвсва.

Ответ: Теплсвсв действует на правый [пс нсду теплсвсва) редьс же-
левнсдсрсжнсгс пути с силсй Гц = Ётс аіп пр = 250 Н. Здесь ш - угпсваи
сисрссть вращения Земли всирут свсей сси.
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15.19. Троллейбус на повороте движется по дуте окружности радиу-
сом д = ЗП м со скоростыо о = ІЅ км,г'ь1+ Пассажир идет к као'ине во-
дителя вдоль прокода с постоянной скоростыо и = 1 міс относительно

троллейбуса. Определите утол о. накяона пасса-
жира к вертикали в момент прокождения им се-
редины салона.

Дано: Н= 30 м; о =15 кмуч; и= 1 мІХс+ Найти:
П..

Решеште. В неинерциальной системе отсчета,
связанной с трояпейбусом, который вращается

гид-_ кд; с угловой скоростью сб и движется с линейной
скоростыо й подуге окружности радиусом д на

пассажира действуют: Центробежная сила инерции ГЩ, , кориолнсова
сила инерции, сила тяжести щў , нормальная реакция опоры Н н снла
трения Ёш . В Этой неинерцнальной системе отсчета пассажир в пло-
скости чертежа неподвижен (рис. 6.23).

Условие равновесия пассажира: сумма моментов относительно точ-
ки Сравна нулто:

тдЬвіпсс =І[Гкі +Д5}Ьсоас1, (6.1031і
ГДЕ

РК = Ётшз; (6.109)

п гш _Е, [ЕЕ-*ПШ

Ш:
=_. о.Еда к Ё Н Н

Получили аамкнутую систему уравнений: шесть ненааестнык т
ГК, ш, Рик, І., о и четыре уравнения. Однако относительно т и І.. аа-
дача автомодеяьна _ они сокращаются. Решение системы уравнений
(о. ІПЕ}_{6.І Н) относительно о.:

_ о{2д+о}
агсЩ_дн

Проверка единицы:

[а]=_2 =1.
с- с-м м

Вывод: аадача решена верно.
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Вычисление:

= І ' ' = [ІІ с=с6°.с. агся чтвъю ШЩВ . 1 1

Ответ: с: =агсіиШ : 15,60.
,ад

6.111. С иаисй сксрсстътс ип дслмен идти челсвек пс салсну автсбу-
са пе направлению и кабине всдителя, чтсбы взлететь [лстерять вес]+
Автобус преццплевает вершину ислма (нерпвнсгс участка дсрсги] с ри-
диуссм кривизны Н = 42 м. Сисрссть автсбїса и = ТЗ имуч. Считаитс,
чтс чеисеси находится в центра: ав'шбуса.

Дина: д = 42 м; и = 72 иміч. Найти: ип.
Решение. В неннерциальнсй системе стечета, связаннсй с автсбу-

ссм на челсвсиа действуют: тё - сила тяжести, ЁЦБ - Центребеасная
сила инерции, РК - исрислисс-ва сила инерции- На челсвсиа также
действует сила трения, не псиазанная на рис. 6-24, и нсрмальнаа реан-
ция спсры Н , Іштсрая пе условию Задачи равна нулю.

Рис. 6.14

Таким сбраасм, услсвнс нсвсссмссти челсвсва: сумма преелции
всел сил на псь Ну равна нулю:

Гн+Гц5-тд=0, ШПД

ГДЕ

и=- Б.а н, і 11=и
2

г, =ї. (ана:
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Решение системы уравнений (6.1 121-051 15] относительно оп:

Проверка единицы а:

33 _м-м с_м
а сЕ-м с

Следовательно,

м
ип :_-і 1 с

Вычисление:

1 наш-зе то=- ~_*-_ =пз .П 2[ п 3,6] 'нд
`ІІІ'Іва'т: опа]ї[%-и]20,3 міс+

6.21. Автобус движется со скоростью о = ЗП кміч по выпукдомуг
мосту, имеющему в верхней точке радиус кривизны Н = 64 м. Пасса-
жир идет вдоль прохода от кабины водителя с постоянной скоростью
во = 2 міс относительно автобуса н в момент прохождения автобу-
сом верхней точки моста находится в середине салона. Какую отно-
сительную потерю собственного веса будет ощущать пассажир в этот
момент'ёІ

Ответ: ПДЅ.



ГЛдВд7

ДВИЖЕНИЕ ТЕЛ С ПЕРЕМЕННОЙ
МдОООЙ. РЕАКТИВНОЕ ДВИЖЕНИЕ

?.1. Основные положения

Термин «переменная массаз употребляется здесь в том смысле, что
масса медленно (По сравнению со скоростью света] движущсгсся тела
меняется за счет потери или приобретении вещества. Например, до-
ждевая капля растет при падении в воздухе, пересышеннсм водаными
парами; масса ракеты уменьшается за счет истечения газов, образую-
Щикси при сторании топлива- Уравнения движении тел с переменной
массой не содержат принципиально нового по сравнению с законами
Ньютона, а являются из еледствиями.

Общие законы движения тел с пере- ц _ тмьнньь маььья вам [штаммы ра»- 1::
скими учеными Мешерским и Циол-
ковским. Циолковский применил зти =
законы движения для разработки тек-
иическото проекта реактивного косми- Рис- 'Ы
ческого корабля.

Еыведем уравнение движении материальной точки с переменной
массой на примере двнзксния ракеты (рис. 11).

Пусть в произвольный момент времени т в инерциальной системе
отсчета, связанной с Землей, масса ракеты равна т, а скорость - у,
Следовательно, ее импульс равен ту. В единицу времени сторает

он:
р =ї Топлива и выбрасывается из сопла ракеты со скоростью от.,

г
относительно ракеты. Относительно Земли в соответствии с законом
сложения скоростей это количество топлива {тазов} имеет скорость
11,5., = от" + у. Масса ракеты через время от станет равной т - р я а'т, а
се скорость увеличится до значения с + о'с. На систему авыорошвнный
таз - раке'таяі при движении ракеты в горизонтальном направлении
действуют внешние силы Г.

Запишвм закон изменения импульса в проекции на ось П: (см.
рис. 11):
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(т-р*сії){п+а'п)-рчй[ит -п}-лш = Р; -єїд

Раскрыв скпЕки1 пплучим

та'н -щіш= Дай. (Т. Ц

При раскрытии сксбск членсм ранен пренебрегашт как Еесксиечнс
мапсй высшегс псрядка.

Ши
На (ІІ }, педставляя вместе р. еге выражение и =ї , следует

а'н а'т
тгдщт*

или в вектсрнсй ферме

трачу* ст = Е + (а'т ,і спит. ППЁЪ

Этс уравнение является сснсвішм уравнеішем днвамшш материаль-
нсй танки перемешей массы. Егс называют уравненнеч Мещерексгс.

Псследнее слагаемсе уравнения (її) иавване реактивной сталей:

Е = (ет ,ї щит.

Эта сила всзникает в результате действия на ланнсе телс приеседн-
няемпй [илистделяемей)массы. Если массаприсаединяетсяІ тшіту'Щ?
За І] и вектср Вссвпалает пс направлению с вектсрсм цшн; если эке мас-
са стлеляется, те лтіт* < І] и вектс-р Е прстнвспслшкен вектсру пт.

В стсутетвие внешник сил

т (ат і а'г) = Шті Ш) пап..
где иптн - сксрссть присеединяемстс [или стделяемсгс) вещества стнсситель-
НП рВЕПМВШІ-'ШЕБЫПШ ТВЛВ.

,Два частные случаяї
1) если ц = П, т.е. масса присеелиияется или отделяется Ееа скерестн

стиссительис тела, тс ІІ= І] и уравнение (12) принимает вил

т[г} (ат ,г' а'е') = Р, {Т.З}

где т [І] - масса тела вланный мсмент времени;

2) если ц = _у, т.е. присеелиияемая масса непелвниена в выбраннсй
системе стсчета, тс уравнение [12] принимает лругей вил.:

тщуіа'т) + у [ету'а'н = Е,

или Щттдтг = Е.
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7.2. Законы Камера
Датский астроном Тнко Брате 0546-1601] построил обоерваторнго
н в течение 21 года наблюдал звезды, планеты и кометы, производя
определения еветил е весьма высокой точноетыо. В 159? т. покинул
Данте н в 1599 иереекал в Прагу, Здесь к нему в помощники поступил
немецкий астроном Ноганн Кеплер [ІЅТІ-ШЗЩ, у которого после
смерти Тнко Ерате остались материалы его многолетник высокоточ-
нык наблюдений. На основе зтик наблкзденни Кеплер нашел законы
двизкеннв планет вокрут Солнца. Эти законы носят название законов
Ітіеплера+

Первый закон: в соенеч'ногїІ системе планеты двщтса но шинсон, в
одном из фокусов которые находится Соение.

Второй запои: радиусчвектор танеты за равные промежутки време-
ни описывает равные мощади (рмс. 12),

' ' _ а
_ _ - 'гдгіііддтТ. А

Рис. 7,1
РІ, Ру - фокусы зллипса; Ѕ- солнце; г - радиус-вектор планеты;

Щ = СП - большая полуось орбиты: площади секторов Ѕдо и БП Н равны

Шзакон: неадддты периодов обддщения раыинных планет вокруг
Солнца относятся как кубы болыиих нолуосед.

Первые два закона были опубликованы Кеплером в 1609 г., послед-
ний - в Ібїд г,

Законы Кеплера естественным путем привели ан глниокого физика
н математика Неаака Ньютона [Іб43-ІТ2Т) к открытнто закона вее-
мнрного Тнготения.

Законы двизкения небсснык тел, в частности движения планет во-
круг ІБолнца н искусственных спутников Земли вокруг Земли, явля-
ЮТСН СЛЁДСТЕНЕ-М БЕНПБНЫХ ЗВКОНОВ МЕІЕІННКН - ТПЕІ ЗВІЩ'Н'ПВ ДННЕІ-
мини и закона всемирного тяготения, которые называтот законами
Ныо'Шна.

Второй закон Кешедо - следствие закона сохранения момента
импульса.

На планету, вращатошутоов вокруг Солнца, деиогвуег все гда направ-
ленная к ІШолнцу сила тяготения Ныотона
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РН =6м_:пд
г

где М _ масса Солнца; ш _ масса плансты; о' - траантацноннаа постояннаяі

Здесь нет анешннл снл, следовательно, соблюдается закон сохране-
ния мамонта цнпульсо отноонтольно ІСолнца:

г - он =оопад

г - т = сопат,

где. г - оаднус-всктор планст'ы; т - скорость планоты.

Площадь, аометасмаяа радиус-вектором плансты За время о'т, равна
[так как врсмя мало, площадь сснтора ааменясм площадью треуголь-
ника ОАВ, [3110.13]

ЫЅ:%г~.-=ІВ; (141;

ан =мощам-а) = плана. дал

Подставляя (14) в (1.5), получаем

о'Ѕ =%г~оо'таіпо. =%:Щгоаіп ее) = ёсщгат) =:1›

о'Ѕ 1=ь_ : -{гат) = сопат,
от 2

что н требовалось долааать.
Грстдй аолон Катера - следствие второго аолоно Ньютона.
Будем полагать, что орбиты планет являются оаруяеностямя [этому

условию удовлетворяют почтн ное планеты, за нснлъочснном Платона).
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В действительности вкспентриситет орбит вл-
липсов очень мал (для вллнпса вксцеигриснтет
определятот как отношение расстояния менщу
фокусамн к большой оси}. Например, для зем-
ной орбиты он равен примерно 0,01 Т. При точ-
ннк расчетах, учитывая вкснентриснтет эллип-
тические орбит1 получают тот все ревультат+

Пусть одна Планета имеет маасу тд крутовуго і
орбиту радиусом г., а вторая планета - соответ- гид, тд
стиснно ту, гд {рис. 14). Запишем Второй Закон
Ныогона для спутника массой т] в проекции на ось, проводящуоо оТсПїг-
ника к радиусу:

РН. =т.а1.. (тв)
ГДЕ 'ЁІг'Ша ТНҐП'ТВНІ-Ш ПО І'ІІаІІіІІІТІІІіІ-Ц.ІІ

вы = оітъ; они
'і

6- гравитшшонная постоянная; М- масса Земли; нормальное ускорение

о 1 =со|1гї; (ТЕ)П

шІ - угловая скорость вращения спутника вокруг Земли.

Париол обращения спутника вокруг Земли

д =Ё. они
'Ш'1

Решение системы уравнений (Т.б}-{?,9) относительно ТІ'І:

Т1 =и' ом
Аналогично для второго спутника находим

[тлщ

_ 41:53
_ БМ +

Поделив (1.1111) на (111), получим:
п: і
Ё а”

г; [и ц

что и требовалось доказать.
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7.3. Основы динамики коемическик полетов

В астрономии и динамике космического полета употребляются поня-
тия трек космическик скоростей (рис. ТЕ).

дед-- в* тнънг *а_ъ
'ггг и с: и" І _ Ри “1

мг. І Гипербшіа
о Ъ от.ї

Парабола
ІЗювудииость од -113 КИЕВ

Эллипс “и ' Тд ті*
о", *С о <од

РІІЕ. 15

Первой космической сиоростыо от (круговой скоростью) называется
наименьшая начальная скорость, которую нужно сообщить телу, что-
бы оно стало искусственным спутником Земли (НСЗ}, вращающимся
вокруг Земли по круговой орбите.

При движении спутника вокрут Земли по круговой орбите на него
действует единственная сила - сила гравитации (при предположении
ничтоэкно малого значения силы трения в безвоадушном простран-
стве), равная

т.:МЗ = а тд МЗ
г* (из + и): *

где й - высота полета спутника над поверкиост'ью Земли.

ян = с (кю)

Эта сила сообщает спутнику нормальное ускорение. направленное
к центру Земли. Второй вакои Ньютона в пррекции на ось, направлен-
ную к центру Земли. имеет вид

тстїїз = т: коз ч

1130.12) и [1130 следует

_ гамто- н3+й. (1141*

Б [Т.13}
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Учитывая, чте у псаеряиссги Земли

Мдо = БЕЗ, (115)

где я., - їексрение свсЕсднсге падения у псверкнести Земли, выраткение П. 12}
примет ааа

а* = -- д” . (мыІ:ч1+_
дэ

Сксрссть спутника, вычисленная пс формуле (Т. ІБ), называется
парней кссиическсй скоростью (крїгсесй шерстью). Эгс минимальная
сксрссть1 кетсруте дсш-кне иметь теле, чтобы стать спутникем Земли и
даигаться пе крїгсвси траектории. Так, на выссте а = 254 км (выспта
ербнты первсгс кесыенавта ЮА. Гагарина) эта сксроеть равна

Би: [ат-азтьи: дпім'
1 25-4-10З с+_
азтып*

При я = П с” = 19 кыд'с.
Как еедут себя тела, наясдяшиеся а кесннческня кораблях. выве-

денныя на орбиту?
На любое теле е кссннческем ксрабле действует две силы: сила

притяжения к Земле

ГН = Е тМЗ 2

на Не
н сила реакции ппсры Н. Эти силы сообщают телу 1_І|..гстиглілщлі:ние1 направ-
леннпе к Цен'Ц'ц'г Земли.

Запишем втсрсй заксн Ньютона для тела массой т, накпдяшегеся а
кссмическсм кпрабле:

с_2_н
(ддт дэ

ІІїдтетеда реакция спсры равна

тМЗ лат:
+л

тМЗ 'лапІ_6 - +(еще ды:
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Подставнв сюда выражение для скорости (1141, получаем Н = б,
Так как по третьему закону Ньютона реакция опоры численно равна
весу тела, то все тела, накодлшиеся в спутнике, иепытывают еоетоянне
невееомоети,

В разделе і»нКинематикаа мы обнаружили, что тело, брошенное го-
ризонтально ео скоростью ср, будет лететь по параболе. Это справедли-
во де тек пор, пока ускорение свободного падения определяется фор-
мулой р = ЁМЫ В; , Если все учесть точную зависимость д ет высоты
подъема над Землей, т,е+ 3 = ОМЗДНЗЦІР, те траектория, по которой
двиэкетея тело, брошенное горизонтально, на самом деле прадетавляет
собой часть дуги зллипеа.

С увеличением ср зллипе расширяется, прнблизкаяеь к окрузкноети+
При начальной скорости, ранней первой космической, траектория
тела становится окружностью, При ср > ор траектория спутника вновь
становится здлнпеом+ Если и дальше увеличивать оп, то при некотором
значении скорости сп. = ор, траектория етанет параболнчеекой и теле
улетит ет Земли в мировое пространство н станет спутником Солнца+
Скорость од называется второй космической.

Вычисление второй хронической скорости, Потенциальная знергня
тела массой т в поле тяготения Земли определяется выражением

Мзт
ЕП =_ І. (Т.|.?}

Ґ

где г- расстояние до тела от центра Земли.

С учетом [Т.І5} удобно вндоизменить (7.17) и выразить потенци-
альную энергию через ускорение свободного падения у поверхности
Земли и радиус Земли Ну:

ЕП : -т5Ё. [721311
Ґ

Ппрсделим вторую космическую скорость ракеты, т.е. минималь-
ную скорость, которую нухсно сообщить находящейся на поверхности
Земли ракете, чтобы она удалилась ак бесконечностьх. Будем считать,
что двигатели ракеты срабатывают непосредственно у поверхности
Земли, сообщают ракете необходимую скорость и выключаются. Кн-
нетичеекая знергия ракеты при запуске равна моё,Д, а потенциальная
знерпш вблизи поверхности Земли в соответствии е формулой [ЪІЩ
равна -щддт Н конечном состоянии, когда ракета удалилаеь огг Зеьши
св бесконечно-ства, ее потенциальная внергня равна нулю. Необходи-
мая начальная минимальная скорость будет наименьшей, если в ко-



14. Решанив а-адач на движение тел е переменной маоаей а 41?

нечном состоянии скорость ракеты обратится в нуль. Следовательно,
в конечном состоянии механическая энергия равна нулто+ Закон со-
яранення анергии имеет вид

т
ЁЁЁ--тддз =П+

Еггетода вторая кланачееяаа скорость (параболическая скорость]

оНЕ 142383 =І 1,2 кміс.

Существует еще н третья космическая скорость. при которой тело
покидает нашу ІСолнечнуто систему+ Траектория спутника в атом сяу-
чае - гипербола При запуске в направлении орбитального двиясення
Земли ата скорость нанменьшая и равна од--Іо '1'5 кмуіс

7.4. Решение задач на движение тел
е переменной массой

1.1. Ракета двиткется в отсутствие внешняя сил1 выпуская непрерыв-
нуто струто газа со скоростью и, постоянной относительно ракеты. Найди-
те скорость т ракеты в момент, когда ее масса равна т, если в начальный
момент времени она имела массу то и ее скорость была равна нуято.

Дано: и; тп; ть: П; тп Найти: у.
Решение. Уравнение Мешерекого с учетом Р: 0 примет вид

тащит) = (отд'тти,

Ыт=п (ятіту [7.191'
Уравнение П. І 9) предегавляст собой днфференциал ьное уравнение

в пояныя проиввццньот е разделенными пешменнымн+ Ннтегрнруя
его, Получаем

“а_щ

т
їяи= а

щ]

т = -ц Іп '[тшіт),
где анак минус показываетІ что вектор 1Цскороеть ракетьц направлен противо-
полоткно вектору ц.

Птвет: у = _ц Іп (тыщ.
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1.2.Тележка е пеекем данэкетен пе ге-
ризентапьн ым тладкнм рельсам пед дей-
етанем пеетениией енлы Е, ееапацаюшей
пе направлению е ее екереетые. При атем

х пееек аыеыпаетеа через етаеретне н дне е
гиды пеетеннней екереетые ц (кие). Найдите

мскеренне тележки е мемент времени г,
еели а мемент времени г= П тележка имела маест,г тп и ее екерееть еьша
равна нтліе Цене. Же).

Даце: Е; р, (кгд'ед т= П; то = О. Найти: е.
Решение. Эта задача епнеыааетеа уравненнем Мещерекеге (1,315

кетерее а преекцин на ееь Пас имеет енд
е'е
т-=Ртіїш ,

гдетде=тгщ
єі'е

Учитывая, чте Е = е, пелїчаем
Г

Нъ-ш'
д:

Р а
тп -Щ С: '

'1.3. Вагеи, кегтерый танїт за трее едель рельеее, напелияетеа углем,
падаіешнм на неге вертикально е аыееты а; при атем ааген раннемерне
данэкетел ее екерестые н [рне+ ТЛ', а). Маееа пустеге нагена М, кеаф-
фицнент трения качеиии келее е рельсы К, екерееть пегрузки п, кие.
Найдите аааненмееть ет времени еилы, е кетерей неебкеднме танїть
ааген. Найдите также аавнеимееть ет времени мещнеети лебедки, ке-
Шрап Танет Ваши.

Дане: а; е; М; к; р., кгд'е. Найти: Р= Ні); Р.
Решение. Запншем закен изменения импульеа падашшеге на еаген

1дтгла в прпекцнн на ееь Ш; {рне. її, б):

п-г-е-е=-І-г, (Не)
где е - екерееть тглл перед еамым падением на наген; _,Г- еилаІ е кетерей дне
аагена дейетеїет на паддшшни на нете їгель.

Шш:е=

СЁПІЁІПЁТЬ [1 ЫШІІІІЕТ БЫТЬ ВЫЧНШІ'ЕНЗ НЗ ЗЕКПНН СПКРЕНЕННЯ ЭНЕРГНН

Ніг'д'ь = “1.112 І
(1.21)
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Рис. 1.1

Заменим тела, действующие на вагон силами (см. рис. ТЕТ. о): вагон
с углем - силой (М+р-І)Ё , падатоший на дно вагона уголь - силой

_І.

Г , равной по третьему закону Ныотона силе ў ; рельсы - силами Н
и Ёп , лебедку - силой Ё ; оси координат хйу сааткем с Землей.

Запншем второй закон Ныотона в проекцнлк на оси координат:
Р- РФ = 0; (Т.22}

Н-[М+р-г}д-Г=0. (1231*

Выраменне дла силы тренна:

гш = ил. (1241*
Решение системы уравнений П.20]-[Т.24} относительно Г:

Г=ІІМд+нШ+и3ЙЁ~ [7351
Мощностьлебедки

Р: Р-о. (1261*

Подставлаа в [1215) (1225), получаем

Р=[Мд+р.ч,25й +р-311Іісщ.

Птпет: Г=[Мд+рШ+р-ЕІ}К, и; Р=[М3+щ}|13й+р-дг}й-н.
'1.4. Платформа массой тп в момент времени г = П начинает дви-

гаться по горизонтальным гладким рельсам под действием постоян-
ной снлы таги Р, направленной горизонтально. На неподвижного бун-
кера в момент времени г = П сверху на нес начинает высыпатьса песок+
Скорость погрузки постоанна н равна р. цікгісї+ Получите зависимость
от времени скорости о и ускорении о платформы в процессе погрузки+
Начальная скорость платформы равна нулто.
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Дана: тп; Р; р (игд'ед щ. = П. Найт: а = в Ш; а = а Ш1
Решение. Здееь гериаантапьнан составляющая реаитивнай еиды Нд

= Щ-щ, где а - еиррееть платчіэсцзиіы+ Уравнение Мешереирге в дан-
ней Задаче имеет вид

а'{тт];'гїг=1=`,
нлн в праеиции на рев Ох {рне+ 18):

д _дым)- в.

т ни Р
вы

О х

Рне. Т Е

Дифференцнроаание дает:

тї+нїііг = Ё. [Т.2Т}

С учетом тега что т =щІ +|.и и Ё =р , уравнение *(121) перепи-
ШЕТСЯ В ВЪЩЕ

а'п
[тп +ш1т+ип

а'п _ ад!
Г -ш.: тп + р.:-

їравненне (123) представляет собой днфференциальнве уравнение
в пвлныи праиаведныи е разделеннымн переменными. Раеематриы
ппдрпбнв егв интегрнрвнние.

(па)

. (1.19)

Е
Ъ

-І
Е ат _ і Ш

'Р _ дп п. 'тп + Ш

Введен пбввначенив:

ш=тп+рд Ыш=|мід
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при г= 0 н'= тп, [ЪЗЩ

прнг=г ш=тп+р1

г = Р-рп, Ы::-|.щ'и;

прни=0 є=Е [ЖЗЛ
прни=п г=Р-ри.

Ппдстанлнн начальные н граничные условия {Т.З'І]І] н (131] в (ТДЕН,
пштїчнм:

_ гг
тпш'

Проверка единицы и:

[Ш] _ КГЧ:

С

ПШїЧЁНІ-'ІЁ ЗЁВНЁННШТН ЬІЁСКЁРВННЯ Матфпрмы П'Т БРЁНЁНН:

_Ё_і Н _Лтп+|.ПҐІ-Ггр_ Ртп
_ п'г _єіг тп +ш' _ [тп +|.л.:]2 _(тп +|.11ТҐІЕ +

Проверка единицы а:

2
Нч: нг~м+с м

=|[[',І [13]: кг = с 'кг =Е_
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1.5. С полтоса Земли запускают ракету с начальной скоростьто уп,
направленной по несательной к поверкиос'пт Земли, причем 1апоольше
первой космической скорости, но меньше второй. Найдите максималь-
ное расстояние гнш, на которое удалитея ракета от Центра Зеьши.

Дано: тп; тд ь'ї уп *І тд: Найти: гнш.
тп Решение. Так как начальная скорость ракеты

превышает первую космическую, но меньше вто-
_ рой космической, то ракета движется по аллипсу, в

фокуое которого накоднтея Земля, а начальная точ-
ка полета является перигеем. Большая ось аллипоа
проходит через ету точку и центр Земли (рис. ТН):
Точка наибольшего удаления от центра Земля, апо-
гей, лелштна противоположном конце большой оси

І г оллипеа, скорость ракеты в этой точке у направлена
і перпендикулярно большой оси аллипеа.

Рис. 1.9 ЗЁПИШ'ЗМ ЗШШН Шкранення Энергии:

2 2 2
то дп? НІЅКЗ
__т =___, 32322 883 2 г Ё І'

где в: - масса ракеты: На -радиус Земли: г- расстояние наибольшего удале-
ния ракеты от Центра Земли.

Запншем второй закон Кеплера:

под] = ог. [133)

Не уравнений (1.32), 0.33) получаем приведенное квадратное урав-
нение относительно г:

2 2
г1+ ЕНЗ г- ТН; =ІЁ]і

__ Н “_'1_

корни которого равны:

1оп На 2 ,м
ЁЅКЗ ' “о

ЪІї. Искусственный спутник Земли вращается по круговой орби-
те ралиусом Н. В результате кратковременного действия тормозной

Птвет: гнш -
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двигательной установки скорость спутника
уменьшилась так, что он начинает двигаться по
эллиптической орбите, касающейся поверхно-
сти Земли І{рнс+ ЪІЩ. Точка посадки спутника
и точка, где спутник осуществил торможение,
лежат на большой полуоси аллнпса+ Через какое
время 1: после торможения спутник приаештит-
ся? Треннем о воадук пренебречь. -'

Дано: Д Найти: 1:, гид 1,11]
Решение. После торможения спутник дви-

зкстся по аляиптнческой орбите, большая полуось которой равна

а_Н+НЗ
2 І' [134)

где На - радиус Земли.

В соответствии с третьим законом Кеплера
2 3

Т с[к]Ы
где Т, ТП - периоды обращения спутника соответственно по аллиптическои и
круговой орбит-ам.

Запишем второй закон Ньиттона для спутника, вращаюшепося во-
круг Земли по круговой орбите, в проекции на ось, направленную от
спутника к Центру Земли:

РН =тот [1315)

где

тМ,РН =БТ; (БИТ)

т - масса спутника; М- масса Земли; 6 - гравитационная постоянная; с, _
нормальное ускорение.

Уравнение кинематики для нормального ускорения

а,т =шІН, (1331*
угловая скорость спутника выражается через период обращения

ь =Ё. слив
ТБ
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Ееедем ташне выражение для ускорении ешбеднеге падении у пе-
неринеепї Земли

д=<аії. (14пъ
С мемента термеаеениа де пееации епутнии пройдет пелеаинз.г ал-

липтичееней ербиты. Пчіїге'ггапиьг
Т2 _

Решение еиетемы 1ураннениіїі {?.З4)-[Т.41} етнееительне т:
3

и [В + На ў
т =__ .МЕ 2

[1241)т:

Праварна единицы т:
3

[т]= “ЕМ =с.

з
Е

Ответ-с: п [ВЁНЗ] ,12.
МЕ

ТД. Какую енереегь на певеринеети Земли наце ее-ебши'їъ ие-
ижеегтаеннеп'ьнг епїтнику, чтобы вынести еге на аллиптичеенїш ер-

ЗІЕъитаг е раеетенниами пт Центра Земли: а пернгее г" = Еда * а апегее

га = ЁНТ Радиус Земли равен КЗ = 6311 им.

_ _31 =33 _
Дане.гп Едзд-а ЁКЗ.НаІІтн.г.:ц;..

Реише. Запишем ааиен ееаранениа анерши Іааа пелеиеений
(рие.?.||):

на Земле и в апегее:
2 2

Ё_щддз =Ш_ тдкі] [142)
Ё 2 д,

где ен, гн - ееш'еетегаенне енереетъ и решите-ветер а апегее.
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На ЗВЪ'Ш'Е Н В ПЕРНГЁЕ:

то1 мы2 тЁ-“ёдз =Т"'_ЁКЁ* “431”п
ГДЕ Н", Ґ" _ СШТЁТБЁННП СЮЩЗЩТЪ Н радиус-_ВЁПФП' В П'Ё-р'І-'І Г'ЁЁ›

Рис. 1.1 І

Запишем второй закон Кеплере для апоге-л и перитеи. причем пло-
Щвдн секторов, описываемык рациус-векгорами за ничтоэкно малое
время Щ, заменнм площадями соответствуюшнк треугольников:

ІБодо'п; =%о'по'о;1 [144)

или

они, =ц1:;,. [145)

Условия задачи:
31

п = _ Ё 146Ґ ЗП дэ Ії 1*

33
а - _Н . 14г Ю З і о

Решение системы уравнений ЛАД-(7.471 относительно искомой
неизвестной оп:

оч:І =.,,||'23!1Т3 41,53.

Проверка единицы оп:

Вычисление:

на =`ів-в,е1-вузт1-10*-о,зз =в,14~шї'Ё.
С
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от: а, щодо, ее.:миг.
'1.8. Определите период Тобрашеннн спутника по аллнптической

орбите, апогей которой {максимальное удаление от центра Земли}
ранен утроенному радиусу Земли, т.е. Н, = БЕЗ, а пе-
ригей [минимальное удаление от центре Зеашщ Н., =
= На. Найдите отношение скоростей в апогее и перигее
(рис. Т. І2}.

Дано: Н, = 3533; Н., = НЗ: Найти: Т; од! о".
Решение. Второй закон Ксгшсра (закон сокранснна

момента импульса относительно центра Земли в апо-
Гсс н пернгос]:

Эткзо, = Наташи.

`їїггсаола сразу получаем ответ на второй вопрос:

Ё = 1
о 3.ІІ

Период обращении спутника еокруг Земли по круговой орбнге с
ргдиуоом, равным На (в псригее},

г, 3%'2-1, она:
Второй закон Ньютона для спутника в псрнгее в проекции на ось,

ПРПШДНЩую через спуп-тнк к центру Земли:

РН = тапп І [т'49}

где Н- масса Земли.

Сила тнготениа по Ныотону

л, = оМ_Ё', (ааа:
дэ

нормальное ускорение
1

І'п'ІІпнп =Е+ [тьЅ 1}

Ускорение свободного паденна у понеркности Земли

д = ої. (1.52)
й

Решение системы уравнений НАШ-[15211 относительно Тп:
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І, = 211: і [153)
Е

Третий закон Ксплсра:

[Щ + “а Ґт* 2і = _ 154д, я; і Ъ

Подстаелая {?,53} в (1541, получаем

д:4,;зь_
Е

Проверка единицы:

І

[п]= Ё$і=м-
Ответ: ї;=41т ,Ъ м; 1'1_“=і.

д о" 3
1.9. Космический корабль вращается вокруг Луны по круговой ор-

бите радиусом В = 3,4 - ІП'3 м. С какой скоростью о нужно выбросить из
корабля вымпел по касательной к траектории корабля, чтобы он упал
на противоположной стороне Луны'ЕІ Через какое время т вымпел упа-
дет на Луну'ёІ їскорение свободного падения д" на поверкности Луны в
п = о раз меньше, чем на Земле.

Радиус Луны Нд = 1,? ~ ІП'3 и.

дана.- л = 3,4 - ше; кд = 1,1- ш*Ь м; дл =ё, в = а.
Найтннзгг+ д

Решение. Начальную скорость оп космического ко-
рабля на круговой орбите определим, используя вто-
рой закон Ныотона, записанный в проекции на ось,
прокодлшучо от космического корабля к центру Луны
(рис. Т.ІЗ}:

Р =то,,,

где сила притяженияЛуны по Ныотону
Мт_г=о,н НЁ
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М- масса Луны; т - иасса космического кориоли.

Нормальное ускорение
с

а" = Ё. (авто
їскорсние свободного падения у поверхности Луны

и = ої, он)
дл

По условито

дл =Ё. 1112591*
Н

Решение системы уравнений (Т.55)-[Т.59} относительно оп.:

ап = нп Ё. (тип)
лд

Вымпел должен двигаться по аллиптической
орбите, касающейся поверхности Луны вточке В
(рис. Т. 14}, при отом точка А является апоселени-
ем [наиболее удаленная от центра Луны), точка
А - перноелением (наиболее близкая к центру
Луны). При движении по аллиптической орбите
выполняется аакон сохранения энергии и ато-
рой закон Кеплера [закон сохранения момента
импульса относительно центра Луны):

2 2Ш_ЄЁ=Ш_4;Ё; [тон
2 К 2 дл

і о,На: =і о2 Лла'г, 111621*
2 2

Решая уравнения (1.61), ПЬЕ] с учетом (7.531, (1591, получим:

а; -аЕ =231д”[ к" ]; (лен
п Н+І

від: вддл. (1641*
На оовмео'гного решения (163), '[164] следует

2-Ехі'іїл=х ,_. пощ Л татар [ }
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Наераененнн (ЪБЩ о Паб) видно, что о. *і от Следовательно, вын-
пелу нуъкно сообщить екороеть а направлении , прртнаополоэкнон еек-
тору окорооти и.. Модуль екорооти равен

и = "о 'иі' [73551'
Подотанлак е [726450 0.150] и (1.65), получим

МЛ а[1_/і]_
нд К+Кд

Проверка единицы о. Прежде ееего единица второго члена е екоо-
как должна Быть безраамерной:

2Кл _ 54
Н+Нд _ н_ +

_ ,а = . _Н =ау
[п]_[кл][ пк] м еІ-м е

Вычиеление:

о
р=1,у.1[}* щ 1_Щ =2115Ё_

е-зд-ш (з.4+1,т)-ш е
Время, через которое еынпел упадет на Луну, найдем на третьего

закона Кеплера:

Далее:

Т 2 к
[Ёп] = Щ , [Ъ'Е'ТІІ

2
где период обращении коомичеокого корабля вокруг Луны по круго-
вой орбите огдиуоои Н равен

Д = _. (1531!

Время падения еынпела на понеркноетьЛуны оудет равно полоеи-
не периода обращения его вокругЛуны по аллнптичеекои ороите:

= _]_ 16т 1 [ 9)
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Решение системы уравнений (169), (16?1, (163).ПШ] относительно 1::

п Н Га
Т-Е[к_л+|] Е(Ё+Ё'гі.рл)›І

Проверка единицы т:

2

[1]: %=с.

Вычисление:

3514 3,440* ь а у=_ _+1 - _ З,4+],ТгІ -Ш =5,88-Ш :93 -т 2 [тд-10* Макао } с мин
Швет: вымпел нужно выбросить назад со скоростью

машиёг- 2і]=2шї;
пН Н+Кд с

вымпел упадет наЛуну через время

л К лт_ [Нл +1] 233 (РН Нд) -Б'Ё мин.

110. Космический корабль массой М= 12 т двиткется вокруг Луны
по круговой орбите на высоте й = НЮ км. Для перевода на орбиту при-
лунения на короткое время включается двигатель торможения. Ско-
рость вытекающих из еопла ракеты газов относительно ракеты а =
- ЗШП міе. Радиус Луны Нд = ППП км, ускорение свободного падения
у поверкностн Луны дп - 1,? мусд. Какую массу топлива т неоокоднмо
израскодоватьдля того, чтобы при включении тормозного двигателя в
точке А траектории корабль опустился на Луну в точке В?

Дано: М= 12т;й= ШПкм; н=31Ш1міс; Нд= ІТППкм;дд =1.Т місд.
Най'пт: т.

Решение. Второй закон Ньютона в проекции на осьІ направленную
от корабля к центру Луны (рис. Т. І5, а}:

РН = топ, [ТЛШ
где РН - сила притяжения корабля Луной:

Мгад" .
на +в”

Б _ гравтп'ацноннал постоянная; Мп - масса Луны; а. _ нормальное ускоре-
ние космического корабля:

н_ [тян
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012)

Рис. 1.15

Ускорение свободного падении у поверхности Луны

М

дл
Закон сохранении импульса в проекции не ось А_1ь›{рис+ 115, 5):

Мод =тіМ-ищьъ|І +т|[ьг+од,І }, 0341;

где ц. - скорость ракеты после работы тормозного двигателя. и + од - сно-
рость газов относительно Луны.

Закон сохранении механической энергии лли состояний в точиви А
н В:

ти-тшї. _Ш-ШШНЁ _ (М-ттпё _
2 В+ І: 2

Решение системы уравнений (Т.ТІ}}-(7.75} относительно т:

т:М_н-ІІ а_л 1-і _
и Кд+о 2Лл+н

Проверил единицы т. Бо-первьот, Ё должен |І'іьгтв бег-размер-
д +

ЁКЛ _ Е_

НЕЛН: м І

(о_ттдлд. (гдз)

НЫІ'Ь'ІІ
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Далее,

Шум-[щ карма м
[а] Нл + м с +м

_ _МНЛҐЅЛ _ІЁНЛ
Шт- Ш _Н _Ел+й[] _2кл+н]1 кг

1.11. С некстеррй плешадки на акватсре пссылаістси два спутника
пе аллиптическим србитам: первый в направлении вращении Земли,
втерей - претив. Какеве будет наибольшее удаление Ні и Нд каэкцс-
гс на спутникев ст центра Земли, если известие, чтс начальные тери-
аентальные скерссти ик етнесительне Земли сдннаксвы пе величи-
не и равны но = 10 кміс? Расстеянии выразить через радиус Земли ду
(рис. 1.16).

Н;
гнь. 1.15

Дана: ьуд = Ш кміс. Найти: НІ; Нд.
Решение. В сестветствии с аакенам слежения сксрсстсй

пш = пп +шНп; [ТЛЫ

пдд =ьтп -шНШ [ТЛТІ'

где ы - углсваи сксрссть вращении Земли; В" - радиус Земли.

Заксн секраненин механической энергии для псрвсгс спутника:

ааа+адпщ_ _їїщ'їёП 2 та-ЧЪ- 2' ц _
где а. - сксрасть первсгс спутника в апсгее.

[пад

Заксн сскрансниа мемента импульса (или втсрсй ааксн Есплсрау
лла первегс спутника:

Щппнекпїідп =пш|,Щ. [ТЛЮ
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Решение еиетемы уравнений (1.1611, [1.1311 (ЪТЩ етнееительне Ні:

а= ЕЅЁ наш
(”п+шксь]2_

Прпвериа единицы:

_Ё* 23.21 =игие2 =_ =[Щи-ЫЬМЩ] 1, ш м-
Іинашзгнчнеч решаетеп задача определения наибельшеге удаления

ет Центра Земли втпрпгп спутника (здесь ешрветь спутника в аппгее
выражаетеп Цюрмулей (177)):

[ТЕМні = а
2330

(и -шНе:
Перед вычислением найдем Значение углпвпй скорости вращения

Зенши

=Ё= 2-3,І4
т 24.3.6401

Подетавлна в Цюрнїлы (180) и [ТВЦ значения 5 = 9,81 міеї, ц; =
= Ш - Шїміе, д1= 5,3'31'1-1ІЁІІ'5 н, пощщим

Н1= 1,04? дъ Нд = 2,6? Нд.

ддт-21 '__
С

*Ъ . дпПтвет: = = 1047 , = = 2,15? .а щи н” кг А _] ”°
(и Шаг* (и, -шеэї

111. Звездная еиегена ееегвит нз двух единаиевыз звезд,І нах-зда-
шииен на раеетеннии г= 5,0 - Ш” мдрїт втдрута (рис. Т. 1 Т, ду Найдите
пернед Тебрашенна звезд вокруг центра Іиаее,І еели маееа назшей звез-
дыт=1,5-Шдиг.

Дана: г: 511- Ш" м;т =1,5- 1034 нг. Найти: Т.
3* Ё

_ С ...¦'_
т 'е г =' т С "Ё = ї 1"
-.$.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.- _.. _, : 'Т І Ё: 2

а б в



434 і ГЛДЕДТ. ДВИЖЕНИЕТЕП С ПЕРЕМЕННПЙ МДССПЙ. РЕДКТИБНПЕДЕИЖЕІ-ІИЕ

Решение. Центр маее еиетемы двух звезд ранен (рис. 1.1 Т, 5)

т10+тг гх =_=-. 132
Ё т+т 2 І: ї!

Второй заиен Ньютона для звезды 2 (рис. 1.1 Т, щ в проекции на ге-
рнзентнпьиїю ееь, направленную к центруІ маее СЕ

ГН =тан, [ЪЕЗЪ

где
т:

ГН = БТ; [ЭПБ-4:.
г
2иа :_, ЪЁЭ

Период обращении звезд Впирїг центра маее равен

Т=Ш_ (1561.
и

Решение еиетемы уравнений ПВД-(13611 етнееительне Т:

21-
ІГ=1ІІ-4І"1'_+

(Би
Проверка единицы:

І 2тд.. ,щит І т =,_~,_
Н+м ›иг нг-м-ы

Вычисление:

2-5-10"
тіытиыгІІ 4.5411”

Птиет: Т=и-г1Ґ_Е:І =1,51*'-1'І.`І15 е.

т=3,14-5+ш“+`, =1,зт-ш* е.



ГЛдВд 8

ОСНОВЫ ГИДРОДЭРОМЕХАНИКИ

3.1 . Общие положения

Раздел физики, в котором изучают законы равновесия и двиткения
аошких и газообразных тел, а такзке их взаимодействие с твердыми те-
лами. называют гндропзрцикханнкой.

В аодростотнхв рассматриваются условия и закономерности рав-
новесия жидкостей н газов под воздействием приложенных к ним сил
н условия равновесия твердых тел, находящихся в ткидхостях или в
газах.

Гадрарэродонояохо изучает законы движения жидкостей и газов, а
такзке взаимодействия аошкостей и газов с твердыми телами при их
относительном движении.

Конкретное строение жидкости или газа в пшроазромеханике не
учитывается, они рассматриваются как сплошные сроды, непрерывно
распределенные в пространстве К разреткенным газам модель сплош-
ной среды неприменнма+

Отличительной особенностью жидкостей и газов является их тв-
хучвсть, которая связана с малыми силами трения при относительном
двигкенни соприкасаюшихся слоев+ Этим объясняется отсучствнс снл
трения покоя в жидкостях н газах+

В отличие от твердых тел жидкости и газы не сохраняют своей фор-
мы, а принимают форму сосуда, в который они заключены. Жидкости
от газов отличаются наличием поверхностного слоя катодной поверхно-
сти), Большой плотностью при одних и тех же условиях и характером
зависимости плотности от давления {практическая несхсимаемость
зкидхостей и заметная сзкнмаемость газовз+

Носжшноеиой жидкостыо называют жидкость или газ,І зависимо-
стью плотносгей которых от давления мозкно пренебречь.

Е механике ткицкости роль материальной точки играет юкидкая ча-
стнцао - элемент объема, малый по сравнению со всем объемом. На
частицу ткндкости (газщ действуют два вида сил: объемные [или массо-
оыв} н поверхностные. ІІЁН'І'пизмныс силы - силы тяхоастит поисрхност-
ные - силы, возникающие в тонком слое молекул на оошей границе
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частицы и соприкасаюшейся с ней окружающей среды - жидкости,
воздука или стенок сосуда.

Жидкости н газы ведут себя как упругие тела только в отношении
изменения ик объема. В ник не возникают силы упругости при сдви-
ге, тте. нет сил, касательнык к ловеркности+ Поэтому силы упругости,
возникающие при сжатии жидкостей или гаэов, всегда направлены
перпендикулярно поверхности соприкосновения жидкости с други-
ми средамн. Поскольку взаимодействия между слоями жидкости или
газа, а также взаимодействия жидкостей и гаэов с твердыми телами
осуЩссТВлятотея не в отдсльнык точкак, а по П.ІГІІ.'.1+Ща1.І:І.и:І причем силы
упрутости всегда перпендикулярны к рассматриваемым площадкам,
Эти взаимодействия карактсриэуюшя давлением. Додаениаи называет-
ся физическая исличина1 наисряеиая силой, действующей на единицу
повсркности в направлении нормалн к поверхности:

р=Е. (Ель

В системе СН единица давления

штт =Ё = Па (паскалы.

8.2. Гидроаароетатнка

Закон Паскаля: доидсиис, ироиэсодииос но исиодвиисиую жидкость (или
еиэ}, иштодящутося с состоянии равновесия, иоссохиостивани сидтьии, ис-
рсдистся два иаиснсиия в киждую точку жидкости [или еиэи] и ис эиви-
ЁНШ' -Ш'І'І ПРНЕНШПЦНН МВЩПЁЕН.

Для доказательства этого утверждения рассмотрим мысленно вы-
дсленный внутри жидкости малый элемент, имеющий форму прямоу-

гольной тректранной приэмы (рис. 3.1).
Выбранный элемент столь мал, что силой
тяжести его по сравнению с силами дав-
ления еотброшеннояэ жидкости можно
пренебречь.

Условие равновесия выделенного эле-
мента жидкости: векторная сумма всек
сил, действующик на него со стороны сот-
Брошеннойа жидкости, равна нулю, т.е.
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гі+г1+гз+г4+г5=ц 'ДЗ-2?
где Г., РІ, Р; _ силы, действующие на боковые грани, Щ, РБ _ силы, дейстазоо-
щие на торцы прнзмы.

Условие равновесин призмы в направлении1 перпендикулярном ее
торцевым поверхностям:

Р4 + РБ = п. гдз-3:*

Следовательно,

Силы, действующие на Боковые грани:І равны:

РІ =Р|ЅЬ Ё=Р25ъ Гз=Рз Ѕз- 'сд-5)

Эти силы образуют замкнутый треугольник (рис. 8.21ъ, который по-
доБен треугольнику сечения призмы (рис. 8.3) (как треугольникн ео
взаимно перпендикулярными сторонами). Из подобия зтик треуголь-
ннков следует:

Р Р Г_І = _2. : _іі (3151,11 а с
где 1.1. Ьд, 1.3 - длины соответствующих сторон сеченииІ или

ііъїліі
До [до Дао,

Где д _ длина призмы а направлении, перпендикулярном торцевым поверн-
НПЁІЯМ.

д Ё Б_=_=_ .тЅ. а Ѕ. Ш*
ннымисловамн,

а=а=е- ШЩ

Ь:
І'І'І [аз

в, Г
в, 'і РІІ

Е
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Следовательно, давление, действующее на различные грани при-
змы, одинаково. Так как форма н ориентации приемы были выбраны
произвольно, то можно заключить, Что давление не зависит от ориен-

тацни площадки.
П Гидростатнческое давление. Еыделим

- мысленно внутри жидкости элемент в виде
_ _ Е'_ "Ь'ш вертикально расположенного цилиндра с

д: площадью поперечного сечения .5` и высотой
до = и: - и. [рис+ 8.4). Силы давления на бо-

" ковые стенки травновешиваются, а условие
тд равновесия сил, действующих на цилиндр в

_? ,г Ее проекции на ось Ну, имеет вид
вне. ен тг+ Р, - л, = о, (3.91

где т - масса выделенного элемента жидкосш;
Р., Р; - силы, действующие на выделенный элемент со стороны ютброшен-
нойв жидкости, причем

Рі=дЅ, 12 =рзЅ, [ВАШ
где р., р; - давления на уровнях верхнего и нижнего оснований Цилиндра.

Выражения (3.9) и (3.111) можно Записать в виде

іи-а)5=те=еув=е5ейв.
где р - плотность аощкосш; Р- выделенный объем, или

и-н=еае [али
На Ще] П следует, что разность давлений в точках, расположенных

на одной высоте, равна нулю, т.е. давления в точках, расположенных
на одной высоте, равны.

Вертикальный цилиндр, для которого только что рассмотрели усло-
вие равновесия, можно продолжить вверх до верхней границы жидко-
сти+ Тогда давление на некоторой глубине у = а равно

р=рп+рдй, [Ё.]2}

где и., - атмосферное давление ,т поверхности жіщкости.

Давление вошкостн, обусловленное силой тяжести {ооъемнымн
силами) называется ендреететачесхми. На поверхности жидкости оно
равно нулю, а на глубине а

не, =еад [3.130
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Сссбщатстштссп сосуды. Пшраытнческий пресс.
Закон Паскаля леитит в основе действия сообщато-
Щихся сосудов+ Сообщатошиеся сосуды - зто сосу-
ды различной формы, соединенные в ииитней части
трубками (рис. 3.51, Жидкость, налитая в один из
сосудов, растекается по всем сосудам и устанав-
ЛНЕНЕТБЅІ На ПДННЕКПБПМ УРОВНІЕ, ДВЕПЕННЕ: На

свободных поверхностях жидкости одно и то
экс - атмосферное. Позтому если столб ткидко-
сти в каком-либо сосуде больше, то возникает
разность тидростатичееких давлений, которая
заставляет ткидкость перетекать до тех пор, пока
высота столбов ткидкости не ІБудет одинаковой+
Так работает чайник, водомерные трубки, шліо-
зы и другие приспособления.

На основе закона Паскаля создан и широко
используется с древних времен до настоящего
времени гидравлический преес. 'Пи представ-
ляет собой два сообшаьощихся цилиндра различного диаметра, запол-
ненных жидкостью и закрытых поршнями (рис. Е.б}. Если к поршнто
малого диаметра (площадью Ѕр прилохгнть силу Р., тодпя сохранения
равновесия (те. чтобы жидкость не вытеснялась из первого сосуда во
второй] к поршнто большего сечения плошадыо 52 необходимо при-
лозкить силу Г: такуто, чтобы давление на одном и том зке уровне было
всегда одинаковым. Давление под поршнями одинаково:

Рис. 8.6

Ё: 'С , таит
51 5:

Отсюда

зе=Ёд. но:
т.е. сила давления второго поршня Р; во столько раз больше силы дав-
ления первого поршня Б, во сколько раз плошадь второго поршня
больше площади первого поршня. Таким образом, гидравлический
пресс- зто простой механизм, который позволяет развивать большие
силы за счет прилозкения небольших сил.

Если первый поршень переместить на расстояние х1, часть ткидко-
сти из первого цилиндра перемесгигся во второй и поднимет второй
поршень на х; силой Е; , которая действует на поршень со стороны
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жгшкости (Р = РИ. Так как жидкость несжимаема, то объем жидко-
сти, вытесненный из первого Цилиндра, равен объему, поступаіошему
во второй шшиндр:

ад=и%; даму
дх, _Ёхр (ат

т.е. перемещение второго поршня меньше перемещения первого
поршня во столько раз, во сколько площадь первого поршня меньше
площади Второго поршня.

Найдем работу А., совсршаемуто силой Р., и работу Ад, совершае-
муІо силой й; :

Аг = Е'Ѕпдз = Ё'Ѕз*
С учетом [8.15] и (ШТ) А. = Ад. Иными словами, гидравлический

пресс выигрыша в работе не дает. Здесь, также как и при работе других
простых механизмов (блока, рычага, ворота и т.п.), обнаруживается
*золотое правило механикиа: І«во сколько раз выигрывается в силе, во
столько же раз пронгрывается в расстоянниа.

Закон Аркішгеда. На тело, погруженное в жид-
кость, действуют силы гидростатнческого давле-
ния, зависящие от глубины. Предположим, что
тело, погруженное в жидкость, имеет форму ци-
линдра (рис. 3,11,

' ІСилы, действующие на боковую поверхность
Цнлиндра на одном и том же горизонтальном
уровне Рг, одинаковы и противоположно направ-

Рлс- 3.? лены, поэтому их равнодействующая равна нулю+
Результирутошая сила, действующая на верхнее и

нижнее основания ииднндра, равна:
д-г[=р3іёЅ-р5д5=р5ди5=рду=тх. [3131

где Р_ ооьем цилиндра; т - масса жидкости, антесненной цилиндр-ом.

І.-

Следоаательно, на погруженный а жидкость цилиндр действует вы-
талкиваюшая сила, равная силе тяжести вытесненного объема жидко-
сти, дналопгчные рассуокдения можно было Бы провести для тел про-
нзаольной формы, погруженных в жидкость.

Сушсстаованне выталкивающей силы Было открыто греческим учс-
нымАрхимедом. Закон, назяанный его именем, гласит: но поеруаюанное
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е жидиисть [или гизїп теле действует еытилеиеиющяя сили, ,сияния ваш1
еытсснеииии зсидииети (если). Эти сети ниириелсии есртисильии веера,
линия ее действия лришдит через центр еытеснеиниги сессии ди.-иа'ллсти+
Если сила тяжести атсгс тела равна силе Аранмеда, тс телс плавает в
жидиласти+ Если сила тяжести тела больше силы жраимела, тс теле спу-
скается вииз (тснетІІ+ Если же сила тяжести тела меньше силы Артиме-
да, тс телс псднимается вверх [всплывает на псверанссть жидиссти).

Заисн жраимеда мсжнс сбвбщить, имея в виду, чтс силы тяжести
и силы инерции действуют на массаг и1 следсвательнс, сбравїтст пспе
масспвыт: снл. Тан, вс вращающейся жидкости в неннерциальнсй си-
стеме стсчета действуют центробежные силы инерции, сбсааттсщнс
пслс масссвыа сил. На телс, налсдяшсеся в этсй жцдкссти н вращатс-
щееся вместе с ней, также будет дсйс'тясвать сила 4т*"ьринмеда,_ равная
прсизведеншс массы жидиссти в сБъеме псгрркеннсй части тела на
нсрмальнсе {центрсстремительнсе) ьсксренис, и направлена зта сила
прстив сил инерции.

`Опьгг Твррнчетшв. Стенлянную трубку длннсй сислс метра, Запа-
яннїтс с сднстс иснца1 напслнятст ртїгыс. Затем стверстие трубки
Закрывашт, чтобы ртуть не выливалась, перввсрачнвают трубку запа-
янным яснцсм вверх и спьсиатст ее в вертикальнсм псшсжении ствер-
стием вниз в стирытый сссїд с ртїтыс. Псслс зтсгс под.
стирыватст стверстие трубки, в результате чегс урс- 0
вень ртути в ней псннзитея и над псверлнпстъю ртути
в трубке образуется щ'етсгта (так называемая етпрри-
челлиева щгетптаь).

аНзслируемв стадбии ртути: на негс действует ат-
мссфера с силсй рпЅи Земля с силсй тд, где Ѕ- плс-
шадь псперечнсгс сечения трубки (рис. 8.3). "у

їслсвне равновесия стслЕииа ртути в прсетшни на РМ- 3-3
ссь Це:

тр-д5=0, (8191*
где т_ масса ртїги, равная

т = РЅЁГ. [ЕДЩ
,ип = 1,013 - ІІҐЁ Па - нсрмальнсе атмссфернсе давление; р - плстнссть ртути.

Решение [349], ШДЩ стисснтельис и:

д, дата-пт Ш=_=_=П,?60м=ТЕ-П мм .ст.
рд 13116403 *91181 рт
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Этот опыт поставил Э. Торричелли в 1643 с Этим Было доказано
существование атмосферного давления и, кроме того1 показана вое-
моэкиость измерять его высотой ртутного столба.

На практике используется виесистемная единица давления - мил-
лиметр ртутного столба (мм ртсст., или торрІІ+ Переведем 1 мм рт.ст. в
единицы СИ, т.е. в паскали. Для этого в формулу ,ап = рдл подставим
значения плотности ртути р = 13,6 - Шд' кгуг'мд'1 ускорение свободного
падения3: 9,31 міс2 и і: = І мы = Ш'-3 м+ Вычисление дает:

1 мм р'сст. = 133 Па.

8.3. Решение задач по гидроетатике

8.1. В цилиндрическое ведродиаметра В: 25 см нали-
та вода, заниматошая обьем Р: 12 л. Каково давление
Шдътр на стенкущдранавыоотел: Шсм отдна'?

Н Дано: П=25 см; І*'=12л;.ї:г=1'3см.Наіі'пкр+
Решение. Объем, аанимаемыи водой (рис. 8.9),

Ґ

Р: Нш. (3.21)4

Искомое давление

л = а; +на(Н -Ыа [ащ
где д; = 1,013- [05 Па - атмосферное давление.

Решение системы уравненийізд 1 11, (8.221І относительио р:

л - +ла[ї -а]
д] ні): І

Нычисление:

4424111-11ъ
3,1412540-111л=І,ШЗ-ШЅ+ШЗ-9,ЁІ[ -1[лиг-1]ціна-ш5 Па.

Ответ: р= д] +р3[%-л]=І,ШТ-ШЅ Па.
я

3.1. Е открытый свсрїу' цилиндрический сосуд налить.: равные по
массе количества воды и ртути+ |Ёічі'іщая высота столба экидкости в со-
суде равна Н= 143 см. Найдите давление р на дно сосуда (рис. ЁсШ).
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Дано: тн = трт = ле, Н= 143 см. Найти: ,о+
Решение. Нсионое давление равно

в= а] транш +вж в.
где ра = 1.013 - 105 Па - атмосферное давление; рт. р. -
плотность ртттн н воды соответственно; Н,ш Ніь - высота
столбов ртути н воды соответственно.

По условито масса воды равна массе ртути:
рвЅНв = рртЅНш.

где Ѕ- площадь поперечного сечении сосуда.

Пошав высота столба жидкостей в сосїде равна
Н = Н.ъ + Нрт.

Решенне онотемы 1ддтавнсннїіт относительно р:
2 Нр=Рп+ рРТрвЅ +

ррт +Рн
Вычисление:

2-136-103-101-981-143 5=1,о13~|о*+ * ' * =1,2т4-1о па.Р 13,:5-1о1'+1о3
2 Н

Ответ: р: д, +Щ =І,2'.г'-'-І*І12115Па+
Ррт +Р.

8.3. В вертикально расположенном оосуде с площадями попереч-
ных сечений 5. н 52 находится два поршня. Массами поршней. трени-
ем ни. о цнднндр можно пренебречь. Поршнн соединены тонкой про-
волокой длины Ь, пространство междуг поршними заполнено водой
(рис. 3.11. о), наружные поверхности поршня соприкасатотса с атмос-
ферой. Найдите сил;г натяжения проволоки Т.

1* “ от. Р т “
.......... “ ............І

І І І І І І І
п 1г роз. 'п ІІ.

П т [р + рЁ-І'ІЅІ П

а б в

Рне. 8.1]
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Дано: 51; 51. Найти: Т.
Решение. аНаолируема поршень сечения 51: на негс действутст ат-

мссфера е силой ряЅ., вода с силой рЅ] (р - давление воды) и нить с
силой Прис+ 3.11, бЪ.

Условие равновесия поршня сечения 53 в проекции на ось Пу:
рЅІ -рпЅІ -Т=п', (3131*

где Т- натяжение проволоки.

аНаолируома поршень сечения 5'1: на него действуют проволока с си-
лой Т, атмосфера с силой ,0052 и вода с силой [р + рдЬЪЅїд (рис. 3.11, а]+

11'т“'1'.:.л-::ггвис равновесия поршня сечения 51 в проекции на ось Пу:
Т+ Р052_(Р+РЅІ-1'Ѕг=п- (3141!

Решение системы уравнений (3.23). (ЕЕ-Н относительно Т:

: РЕЬЅІЅ;
ЅІ *51 ч

Проверка единицы Т:

Щ [рлзльлзлз] и м м м и _Н_
[Ѕ :| м с «дм

Т = ааЩЅ: _н
ЅІ _ 51

8.4. |[Іщенитс массу Матмосферы Земли. Радиус Земли Н- БЗТІ ям,
атмосферное давление ,ап - 1.013 + 105 Па, ускорение свободного паде-
ния д = 9,81 місї.

Даио1Н=63П вид; - [1113 +1І¦15 Па,д-9,31міс2. Найти: М.
Решение. атмосферное давление означаетІ что вес атмосферного

столба аоадула площадью 1 ы2 равен 1.013 + 105 Н. Площадь поворяно-
сти Земли 5 = 411121. Вес всей атмосферы Земли

Ответ:

Р = д, +еще? (3.15)
Масса атмосферы

м = Ё. (азы
Е

Решение (3.25), (8.25) относительно М:

4111.11ї'їіро
_Ё .М:
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Вычисление:

4-3,14-о&,3?14052-1313-"15 =ааа-ш” :9,31 ТМ:

`Епвет: М=Ё =5,26-Ш” т.

8.5. Два сосуда одинакового сечении Ѕ = [ІцПІ мІ заполнены до вы-
соты л = 1 м несмешнааіошимиси ищцкостимн (рис. 3.12, Щ. Плот-
ность ткилкости в первом сосуде р. = 1 - Шї' кгімї', во втором - р2 =
= З - 103 кгдмї+ В тонкой трубкс, сосдннитошей Цнлнндры, открывают
кран (см. рис. 8:12, а). Какос количсство тсплотЫ О вьшслнтсл при псре-
ксдс снстсмы в положение равношіт-сни'їІ

Рис. 8.12

Дано: Ѕ=П,Ш мг; і: =1л|;|:›|=1-113гт ктімд; р; =3- Ш-1ъ кгімї'. Найти: О.
Рсшсннс. При открывании крана нанболсс ктиткслапе жидкость

енытссннть легкую до устаноалснна равновссни (рис. 3.12, б). Прн
Зтом давленнс на дно е обонк сосудах одинаково:

11131* -11' = мамаш- (ШТ:
По закону нвмснснип энсргнн

А = ,о РУ, [ЕДЩ

где А - работа системы:

оШ=Н3-щ; (3.1911

Щ, НЕ - потенциальная анерпш системы соответственно до и после
открытии крана (после установления равновесия):

щ =Ё<в$е тот. [кэш
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не =дл[ї;(е_1}р1 +Ёхр2 +[І+Ё]лр,]. [евр
Решение еиетемы уравнений (Від-(Він относительно А:

А = _едйгіе: -оҐ
413:

Знвн еминуее означает. что работа совершено не гидравлической
еиетемой, в внешними енлвми (еиламн тнжеетщ нел сие-темой. Энер-
гнн еиетемы уменьшнлвеь вв ечет того, что ета работа нв-ве трения
ношноети перешла в тепло. І'Слеловетелино1

О: И = ЁЅЬЧРЭ 'РІ 1': І
4Р1

ПШВВрке едигиць; (2:

[ліёныеч МР ]=[л-[Ѕ1-[**]-Ы=“*'ЁЁЁ';'.Ё'”їїее.
Вычисление:

= 931-104 0403-1403):
4-34113 425 Дж'О

Ответ: 0- _ЅЅЙЧРЕ _р'): =32,ТДж.
др:

8.13. Понтон мвееой т = ІЅШ) кг. площадью поперечного ееченин
.5'= 4 мІ и выеотой в = 0,5 м плавно опускают на вощг подъемным ири-
ном {рие. 3.13. сп. В момент. когда днище понтонв коснулось воды.
трое отцепнли. Какое количество теплоты (2 выделитеи и моменту
установлении равновесия?

|
|

|

|
|

|

'
І

І
_

_
_
-
І

-ч
_

І: -п
-*
Ч

-ч
-

-І
ІІІ

--
ІІІ

-І
-_
ІІІ

-ь

-ч
_

Н:
с:



8.3. Рашанна аадач по гъщростатнка я 4-4?

Дано: т = ІЅІІЁІ'П кг; Ѕ= 4 н1;й = 0,5 м. Найти: 12
Ршсе. 1й'словие гшавания понтона (условие равношсия] (рис. 3.13, б):

Р :тд, (3321*
где сила дркинеда

ядан труд, [азы
р, - плотность воды; у* - глубина погружения понтона.

В соответствия с законом изменения механической энергии

п-тду' = -нд -Атг [авт
Здесь силу тяжести тд считаем внутренней силой1 силу Аркинеда -

внешней силой, силу трения - днссипативной.
Работа силы нркнмеда, являющаяся линейной функцией от у,

вычисляется в соответствии с графиком зависимости Е.. = 1:1,13511ьуут
(рис. 844, е} следующим образом. Элементарная работа численно рав-
на площади ааштрикованного прямоугольннка:

Мы окно. сан
Полная работа силы дркимеда к моменту установления равновесия

равна площади треугольника

а =Ёрдн'ї- оао
Эту работу мозкно вычислить как определенный интеграл:

я' 1 _2
А = Ірнїдшіу = 511,53): ,

П

Работа силы сопротивления воды движению понтона, т.е+ работа
сШТЫ трения равна

|Атр| = о (авт:
Решение системы уравнений (8.32}-(8.З?] Б. _

относительно нскомой неизвестной: ндс
тІ

о= ЕЩЁ . п =
ду-І'- І-ІІ-у* 1"

Проверка единицы:
Рис. 8.14
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2+ + ЁІ-
[(3]=Ш=ІІДІЦІъ

г.:2 -кг-м2
Вычисление:

то* -9,н|
0-т - 23.59Дж

І

`Епвот: І'.¦';':2ш Ё: 2759Дж.
В

8.7. Е два открытык еверку цилиндричеекик еообшатопшкеи еоеуда
наливают ртуть. ІСечение одного из ник в два роза Больше еечении дру-
гого (рис. 3.15, щ. Широкий сосуд наливают водой до кран. На какуъо
выеоту и подиимеген при этом уровень ртути в другом еоеуде'ёІ Перво-
начально уровень ртути был на расстоянии І. от веркнего краа широ-
кого еоеуда {рие. 3. ІЅ. 5).

Рио. 3.15

Дано: Ѕд= 23.; Ь. Найти: Іт.
Решение. Ртуть в широком еоеуде опустилась на расстояние л. В ео-

ответетвнн е законом сохранения маееы
дтп = они, (азы

где о,п - ЩШНПСТЪ РПГГН

Не условии равновоена столбов жидкостей в узком и широком ео-
еудак давление на дно должно быть одинаковым в оооик ооеудак:

рпдІІЁ-Ь+о]=рндіі+л}+ррт3{Ё-Ь-л}. [33%

“3113331 еледует 3 = Ех.
Подетавлал вто значение а в выражение (33911, получим

видх=_
Зрт -гь'
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Пкончательно

Проверка единицы а:

і І.[Й]=[Рв] ]=[Ід]=Мт
[а]

_ град
Защ -св'

3.8. В Ц-образную трубку поперачнын сече-
ннен Ѕналита ртуть. Затем в одно из колен труб-
ки налили воду, ааниматощуто обьем Ри опусти-
ли стальной шарик массой т, На какую высоту
а поднялся уровень ртути в дРЪ'гом колене? Оба
колена трубки открыты (рис. 3+ 1 Ы.

Дано: 5*, Р; т. Найти: а.
Решение. 1іг'словне равновесия системы послс Р'ш- 3-16

того, как в правое колено налнли воду и опустили

Пгнет: л м.

стальной шарик: давление надно трубки одинаково в обоих колеиал:

Ш
сте'їд Й) = анат+ї5 +ашаі1- - Ю-

Р'л=-,
Ѕ

Так как площадь попсрачного сечения грубки одинакова, то в ле-
вом колене уровень ртути повысится татоке на о.

Решение системы уравнений (8.40), (8.4111 относительно л:

а =Ш_
ЕршЅ

Проверка единицы о:
3КГ*Н

,ІІ : : +[1 ты: Ы
.д_сві"+т м

ЕршЅ
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8.9. Малый поршень гидравлического пресса за один код опуска-
ется на расстояние я = [1,2 м, а большой поршень за один код подни-
мается на высоту Н = 0,111 м+ С какой силой Гдействует пресс на заиса-
туто в ием заготовку, если на малый поршень действует сила ,Ґ= ЅШ Н
(рис. 8111:?

Ѕ. а:

Рис. 8.17

Дано: й= 0,2 м; Н= 0,01м;;'= 501] Н. Найти: Р.
Решение. По закону сокранения массы

атака (3.42:
где р - плотность рабочей Шщкостн пресса.

По закону Паскаля

,Ґ Р_ = __ 8.43Ѕ] 52 І 1*

Решение (342)* (8.43) относительно Р:

а
Р = _.

Ґ Н
Вычисление:

П 20
Г=5Ш-"_:ІП Н+сш к3'

от: гыёыскн.
8.10. Ц-ооразная трубка двиткется горизонтально с ускорением о.

Ппрелелить разность уровней я между коленами трубки* если расстоя-
ние метклу коленями І.. Радиус трубки Н << І.: капиллярными эффек-
тами пренеоречь (рис. 3.13).

Дано: о; Ь; д << Ь. Найти: й.
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Решение. аЕыделяеме на поверхности жидко-
сти Элементарный объем _ чаетицу жидкости от.
На нее дейсгвутот Земля с силой тяжести лтд, аот- д-І- .
орошеннаяа жидкость е нормальной реакцией Н. '
Систему отсчета связываем с движущейся с уско-
рением трубкой. Система отсчета неннерцналь-
ная; следовательно* на рассматриваещгю частицу
жидкости действует также сила инерции ета.

Запншем основное уравнение дннамнкн матери-
альной точки в неннершіальной системе отсчета:

дта+ат5+Н=0,
откуда

= -{ота + даты.
Свободная поверхность перпендикулярна силе Н. |І'СледовательноІ

угол ее наклона к горнаонту ов, как следует на рисунка* равен
дтп я

Шо: =-.
лтд я

Искомая величина

ь = а. ща = Ьї.
Е

'ІІІ'І'веІт.~'1г=.[.Е м.
Е

8.11. По наклоненной под углом о, = 45” к горизонту плоскости под
действием силы тяжести скользит приематический сосуд, целиком аа-
полненный водой (рис. 319, щ. Сосуд закрыт крышкой с малым от-
верстием* расположенным на расстоянии І. = [1,5 м от передней стен-
ки. Масса сосуда т = ІЅЕІ кд размер о = 1 м, коэффициент трения дна
сосуда о плоскость р = 0,2?3. Плотность воды р - ШІ3 кдімз.

Найдите Величнну силы давления воды на Заднтото Р: и переднІоІо Г.
(по коду движения) стенки сосуда.

Дано: оп = 45% Ь = 11,5 м; т = 150 кг; о =1 м; р = ПДТН; р = 103 клон-13+
Найти: д: ГЗ.

Решение. еНыделяемь сосуд с водой (рис. 3.19, Щ, «заменяя» ваан-
модействутошие с ним тела силами: Землю _ силой тяжести МБ* на-
клоннуто плоскость- силами ІЧ (нормальная реакция опоры) н силой
трения РТР. Здесь

М = тыщ, [344%
где т. - масса воды.
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Рис. 8.19

Записывасм второй аакон Ньютона в проекцинк на оси координат
Шу, связанные с Землей:

Щаіпск - РТР = т"|-:|"егт [3.45}
Н - Мусоао. = [1. [3.4611

Выражение для силы трения:

ип, = ан. (3-47)
Решение системы уравнений (В.44)-(Б.47} относительно с:

о = даіпо. -рсоац}.

Вычисление с:

а =а,а1[і -ста-і] = за: ї.45 45 с2
аЕццелнма частичку от на повсркности воды. Рассмотрим ее дви-

экение в неннсрцналвной системе отсчета, связанной с двишкущнмел
с ускорением п сосудом. В Этой системе отсчета вода неподвижна+ На
частичку воды на поверхности воды действуют: Земли с силой тнмссти
отд, поверкиоств воды с силой РД (нормальная реакции опоры) и сила
инерции ото. 1І'э"с.аовие равновесия частички жидкости:

атд + н] +ат = о. [алау
Еекторное уравнение 13.48) построено на рис. Еда. Как следует

на рис. 3.10, угол наклона свободной поверкностн воды в сосуде при
сколыкении его по наклонной Ішоскости
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дтессвсп ассвсь
|3=агсщ + = п; _+_

лтд-ставшее д-евтпсг.
Вычисление:

а
[З=агс1:а =атсгя_=

Ля-е_е-я
= агсщ, 5102 = агствці'? = ЗП°.

1,4І-9,31-5,02
Часть всды ет выльется нїспи+ рис+ 819, 6):

0,52
2

`Сила давления веды на ЗвднЮЮ стеннї(см. рис. 819, 6]

сдан? =пда кг.вт=іьгьр=1діщшр=і2ьрев=2 2 2

я = ёщ +рп +ргь}ь*_рпь1=%рдь3= с,5-1п3-9.31=4,905 ан.

Сила давления веды на переднюю стенщ;г

1г] = Е( до + д, +рд2ь- Ьтдшдгь-щш- рпшь-маты

=ёрды2ещш1 =Ё~1пдяацьц5іслвї = 14143401 н =14т43 кН.

Ответ: Р; :%р3:63 =4,9{15 кН; РІ :р3Ь 11211- 11311): :14,43 иН+

8.11. Сссїд с нвадратным сенсванием І я і, масса ястсрсгс тд на-
псшнен всдпй дп выссгты і: и скользит пп гпривснтальнпй плпснссти
псд действнен груза массой тд. Ксэффициснт трения Меяпщтг сссїдсн и
геризснтальнсй плсенсстью ц (рис. 3.21, а).

Найти: 1) выестд,г сссїда Н, несбясдимуюлля ссяранения в нем всей
всды вс время движения; 2) силы РІ, ГЗ, с нстсрсй всдв давит на перед-
нъсіс и заднюю стенки сосуда.

Давида І; тідтдщ. Найти: Н;Р1;Рд.
Решение. 1. енвслируемв сссїд с всдсй и груз. На сссїд действуют

(рис. ВШ* 6): Земля с силсй {т[ + рРЫд. гсривснтальная плссиссть с
силами Н [нсрмальная реакция споры), РТР (сила трения) и нить с си-
лсй Т. Сссуд движется е уеисрением я.
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“д
а

_3... 1*
до ї а!

Е, '__-__-Ь І
ттдгтщ і:

(т + РҐЫЁ' / І
"' а*

те'
6

Рио. 8.21

Запишем второй закон Ныотона в пІшглеицнго.г не оеи координат [еи-
отеме координат ,Шу евнзаиа е ЗЕМЛЄЩ:

т-гтр =(т, +рг1ющ [едщ
н -щ +рг1ыд=о (ееш

Выражение для еилы трения:

РТР = рН. [БЕН
еВЬшелиеме груз* не него действуют нить е еилой Т и Земли е еилой

под. Второй закон Ньютона в проекции ие оеь Пу:

тдд-Т=тдо. [Б+52}

Решение [ВАШ-$531 относительно а:
2

а = т* _ЩЩшт т . (еще
т' +.|".|е2 +радн
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аЕьшслнмь частичщ,г воды от, наиодяшїтося на свободной повсри-
ности (рис. 3.22, Щ, сс движсннс рассматрим в нсннсрциальной си-
стсмс отсчста Шу, связанной с двищшимся с їсиорсннсм а сосндом+
На частищг воды дсйствтъот Земля с силой тяятсстн ста, свободная по-
всриносгь вода с силой Н, нормальной и свободной повсриности воды,
и, ирамс того, сила инсрции ста цїсм+ рис. 8.22, а), Птноситсльно со-
ІВїда вода нсподвнясна. Условно равновссня частнч ин воды:

ам5+ьта+ г? =с+ [ааа

ї_ ~І “вы __ 3:
Н _ІГ _,н- __!

МЕ ,ІІ __ _!_ *Ь
ІІ 'П іамп . т

с б с

Рис. 3.12

Вситсрнос уравнснис (8.54) построено на рис. 8.22, б. На этого ри-
стниа слсддгст

ща=5. швы
Е

Слсдоватсльно, при горизонтальном движении сосуда с ускоре-
ннсм а свободная повсриность жидкости наипонится и горнаонтї под
углом с..

Для отвста на первый вопрос задачи аапишсм 1г'словис ссирансння
иолнчсства воды при двнжснии - равснство объемов (рис. 3.22, с}:

Ря=ё<н+ыгї [азы
гдс, иаи слсщст на рис. 8.22, в,

Н-Ь= ПЁЦ. [3511.

С їчстом (3.55) рсшсннс (3.56) н (3.5'1'] относитсльно Н нмост вид

я =мгї [ааа
За
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На рнсїнка 822, а
Н = дней . [35%

Сравнивая (3.53) н (3.59), получаем
І
Е 5.

Эта значит, чтр а середине сссїда їРОеень не изменился: ї задней

Не.дй=ётдсь =

І І сстенкн пн псшшлсд на 5451:: =Е*-* а ї передней стенки на стс-лькп
В

же спустился.
На 15.56) н (8.5Т) с учетом (3.53) псщчаем

_ 2н=а+ї”"“2 “штате [кеш
2 Щ +тд +рл" Й

Проверка единицы:

[ріііг]=$= кг; [Н]:м.

Сила давления веды на заднюю стенкуг

1 1 1
Ь;=[д]+%]Ш_Р0Ш=Щ=Рдїї{д+ідё-ЩЩ +11! д}} *

2 2 Щ + т2 +ра'2й

где д; - атпсфернсс дааленне.

Етпрай спасибвычашгнца силы давления:

*Щ =п=ь ЫШМУ- года.
Ннтсгрнрїд прслсднсс выражение, получаем

а =штата-Март.
[І І]

Прпвсрка еднннцы:
2КГ* *МІ'ЫН_=Н

`Ёнда давдсннп н-ады на переднюю стенкуг спсуда
2

г=[д+Ё]е-де=Щ=Ё а_їтгдщдгрщ .' 2 2 2 1 адмирал
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При вычислеиии Д учтены уравнения [8.511 и (3:60]
2

`Ёі'пи'я': Н =Іт+ітд _Щтї +р; ы, ;
Ё 1111 + тд +раді!

2 1д = свій = сіїшіт; -ищ +в: тд Н;
2 2 2 .*1*:І|+тд+|1'иІІ Ё!

2 _
1

І:- =Ё д+ггп1_ЩЩ+рР-ы
1 2 ті+дъ+рддй

8.13. Цистерна диаметром В = 1,2 м и длиной Ь = 2,5 м, наполнен-
ная до высоты Ь = 1 м нефтыо, плотность которой р = [1,9 - Шь1ъ игімэ',
движется горизонтально с постоянным усиорбнием а = 2 мКод. Опреде-
ли'ге силу давления нефти на ЗаднІоЮ стенку цистерны (рис. 3.23, а).

Ь ______ “ . _:ї___ Ь "
__ ..... _"'_ .................. _ В _.- ............. І. ..... "..... __ д

Н
дё/мтшхшш тшш/Ж/Ат

І. _ = Ь г

с 6
Рнс.Ё.ІЗ

Дана: Л= 1,2 м;Ь=1м;с = 2 міс1.Найти:Р1;Г1.
Решение. Выясним вначале, иакуто форму имеет свободная повери-

нсстьжидкости. чнволируемв частичку нефти массой атрнаиовящучося
на свободной поверхности (рис. 8.24, с). Ее движение рассмотрим
в неинерциальной системе отсчета Шу. связанной с движущейся с
ускорением а цистерной. На частичку нефти действуют: Земля с си-
лой тяжести стр. свободная поверхность нефти с силой Н, нормаль-
ной и свободной поверхности нефти, и кроме того: сила инерции ста
(рис. 8.24: 6). ІШтносителть-но цистерны нефть иепсдвитина+ Условие
равновесия частичии нефти:

щ+вта+гїг=а (аси
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І
'_

І ,І -РІ
І т” І
| 1,» х Н
І дтп І
¦І І

І Щ

дті

а б

Рис.3.24

Ееитсрнсе уравнение {8.61} псстрсенс на рис. 3.24. Б. На втсгс ри-
сїнна следует

щн=ї.
Ё

Песиельиу сбшее неличестве нефти не изменилось* те в середине
цистерны уровень не изменился (см. рис. 3.24, с). ї задней стенки сн
пцднилсв бы на {рис. 3.23, в]

І. І.
Ґ=_'[ =_+ 3.622 ее 2 ш ъП

_1
Б

если бы не было страничивающии стенси Цистерны. Стеиии цистер-
ны пе третьему заменуг Ньютсна, ссадают в тсчие А давление, равнсе

Ри = Ра +РБ[Ґ+Ь'Ё]. [3.5311

где д; - атмесфсрне-е давление`

Давление нефти в тачке Вравнс

ю = д. +вад (ЕЬ-Н
Сила давления нефти на заднюю стенку цистерны равна

в =%з- роз. (асан
Здесь плещаль псасрннпсти днища цистерны

1в =Ё, [влад
Решение системы уравнений (Кеш-[Евы етнсснтельнс РІ:
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Вычисление:

_ 3,14-1,зг-е,а-1пз(2,5-2
_ 4 Д 2

'дЛІр

д +9.81] = [2,52-103 Н = І2*52 кН.

Пшет: Л = [Ё+д|!г]=12,51кн+

3.14. Палочка массой т на половину погружсна в
воду, как показано на рис. 8.25. Угол наклона палочки
к горизонту а. С какой силой Г давит на стенку сосу-
да верхний конец палочки? Треннсм пренебречь.

Дано: т; ц. Найти: Г.
Решение. Систему отсчета связывасм с Землей [с

сосудом). Система отсчета _ инерциальнаи. «Изо-
дируема палочку: на нес действуют Земля с силой
тяжести тд стенки сосуда с силами П и ІЧІ {нор-
мальные реакции стенок) и вода с силой Аркимсда Рид ад
Ед (проколяшсй через центр вытесненного объема
воды, т.е. через точкуІ накодяшуіося на расстоянии
от левого конца палочки, равном одной четверти ее дпнньц.

Запишем условия равновесия палочки: сумма всскснл в проекцияк
на оси координат равна нулю:

дуг д= а; (ЕЕ-П
Е., - т; = О. [ЕЬЩ

Сумма моментов асек снп в проекции на ось, перпендикулярнуто
плоскости чсртетка н проходящукз через точку С, равна нулю:

1' іЕ! Есозо: - Нїзіпо: - Ніёзіпо: : П, [315%

где і- длина палочки.

Решение системы уравнений (Бой-(8.69) относительно Н:
тдН=_.

4:51:

По третьему закону Ныотона Г= Н

Пгвет: Р=т+ЕЦ,Н.
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8.15. Два одинаковык шарика свяааиы нитью, пере-
кннїтой черса Блок, причем один на шариков погружен
в сосїд с жидкостью {рис+ 8.264. С какой установившей-
ся скоростью о будут двигаться шарикиІ если известно1
что установившаяся скорость падения одиночного ша-
рика в той же жьщкости равна оп? Сила сопротивления
жидкости ГС пропорциональна скорости+ Плотность
жидкости равна рт, плотность материала шариков рав-
на о+ Массой нити и блока можно пренес'тречь+

Дано: он; Гг- о; рд; р. Найти: о.
Рт- 3-15 Решение. сИаолирїсма левый шарик (рис. ЅДТ, о]+

Он движется вниз с установнвшейся скоростью о. Си-
стемї'..г отсчота связываом с Зомлей (инерциальная система отсчетаїг. На
шарик действуют Земля с силой тяжести тд, нить с силой Т.

Ёд и
л?

о т Т ` а тдії
т т

т! г п

Рч т! гг" Ул тд

о б в

Рис. 8.1?

Запиеываем второй аакон Ньютона в проекции на ось оу:

тд - Т = П. [ЕЛЩ
аНаолирувма правый шарик (рис. 3,27, 5), Он движется вверк с та-

кой же скоростью о. На него действуют Земля с силой тд, нить с силой
Т н жидкость с силами ІІарлимеда Рд и сопротивления РС.

Записываем второй закон Ньютона в проекции на ось Пу, направ-
ленную вверх [по скорости этого шарика):

Рд +Т-т3-Г :П, [331)
гдо в ооотвототвнн о головном сила оопротнвлония пропорциональна
скорости:

гс : 1611. [331.5
Для одиночного шарика (рис. 8.27, в), падающего в жидкости вниа

со скоростью он, второй аакон Ньютона в проекции на ось Пу аапнсьт-
вается в виде
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тд-Р'д - Рё =о1 [333)

где

Рё. = коп. [334)

Сила Аркнмеда и масса тела определяются выражениями:

РД =рдР: (ЕЩЕ)

т = р РЦ [3115)
где Р'- объем шарика.

Решение системы уравнений (З.?о}-(З.Т6) относительно нскомой
неизвестной величины о:

: ржио

р_ рж
І?

Ответ: о =Щ, Ё.
Р-Рдг с

8.16. В состдс находятся две несмешивагощнесв жидкости е рва-
личнымн плотностями. На границе раздела жидкостей ппвввот Куб,
погруженный целиком в жидкость+ Плотность материала куба р боль-
шс плотности р. верхней жидкости, но меньше
плотности р: нижней. Какая часть кобъема куба ЕЦ о
находится в веркией жидкости? ЕЦ І

Дано: р 3* Рт; Р 'ї от. Найти: к.
Решение. Системд,г отсчета связываем е Зем-

лсй (иисрцивльная система отсчета}. еИЗолирї-
емъ куб: на него действуют Земля с силой тяже-
сти тд, жидкость верхняя с силой Аркимеда РМ

1'

и жидкость нижняя с силой Аркнмсдо РМ. Запи- тд п
шем условия равновесия куб-в в проекции на ось Рис. 8.2!
одрнс. 3.13):

РМ +Гд1 -т3=[], [ВЛ'П
гдс

в. = аси; (его
Рая = Ргдуг [3391

Здесь И, Щ- часть объема куба, погрїжеииая в веркнъшо и ниж-
итоіо жидкости, причем
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И + У1= У, ЩЕЩ
где Р_ебъеи итііе1

Маееа куба равна
т=рР'. [3.ЕЦ

Решение еиетены уравнений (8.??}-(Б.ЅІ} етнееительне і: = Ё :

Ё: р2_р +

Рз'Рі

Пгнет: І: =ш.
Р: -РІ

8.11. Деревянный шар радиїееи д и меееей М
удержиееетея под недей е пемещью тенней степь-
нпй цепи, лежащей не дне шдпема н прикре-
пленней одним кенцем и шерзгг (рие. 8.29). Найти
длинуг цепи І 1'иеи'г.ц;3.|г шарпм и днем. Масса Сиднегп
метра цепи равна т. Объемем цепи легенды-,вещи+
Плетнееть веды р.

Рид 339 Дано: К; М; т; р Найти: І.
Решение. «Июлируемэ шар (рис. 330, Щ. «Зе-

меняетеъ езеимедейетеушшие е ним тела силами:
Землю _ еилей Ма, цепь _ енлей Т, веду - енлей Архимеде Рд. Зе-
пиеынаем условия равневееия шаре в проекции на ееь (Шу:

Е., -Т-Ме=0; 113323*
РД =ру35 [В*ЕЗ}

Е и _рл

ті; г

Не Н п
е 6

Пбъеи шара

= _пд-ї (3.341.
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еНаолируема цепь (рис. 8.30, б]+ сЗаменяема вванмодействутошие с
ней тела силами: шар - силой Т, Землто - силами ті; и ппц, дно со-
суда - силой ІЁ'М'+ Записываем условия равновесия цепи:

сумма всея сил., действутошнк на цепь в проекции на ось Лу, равна
нулто:

Т+ Н -тІБ-тк5={¦'; [ВсЁБїг

сумма моментов всек сил относительно точки С равна нулто:

к к--- --={]. 3.315так 2 Н 1 і Ъ

Решение системы уравнений (8.32)-[Б.86} относительно г':

ітш'їэр- М
у: 3

т

Проверка единицы І:

М[;]=Ц=Ш _
[а] и

4 з-лд р- М
Ответ т'=-3_ м.

8.18. Цилиндрическнй сосуд радиусом Л, ааполненный жидкостыо
плотностьто р, вращается с угловой скоростьто ш вокруг вертикальной
оси, совпадатощей с осыо цилиндра+ Найдите зависимость давлении
жидкости от радиуса и форму свободной поверкности+

Дано: Н; р; ш. Найти: р = ди); у = Ли).
Решение. При вращении цилиндра все частицы жидкости будут

двигаться по окружности так, что жидкость останется неподвижной от-
носительно стенок цилиндра. Система отсчета, связанная с цилиндром,
неинерциальная.Давление жидкости р в горизонтальной плоскости Іі:'ауд~~і'.'т
возрасгать по мсвс удалении от оси вращения за счет центробежной силы
инерции о'т - от где а" - нормальное ускорение.

`аньтделяема кольцевой слой жидкости радиусом г и толщиной со:
Записываем основное уравнение динамики в неинерциальной еистемс
отсчета (рис. Ё.31):

[р-ч'ддр+от]*211.11'1'1;+.<:з'т"и›.сдІ =П, [3.37')

где Іийу - ооковая поверкность пилит-шрического кольца;
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Ыт=р*2лгтсїг; (3.33)

од :ш2г. [313%

Рне. 8.31

Решение еиетемы уравнений (8.Б?}-(Б.ЕЧ} относительно р:

др = рсоггдг.

Интегрирул поеледнее уравнение, получим

Р Г 2 2

Ізр=р<ь21гаг или ь- дп = рт; . [ваш
рп І]

Окончательно:
ЩІҐІ

Р=Рп+р 2 у

где рь - давление жидкоети в центре цилиндра.

Еели еоеуд имеет плоекое дно (как в нашем елучае1і, то давление на
дно Будет найдено как гндроетатичеекое рь= рдуг, и р= рду. Подетавлнл
зти выражения в (ЅНШ, получим завиеимоеть свободной поверкноетн
ношкоети от г:

ШІҐІ
_у - _уп + 23 .

Свободная поверхность предетавлнет еоЕой параболоид врашенин.
8.19. Цилиндричеекий еоеуд е жидкостью плотноетыо р врашаетен

е поетоанной угловой скоростью в: вокруг вертикальной оеи, еовпа-
дающей е оеыо цилиндра (рие. 8.32). Внутри еоеуда укреплен тонкий
горизонтальный етериеень АБ, расположенный вдоль диаметра, про-
кодашего через оеь врашеннл. По етерзкнъо может екодьзить |Без тре-
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ннн муфта в вндс шара масссй т н раднїссм
Н. Шар свааан с нснцсм А стсраснн пружннсй
жсстнсстн в., длнна нстсрсй в нсдсфсрмнрс-
ваннсм ссстснннн равна Ьп. Опрсдслнтс рас-
стсаннв шара ст ссн врашснна гЁ

Дана: р; ш; т; Н; 5:; Ьп. Найти: г'.
Рсшвннв. Задача рашавтса в нвннврцналь-

нсй снстсмс стсчста, связанной с ЦнлнІ-щрн-
чссннм сссїдсм. вВыдслнма шар (рис. З.ЗЗ].
На нсгс в гсрнаснтальнсм направлсннн дсй-
ствртст: прржнна с сІШсй Т, жидксстъ с снлсй
дрхнмсда Г; {в нсннсрцнальнсй снстсмс ст-
счста сушсствувт пслс масссвых сил - снл
ннсрцнн, ствстствснных ва всаннннсвсннс
псдъсмнсй силы в жнднсстщ н цснтрсбсж-
ная сила ннврцнн мал.

ш
Пш/,тада

П

[Н
а

Ф

'т'
ІІ

мы
.

Рис. 3.33

Запншсм сснсвнсс уравнсннв динамика матврнальнсй тсчкн а на-
ннврцнальнсй снстсмс стсчста а прсвнцнн на ссь Пг:

-Рд - Титанлг = О;

Т = Как,

гдв аг- удлннвннв пружины.

Снла Арннмсда равна

РЦ = а Ка:
гдс Р'- сбъсм шараІ

Р' = ї пдз,
З

Нсрмальнсс уснсраннс
а" = шт.: [о +дг}.

Нснсмсс расстсаннс шара ст ссн врашснна
г' = Коты*+

(ван
(3.92)

($331)

[В+%}

(3551*

(3361;

Рсшвннв снстсмы рравнсннй (8.91 }-[Ё+9І5) стнсснтвльнс г':

, мп
г:

Ёпдзрщ: +5: -пшд
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Преверка единицы г'. Прежде веето, одна и та эке единица долъкна
быть у веек членов енаиенателя:

і 2=М:-КГ_КГ_ кг-м _Кг 2_кг

[Епаэрш]- 1иЗ -е [±]=_=е1|и 1`[ш]__'
Единица чиелителя:

П
І

[мп]=%=н
Н, наконец, единица г':

[г,]_Н+1е_кг м е

кг кг-о

Ответ: г' = и" ти+
Ёли'ігзрттт2 + к - нии2

8.20. Деревянный шарик прикреплен нераетяэкимой нитыо ко диъг
Цилиндричеекого еооїда о водой. Раеетояние от точки закрепления
нити до центра дна еоеуда равно г, адо Центра шарика - І. Сооїд рае-
кручиваъот вокруг вертикальной оеи, проходящей черае центр дна+
При какой угловой скорости ш нить отклонитея от вертикали на утол
о; = ЗОФ, еели г= 2:? Маееой нити пранеііречв+

Дано: г: І; г= 2:1 о: = ЗП”+ Найти: ш+
Решение. В неинерциальной еиотеме оточета на шарик дейотвшот

оилы (рие. 8.34): тд - еила тяжеети; ГМ - еила Аркимеда (в маееовом
Грааитационном поле); Рю - оила Аркимеда (в маооовом поле цен-
тробежных еип инерции); та., - центробежная оила инерции, где 1,, -
нормальное ускорение шарика; Т- оила натяжения нити+

'1

'ч
'Іг

.-
'_

Рио. 3.34

.|І\

Так как центробежная оила инерции
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тд" = рд Ул",
где рд _ плотность дерева; Р'_ объем шарика, меньше силы Арлинеда;

'тд-Ё = рнуат

где р. _ плотноегь воды, то шарик отнлоиител к оси ›-'.то||:уда1
Поновное уравнение динамики материальной точки в неинерци-

альной системе отсчета в проеицнал на оен координат:

- Ы +тал +Теіпоъ : О; [ЁНЩ
РМ -тд-ТеоецЫІ; [ЁЭЩ

ГМ =р,Р'од; [33%

а” =ш2(г-І5іпщ; (ЁЦ'П'Щ

ГМ =Рв|<аэ (ВЛШ
г: ІІ; (ЁЦ'ПЩ

т: рдР'+ (531031:
Решение системы уравнений (ЗВИ-(8.103) относительно ш:

г-Іаіпсс _ЧЦЁ-Ѕіпоь) = ' Ґ
Проверка еднннцы ш:

[Ш]=`]%=Е=Ё=с_д

ПШ= а амі'й ыыы/ё е-І.
8.11. Бетоннал однороднав свая массой т лежит на дне водоема

глубиной а, Еольшей, чем длина сваи І. Привлаав трое и одному
концу сваиІ ее медленно вытаскиваъот на воды так, что центр твнсе-
сти сваи поднимается на высоту Н над поверхностью воды (Н Э» Л.
Канал работа А совершается при подъеме сван'? Плотность Іііетона
в п раз Больше плотности воды. Силами сопротивления пренебречь
(рис. 5.35, аїп.

Дано: т; а; г, а. Найти: А.
Решение. Первый этап подъеме сеан (рис. 3.35, 5). *Наолнруеме

сваъо, езаменаемь вванмодействуюшне с ней тела силами: Землю- си-

Щ=`І еще _І ства 62] в
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ул.

Е

Рис. 8.35

лпй тд, 111213131.г - силой Архимсдэ РМ, сваи: поднимают силой Ґ.. Систе-
Ыї Іщшинат Ну связывавм с Землей. Запишєм условие медленнпгп ІІБЕЗ
шипреннп) подъема сваи в проекции на псь Бу:

Е+ГМ-т3=0. (Е.Ш4}

Сила дриимєда

РМ =рУд. (3.1115)

ПЕъгм сваи

г =ї, шипы
пр

Рабстга пп ппдшмїснан на этпи этапе

4=д[д-Ё]. 'даши
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Решение еиетемы уравнений (8. [[141-(8. ШТ] отноеительно А.:

А, = тур-Ёжка. 'делает
Второй этап подъема сваи. СИЛЫ,Дейетвуіошие на еваіо, приНЦипн-

ально такие тке, как и на первом атапе1 е той лишь разницей, что еила
Аркимеда адееь ЕМ - переменная, еледоват'еша.но1 и еила, оеушеетвдя-
тошая подъем, здееь другая _ Г; (рие. 3.35. а).

їЁЛПБНЕ НЁМЁННОШ ППДЪВЫЗ. СВНН В ЭТПМ ЁЛЬЩНЕ

Ё+ГЫ-тд=0. {Н.1'П'9}

Сила Аркимеда
гы тур, [ея [ш

где объем вьггеененной воды

У' ={І -х}Ѕ. (8.111)

Площадь поперечного еечения еван накоднтея из выражения для
объема

гдз. (3.112)
НЗ решения уравнений (3.106), [3.1 ІЩ-[Е'к] І2}, получаем

РЦ =Ш. (5.1131
т'

Элементарная работа переменной еилы Аркимеда е учетом (310%
равна

ам! = тд[1-Щ]щ.
т'

Работа по подъему еван на втором этапе находится интегрированн-
ем предыдущего дифференциального уравнения

г І -х ІА = [-_ а'х = І-_ .= тд м ї и а]
Третий эта-и водоема евпи (рне. 3.35. в). Условие подъема - второй

Закон Ныотона в проекции на ооь Ну:

Рі-т3={1.
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Работа по подъемуг сваи на расстояние Н -ії равна

,43 игра-Ю. [апр

Полиан работа равна сумме работ на трек атапак. Складывал (3. ШЕ),
(3.1 [3) и (3.1 14111. получаем

А =тд{ь{1-Ю+н},лдк.

от: А =тд{ь[1-±]+ н} лк.
3.12. Тонкостеннал коническаи воронка плотно лежит на ровной

Горизонтальной поее|:'кн1ости1 покрытой листовой резиной. Через ПТ-
верстие в тонкой трубке в Ігиїтдизикд.г наливают жидкость плотностью р.
Когда жидкость ааполнит всю коничеекъоо полость вороики, она при-
поднимает воронкуг и начинает вытекать иа-под нее. Определите массуг
воронки т, если радиус ее основании равен В, а высота конической
части Н(рис. 3.36, о).

_;

На

Рис. 8.36

Дано: р; К; Н. Найти: т.
Решение. еЕьшелнема волд,г вместе с приполнавшейса воронкой и

еваменлемн тела, е которыми они взаимодействуют, силами: Землю -
силами тюкести ті и МЁ. где М - масса воды. ааполннюшаа всю
коническую полость воронки; горизонтальную поверкность стола -
нормальной реакцией опоры - силой Й (рис. 8.35, б).

Чтобы вода начала вытекать, воронка лошкна приподнятьсл. Ее
приполннмает направленная вертикально вверк сила Н , равнан по
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модулю согласно т1::стьсаг±,;г закону Ныотона результирїъошей силе дав-
ления воды

Н = рдНЅ ,

где Ѕ- площадь основанна конической воронаи+

Запншем условие вытеканнв воды из-под коннческой воррнки в
ПрП-ЕКЦІ-'ІН На ЩЬУІ

т3+М3-Н:Ц [ЁДІЫ
где масса воды Мравна

М =рР'; [ВДІЫ

оіїгъем конической воронка

1утка; (ана

ПЛПЩЁЩЪ ПЕІ-І'ПВВННЯ КОННЧЕСЕОЙ ВОРПНКН

а = ввї; (3.1131
нормальная реакции опоры

Н = рЁНЅ. [311%

Решение системы уравнений (8.115}-{Ѕ.119} относительно иско-
ыой неизвестной т:

1 з=- ааа*+апр
Проверка единицы:

ответ: тёттршй кг.

8.13. Тонкостеннаа пштусферичсскаа воронка плотно лежит на ровной
горизонтальной поверхности., покрытой листовой резиной. Через отвер-
стие втонкой трубке в врррнкьг наливают иошкость плотностыо р. Когда
нощкостъ заполнит вето пощюферичссщпо полость аоррнки$ она припод-
нимает аоррмщІ и начинает вытекать из-под нее. Ппределите массаг во-
ррнки т, если рашо'с ее сцюрической части ранен Н (рис. 3.31, ва.
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Рио. 8.3?

Дано: р; д Найти: т.
Решение. еВЫдеЛнеме еолд,г вмеете е приподнвншейев норонкой н

вааменнем» тела, о которыми они взаимодействуют енламн: Землю -
енламн тажее'гн ті н МЁ где М - маееа воды, ааполнаъощаа полу-
ефернчеекуто полоеть коронки; горизонтальную поееркноогь етола -
нормальной реакцией опоры - енлой Ё (рис. 831, о).

Чтобы вода начала аытекать., воронка долткна прнподннтъеа. Ее
приподннмает направленная вертикально вверк енла Ё . равная по
модулю еоглаено тр1~етьем11..|г ааконірг Ньютона реаультнрїтошей онле дав-
леннн воды Н- рдНЅ.

Запншем условно вытеканнв воды нв-пол коннчеокой воронкн в
проекцнн на о-еь у:

тайма-МЫ. ШЛЩ
где маооа Воды М равна

обьем полїецюрнчеекой еоронкн

тёалз; шлем

площадь оеноеаннн норонкн

еще; шлем
нормальная реекцнн опоры

Н=рддї (ап-411

Решение енетемы уравнений (8.1Ш}-{Б.124} отноентельно неко-
мой нензнеотной т:
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т = 1'ліїзря
З

Праверка адииицы:
3[т] = “м'ўг = а.

[ІІ-вет: т = ёлдзр кг.

8.14. Тонкая трубка, аапаянная е одного конца1 заполнена водой
и закреплена на горизонтальной платформе, вращающейся с угловой
екорастыо ш вокруг вертикальной оси. Открытое н вапаянное колена
трубки вертикальны. Геометрические размеры установки указаны на
рис. 8.33. Атмосферное давление рт.. плотность воды р.

Найдите давление воды у вапаянного конца трубки. Силами по-
верхностного натяжения пранебречь.

дана Ш; ат.. а- Найт а
Ршенне. Зависимость давления яшдкости, вращающейся е угло-

вой скоростъш ш вокруг вертикальной оси, от радиуса выражается
соотношением

ршдг:
2 І

где ,ап - давление жидкости а центре {а точке П на вертикальной оси); Р _ дав-
ление :кидкости на радиусе а

я=в+

Запишем это уравнение дла давлений в точках С, Ни А:



4Т4 ІІ ГЛДВДВ.ПСНПЕЬІ ГИДРПДЭРПМЕКДНИКИ

1
рс : рт +р3Н : дп +пш2н2; '1331511

2 1

РВ = ,00 +Щ; ШАЕЫ

к. =о -раа или

Решение енетемы уравнений (8.125)-{8.І2Т] относительно рд:

рд:.ратм+рзін_д)+11рш2н2'

ответ: д, =дш+рдгн-ы+12рш1к=, па.

8.4. Гидроаародинамика

Лзшин н трубки тока. 1Уравнение неразрншшсгн. Движение жидкости
называется стеционорньш (установившимся}, если в Заданнык Точкак
пространства скорость жидкости не зависит от времени. При атом в
Этих точкак скорости жидкости могут бьггь неодинаковьгми. Если в за-
данных точкак пространства скорость жидкости изменяется со време-
НЕМ. ДВИЖЕНИЕ НВЗЫВВЕТСН НЕЁШПЦНПНПРНЬЬН.

Течение жидкости называется слоистым или лшиинорнын, если со-
прикасаюшиеся слои жидкости движутся без перемешивання. В про-
тивном случае течение жидкости называется турбулентнььи.

В нашем кур-се физики рассматривается идеальная несжимаемая
жидкость, в которой при любых движениях не возникают силы тре-
ния и плотность жгшкости остается постоянной. Кроме того1 течение
жидкости стационарное [скорость и давление не зависят от времени)
и только ламинарное.

Линия, касательная к которой вданной точке совпадает по направ-
ленито со скороетыо жьшкости в зтой точке в данный момент времени,
называется линией токе. При стационарном течении жидкости линии
тока совпадают с траекториями частиц жидкости.

Представим в жгшкостн произвольный замкнутый контур., площадь
поперечного сечения которого равна 51. Через каждїто точкаІ его в один
и тот же момент времени проведемлинии тока (рис. 33%. Пни располо-
жатся на некоторой трубчатой поверхности, называемой трдокеа токе.
Так как скорости частиц жидкости напрявлены по касательным к лини-
ям тока, то при течеини жидкость не может пересекать Еоковїто поверк-
ность трубки тока. Трубка тока ведет себя подобно боковой поверхности
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жесткой трубки, едоль которой течет жидкость. Если
поперечное сечение трубки тока бесконечно мало, то
можно считать, что скорость жидкости одна и та же
во асек точказг этого поперечного сечения и направ-
лена вдоль оси трубки, В случае стационарного те-
чения масса эощкости, протекаюшая чераз попереч-
ные сечения в единицу времени, будет одна и та же:

Р'ЩЅІ =Р'“151-
І[Іітстода

НЅ:ШПЅІ
Это уравнение называется удивлением нешзрыалостл струи.
ЪташшшеБериушшї. Выделим в ста-

ционарно текущей идеальной несжит д 5.
мвемой жидкости трубку тока малого
поперечного сечения іірис+ 8,40). Рас-
смотрим часть жидкости, эаключенную *І
между сечениями Ѕ, и 52, расположен-
ными на высотак и. и из. За промежу-
ток еремени от эта жидкость смещается гид 3,40
вдоль трубки тока и занимает новое по-
ложение между сечениями ,БТ и ЅЁ, . Для малого промежутка времени
о: можно пренебречь различием между площадями Ѕ и Ѕ'старык и но-
вык сечений и различием а ик нысотак.

На основании закона изменения механической энергии (низмсие-
ние меканической энергии равно работа внешник сил и сил внугрен-
ник диссипативныкы

5,

ди»г = А; {Е.123}

д РУ = И”2 - Н/І.

Вычислим работу, совершенную внешними силами над выделен-
ной жидкостью за время от. Жидкость - идеальная, поэтому силы
диссипативные (трения) отсутствуют. Силы давления, действующие
на боковую поверкность трубки тока, работу не совершают, так как
они перпендикулярны перемещению.

Работа сил давления

и! = ддоіог - рдїдпдог. {Е,1 291*
где о. и о: - скорость жидкости соответственно а сеченияк 5. и 51,

1 Д- Бериуллн (ІТШІІ- ІТБІҐІ - швейцарский математик и механик-
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Течение жидиостн - стационарное, поэтому энергия жидиости
между сечениями 51* и 51 не меняется {эта часть жидиости на рис. 8.4421
поиаэана леойной штрииоаиой1. Иэменение энергии рассматриваемой
жидиоети равно энергии части жидкости между сечениями 52 и 55 ми-
нус энергия части жидкости между сеченипми 51 и 5; . Потенциалвнаа
энергия части жилиости мажщг сечениями ЅІ и 55 равна рЅдоІоІийд , ее

Ѕ о от:иииетичесиая энергия равна р-ї-Ё_3- дналоптчно эапиеыватотея
выражения для энергии жидиости между сечениями 51 и ЅІ' . Измене-
ние энсрши выделенной части жидкости е рассматриваемой труоие
тоиа эа время от равно

рЅЗсЗош рЅ е отош= рЅЗпдоІЁЬд + _р..5,`нгг:\ь[дй|+_'Ё_ь {Ѕ.13П}

Подотавляя выражения 118129) н (3.130) в (3.128) и учитывая урав-
нение нераэрывности

щд=щ%,

получаем
1:2

а+вай+_2 =о+веіъ+рТ

Это и есть уравнение Воркута. Оно было выведено для достаточно
уэиой трубки тоиа и, спюго товара, справедливо, иогда эта трубка сжи-

НВЕТСП В ЛНННЮ ТПКЁІ. ПОЗТЕНЬІ' Сумма р+р3й+ р ОШЕТСП ПВС-'ТЕНН-

ной вдоль одной и той же линии тоиа. Единица всея членов этой суммы
одна и та же и равна Джу'мз, следовательно. уравнение Бернулли пред-
ставляет собой эанон сохранения плотности энергии для линии тоиа.

Для горизонтальной трубки тоиа (І: = сопац уравнение Бернулли
упрощается:

1
'Нд =сопэІ:.,0-1-

Нсличина р в этом уравнении называется стотнчвсиши давлением,

я-ч: я-ч:2 - скоростями Шниомичвсицщ нолорои, а сумма ,ФНТ - лол-

ныи доаааяаан
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Нз зтото уравнения еледует, что в тек ееченияк трубки тока, тде
екореоть жидкоети больше, отатичеекое давление меньше, а в тек ее-
ченияк, тде екороеть втидкоети уменьшаетея, етатичеекое давление
возраетает+

Уравнение Бернулли применимо к двнвтушимея Без викрей реаль-
ным тазам, еели ик екорооти невелики [примерно до ІІЁІІІІІ міеїг, так как
только при зтнк уеловвяк без большой ошибки можно пренебречь
ежимаемоетыо газов.

Б неподвижной жидкоети в еоотоянии равновееия еотлаено закону
Паекапя давление не завиент от ориентации площадки+ Как обетоит
дело в движущейея жидкости? Уравнение Бернулли дает возможноеть
ответить на зтот вопрос в елучае стационарного течения идеальной
неежинаемоя жидкости. Пказываетея, что величина нзыеряемого не-
подвижным манометром давления завиеит от ориентации площадки в
ППТІІЩЁ.

Предетавим манометр в виде изогнутой трубки, передняя чаеть
которой, обращенная на!и::'т[.'яечуг потоку, запаяна, а в Боковой етенке
имеется отверетие {рие. 3.4І, а). Такая трубка иекяжает поток только
вблизи ее переднего конца, а вблизи отнеротия поток практически не
меняетоя. Поэтому давление зцееь такое же, как и во воек другнк точ-
кая линии тока, проходящей вблизи отверстия. Соединенный е такой
трубкой манометр измеряет отатичеекое давление жидкости р. Такое
же давление покажет произвольно ориентированный маноывтр, дви-
жушийея вместе е потоком.

І І
А

-ь-

Рио. 8.41

Еелв Іке взять трубку е открытым передним концом, обращенныы
наветречу потоку жзщкоети, то показание еоединенното е ней мано-
метра Будет Больше величины р (рио. 8.41, 6). Так как жидкооть внутри
трубки неподвижна, то линия тока, упиратощаяоя в открытый конец
трубки, оЕрываетоя в точке в! и екор-ость жидкооти в Этой точке обра-
шаетея в нуль. |І.'311Еіозначин.›1 давление в зтой точке через рї, а давление н
екороеть в потоке вдали от трубки (вв Еееконечноотищ через р и о.
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Примении к выделенной линии тока уравнение Бериулли1 получим
1

Р'”Р = в+ -1 2
Это давление и показывает соединенный е трубкой манометр. По

измерениим величин р и д, т.е. располагая трубками обоик типов,
НПЖНП рЕШЕЧНТНТЬ СКПРОСТЬ ПОТОКН Н.

8.5. Решение задач по гидроаародннамике

8.25. Определите скорость истечении
жидкости из сосуда. Жидкость вытека-
ет из сосуда. имеіошего сбоку отверстие
(рис. 8.4221, которое снабжено енасадкоме,

ип иаправлдюшим струю. При истечении вси
жидкость в сосуде придет в движение и ее
можно разбить на трубки тока. Все трубки

Иж; тока начинаіотси на свободной поверкно-
сти жидкости и прокодят через отверстие
енасадкае. На свободной поверкиости се-

чение 50, скорость жидкости уп, давление ра. В сечении на выкоде из
еиасадкае сечение Ѕ, скорость у, давление также дп,

Записываем уравнение Бернулли для сечений 50 и Ё.

Рис. 3.41

2 2
рп+рзіи+рёпп =,оп+|:е;›\'т+р+2и . [5.1311І

Уравнение неразрывиости:
ІІ'твЅв = "ї {Ё+132}

Решение ШИН, [3.13211 с учетом 544 50 имеет вид

а ища, -м
Таким образом, скорость истечении идеальной жидкости из отверстия

в сосуде такаи же1 как и при свободном падении тела с высоты во - Ік Это
бьшо впервые установлено Торричещши+ Следует отме'пп'ь, что величина
скорости совершенно не зависит от направлении к горизонту вытекаю-
Щей струи+ Пна будет одинакова, под каким бы углом струи ни вытекала+

8.215. Какова примерно скорость катера о, если при его движении
вода поднимаетси вдоль его носовой части на высоту І: = 1 м?
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дано: л= 1 м. Найти: о+ М
Решение. Перекодим в систему отсчета, свя- д

ваннуто с катером іїрис+ 3,43, вид сверку}. В этой
системе отсчета катер стоит, а поток воды об- _ЬК
текает его. Линии тока от точки А раскодатся н
стороны. В точке А, называемой критической, Рид-43
скорость воды обращается в ноль, я ней линия
тока обрывается. Применяя уравнение Бернуллн к линии тока ВА,
получим

І 2

я+%=л+рзс они
где р - статическое давление {давленне атмосферыЪ; о - скорость на Іиїиескот
нечности: {скоростъ набегаюшето потока, численно равная скорости катера}.

Решение (3,133) относительно о:

ь = ,1231: = ,(1-931- =4,4 Ё.
8.21. В вертикально стоящий аапаянный цилиндрический сосуд

налнта жидкость плотностью р до высоты Н. Над зеркалом жидкости
возцуес, лишение которого р [р од., ро - атмосферное давление). На
высоте и от основания сосуда имеется отверстие, площадь которого
с. Площадь дна сосуда 5 (с 'і 521. Определите максимальный коэффи-
циент трения р между дном шшиндра и плоскостью, при котором,
если открыть отверстие к, сосуд стронется с мести. Мяссой сосуда
пренебречь.

Дано: р; Н;р [р Эдит; а; к; Ще < 51. Найти: р.
Решение. Уравнение Бернулли для линии тока АВ (рис. Е.44}:

і 2 І 1

я+яеН+їЁ=и+р3а+%, (8.134)
где и - скорость жидкости и точке А, с - скорость
Щкостн иточке В.

Уравнение нераврывностн:

нЅ=ов. '[3135]

Закон изменения импульса вытекатощей
массы ншдкосги от ив отверстия в в проекции
ня ось Пк:
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Ра!=.ат*п, {Е.136}
где Г- енла, дейетвушщвв ее егараны Шнеетн, налеллшейен в еееїде, на
вьггенашшша тиаееьг ввшнеши; Ы - время дейетвил втай еилы. МаееаШна-
ети ат равна

ат=и-аг-з-р. ШАЗ'П

Па т|:1етвеі'щгг ваненї Ньютона
Ґ : Р, {Е+133}

где Ґ - енла, действующая ее- ете-рены нытекающей маееы жндгшети на ци-
линдричеений ещд.

Саеїд етренетея е неета при їелавни равенства нулю еунмы пра-
енцнй веел енл на пеь 0.11

Ґ-ГШЕЙ. {Ё+139}

где РФ - енла т'реннн между днем цилиндра и плаеке-егью:

Гш =рН; (ЁДІІЩ
Н- нарнальнал реакция аппры Шла-снасти).

Эта енла Н машет быть найдена ив уелевил равнавееин вщцнеети в
проекции на аеь Цу:

тд-Н=П. (3.141)

Решение еиетеиы уравнений (3.134)-{Е. [41) етнаеительна а:

р. ЁїЩ + (Н - а] .
НЗ га

Макеимальнае значение коэффициента трения, при ветеран еаеїд
нажет етранутьеа е неета:

2Ѕ Р-а=__-___ 1н-в.в Н5[гш +( І]
Праверна единицы ц: в квадратных енабнан аБа члена далисны

иметь алинанавїіа единицу:

|:1гї='-,11Ь:|_Па-иЗъ-е2 _г..г-м-виЗ-е1 _м_
рд нІ-м еды-ига!

СЛЁДПВЕТ'ВЛЬНСІ,

мІ-м
[д] _ мм: -1'
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Пгнст: |г1=ї|:"т_'ш"п +(Н-Щ].
НЕ р;

8.18. Какова должна Быть минимальная мощность насоса Р, под-
ннмаіошсго воду по трубе ссчсння з на высоту о? Насос аа одну сснунду
псрскачнваст объсм воды УР

Дано: в; в; И. Найти: Р.
Рсшвннс. В ооотвстствнн с законом вамснснна нсаанвчссной анср-

гнв работа, пронвводнмая насосом. равна разности ансогнй воды:

А=|Уд-Іі1. *(5142)
2

РУ: =тиТ+тдіц $143)

щ =П; {Е.144}
т =рцдг; {Н+145}
У, =ш. '(3146)

Мощность насоса:
АР =- ЕІ+І47Ш. { 1

гдс Ш- врсмн.

Рсшсннс снстсмы уравнснн й (8.142)-{3. ИТ] относитсльно Р:
2

Р=р|1[н +3й].
2.92

Провсода сднннцы Р:
2И: мб м2 ном м

[ ]: 1 4=_±;[ЁЙ]=_±:_±'252 с -м с с с
Пнпнчатсльнп:

нгндм Дж=_=_ =В _
[Р] мдс-с2 с Т

у:

Штат: Р =оУг[Ё+діг] Вт:

8.19. Н сосуд напнта вода до высоты Н. Н днс сосуда продслано от-
всрстнс радиусом га. Найднтс вавнснмостъ радиуса попсрсчного ссчс-
ння струн воды от расстояния до дна сосуда (рис. 3.45).
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Ё* Дано: Н; га. Найти: г= г (у).
1 Ії'ешение+ чуравнение Бернулли для сечений І и 2:

_ І

Н Ри +иее = и +_г'І и", »десны
ен, 2
2 где Ри - етссфернее давление; сп - снерссп- Жиднссти.

претекйшшей через птверетие раднуїїем гп; р _ плртнестъ
жидкпети.

1уравнение Бернулли дна сечений 2 и 323

Р'шден д, +рд|г+рІТпЁ= ,во +#. (314%

где е - сиерсстьшести в сечении 3.

Уравнение неразрывнести для сечений Еи 3:

спа-е? Шли-кд+ (ЕДЅЩ

Решение системы уравнений (8.14Е)-{8. [51]] етнссительнс г:

Опе'г: г=г54І Н м.
у+Н

8.6. Внакпсть

Н

у+Н'
Ґ=ҐП4

Всем реальным Щипстим в тпй или иной степени присуше внутрен-
нее трение или внзиееть. Рассматрим движение жидиссти. сисрветь в
птдельныи слсев которой Зависит 'Шльке пт ппперечней ипардннаты
я; (рис. 5.46). Пбпбшенне результата многочисленных эксперимен-
трв привсдат и выводу, чтс сила трения. действующая между сдви-
ми движущейся исштестстиі мпжет быть представлена следующим
ссстнешением:

-3 а. 1дЁІ , І 15)

где 11 - нсэффициент внутреннеге трения или влзвсстъ - величина, зависи-
щаа ет прирсды и ссстсинии ипшкссти [например. ст температуры; ЕЩЕ -
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гроба-тент модуля екороепі [он карашернзует крутизну графика Зависимости и
от в); 5- площадь интересующей нас поверхности раздела между слоями [ета
поверхность перпендикулярна оси до.

Формула 118151] означает, что
жидкость, находящийся над поверх-
ноетыо Ѕ действует на жидкость под
поверхностью Ѕ, е силой РТР (вправо),
а нижняя чаеть жидкое-'ти действует
на верхнюю часть с той же силой др,
но влево.

На рисунке 8.46 видно, что снля
вязкости ддодь поверхности Ѕ, про-
веденной через точку І, Будет мень-
ше, чем через точку 2, поскольку крутизиа графика от, а значит и
градиеит биібг; в точку 2больше.

В таблице 8.1 приведены значения вязкости 11 для некоторых жид-
костей при температуре г- 20 “С

Рнс. 8.46

Таблица 3.1
Знячшня вязкости для некатортях жидкостей

Жидкость Значение вязкостиі мПа4 с
Вода 1,0
Глнцернн 3.5 - Ш1
Масло касгоровсе І,б~ и]3
Ро'гь 1,6

Пркнечание. Применяется таюке так называемая кинеметнческдя вязкость
у - 11у'р, где р - плотностъ жидкости. Всличину 11і когда надо отличить сс от у,
называют дднюничесхой еязксстыо.

ВЛ. Ламинарноо н турбулонтноо течения

Псобенностью ламииарното течения является его ретулярность+ На-
пример, при ламииарном течении в прямолииейной трубе частицы
жидкости движутся по прямолинейным траекториям, паралиельным
оси трубы. Пднако при достаточно больших скороетях даминарное
течение становится неустойчивым и переходит в пюбулентное, при
котором частицы жидкости совершают нерстулярные беспорядочные
движения, что приводит к интенсивному псрсмсшиваиию между слоя-
ми даижушейся жидкости.
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Такие Еіыстрые и неретулярные изменения происходят вследствие
неустойчивоспт ламинарнык течений при определенных условняя+ Ха-
рактер течения аависнт от значения Еіезраамернои величины - числа
Редкольдсс:

а_Ш
т] і

где р - плотность жидкости; в - характерная скорость потока;І 1'- 'каракгер-
ный размер тела или области, окваченной процессом; 11 _ вязкость.

ни = {Б.152}

При малык значениях числа Ке наЕлІодается ламинарное течение+
Но, начиная с некоторого критического значения Не, ламинарное
течение переходит и 'гурбулентное+ Если и качестве характерного рав-
мера, например, для круглой трубы, ваять сс радиус, то критическое
значение Не с ШҐШ (для водьц.

8.8. Течение жидкости в трубе круглого сечения

Пусть низкая жидкость течет в прямой трубе радиусом В. Течение ста-
ционарное, линии тока параллельны оси трубы. Скорость жидкости
равна нулто у стенок и максимально на ее оси. Найдем сначала зависи-
мость скорости щкостн от расстояния до оси, т.с. о(г}.

Выделим мысленно Цилиндрический объем жидкости радиусом гн
длиной Црнс. 8.4Т). На него действуют: на торцы силы ,огл + т-2 и ,иди + гг,
на Боковую поверхность

Ртр=п'|щ}!аг|'2пн.

Запишем второй закон Ньютона а проекции на оськс учетом того,
что все элементы жидкости движутся без ускорения:

ти -рди-гд-цреіщ-вл-гье. таит;

с
Ё ттн ДЗ

І г

_іь-

Рис. 8.4?

Скорость с уменьшается с ростом расстояния от оси трубы, поэто-
мусіпід'га'ПНШПІсЩ--Ывіеік



Б.а. Потенциальные и викрееые движения е ааа

С учетом этого уравнение (3153) перепишется в виде:

_не = д _ д: гн .211: г
Получили дифференциальное уравнение с раадеденными перемен-

ными+ Интегрируем его с учетом того, что у стенок {г = д] о = П дает:

о д-нн-ІЁП =ТЦ! _!ПІ'П

Результат интегрирования:

_РІ'Ё :_е-ТтІ (в го. »дано

График этой функции показан на рис+ ЕЦБ, где

о,а = _д _ дд НЕ.
411!

Теперь найдем поток 12 жидкости,
те+ объем жидкости, протекающий че-
рез поперечисе сечение трубы за еди-
ницу времени (нзісїь Объем жидкости
прогекатощнй ежееекундио через але- рщыд
ментариое кольцо радиус-ов г, г+ нгдў=
= о - Загн'г. Подставив сюда выражение скороети с на соотношения
[8154] и проинтегрирояая по г, получим:

О;Щит _
211!

Это фоднудн Пунзетїен. На нее следуетІ что поток особенно сильно
зависит от радиуса трубы [в четверти степени). На этой формуле, в
частности, основан один из Экспериментальнык методов определения
вязкости жидкостей.

Формула Пуааейлн действительна только для ноинннрнын течений
лошкостн. При Большик скоростяк ламинарное течение становится
неустойчиным и перекодит в турбулентное течение.

8.9. Потенциальные и внкревыо движения

Все движения жидкостей подразделяются на потенциальные и нихре-
еые. Рассмотрим поле скоростей жидкости Ще) в какой-то фиксиро-
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ванный момент времени+ Возьмем в жидкости произвольный замкну-
тый контур С и на нем установим положительное направление обкода
(рис. 3.49, а), Пусть ї - единичный вектор касательной, а а'ї - але-
мент длины контура, проведенные в положительном направлении+
Интеграл

г =9Ѕиаг=55таазт таня
С С

называется циркуляиией еектора скорости по замкнутому контуру С.
Если Циркуляцня скоррети по любому замкнутрму контуру равна
нулаз, тодвижение жидкости называется потенциальные. В противном
случае движение называется енхрееыи.

ч

_ро т ,_Н
,І- 1
у Іддт-___ц { 'п

'гг Чи" *сыпь-'ІІ СІ

І чі 'ьс фл ъс _:
Чнь___'__'_.-І'г

и 6

Рнс.8.49

При этом предполагается, что область прретранства, в которой те-
чет жидкость, односвязна. Это значит, что лтобой замкнутый контур в
такой области непрерывной деформацией может быть станут в точку,
не пересекая при атом обтекаемые тела. Если же область не односвяз-
на (например, жидкость, обтекатощая тор), то приведенные определе-
нии необкоднмо дополнить следующими замечаниями. В качестве С
следует брать не все контуры, а только произвольные замкнутые кон-
туры, которые непрерывной деформацией могут быть стянугы в точ-
ку, не выкодя при атом за границы жидкости. Важным случаем может
служить так называемое царское течение, являющееся ндеапизацней
действительнык течений+ Пусть обтекаемое тело является бесконечно
длинным цилиндром с произвольным поперечным сечением, а жид-
кость течет перпендикулярно к осн Этого цилиндра. Тогда достаточ-
но ограннчитьея рассмотрением течения в одной из плоскостей, пер-
пендикулярнык к той же оен. Течение в атой плоскости н называется
плоским. Пно будет потенциальным, если Циркуляцня скорости обра-
шается в нуль по лІобому замкнутрму контуру, не океетыедшщену ео'те-
кееный цилиндр, например по контуру С. (рис. 3.49, б). Но циркуляция
по контуру С, окружающему цилиндр К, может и не обращаться в ноль.
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Нетрудно показать, что при потенциальиом течении циркуляция Г оу-
дет одной н той же для всек замкнутык контуров, оокодящнк вокруг
цилиндра один раз. Если Г а П, то говорят о лотеяцвадьном течения с
циркуляцией.

определение потенциального течения совершенно аналогично
определению консервативнык сил+ Позтому при потенциальном те-
чении линейный интеграл І йо'д' , вычисляемый вдоль незамкнугой

АВ

кривой, соединяющей точки А и В, зависит только от положения край-
ник точек зтой кривой А и В, но не зависит от формы самой кривой
АВ. Рассуждая так же, как в случае потенциальной зиергии, можно
ввести функцию координат ф, через которую скорость о' выражается
Февнздей

а=3гасігд {В,1515}
Функция др называется потенциалов скоростей.
Примером потенциального течения может слуокить течение жид-

кости Вдоль параллельнык прямык линий с постоянной скоростью+
Можно показать, что всякое течение, возникшее из состояния покоя
под действием консервативнык сил, является потенциальным.

Примером викревого движения может слуоки'ІЪ плоское течение
жгщкоІЗТН, когда частицы сс вращаются по концентрическим окруж-
ностям с одной и той же угловой скоростью со (рис. 3.50). Циркуляция
скорости по окружности радиуса в згтом случае равна Г=2п- т=1пг1св,
Ее отношение к площади контура *кг-1 Ібудет ГДп - гг) = Ёш, т.е. не зави-
сит от радиуса г, Если угловая скорость вращения зависит от радиуса г,
то вместо отношения ГДл' - тд) берут его предел при г -г П. Ясно, Ч'Го
зтот предел равен удвоенному значению угловой скорости, с которой
вращаются частицы жидкости вблизи оси 0. Этот предел называется
внкрем или ротором скорости о(гоъй], точнее, проекцией ротора на
ось ср (на направление, перпендикулярное к плоскости контура). Для
произвольного движения ротор скорости й определяется своими про-
екциями на произвольное направление следующим образом. Берется
произвольный |оосконечно малый контур с площадью аЅ и внешней
нормадью й. Проокция вектора гоІ о на направление я определяется
соотношением

_ , Гтотпо =дті1пБ, {ЕІ,ІЅ?}

где Г - Циркуляшш вектора й вдоль рассматриваемого вектора.
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В качестве второго примера рассмотрим плоское течение зкидкостн
параллельно оси к, когда скорость потока меняется в поперечном на-
правлении по лннейному закону их: ау[рнс.8.51}.ЧтоЕы убедиться в
викревом карактеретечения, возьмем прямоугольный контур АБСЛ со
сторонами, параллельными координатным осям. Циркуляция скоро-
сти по зтому контуру |Будет равна

Г=(ї1 _х|}[”1_"2]=_д{хз _хтнї: _ЛЪ

у д _

у: _____ В ь-

з'. ..... г
-Іп- ¦А І

_ х' л:І 3:

Рис. 3.50 Рис. 3.5]

Ее отношение к площади контура дЅ = (к: - дну; - ур. или ротор
скоррстн й, Будет:

гоІІБ=-а,
или

догот й=- “_ 8.153у ду *і Ъ
Если вІ меняется с координатой уне по линейному закону1 а пррнз-

вольно, то формула 113.1 53) остается верной, однако гоІІІ Е становится
функцией координаты у.

Заметим еше, что в разбираемом примере скорость б мозкно пред-
ставить в виде векторной суммы двух векторов й] и й: с компонентами:
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Вектор б1 предсгавляется векториым произведением

_. Ё " _. а т Ё -.-
Пт =-їіддг1=їРІ-Ед-

Позтому движение со скоростью о] может быть интерпрюиррвано
_ и акак вращение вокруг оси г, с угловой скоррстью ш = -їдп Компоненты

__ П
же вектора иІ могут быть получены из потенциала скоростей ср= Еху
по формулам

ар _ги
иІх =Ев иду _Ы*

Значит, движение со скоростью 152 является потенциальным. Мож-
но в обшем виде показать1 что произвольное движение жидкости мож-
но разложить на вращение и нотенциальное движение, причем угловая
скорость вращения и ее направление в пространстве могут непрерыв-
но меняться от точки кточке.

Тангенциальный разрыв может рассматриваться как пример вих-
ревого течения. В вихревом характере движения в зтом случае можно
убедиться совершенно так же, как при разбора последнего примера.
Распадаась, тангенцнальный разрыв переходит в вихревое турбулент-
ное движение.

8.10. Пограничный слой и явления отрыва

При больших числах Рейнольдса силы вязкости вдали от поверхности
обтекаемого тела ие играют роли. Здесь они малы по сравнению с си-
лами, обусаовленныын разностями давлений. Ими можно пренебречь
и считать жидкость идеальной. Не так, однакоІ обстоит дело вблизи
поверхности обтекаемого тела. Силы вязкого трения вызывают ири-
лининие жидкости к поверхности обтекаемого тела, т.е. удерживают
частицы жзшнооїи в сос'поанин покоя, несмотря на наличие тради-
ента давления в направлении потока жидкости. Птсюда следует, что
вблизи поверхности тела силы вязкого трения того же порядки, что
и силы разности давлений. Чтобы зто было так, скорость жидкости
должна очень быстро нарастать при удалении от поверхности тела.
Это быстрое нарастание происходит в тонком приповерхностном слое
жидкости, называемом новраннчнььи отоаи. Теория пограничного слоя
создана Л. Прандтлем (13?5_ [953}, немецким ученым вобласти меха-
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ники. Далее даетсл качественнее представление е некетерык выведак
теерии пеграничнеге слеа+

Телшина пеграничнеге слея 5 етнеситсн к числ3,г не впелне четке
епределеннык пенатий, так как граница слеа се стерены милкести
не авлаетсл реаке ечерченией+ Телшина слеа зависит не телъке ет
свейств т-кидкести, не и ет фермы певеркнести ебтекаемеге тела. `Шна
не есгается пестеянней на певеркнести тела, а веарастает в направле-
нии петека ет передней части тела к аадней+ Телщинэг псграничнеге
слея Е- легке еценить, если учесть, чте в нем силы вяакести и силы,
ебїслевленные разнестые давлений, пе пелдллдкэг величины единаип-
вы+ `Шценнм сначала силаг вявкеге трения Ітр, действїюшуъе на единищ.г
ебъема вшдкести в пеграничнем слее+ Градиент скерести ткидкести
пеперек течения в пеграннчнем слее пералка Щ'В, Вяакал сила, дей-
ствующая на плешадклг Ѕпеграннчнеге след, примерно равна ~т15иій,
а виакал сила1 действующая на единицу..г ебъема,

чцЅеІ5_ идр Т_ н*
`Шщеним теперь силуг равнести давлений Іддн, тактке етнесеннуте к

единице ебъема ткидкестидіг'ддв = -Бгасід Изменения давления пеперек
пеграннчнеге слея малы, да н веебще не играют рели н рассматривае-
мем вепресе- нас интересует тельке градиент дав-ления в направления
латекс. Еге менше еценить, рассматривая внешний петек ткидкеети,
т.е. петек вне пеграничнсге слеа. К атему петещг примениме уравне-
ние Бернїлли:

Р= Ри -П і Ленд,
на кетереге следует

3гаеР= -{р,і2]3гасіе2,

Значит, пе периїлщгг величины сила ,ҐЩ ~ ред-Л, где І - карактер-
ный линейный размер ебтекаемеге тела+ Прнрявнивал еЕіе силы ,Ґтр
и Іш, пелучаем песле выпелненин влементарнык арифметическик
действий
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Например, для шара диаметром В = Ш см в потоке воздуха, движу-
Щегоея со скоростью о = ЗП міс, число Рейнольдса равно Не = оод'у =
= 2 - Ш*5 І[кинематичеекая вязкость воздуха при ЕП “С у = 111,15 емдіс 11, а
толщина пограничного слоя б е 111% е 0,2 мм.

Поскольку в пограничном слое скорость меняется в направлении,
перпендикулярном к слою, движение жидкости в пограничном слое
является вихревым+ а всякое вихревое движение содержит вращение,
с которым связан момент импульса.

Если бы пограничный слой, образуюшийея в результате действия
сил вязкости, не отрывался от тела, то изучение движения жидкости
можно было бы производить в предположении ее идеальности+ Влия-
ние пограничного слоя евелось бы к некоторому увеличению эффек-
тивных размеров тела. Именно так ведет себя пограничный слой на
передней части тела, обращенной к потоку. В зтих случаях предположе-
ние о полном отсутствии сил вязкости приводит к результатам, совер-
шенно не согласующимся с действительнос'гью+ Очрыв пограничного
слоя приводит к качественным изменениям всей картины обтекания
тела. `Ёднако на задней части тела пограничный слой в большинстве
случаев время от времени открывается от поверхности обтекания тела+

Почему же происходит отрыв пограничного слоя и к каким послед-
ствиям он приводит? Благодаря силам вязкости частицы жидкости в
пограничном слое движутся медленнее, чем во внешнем потоке. Бо
внешнем потоке имеется разность давлений, вызывающая ускорение
или замедление потока. Такая же разность давлений должна существо-
вать и в пограничном слое, так как разность давлений между граница-
ми слоя пренебрсжимо мада [в противном случае частицы жидкости в
пограничном слое имели бы ускорения, псрпендикудярные к поверх-
ности тела). Бо внешнем потоке, обтекатошем переднюю часть тела,
давление падает в направлении движения жидкости. Следовательно,
то же самое будет и в пограничном слое. Сила разности давлений на-
правлена вдоль по течению. Поэтому не только во внешнем потоке,
но и в пограничном слое скорости частиц жидкости увеличиваются,
"-[Т'І:ІІ П'П'ЗБПЛНЁТ НМ ПРЦЦПІШБТЬ ДВІЩ'ЕННЁ ПП ППВЁрЁН'ПЁ-ТН ТЕЛЁ, НЕСЫП-

тря на действие силы трения. Не то происходит в потоке, обтекаюшем
заднюю часть тела. Здесь давление возрастает в направлении потока.
Движение замедляется как во внешнем потоке, так и в пограничном
слое. атак как в пограничном слое частицы движутся медленнее, чем
во внешнем потоке, то при достаточном замедлении последнего они
могут остановиться и даже начать движение в обратную сторону. В ре-
зультате около поверхности обтекаемого тела возникнет возвротнов
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движение Жидкости* несмотря на то* что внешний поток продолжает
по-презкнему двигаться вперед+ Новые массы жидкости* подтекатощие
к месту возникновения воавратного течения* таіохе сначала останав-
ливатотся* а ватем начинают двигаться нааад {при недостаточно силь-
ном замедления внешнего потока воввратное движение пограничного
слоя мозкет н не возникнуть). Количество затормохсенной жидкости
мезхлу поверхностью тела и внешним потоком Быстро увеличивается*
возвратное двнзкение распространяется все шире и шире и* наконец*
совершенно о'Ітссняет внешний поток ст поверхности тела. Возникает
отрыв течения от обтенаемого тела+ Получаіошаяся поверхность рав-
рыва неустойчиаа и быстро свертываетса в вихрь. При атом часть аа-
Шрможенной жидкости оказывается воаасченной в область внхря* а
самый вихрь уносится течение-м+

Все стадии образования вихря хорошо видны на рис. 3.52* о* 5* в*
на котором представлены шесть последовательных фотографий по-
тока воды* обтекающего неполаизкный цилиндр'. Для того чтобы лн-
нии тока сделать видимымн* поверхность текущей воды обсыпалась
порошком алюминия. В первый момент вокруг цилиндра возникало
потенциальное течение* линии тока которого, расходившнеся перед
Цилиндром* вновь смыкались позади него. Дальнейшие фотографии
показывают* как меняется последующее течение жидкости. На трех
последних фотографиях видно* что за цилиндром образуются два вих-
ра. ІСначала один из них* а затем н другой отрываются ст цилиндра и
уносятса потоком зкиакости. Уносимые внхри сменяются новыми* по-
переменно возникающими в казкдом из двух потоков, отрываюдшхся
сверху и снизу от поверхности оЕтекаемого тела. Все ати вихри уносят-
са от тела с одинаковой скоростью. Тахаа система аихрей называется
внхрсвой дорожкой Кормоно 11133 І-1963) _ по имени ученого* теорети-
чески изучившего ее.

Скорость* с которой уносятся внхри* меньше скорости потока* так
как в вихрях собираются как раз те частицы жидкости* которые тор-
мознлись при оЕтекании тела. Позтому импульс* уносимый потоком
жидкости вместе с двизкушимися в нее вихрями* меньше импульса* ко-
торый приносит поток* натекаюший на тело в направлении потока.

На наложенного ясно* что представлением о пограничном слое
мохсно пользоваться только на передней части тела* простираюшей-
ся до того места* в котором происходит отрыв течения от поверхности
тела {ато место называется линией отрывщ. Начиная с этого места* за

1 Фотографии взяты из кннпс Попасть Л.. Титьснс й. Гидро- н варомеханнка- 'Е 1-
ПНТН- М-: Л -, ІЁЗБ- На рис- 5-52 течен не направлено слева направо-
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Рнс. 8.51

тслом ноанннаст область тсчсння, длина
которой обычно намного прсвосяоднт
яарантсрныс раамсры тсла (рнс+ 8.53),
В это-3,г область попадают частицы на по-
граничного слоя. Поэтощг средняя сно-
рбсть тсчсння н нсй мсньшс скорости Рип. 8.53
набсгашщсго потока, а само тсчсннс
ннярснос н, ная правило, 11,.грбїлснтнос+ Эту область называют слабом
Налнчнсм слсда н объясняется та часть лобового сопротнвлсннн, но-
торая обусловлсна равнсстыо данлсннй на псрсднтото н заднтото частн
тсла. Чсм шнрс область отрыва, то+ слсд, тсм большс при прочня рав-
ных условиях лоб-овос сопрптнапсннс. Сущсствованнсм слсда, на: мы
1ддвнднм в слсщлощсм параграфоі обьяснястсн н нознннновсннс подъ-
смной силы.
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8.11. Подъемная сила крыла самолета.
Формула Жуковского - Купе

С явлением отрыва связано и возникно-
вение подъемной силы, Нас Будет инте-
ресовать главным образом псдьсмная
сила, действующая на крыло самолета,
котя меканизм возникновения подь-
емной силы в случае тел друтой формы

ушам сокраняется тем зке самым. При полете
самолета е постоянной скоростыо его

ориентация в пространстве остается неизменной. Это указывает на
то, что при таком полете моменты асек сил, дсйствугощик на самолет,
уравновешиватотся, а его момент импульса остается неизменным+ Для
упрощения будем рассматривать отдельное крыло, равномерно дви-
жущееея в воздухе и ориентированное перпендикулярно к плоскости
рисунка (рис. 3.54), Длину крыла |І'іудсм считать бесконечно Большой,
Такое крыло называется крылом бесконечного резинка. Удобно перайтн
к системе отсчета, связанной е крылом, поместив начало координат в
одну из точек крьша, например в его центр масс С. Понятно, что зта
система отсчета будет инерциальиой.

Таким образом, мы предполагаем, что крыло неподвизкно, а тече-
ние возвука плоское. Невозмущенныя поток, конечно, будет равно-
мерным. Во избежание недоразумений все моменты будем брать от-
носигельно точки С. Момент импульса самого крыла равен нуліо, и о
нем в дальнейшем мозкно не Говорить.

Для возникновения подъемной силы необксщимо, чтобы крыло
'Е'ЦІІП НЕЁЩЬНЁШДНЧНП І'ШН НЕСШЕШШЧНЁ РОСНЩШНБ ПТНПСНТЁЛЬНП'

горизонтальной плоскости, в которой оно движется. При двизкении
круглого неврашаъошегося цилиндра, например, никакой подъемной
силы возникнуть не может. Поэтому мы предполагаем, что указанной
симметрии нет. Напомним, что в пограничном слое скорости частиц
воздус-да возрастают при удалении от поверкности крыла. Благодаря
зтому движение в пограничном слое викревое, а потому содерзкит вра-
шение. Сверку крыла вращение совершается по, а снизу- против ча-
совой стрелки {если поток воздука натекает слева направо). Допустим,
что в результате отрыва какая-то масса возщ'ка, ранее накодившаяся
в пограничном слое снизу от крыла, унесена потоком в виде одного
или несколькнк викрей. Попадая вращением, зта масса унесет н свя-
занный с ней момент импульса. Но обпшй момент импульса возлука

ИНН
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не может измениться. Если отрыв пограничного слоя сверку от крыла
не произошел, то для сокранения момента импульса возаук во внеш-
нем потоке должен начать вращаться вокруг крыла по часовой стрелке+
Ннымн словами, во внешнем потоке вокруг крыла должна возникнуть
Циркуляцня скорости воздуха по часовой стрелке, накаадывапошаася
на основной поток+ Скорость потока под крылом уменьшится, а нал
ним увеличится, К внешнему потоку применимо уравнение Еернул-
лн. На него следует, что в результате циркуляции давление под крылом
возрастет, над ним уменьшится, Возникшая разность давлений про-
является в подъемной силе, направленной вертикально вверк. Наобо-
рот, если унесеиные внкри образовались из частиц пограничного слоя
сверку крыла, то возникнет циркуляция против часовой стрелки, а
подъемная снла будет направлена вниз.

Зависимость величины подъемной силы от циркуляции скоро-
сти была установлена независимо друг от друга Н.Е+ Жуковским и
М-Іёі+ Кутга+ Ик формула относится к крылу бесконечного размака и
дает величину подъемной силы, отнесеннуто к единице длины такого
крыла+ Формула предполагает, что крыло движется равномерно в иде-
альной жидкости н вокруг него установилась циркуляцня скорости по-
стоянной величины. Таким образом, всистеме отсчета, в которой кры-
ло неподвижно, двнжение жидкости потонцнально, но о циркуляцней,
В идеальной жидкости величина циркуляции практически может быть
лъобой, никак не связанной со скороотыо потока, углом атаки и прочн-
ми параметрами. Однако вязкость, котя бы и предельно малая, приво-
дит к однозначной зависимости циркуляции от зтнк параметров. Прн
атом сама циркуляция от вязкости практически не зависит. Поэтому
формула Жуковского - Кутта даст хорошее приближение для подъем-
ной силы крыла также и в воздухе, обладашшем вазкостыо.

Приведем вывод формулы Жуковского - Кучта, из которого с осо-
бой отчетливостыо выясннтся, почему для возникновения подъемной
силы сушественна циркуляция. Допустим, что поток жидкости про-
стирается во все стороны до бесконечности. Как и раньше, будем пред-
полагать, что невозмушенный поток горизонтален; ось л: направлена
вдоль потока, а ось у - вертикально вверк перпендикулярно к нему.
Пусть крыло К помещено в начале координат {рнс+ 8.55). Проведем
прямоугольный контур АВСД Пусть длина его АП бесконечно вели-
ка по сравнениіо с высотой. На боковых сторонак АБ н ЕП скорость
б слагается из горизонтальной скорости о: невозмушенного потока и
вертикальной скорости о', обусловленной цнркуляцией:

о=о,,,+б.
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Рис. 8.55

За положительную циркуляцию примем циркуляцию по часовой
стрелке, При такой циркуляции на стороне АВ скорость с'будст на-
правлена вверх (положительно)1 а на стороне СВ- вниз {огтрица1ель-
на). Рассмотрим жидкость в прямоугольном параллсдспипеде с осно-
ванием АВСБ и единичной высотой, перпендикушрной к плоскости
рисунка.

Запишем закон изменения импульса жидкости в рассматриваемом
объеме

ар = Ёа'г,
где сб - изменение импульса; Ёв'г - импульс внешних сил, действующий на
рассматриваемый обьем жидкости.

Через время с:жидкость, находившаяся в параллелепипеде, пераме-
ститса в объем А'В'С'В'. Рассчитаем приращение ее импульса ср. При
стационарном течении ато приращение будет равно разности мехшу
импульсом жидкости в новых частях пространства, которые она заня-
ла за время ст, и импульсом в тех частях пространства, из которых она
ушла за ато время. Но ввиду полной периодичности картины двизке-
ния в направлении оси у импульсы в объемах МЛЛ'и НСС'в точности
одинаковы+ `Іїїідинаковы и импульсы в объемах Мйй'и НСС'. Поэтому
искомое приращение импульса об найдем, если из импульса в объеме
ССЮ'П вычесть импульс в объеме АА'В'В. Каждый из зтих объемов ра-
вен іоще'г, где 1'- длина стороны АВ= СБ; горизонтальные скорости 11,,
одинаковы в обоих объемах, а вертикальные скорости о'отличаштся
только знаками.

Поэтому приращение получает только вертикальная составляшЩаН
импульса, и оно равно

ср), = -ЛодрН'Ш,
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Но 21'о'= Г есть циркуляция скорости о 'по контуру АВСЛ, так как
стороны яд и ВС никакого вклада в циркуляцито не датот+ ІІЗхорость в
на зтих сторонах одна н та же, и при обходе по контуру АВСЛ' они про-
ходятся в противоположных направлениях+ Величина Г есть в то же
врамя Циркуляция по контуруг АВСВ полной скорости й = от + о' , так
как очевидно, что постоянный член от никакого вклада в Циркуляцито
внести не может. Таким образом,

тіру = -рц,сГа'г.

Прирашение нмпульса жидкости равно нмпулъсу внешних сил Ётіг,
действутоших на нее. Из них силы данпення, действующие на рассма-
триваемуто массу жидкости по поверхности АВСП, можно не прини-
мать во внимание, так как равнодействутошая всех таких сил давления
равна нулто. Остается единственная сила, с которой крыло действует
на жидкость. |Пиа равна и противоположня по знаку подъемной силе
ЕР Следовательно, согласно закону изменения импульса

53, =ро,,Г. (3.159)

Из вывода ясно, что под Г следует понимать циркуляцию по конту-
ру АВСВ. Формула (8.1550 и есть формула Жуковского _ Куттв.

3.12. Эффект Магнуоа

Если неподвижный круглый цилиндр обтехяется равномерным пото-
ком воздухя, перпендикуляриым к его оси, то вследствие симметрии
возникает только лобовое сопротивление, но никакой подъемной
силы не появляется. Если, однако, цилиндр привести во вращение, то
появляется подъемнвя сила, перпендикулярнвя к направлению внеш-
него потока, и цилиндр отклоняется в сторону. Это явление, открытое
и исследованное в 1352 т. немецким ученым Матнусом [ІЕШ_ІЗТП}
называется эффектом Моенусо.

Если вращающийся бесконечно длинный круговой цилиндр оо'-
текается Безвихревыы потоком, направленным перпендикулярно его
образующим, то вследствие вязкости жидкости скорость течения со
стороны, где направление скорости о потока н вращения пилиндра со-
впадатот, увеличивается (рис. 3.55), а со стороны, где они противопо-
ложны, - уменьшается. Позтому е соответствии с законом Бериулли
давление под цилиндром выше, чем над ним, что обусловливает по-
явление подъемной силы, величиив которой вычисляется по формуле
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Жуковского. дналоптчнаа енла Возникает и при наоегании потока на
арашатощийоа шар, чем объясняется непрамолинейный полет закру-
ченного теннненого или футбольного млча. Направлена поперачнаа
еила неегла от той етороны ерашаіошегоеа тела1 на которой направле-
нне аращенин н направление потока противоположны, к той еторрне,
на которой эти направлении еоападаїготч

Это наление можно наблюдать при падении Бумамного цилиндра,
екатнеашшегоон е наклонной доеки (рие. Е.5Т]. Так как, екатнашнеь
е лоекн1 цилиндр продолжает арашатьон, то при его падении1 т+е+ об-
текании потоком воацуха, возникает подьемнан енла, направленная
горизонтально и огклоннющая цилиндр назад {на рне+ 8.5? Іэплаео]+
Эффекгом Магнїоа объясняется, например, непрнмолинейннй полет
тенниеного мяча пооле ареааногон удара, при котором ракетка сооб-
щает млрд,г не только поступательное, но н вращательное движение.

Рне. 8.56 Рне. 8.5?



ГЛдВд 9

МЕХАНИЧЕСКИЕ КОЛЕБДНИЯ

9.1. Малые колебания

Колебания - повторяющиеся ограниченные движения относительно
некоторого среднего положения* которое в частном случае может быть
состоянием устойчивого равновесия.

Колебания в различных конструкциях играют отрицательную роль*
поатому стремятся прадотвратить возникновение колебаний или
уменьшить ня. Вместе с тем, например, на колебательныи процессаи
основана радиотехника.

Мшше колебания. Рассмотрим механическую систему, имеющую
одну степень свободы, т.е. положение етой системы может быть Задано
с помошью одной величины и. Погенцнальная энергия системы

б' = Щи). (9.1)

Допустямр чго система обладает положением
устойчивого равновесия. В аггом случае функция
Щи) имеет минимум {рис. 9. І}.

Рааложим функцию Щи) в рад по степеням х,
причем ограничимся рассмотрением малыя колеба-
ний (значение:мало}* так что высшими степснями х
можно будет пренебрачь. По формуле Маклоренаї. р и

о"

ща;=о(ш+щш.х+%и-Ш]_х1 +____ “Щ ваш

Так как прии=ПЩх) -б и Щи] ={1:_ а Н'їх) о П (см. рис. 9.1),то

Ща = (пот. об
где НТП) - і: Н: я Щ.

Выражение {9+3} идентично выражению для потенциальной анер-
гии деформированной пружин. Сила, действующая на систему:

2

1 Ряд Машина. Ло= гомїлпнЁгшмш
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Р; = -Е = -Іос . (Чи-Н

называется ивавиулругод. Она всегда направлена и положениго равно-
весия, иногда ее навывагот воввращвющвй.

Іярнонпчесвне колебания. Движение системы, находящейся под
действием силы вида Р = -Іод представляет собой гдрмондчвеиов
нодвбднне.

Рассмотрим колебание материальной точии (МТ) массой т, под-
вешенной на пруоиине, массой которой можно пренебречь (рис. ЁЩЪ
Если пруоиину растянуть, то в ней возникает сила, стремяшаяся вср-
нугь МТ в положение [Ілівівновссня+ При небольшом удлинсннн пруоин-
ны справедлив закон Гуна Ё = -Ісїс (анал: минус означает, что сила Ё
направлена в сторону, противоположную смешенніо). ІСмешенне внна
будем считать положительным.

Пружина Пружина с МТ МТ колеблется
в свободном в положении около положения
состоянии равновесия равновесия {точии Щ

0! 'М М ш

то: Ѕ 'я нї+ їо
ІІТІ в а

І

Рис. 9.2

Ёт

В положении равновесия вес МТ уравновешивается силой упруго-
сти пружины:

тд= во. (во)
Пусть МТ колеблется в среде, в которой отсутствует сопротивление,

оиоло нового положения равновесия 0. Рассмотрим промежуточное
положение материальной точин [оно смешено на расстояние л от точ-
ии П). На МТ действуют две силы: сила тяжести щ? н сила упругости
пружины ЦЕН +і} . Согласно второму аанону Ныотона, ваписанному
в проекции на ось Нл:
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тд -Цхп +х} = то. {Н.Б}

С учетом (9.5) выразкеиие (9.6) примет вид
-кх=то,

НЛН

#21 1
Ё+Шпї=ц {9.т}

2
где ускорение МТ еетъ вторая производная от перемещения д: Ё-ї , а

."

а; =Ё дав;
т

кпричем, так как - в- П, ша- существенная величина.
я:

Итак, в отсутствие сил трения движение под действием квазиупру-
гой силы описывается дифференциалъиым уравнением ШТ),

Во всякой реальной колебательной системе имевзтся силы сопро-
тивления, действие которык приводит к уменьшению знергии систе-
мы. Если убыль знергин не восполняется за счет работы виешник сил,
то колебания будут затукать. Чаше всего сила сопротивления Е, про-
порциональна величине скорости:

о'х
Г =_ _ І

где г - постоянная, называемая коэффициентом сопротиатеяая. Знак минус
означает, что сила сопротивления всегда направлена против скорости.

Уравнение второго закона Ныотоиа при наличии силы сопротнвле-
ння в пшешнн на псь І Имеет Вид:

1

тЁ_- -д-з-ҐЁ [азща: а

в
її +2|3%+озёк= П,

где вр=і, вё=ыаЕ

Это ддффереипдапьное уравнение описывает затуиаъошие колебания.
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Колебания* описываемые уравнениямн (ЭЛ и (9.1111), являются сво-
бодными [или собственными): выведеииая из положения равновесия
система совершает колебания, будучи предоставленной самой себе+

Далее представим, что колебательиая система подвергается действию
внешней силы, изменяющейся со временем по гармоническому закону:

Едатшг- 119.11;
В атом случае уравнение второго закона Ньютона имеет вид

идя 2_+2 на х= созсзг, 9.12а_гз В? П -ЁІ І: }

где
Г

,ІЪ =_П. [БАЗЫ
т

Уравнение (9.1 2): описынет вынужденные колебания.
Из вышеприведенного следует, что при изучении колебаний раз-

личного вида мы сталкиваемся с необходимостью решать дифферен-
циальные уравнения вида

2

дт+иЁ+ел=Лг) (9.14)
и: с'г

где с и с _ константы;Ли _ некоторая Функция от т.

Уравнение типа {9.14] называется линеинми дифференциальные:
ураннением с постояннььяи коэффициентимисв случае уравнения (9.12,
и = П, Ь=ссЁ , в случае уравнения (942)! и = ДЗ, Ь=шЁ. В обоих атик
случаяк функция Ди тозкдественно равна нулю: Ли я П, В случае вы-
нужденных колебанийуїг) =_,1Ъ сса мг.

Решение уравнения (9.14) сильно облегчается, если перейти к
комплексным величинам. Поэтому прежде чем перейти к детальнсму
рассмотрению колебаний различного вида, иратис познакомимся с
комплексными числами и методами решения линейиыкдиффереиии-
а.г[ьнь1к уравнений с постоянными коэффициентами.

9.2. Комплексные числа
КПМІ'ШЕІЁ'ЁНЪІМ ЧНЁЛЁМ Е Называется 'ЧН'ЁЛП Внда

я=х+іу, (9.15)

где ли у- яешественные числа; і- мнимая единица И: = -І}.

Число я называется вещественной частью комгшексного числа а.
Символически это записывается в видел = Не а.
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Число у называется мяииой частью а (записывается у = Іп1 а),
Число

г* =я-:у [алау
нааывается кяняясксяо сааряжсияыи числу я + іу,

Еешественному числу я можно сопоставить точ-
ку на оси к. Комплексному числу а можно сопоста- ______л_____ с
вить точку на плоскости, имеющей координаты я Р Ё
н у (рис. 9,3), Каждая точка плоскости определяет а Ґ?Ь
некоторые комплексное число а. Следовательно, Е
комплексное число можно Задать в виде {9,15} с по- Рюи
мощыо декарговык координат я и у соответствую-
Щей точки+ ІОднако то же самое число можно Задать с помощыо по-
лярнык координат р и ф, Между обеими парами координат имеются
соотношения:

І =итог яЅіПч; 9.1?
11:41: +у1,о=агта{ыхі. І: }

Расстояние от начала координат до точки, изобряжатощей число с,
называется модуляи комплексного числа [обозначается щ). Очевидно,
чТО

|д|=р=,/11+у2. талау

Число ц: называется аргументов комплексного числа г..
С учетом (9.18) комплексное число могкио представить в тригоно-

метрической форме:

с=р(соеср+іаіпф]. [ИБП

Два комллекснык числа а. = я] + іу. и 22 = ку + іуу считатотся равны-
ми дру'т другу, если в отдельности равны ик вешествениые и мннмые
части:

с, :я,, если я, =х,_ и у, :у,, [9,2Щ

Модули двук равнык между собой комплекснык чисел одинаковы, а
аргументы могут отличаться лишь слагаемым, кратным Ёп:

а, =а,, с. =ча±2а+ (9.111
На выражений {9,15) и '19.1154 следует, что в случае, когда с' = с, МНН-

мая часть я: равна нулю, т.е. число г оказывается чисто вещественным,
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ТЕННН ПЕРВЗПН, їСЛПВІі-'ІЕ ЕВШЕЁТВВННОСШ ЧН'ПЛН Е НПЖНП ЗНПНЩІТЬ В
ВИДЕ

с* = с. [БЩЩ

Е математике доказывается соотношение
вы* =соаср+іаіп<р, [9.231

которое называется формулой Эйлере. Заменив в этой формуле ср на -ср
н учитывая, что соа (-ср] = сов ар, а аіп (-ци - -аіп ср, получим соотно-
шение относительно соа пр. В результате получим соотношение

|а*_""+З| :со$ср-:'Ѕіоср. [9141
`Слотким выражения (9.23) и (9.24) и решим получившееся соотно-

шение относительно сое ср. В результате имеем

соацъ = Ёпіе” +е-Ё"}.

Вычитая (9.24) из $231, получим, что аіпф = Ёмщ' -е'Щ'ІІ+

С помощыо формул (9.23) и (9191* комплексное число моэкно аа-
писать в показатель-ной форме:

г = ранг і 1:9», 251*

а ЁПМҐШЕ ІЁ'ЁНЧ ЁППРПЖВНН'П'Е ЧН'ЁЛП _ В форме

а* = 'де-Ю. [НДЩ

При слозкенин комплексных чисел складываются отдельно их ве-
Ществснные н мнимые части:

а=а1+сд=(х|+х1)+і(у1+у1]. [Ё-ЁТІІ
Перемиохсенне комплексных чисел удобно осуществлять, аапнсы-

вая атн числа в покааательной форме:

г=а -а =икщ под* =иси““"*'””- (9.131
Модули комплексных чисел персмнохсаіотся, а аргументы склады-

вшотся:

а =и то; е=чч +ке- (9-19)
дналогич но осуществляется деление комплексных чисел:
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*РІ _
Е=і=ЕІЁІ__ф =р_|€ЦФІ-ф3]_ [9430)

д: 012 1 Р:
Не формул (9151; н (9.26) получается

ц* = р* 119.31:
(квадрат модуля комплексного числа равен произведению зтого числа
на его комплексно сопряженное).

9.3. Линейные дифференциальные уравнения
Уравнение вида

1и и:їїыїые = до, (9321
где и и Ь - константы; ,до - заданная функция от т,

называется линеинмн дифферениитьнын уриннениен.г второго порядки с
полными производными с постоянными коэффициентшии. Коноганты и н
и могут быть равными нулто.

Если функцияЛг) тоишественно равна нулю (Ди е й), уравнение на-
зывается однородныи, в противном случае - неоеіниздана-идинии+ ІПянород-
Н'ПІЕ ЛЗНВНЕННЕ НМ'ЕЁТ ВІ-'ІД

І

Ы+иЁ+ил = 0. 119-331*их! и:
Решение всякого дифференциального уравнения второго порядка

(те. со старшей второй производной] содерткит две произвольные кон-
станты С, н СЕ. Это становится понятным, приняв во внимание, Что
определение функции по ее второй производной осуществляется дву-
кратным интегрированием. При каждом интегрирования появляется
постоянная интегрирования.

Рассмотрим в качестве примера уравнение

о _
итд _

Ннтегрирование зтого уравнения дает, что итд: = С.. Повторное
интегрирование приводит к функции

е = оно. они
Легко убедиться, что при лтоБЫк Значенияк постояннык С. и С,

функция (9.35) удовлетворяет уравненито (9.34).

о, (9,341
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Приаав постоянным С] и С: определенные аначення, получим таи на-
зываемое частное решение дифференциального уравнения+ Например,
функция 5! + З является одним из частных решеннй уравнения (9,34).

Множество всех без исключения решений называется общин реше-
ниемдиффереицнального уравнения. ІОбщее решение уравнения [9,341н
имеет вид (9.35),

Е теории линейных дифференциальных уравнений доиааывает-
ся, что если х. и х: суть линейно неаависимые' решения однородного
уравнения (9,33), то общее решение этого уравнения можно предсга-
ВНТЬ В ВНДЁ

х: С'І.1нг:І+С'2.1ш21 [9,3б1і
где С, н С; - произвольные постоянные.

Пусть хнП, СІ, Су) есть общее решение неоднородного уравнения
(9.32) (произвольные постоянные СІ и СЕ входят в ато решение в хаче-
стВе параметров), а 1,,(1') - одно из частиых решений тогоЖе уравнения
(сне не содержит произвольных постоянных). Введем обозначение:

хнпт СН СІ] =хнит с! С!}_хн(г}'

Тогда обшее решение неоднор-одного уравнения можно предста-
ВНТЬ В ВИДЕ

ІНІІІ. Се Ст) =І.,{г)+х(г. (Ч, (Ы- (9-37)
Функция [ЖЗЛ при любых значениях постоянных С, и С; удовлетво-

ряет уравнеиию {9.32}. СледовательноІ можно написать соотношение

геи)+гаесдддехнетыещц. сд
дед ее* ет и:

+ ЬІНПНЬШД. (Ъ) =Лт}-
Струппнровав слагаемые, получим:

еще с. с) не, с, СоШ +а Щ +Ьх[г,С|,Сд}+

агент тент [азау
+ п

ай а:
Частное решение хнп] тахэхе удовлетворяет уравненито (9.32), По-

этому выражение, стоящее в хвадратных схобхах в левой часги соот-

+ + Ьхнтїп] = ДЛ.

1 Функции х, н х; иааы вапотся линейно независимыми, если соотношенне о|х| + орг; = б
выполниется в том случае, когда оц и щ равны нулю.
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ношения ШДЩ, равно правой части этого соотношения. Птсшда вы-
текает, что функция дни, СІ, СІЪ допткна удовлетворять условию

сноласр салсдат _Т+вТ+ыр,о,с,ъ-е,

т.е. представляет собой общее решение однородного уравнения $331.
Таким образом, мы пришли к очень полезной теореме: общее решение
неадиорадввго уравнетшя ли, равно сумме обшеш решения соответствуя:-
шего адвородного уравнения ли, и какого-што частного решения неодно-
редиоов уравнения дп:

хш = хш +лчн. [БЕЗЩ
Линейные однородные дифференциальные уравнения е постоян-

ными коэффициентамн решают е помощыо подстановки

хру = ам, [ядру
где Ъ - постоянная величина.

Дифференцирование функции (9.441) дает, что

«ще _ - «сил _,у вЩ _Э.е”, Щ, - е . (9.41}

Подстановка выражений (9,4Щ н (9.41) в уравнение [9.33] приводит
послс сокращении на отличный от нуля мнозкителв ем к алгсбраичр-
скому уравненніо

Эс: +д?~.+Ь=0. (1421;
Это уравненнс называется характеристиками. Корни Этого урав-

нения предсгавляют собой тс значения Е., при которых функция [ЧАЩ
удовлетворяет уравненшо [9.331ь.

Еслн корни уравнения [9.4211 не совпадают (9... я: Ред, функции нд"г
и ем" будут линейно независимыми. Следовательно, согласно [9,351'
общее решение уравнения {9+33} можно написать в виде

у = они + суд. [визу
Допустим, что коэффициенты а и о - вешественные, а функция,

стоящая в правой части уравнения (9.3211, комплексная. Представив
эту функцию в вкдейг] + арт, придем к уравненнш

я'їе а'с_+д_+.-!т = +' 9-44га* ву а 'Ґ “Р 'Е 1'
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[мы обозначили искомуто функцию буквой :}. Решение зтого урав-
нения Будет, очевидно, комплексным+ Записав решение в виде гШ =
=г[г] + іу-(г), подставим его в уравнение (94%+ В результате получим

ІІ 1
ЁТ'ї-і- ':_2 +аЁ+аіё+йх+Ыу= _,І"+.Щ:І+ (9452;

ї равнык друг другу комплексных чисел равны порознь вешествен-
ные и мнимые части {см. [9.2Щ). Следовательно, уравнение (511.45)` рас-
падается на два независимых уравнения:

2 1

їўыїып гр); 'їїїыёюг «род

первое из которых совпадает с уравнением (932). Это свойство уравне-
ния {9.45} позволяет применить следующий прием* иногда значительно
упрошатощий вычисления+ Пусть в решаемом нами уравнений {9.32}
правая часть веществениая+ Прибавив к ней произвольнуто мнимуто
функцию, приведем уравнение к виду (9.44). Найдя затем комплексное
решение уравнения, возьмем его вешественнуто часть. Она Будет пред-
ставлять собой решение исходного уравнения [уравнения (932)).

9.4. Гармонические колебания

Раесмотрнм снова задачу о колебании материальной точки, подвешеи-
2

ной на пружнне (см. п. 9. І }. Уравнение {9.Т} [гы-вёл = О] является
т

линейным одиородиым дифференциальным уравнением второго по-
рвдка с постоянными коэффициентами в полнык производных.

Подставив в ФЛ) выражение хШ = в” (см. {9+4Щ}, придем к карак-
теристическому уравненито

1.2 +шЁ = О.

Это уравнение имеет мнимые корни:

БЧ =+ішш 3.2 =-т'1лдг

Согласно ШАЩ общее решение уравнения (93) имеет вид:

я* = Дейв” + Сде-іш'г., [ЧАЫ
где С] и С: - комплексные постоянные.
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Так как описыватощая колебания функция хШ долткна быть веще-
ственной, то коэффициенты С] н С: нужно выбрать так, чтобы выпол-
няпоеь условие [см+ (939] }:

ц'е'йп* + Чейн* = суши + (дети [али
(мы приравняли выражение {9.4=Е-] его комплексно сопряткенному}+ Со-
отношение{9.4?]будетвыполненоделн С| = С; (взтомелучае С; = СІ' 1.
Представим удовлетворяющие такому условию коэффициенты С. и С;
в показательной форме (см. (9.1611, обозначив ил модули через А ,Х 2, а
аргумент три:

(31 целует; с2 дяди-тп. [визу
Подстановка зтнк выражений в (9.46) дает

х ={я;2}(г*тт* яга-“отб = Аееяепыфп] [взят
(ем+ формулу {9+24}}. Таким образом , общим решением уравнения (9.711
является функция

х = Аоозіїеэпгнрпъ [9*501'
где А н ср" - произвольные постоянные.

Конкретныс значения А н фр опредслятотся начальными условиямнІ

г = П;

х = хп; (9511;

ее:
_ =оп.
ет

Итак* смешение х изменяется со временем по закону косинуса.
Ёледовательнот движение системы, находящейся под действием силы
вида Г= -дщ представляет собой тармо- х д
ническое колебание. Т

График функции {9.49) показан на +14 '
рнс. 9.4. Ь

Величина наибольшего отклонения х” + у:
системы от положения равновесия А на- _'4 _ 'Ь ,г'
зывается еяилятудаб.

Рис. 9.4
1 Б математике дифференциальное уравнение '(931 с начале-ными условиями [9-511 на-
зывается мдачей Кошн (ПЛ- Коши -французский математик [[ТЕЁ-ІЕБТЛ н является
одной из ос новиыя днфференциальннд уравнений математической физики-
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Величина [шаг + что] Называется фазах? иалаааашаїг+ Поетоянная оп
предетавляет еооои значение фазы в момент 1' = П и называетея началь-
ной фааой колебаний.

Поекольку коеинуе - периодичеекая функция, различные еоетоя-
ния еиетегиы1 повторяпотея через промежуток времени Т, за который
фаза получает приращеиие, раннее 211.

Этот промежуток времени определяется из условия
шп{з'+ Т] +г.ї:-І1 :(шпі' +(рп)+ 211,

Шїз'дз

Т= Ё (9.52)
шо

Чаетота колебаний
1

'Іг' = _.
Т

Величищг

ап =2ї“=2аа они
называіот круговой или цикличеокой частотой.

Скорость иолеблъошейоя материальной точки найдем дНФФЄІ-*ЄН-
цированием выражения (9.50):

р:Ё:-Ашп аіп[шпг+фп)= Ашпеоа[опг+ърп +Ё] [954]*

їокорение равно

од.:о=г =-Аь:›Ё еоа{шпі'+фп} = АшЁ водили! нрп +я] =-.4шЁл. 13551*

Как видно из (9.50), (9.54), (9.55), екороеть операятает еыешение
по фазе на яд, а уекораиие и смещение наколятея в противофазе: в
момент, когда еиешеиие лоетигает наибольшего положительного зна-
чения, уекорение лоетигает наибольшего по величине отрицательного
значении, и наоборот+

Квазиупрутая еила являетея консервативной. Позтоиу механиче-
екая знергия гармоничеекия колебаний долзкна оетазатьоя поетоян-

1 Соетояние неканичеекой еиетены характеризуется значениями координзт [к] и окоро-
етей Ігікіа'о телт образующих еиетему
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ней. В прецессе келееании прсискедит превращение кинетическеи
энергии в петенциальн'уче и ебратне, причем в мементы наиеелъшеге
еткпенения ет пелеяєения равневесия меканическая энергия сестеит
тельке иа петенциальнеи энергии, кетерая дестигает свееге наиеелв-
шеге значения ПШ:

2

в =и =Ё.ІМЁ'І ШПД 2 1192561*

При прекеждении системы черви пслеэкение равневесня мекани-
ческая энергия ссстсит лишь из кинетическей энерпти, кетерая в атет
мемент дестигает свееге наибелъшегс значения Ешщ:

2 1 2

ат =Екш =%=щ. [нету

Еыразкения (9.56) и (9.5Т) равны друг другу, так как сегласне (9.3)
2нкеп = к.
Се временем кинетическая и пптснциальная Энергии изменяются

сегласне выражениям
2 2 2

Е,Б = ШТ = тяг" аіпгішпгнрп); [9.58}

ее ва* 2
и =Т=ТЁПЅ {Шп.г+[рп). (9-59)

`Штс'екив (9.5Ё) и (9.59) с учетем (9.3), пелучнм

2 2 2
Ева =Е_ +Н=Ё=тА ш". [ани

2 2
т.е. механическая Энергия действительно естается пестеянней.

и: ЁЕ_~ дает;
те

т.е. для даннеи системы (т и щ) А ~ ЦЕНЫ: .

9.5. Математический маятник

Математический маятник (ММ) - идеализирееаннаи система - ма-
териальная тсчка, педвешенная на невссемей нерастяьчкимей нити+
Приближением к математическему маятнику служит небельшей ша-
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рин, подвешеииый на длинной тонкой нити+
Отклонение ММ от положения равновесия
яарантернауется углом др {рнс+ 9.5}. Колебания
ММ происходят в среде, в ноторой нет сил со-
противлення+ Отклонення ММ от положения
равновесия невелияи: ср -т 'Пи

Прн отнлоненнн ММ от поломення равно-
весия воанннает момент силы тд:

я? = Ё-тё, 1291521*
модуль которого равен

Рис*Н М = Ьтдеіп цз. [БАЗЫ
Этот момент направлен тан, что стремится вернуть малтннн в но-

ломение равновесия, н аналогичен в атом отношеннн нваанупрутой
снле+

Запншем 1уравненне дннамини вращательного двнисення для ММ в
проекцин на ось (р:

-М = Га , [9.64}
где І- момент инерции ММ1

І=тЕ, фен
с - угловое ускорение ММ,

о'Ісрс =_. 915,6Щ: ІІ 1*

Подставляя (9.63), (9.55), (9.66) в 19.64), получим
1

ті:Ё = -тділрг:

"ПН

ддф 2Ё +шпср= 0, [її-'БН

ГДЕ

2 Ёот =-,п ь
В ЦНЕЛНЧЕЕШ ЧЁІСТПТВ ЁШІЕЕІВННЙ
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к= - . 9.53[он]І Ь 'І Ё

Уравнение (НЕТ) идентично уравненнто (91"). Его общее решение
ср=Асоа[шпг+срп}. [915%

Следовательно, прн малых колебанияк утлоеое отклонение ММ ив-
меияется по времени по тарионическощг закону. Как следует ив [ЕНЅЩ
н (951),

Т:ЕЕ. (9101*
Е

Цикличсская частота со" и период Т гармонических колебаний аа-
внсят от длины маятннка І. и ускорения снлы тяжести 3. От амплитуды
А они не зависят. Последнее утверждение справедливо, если ар *Са І.

9.6. Физический маятник

Физический маятник - твердое тело, способное со-
вершать колебания вокруг неподвижной горизон-
тальной оси, не совпадаюшей с его Центром масс
(рис. 9.6). На рисїнке 9.6 обозначено:С- центр масс,
І- расстояние от оси вращения до центра масс.

При отклонении физического маятника от поло-
жения равновесия на угол ц: возникает врашатеший
момент, стремящийся вернуть маятник в положение
равновесия+ Выберем положительное направление от-
счета упта ср по часовой стрелке (ось Ф направлена от
нас). Тогда проекция момента силы тяжести на оеь 'Ъ
вапншетея как МФ = _глдІвіп др, и уравненне динамики гид о_к
врашательного движения твердого тела примет вид

2

-ядиілт=гЁ, [дтпа:
где І- момент инерции тела относительно оеи П.

Мы ограничиваемея рассмотрением мшгьо: колебаний, когда віп ср а
ср. При атом условии уравнение (ЧЛ'І) примет вид

а'їф тд!
Ё -І-Тср = п. [932)
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Уравнение (9.12) представляет собой дифференциальная: уравнение
гармонических колебаний, его решение:

а = Ааяаішн На), (ат-й
где никпическая частота шп и период колебаний ТЕ

_ Ш.ш" І ,

ІТ: 2 __ 9.?4ат, , І 1

Такую зке частоту и период имеет математический маятник длины

І
пр _ тҐ [9.Т51'

которую называют проведенной данной физического маятника.
Точку П'(см. рис+ 9.6), которая находится на прямой, проходящей

через точку подвеса О и центр масс С и отстоит от точки О на рас-
стоянии Іпр, называют центром касания физического маятника. Центр
качания О' обладает замечательным свойством: если маятник пере-
вернуть на 13П° и заставить совершать малые колебания вокруг точ-
ки Щ то период колебаний не изменится+ На атом свойстве основано
определение ускорения свободного падения с помощью оборотного
моятннно: зкспериментально устанавливают положения двух асопря-
хсенныхо точек (осей) О и Щ малые колебания вокруг которых про-
исходят с одинаковой частотой. Эго значит, что расстояние ОП'= г'щг
Ппределив о., и Іпр, из формулы сосъ =ч [др/Д", находим у.

9.7. Графическое изображение гармонических
колебаний. Векторная диаграмма

Решение ряда задач значительно облегчается и становится нагляд-
ным если изобразкать колебания графически с помощью вектора-
ампдитуды хІ , врашаюшегося с угловой скоростью он против часовой
стрелки (рис. 9.1). Возьмем ось ох, отлояшм вектор ні _ образующие с
осью угшг они. Если привести этот вектор во вращение с угловой скоро-
стью под, то через время гугол междуг вектором Я и осью Пх будет равен
цуп + шпг. Проекция конца вектора Я на ось Пх будет перемещаться по
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оси Ох в пределах от -А до +А, причем абсцис-
са вектора А Будет изменяться по закону

х = Асощотпг +ц=п 1*. (ЭЛТЫ

Следовательно, гармоническое колебание
моткет Бьггь задано с помощью вектора, дли-
на которого равна амплитуде колебания, а
направление вектора образует с осью По: угол, .
равный начальной фазе колебаний. Рид и

9.8. Слежение двух гармонических колебаний
одинакового направлении и одинаковой частоты
Рассмотрим вложение двух гармонических колебаний одинакового
направления и одинаковой частоты:

х = спора 1'+оь }'І А П І 5 [9'т?}

я2 = А: стриптиз).
Представим оба колебания с помошью

векторной диаграммы, т. е. с помошью век-
торов А, н А2 , сумма проекций которых
на ось х равна проекции суммы векторов
АІ +Ё1:Й іїрнс+ 9.8:р+ Так как векторы Й!
н Й: вращаются с одной н той хте угловой
скоростью пвп, с той хке угловой скоростью
шп вращается и вектор Н. Следовательно,
рваультиручошее колебание является таюке =
гармоническим, и его уравнение имеет вид

х=дсов{шпг+оъ}. (918)
Рис. 9.3

Амплитуду А и начальную фазу о. разультиручошнх колебаний най-
дем на рис. БМВ:

яд =А|= +в; длиной-ш: -ар]=

= А] ЅіпотІ+АддвіпогхіІ [в ВШ
А, совоІ + АІсо-воьд' І

(9191*

що
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На рисунка 9,5 и формулы 119,19) видно, что амплитуда А разульти-
Шпощего колебания существенно зависит от разности начальиык фаз
сад - щ. При сложении синфазнык колебаний (111 - щ = Щ разульти-
рутошая амплитуда максимальна:

Анакс=А|+АГ

При сложении же апротиябсіэазньио:І колебаний (оп: - оц = ±л) ам-
плитуда результируіошего колебания минимальна:

Амнн ІІАІ _ АІІ*

Поскольку знергия колебаний прямо пропорциональна амплиту-
де {Е~ А}, то при сложении колебаний одного направления Е, как и
амплитуда А, существенно зависит от разности фаз о.: - ов., достигал
максимума при сложении сиифазнык колебаний и минимума при
сложении епротивофазиыка колебаний+ Нз-за Наличия последне-
го слагаемого в {9.?9} знергия разультиругощего колебания не может
быть представлена как сумма знергий складываемык колебаний, т.е+
Е: Е] + Е: {за исключением случая, когда от; - сц = и; 1).

Особый интерес представляет случай, когда два складываемык гармо-
ническик колебания одинакового направления мало отличаются по
частоте.

Пусть частота одного колебания а:І
второго ш + до),
причем ща *К ш.
Іамплитуда обоих колебаний одинакова и равна А, Начальные фазы

равны нулто+ Уравнения колебаний:
к, : Асоаш т; [9.3 1}

х: = Асоаш +око}-г. [БНЁЩ

Уравнение результиругошего колебания (с учетом от ее ш):

к = к, +1, = А[соаш~г+со5{ш +аш]*г] = [2Асоа%]совш ~г. [НЕЗЪ

Результирутошее движение (рис. 9.9} - гармоническое колебание
'І

с пульсирутощей амплитудой ІАсоа называется биеинжии. Про-
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межуток времени мелщу соседними моментами, когда амплитуда мак-
симальна, иазывагст периодам давний Т= ,Да . ,

9.1 О. Слежение двух взаимно перпендикулярнык
колебаний

Пусть материальная точка {МТ) может совершать колебания как вдоль
оси х, так и вдоль перпендикулярной ей оси _у, Если возбудить оба ко-
лебания, МТ будет двигаться по криволинейнои треектории, форма
которой зависит от разности фаз обоик колсіїіьаний+

Выберем начало отсчета времени так, чтобы начальная фаза перео-
го колебания была равна нулго+ Тогда уравнения колебаний запишутея
в видс

,к : Асоаш -г;_
у = Бсос(ы-г+о.],

где о - разность фаз обош: колебаний.

[513%

Выражение (9.34) представляет собой заданное в параметрическои
ферме уравнение треектории, по которой движется тело, участвутошее
в обоик колебаиили+ Чтобы получить уравнение траектории в обычном
виде, нужно исклІочить из (9.84) параметр г.

На первого уравнения

Ісоаш г - А , (9.35)

ДЕПЁЕ

аіпш-І: 1-_.

На второго уравнения
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соа{ш~1'+оь}=%; 11.9.3151*

сосна -г+о.] =соаш~г-соао-аіпш -г-аіпо.,

І ІІсо5{п::+г+о,}=2'соаоь- І-гсіпог..

Подставпяя в последнее выражение (9.86), получим:
І

%:%-СОБЦ -1И1-%'Ѕіпщч -

Выполним следующие преобразования (приводим ик подробно):
2 1 ї

ї-їсоаои : -аіпо- І-і 'В А А: `

у: а* 1 211» 1 я:_+_еш ц-_соаог.=а'п о.- 1-_
в2 я: АВ І А* '

2 1к _у 2.111* . у_+_ __сово'. =я1п о.. 9.3?
я* ,адІ ав [ 1'

На аналитической геометрии известно, что уравнение (9.33') есть
уравнение аллнпса, оси которого ориентированы относительно коор-
динатнык осей к н у произвольно.

Исследуем форму треектории в некоторых частиык случаяк.
1. о. = П':

[а_вгп д., іх ониА в _ у А' '
Колеблпошаяся точка перемещается по прямой, причем расстояние

ее от начала координат

г щих: +у2. .

Подставпяя сіода выраженне [9.В4} дпя к и у и учитывая, что о: = П,
пштучнм Закон изменения гео временем:

я=~.1'.а!І +Іі'2 -соаш-г. (9.39)
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На ШЛЁ] следует, что реаультируіощее движение является гармони-
чесинм иолео'аннем вдоль прямой с цниличесиой частотой ш и ампли-
тудея дача: Финала).

1. о: = ±п. Уравнение [9.3?} при атом имеет вид
х 2[аА

отиуда получается, что разультиручошее движение представляет собой
гармоничесиое колебание вдоль прямой (рис. 9.І 1):

=-__¦[_ 9-91]у А І 1

и ІІ.У А А У

Ё в Ёя і _ В а _
В Ё я: П Ёвх

Риееўг Ш Рис. 911

З+ с: = ±Ё Уравнение СЭЛТ] перелодитвуравнение

2 2І 1*

тсе+ в уравнение аллнпса, приведенного и иоординатным осям,
причем полуоси аллипса равны соответствующим амплитудам
колебаний. При равенстве амплитуд А = В аллипс выроаідается в
оирутяеноств+

п п`Штучаи ог. =+ї и ог. =-ї отличаются направлением движения по

аплипсу или по окружности.
11”

Если а=+ї ,то я: Асоаш-г,

у= Бсоа[ш-І+Ё]=_Еаіпш-г.
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В момент времени г = П тело находится в точке І (рис. ЕЦШ. В по-
следїгощие моменты времени х уменьшается, а ордината у становит-
ся отрицательной+ Следовательно, движение совершается по часовой
стрелке+

я
П и ее=--
р 2

х=Асое:л-г,

у= Насилие-Ё] = Взіпа-к
Движение происходит против часовой стрелки.
Если частоты взаимно перпендикулярных колебаний неолинаковы

н относятся как целые числа, то траектория результнрїъошего движе-
ния имеют более сложные формы. Их называют фоеуршии Лаеееаеу.
Пдна на таких фигур показана на рис. 9.13, она соответствует отноше-
ннво частот о, : шд= З : 2.

О /

Рис. '1.11 Рис. 9.13

9.1 1 . Решение задач по кинематике
гармонических колебаний

9.1. Материальная точка совершает гармонические колебания
Вдоль некоторой прямой с периодом Т= 0,60 е и амплитудой А = Ш см.
определите среднъоъо скорость от, с которой она проходит путь. рав-
ный половине амплитудыІ начиная движение: І) из положения равно-
весия; 2) иа крайнего положения.

Дано: Т= 0,61] с; А = Ш ом. Найти: от.
Решение. Уравнение гармонических колебаний

х' - А оо5{со г + срп). (9.92)
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а} амплитуда А и начальная фаза гр., налаллтел на начальных
їелаанй:

г=0;
І= П; (9331*

Ёьй.
Ш

Ппдетаалаа ШБ'З] а (9.92), находим значении А н при: [ІІ = А спа срп =:›
= срп = ± а: ,и' 2.

Бычнелив пранааедную н учта, чта` енероеть направлена па па-
аленапатальн'ащ..г направлению Іани Ши, пелгшем: -Аш аіп срп 31- П ::› срп =
=-и}1

Следавательна,
л = Аеащшпг-ліш = Ааіпшпг. (93%

Граннчные їелаанл:
г:

[мы
ІІ!

_ А,т- - .
2

Решенне уравнений (9.94) н (93%:

і= Ааіпсаг', аіп шг'= 1;
2 2

г`= іагааіпі:ії
ш 2 инІІЁі-1

Цикличееаал чаетета колебаний

2тг
Ш=_.

Т
Сїчетеиатага

Ґ=її=ї
2а6 [2-

Среднааеаарееть

и =і_г.=і_ї=А12=0,1-Ё=ІЁ
“Р 2' 2'12 г2 аа' ь

Ш Начальные уалеаии:
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х=А. [ЁЛЩ

Совместное решение (9+92} и (9.96):
А=Аео$фя=>срп=Ц

Следовательно, уравнение колебаний имеет вид
х=Аеоашд [9.9Т1н

Граничные условия:
г= г".
я =я;2. (ааа)

На совместного решения (9.9ї] и (9.93) ианодим время Ґ:

і = Аеоеш г" ==› г" =їагееоеі=її : І.
2 21: 2 21: 3 6

Средняя скорость

Ответы) от =6їА=ІЁ, б) огр=%=015%

9.1. Материальная точка совершает гармонические колебания
вдоль оси Пх с Цикпической частотой со и амплитїдой А. Получите аа-
висимость проекций скорости ож и ускорения их от смешения х. Пред-
ставьте эти зависимости графически. Начало координат совпадает с
положением равновесия частицы.

Дано:ч:о;.4. Найти: од= или); ох- или).
Решение. Пошее решение дифференциального уравнения гармони-

ческик колебаний

х-А сов (шт (ро). (9.99)
Начальные ггг-Новин:

г = О;
х = П; {5'. ШП)

оІ з:- П .

Решение [9.99] , (9. 1Ш1:

П=Аеоасря==~срп= ±Е' о = Ё-_и|и:|:чеіп =1~ ср - -Е2! І Ё! фп П 2'
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Следовательно, в нашем случае уравнение гармоническнаІ колеба-
ний |Еудіі'тет

л=АЅіп тег.

Скорость материальной точки

од, =Ё: Ашсовш т= АтоНІ -Ѕіпїто г.

Далее
цї = Ада): -Аїсззвіпдтоі' = АзотІ -тоїх1.

Шсъода

'Ё "_ї =1
А* иїьї '

Это уравнение аллипса (рис. 9.14, о).

ВН. ад

1 +Аш І _________І_ +Аш
_АҐЖЬ'І Е +14

ци х* -А О
-Асо -Аш "нии"

о о

Рис. 9.14

Ускорение материальной точки

о =Ёд =і{Ашсоаш 1'}:-Аи:о2 аіпш г=-ш1х.
'ї и: гл

Это уравнение прямой (рис. 9.14, б).

9.3. Точечная частица совершает гармонические колебания вдоль
оси ох. В некоторый момент времени частица имеет координату 1. =
= 3 см1 скорость ох. = В сму'с и ускорение ох. = -12 му'сїі Ппределите
амплитудуг А. цнкпическучо частоту е:- н период Тколеоаннй. Начало
координат совпадает с положением равновесия частицы.

Дано: х. = В см; ох. = В сму'с; ох. = -12 стид'сї+ Найти: А; ш; І
Решение. Пощее решение дифференциального уравнения гармони-

ческнк колебаний нмеет вид

л:Асоегднт+трп}+ [ЪЪШП
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Начальные условии:
г=0;
х= П; *СБЕШЩ
с: > П.

Рсшаа совместно (9.1011* н (9102), находим грн:

о =Асоаср0=асрп=±%.

Скорость частицы

оАг = 1% : -Аш віп[шг + (то1

с учетом начальных условий (при г= 0111,, = -Ашаіп ср;ъ > П => то = -Ё е
СледовательноІ уравнение гармонических колебаний частицы в на-

шем случае будет

х=Асоа[ш г-Ё] = Ааіпш г.

Скорость
таких: _:АШСПЅШІ.
с:

Ускорение
Н'Н 2 . 1

о = _І=-Ач:а шпшг=-ш х.х а'г
Граиичныс условии: при г= ІІх = х., ох = их., ох = сд,

х. = Ааіпш ц; {9+ШЗ}

'1:1 = АШЁПЅШҐ; {9+1М}

ох= -шззс 5510511

Уравнения [БН 1 031-129. ШЅ] представляют собой вамкнучуто систему
уравнений [три неизвестных А, ш, г. н три уравнениа]+ Решение атой
системы уравнений:

иа {9. ШЅІг:
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и3{9.ШЗ}:

. ІІшпшг=-:
А

из{9.102}:

А: нд _ ип _ их]
сие г Іш *_Щ _аіііг

І 21 х' А
Далее:

1:11

2
_ 1 и -ЧА - х' д" .

их!

Период колебаний

Ёп хТ=_=2п --І-.
ш а]

Вычисление:

і -2 2* _ -2'

А=\І{3-ІП_2-{З Ш } 3 Ш =3.ІІҐ}21"+1'І]Ґ2 м;-12
= _ 4:: двд-1,3-10

і -1

т=2 3,14- -3 Ш =0,314 ,-12
из.:Птнег: А: ,1:12-Щ=З,ІІІІ'21*'-Н1Г2 м;
дІІ

ш = І-Ы = Щ] е-І;
хп



525 ІІ ГЛДВДЕІ.МЕЕДНИЧЕСКНЕ КПЛЕЕДННЯ

Т=21г ,_ї =П,314с.
аІ

9.4. Математический маатник длиной І. колеблется с угловой ам-
плиІудой от... Угол отклонении нити от полоэкенин раннонесин а на-
чальный момент времени равен оп. Получите зависимость от времени
угла отклонении нити малтннка от положении равновесия от, угло-
вой скорости шш и углового ускорении ки) мантника.

Дано: Ь; он. Найт-11:12:10); шт; ст.
Решение. Пбшсс решение дифференциального уравнения гармони-

чсскик колебаний математического мантника
ог. =икМг соа{І1г+срп}. (ЁШЩ

где П - циклическаа частота гармоническик колебаний.

Граничныс условия:

г= О;
се = сен. '(9. ШТ)

Подстааааа (9.101) а $106), накоднм начальную фаау колебаний при:

он =о±м соасрП =:› (ро = атесоеїі.

Циклическаа частота гармоническик колебаний математического
МВНТННІШ

ку
І.

Угол отклонении математического мантника от полоэкениа равно-
ассиа рееен {ураанение (9. ШЫ с учетом [ЁШТЛ

_ 3се - о. соа _І + .н [Л срп ]

їглоааа скорость

е 3 - Ёш ог. -оьщі 1 [1, при]

їглоаое ускорение

а =гЕт=-о.н Ёсоа[ Ёг+оп].
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9.12. Методика решении задач по динамике
гармонических колебаний

Во многих задачах на колебательное движение необходимо находить
частоту он, или период ІГсооственныхІ иолеіїіаний+ Имеются три метода
решении подобных задач.

1. Находим возвращающую силу (хвазнучтругуоо силу Гука] Ег= -хх
к 211:н по формулам оп = - и Т=- вычислаем оп или Т, причем вкаче-
т ш"

стве д: моэкет быть более или менее слоэкное выразкенне.
2+ По второму закону Ньютона получаем дифференциальное урав-

нение гармонических колебаний х+=вЁх = П и вычислием шп.
3+ Записываем закон сохранении механической энергии. диффе-

ренцируем его по времени и получаем в качестве результата диффе-
ренциальное уравнение гармонических колебаний і+шЁх ={І.

Предемонстрируем применение этого метода н задаче о колебании
материальной точки на пружнне (см. п. 9.1).

Механическую энергию колебательной системы в положении
еСмешение МТ от полозкенин равновесина будем отсчитывать от по-
лоэкенин «Пружина в свободном состоянии».

Прежде всего запишем условия равновесия в проекции на ось Пх
(см. рис. 9.2):

тд = Ь'п. (9. ІПЩ

Далее запишем закон сохранения механической энергии:

т{Щхп + х) Г
й 2

її -тгтіхп +х)+%=сопвт. *(91119)

Здесь первый член представляет кинетичесную, второй - потенци-
альную энергию материальной точки, третий член - потенциальную
знершю деформированной пружины.

Дифференцнруем уравнение [910% по времени:

тЁІд _ т3±+ Ісцхп; х]х тп.

1 Колебания. которые совершает система, еывсденнаи из положении равновесия и пре-
доставлен нан самой себе-
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Пссле сснрашений с учетем (ЁЬШЩ пслучаем дифференциальнсе
уравнение гармсничеснил нелебаний

адх

9.5. Еычнслнте перисд гармонических иелееании тела масееи т а
енетемал, ппнааанныл на рисунке, если `латеплее-'Ги пружинен равны Щ
и 1:1. 'ІЪеннем мписнс пренебречь (рис. 9.15, Щ.

на
д

е
Рис. 9.15

Дана: т; 1:1; Ісд. Найти: ТІ; Е.
Решение. аВьшелима рассматриваемую материальную течну, заме-

нив аааимсдеиетвуюшие с ней пружнини силами (рис. 9.15, б). Псь Пх
напрааим пе лсду движения тела массой т направо.

Прпеішиа аеаерашаюшеи силы на ссь Пх:

Ё ' '[Ри + Рад = -ЁП + *2131-
Следсаательнс, сегласне ааисну Гуна

е = е, + #1.
Кругенаи частета себственныл колебаний:

ш _ ІҐГді'*'*""'::+

в І

-І
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аЕьшелима тело массой т, заменив пружинки силой (рис. 9.14, а}:

Рд=іцхі=йдлд=ігщ [ЕЦІЩ
гдеітІ. х: _деформации пружинок І и 2*, х_деформацив пружины, заменяю-
шеи дне вышеназнанныс.
причем

м+11=и [ани
Решение [9. 1 ІЩ, (9.11 І) относительно а:

в =і.
*1 +1'а

СЛЕДПВЗТЕЛЬНП., ЧНСТОТВ СОЁ'СТЕЕННЬЩ КЦГІЕЁЗННЙ

ш = [і“ тона)
Период втик колебаний

ад=2п Щ; }.
Ё:

Ответ:її:2тг, т с;Тд=21г!Ш.с
Ё+Ё ЁЁ

9.5. Брусок массой т = 200 г, прикрепленный к горизонтальной
пружиие жесткостью к = 20 Ндм, покоится на гладкой горизонталь-
ной плоскости (рис. 916). Второй конец пружины закреплен. Бгрускїрг
толчком сообщили скорость од = 0,98 міс, направленную вдоль оси
пружины. Определите закон движения брускахіц, считая1 что направ-
ление начальной скорости совпадает с положительным направлением
оси Щ.

3** к

и;
Рнс. 9.16

Дано: т = ЕШ г; к - ЕП Нім; од - 0.98 міс; тд ТТ Шс. Найти: хп).
Решение. Брїсок, прикрепленный к горизонтальной пружина, бу-

щчн выведенным из положения равновесия, совершает гармониче-
ские колебания в соответствии с общим решением описываюшеш ато
колебание дифференциального уравнения
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х= Аеоепїшпнфп), (9.112)

амплитуда А и начальная фаза при которого определится на начально-
го условия:

г = П;
,х = П; [ЁД 1311
тщ'а'г з П.

Решан еовмеетно 09.1121* и {9. І 13), получаем:
П = Аеозпри;

-Ашп зіпгрп = оп з П.

Птетода цр= -Ё; А=Ё.
2 глп

Кроме того, чаетота собственных колебаний грузика

к
ш : _

П г

т

Следовательно, решеннем задачи будет

т +к = опёзшшпг.

л = П,981И%аіп|)%г = о_ПЧЕзіпШг.

Птвет: х =ЦПЧЕзіпШг.
9.7. Бруеок маееой М= Ш кг, лезкаший на гладкой горизонтальной

поверкиоети прикреплен к горизонтальной пружине жесткостью к.
В оруеок попадает и заетревает в нем пула маееой т = 9 гІ леташаа ео
екорпетыо о = БЕН] міе, направленной вдоль оеи пружины. амплитуда
возникших при атом колебаний А = 0,1 и. Определите период ати'к ко-
лебаний {рие. 9. П).

Вычиеление:

Рне. '9.17
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Дана: М= Ш иг; т = 9 г; с= 500 міс; А = 0,1 Іи+ Найти: І
Решение. Еааимсдействне пули с брусисы списываетси ааиснсы сс-

иранении импульса, таи иаи время ии вааинсденствин нс сравненинс
с пернсдсм всаниишни ислебаннй малс [ш 'Н П. Заисн ссиранении
импульса в прсеиции на ссь Ох имеет вид

нии:ц{даї+вгг1ит1 [9с114}
где и _ свсрсстъ Ерусви и застрвешей н нем пули псслс ваанмсдействин.

Тав: Ісаи внешних сил нет, Записывасм ааисн ссиранениа энергии

їїшшш* +1152 2 . [9 1

где і: - всестиссть пружины.

Циішичесиан частста тармсничесиии ислебаиий

Ё
= . +11шп 1,1”4- [9 Ы

Перисд вслебаний равен

=__ (ат)

Решение системы уравнений 119.1 14)-[9.1 ІТ) стнссительнс Т.

уъдпш+
ти

Превериа единицы:

[Т]=[А]-[М+т] = м-иг-г.: щ;

[т]-[с[ Кт+м
Вычисление:

-зт= самшпшї ш 1214.1.
Ч-ІІІГ'ЅП'П'

`П'Івсг: ТГ=2иш :І4с+
те

Прынсчснсс. Правсмсрнсли утверждение малссти времени еваимс-
действии пули с Ерусисы'? ІІ'Сї'и'сним атс. Предпслсисим, чтс пули пра-
шла в брусие путь 5 = 0,1 ы. Тсгда из уравнений иннематиии
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2

Ѕ:%' П:ип-дї

следует, что г=ї_5=4~1[14 с, т.е. ш<< Тили 4- Ш-*с сс 14 с.
П

9.8. Брїсок массой Мподдействием прїжины совершает на гладкой
горизонтальной плоскости гармонические колебания с амплитїдой А
н периодом Т. Вдоль оси пружины {влоль направления движения) ле-
тит пїля массой т. Попав в брусок, она аастревает в нем. В результате
взаимодействия пули с Бруском колебания прекратились. |І'Сї'прслелите
скорость пули.

Дано: М; А; Т; т. Найти: о.
Решение. Колебания прекратятся в случае, если пуля попадет вору-

сок, находящийся в положении равновесия при его движении слева
направо (рис. 9.13).

Рис. 9.18

В атом положении скорость его максимальна и находится на закона
сохранения энергия, который соблюдается иа-аа отсїгствия внешних
сил:

МЕ МНЕНИЕ_=_, 9. 1 132 2 Е Ъ

где к - жесткость пружины.

Закон сохранения импульса в ПроекЦИи на ось Пас

-Монш =нш, [9419)
где о - скорость пули.

Период колебаний бруска, скреплеииого с пруда-иной:

Т=2лЁ. (ЕЦЕЩ

Полученная система трек уравнений {9.1Ш}-{9.11Щ аамкнїгя: три
неизвестных о, они: и І: и три уравнения. Ее решение относительно о:
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[т-ЁтгЁ
_ Тт'

Проверка единицы:

І [_м-кг_м
с-кг с.

П'Івег: о=2тгЁ.
Тт

9.9. Грув массой т свободно падает с высоты а на чашку пружиннык
весов массой М. Жесткосгь пружины, массой которой моэкно прене-
бречь, равна к. Определить частоту тп и амплитуду А вовникшик сво-
боднык гармонических колебаний груза с чашкой весов. |ІЭпределитв
такэке, при какой высоте Іг' произойдет отрыв груза от чашки весов в
веркней точке. Считать, что соударение груза с чашкой весов абсолют-
но неупругое, но груз не прилипает к чашке весов (рис. 9.19, о]+

кдалиІІ: *_ _,
Ґ ТП *41 вы

“ тв

ЁА

г

-
І
д

-
І

І-

с Ё а

Рне. 9.19

Дано: т; а; М; к. Найти: он; А; Н.
Решение. 1ІИ'словне равновесия чашки весов массой Мдо падения на

нее груза (рис. 9.19, б)

Щ=Ёхш (9.111)
где кд - смешение чашки весов под действием собственного веса.

Колебания будут проискцдить относительно положения равнове-
сия (рис. 9.19, а). 1іг'словне равновесия чашки весов вместе с грузом

Шмидта (славу
где к; - смешение чашки весов вместе с грузом+

Циклическая частота гармонических колебаний
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Ши = .
М +т

Прежде всего определим скорость р груза перед самым падением
на чашку весов. Ее можно определить из закона сохранениа механиче-
ской энергии вла груза:

херІтян =__ (9.113)
2

СКПРПЁТЬ Н ЧВШКН БЁСІП'Б ВМЕСТЕ С ГРЬҐЗПЫ МОЖНП Найти НЗ ЗЁКПНН. СП-

хранениа импульса, записанного в проекции на ось Ох (импульс сохра-
ииетса из-за малости времени взаимодействии груза с чашкой весов)

лш={т+М}н. {9.114}

амплитуду гармонических колебаний можно определить из зако-
иа сохранения механической энергии, записаииого лли положений
(рис. 9.14, 6, а):

2 2 1 2(три +%_ЁШ+ММ = иеїе
где в положении 5 механическая энерпш состоит из кинетической энергии
груза и чашки весов, потенциальной энергии сжатой пружины и потенциаль-
ной энергии груэа и чашки весов в травнтацноином поле Земли; в положении
ггруз вместе е чашкой весов находится в крайнем нижнем положении и, сле-
довательно, в этом положении нет кэтистической энергии.

-<т+м)д{х5 +в), (9.125)

Система уравнений {9.12|}, $122), [9.1231-[912513амкиутж име-
етса шесть неизвестных (с, и, хп, кб , А, шо) и шесть уравнений. Реше-
ние этой системы уравнений относительно А:

А=Ё1+_2ыс .
к 1д'ч'ррнйи')

Проверка единицы: под корнем должна быть резразмернаи
величина

[а1-[х] _м-хг-и-е*_
[д[-[(т+М)] мххгхедм '

Дапее

_[т1~[д1_хг.м1~м_
[Щ с1~кг~м

[А[ м.
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Для решения второй половины Задачи: при какой высотс а прои-
зойавт отрыв груза от чашки весов в всркней точке, рассмотрим по-
лозквнис груза в всркнвй точкс ц{рис+ 9.14, дўь

Запишсм для груза второй закон Ныотона в провкции на осьзс
гид-Н =тошш (ЧДІЫ

гдо уоловивм отрыва груза авлавтсп
Н :П'. '[ЁЪ 1 ТП

Максимальное: ускорснис накоднтои из уравнсниа гармонического
колооаниа чашки вместо с грузом:

х:Аоос[шпг+грп},

днффсрснцнрованнс которого по врсмсни даст скорость

о =Ё = -Аеап аіппапнсрп)

Н ЬЩІСОрЕНИ'Е

о' =Ё = -АШЁ ооїоъпі' +І:рп]:+

Максимальное: ускооснио

= -АШЁ. шла;
Рвшснис системы уравнсний (9126), (9.127}, [9423] относительно й:

д: 5М11М+2тдт+ М}
Долг:2 І

Н

Проверка единицы:

мі+ІМІ+нМ+2тлкт+Мн: МНЕ-м = М.
[ы-[тІІ г.:1+у.т-г.,1+иг2та:

С _А=Ё Н вы: “_дімімдгзтимдгмум
' е дітму * зетї '

9.10. В системе, показанной на рис. 9.20, масса казкпого оруска т =
= 1 кг, экссткость пружины к = 20 Ну'м, коэффициент трения между ору-
ском и плоскостью р= [1,4. Массы олока и пружины пренебрежимо малы.
ІСистема пришла вдвнзкснис с нулевой начальной скоростыо при нсдс-
формнроннной прузкшзе. Найдите максимальную скорость брускоь.
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-д Ёатм/мм т
Нашим

Рне. 9.10

Дане: т = І иг; д: = 20 Нім; ц = 0,4. Найти: лиш.
Решение. Заиен изменения механической энергии:

ню: их:
Ш ' Ід'дд = 2? 'РТ-

Птеюда
1

и: =3{1-ц]х-ЁТ. {9.12'Б'}

Для унрещени-л вычислений целеоорбраане иеелелевать на маиеи-
Мун не функцию е = вы), а функцию е2 = еЧх). Уелрвии маиеимума
функции: необходимое деление - первая преиавцднаи равна нулю, де-
етатечнее деление - вторая производная етрицательна:

2 2 2Щи дп* а* (112 до.
ф: аїх

диз) ди таіІ -Щ_: І- -_=ІІ'.І =:› х=_.ф: 311 и) т Ё

Педетавлаи ате значение х в выражение (9.129), получаем
т

ІЬІІІмаю: = 3.11 _І'І'}1,Е'

Ё Ё
Щ=_їдсп_
ф: т

Етераа преиаведнан

Следевательне, действительна при х=Ш еиере-еть Бруеиев
маюеималвна+ д

Превериа единицы:

[и На ина [_и-Ы-м Іа
МНЕ-І: [Ё] с: нгдм с
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Ш НПтвст: они: =дч{1_|.1]д|,Е Е.

9.11. Вертикагтьно ориентированная про-
Бирка с дрсбыо на дне плавает в воде. Опре-
делите период Тмалмк колебаний про'биркиІ
если ее вывели на положении равновесия лег-
ким толчком в вертикальном направлении.
Площадь поперечного сечении пробирки Ѕ,
ее масса вместе с дробыо т, плотность воды р
(рис. 9.21).

Дано: д т; р. Найти: Т.
Решение. При равновесии на проІЕгнокъгг дей-

ствуют силы Архимеда Е.. и сила тяжести тд.
Условия равновесия в проекции на ось 0.1:

Ґд= тд, {9.13П}

Гд = Іард. [9.1311ь

Опустим пробирщ.г на вслнчнщг х (к мало). Возникает возвращаю-
шаа сила

Е =-{Ґ'Ё-та}± І3351321*
где

Р; = [І +х15рд. '(51133)

Решение системы уравнений (9. ІЗП)_[9. [33) относительно Рд:

Р; =-ард-.к.

Птсюда получаем коэффициент квааиупругой силы

Ё =5р3.

Следовательно, цикпическан частота гармонических колеоаннй

шва/Ё: /Ё_
т т

мкм-ь [к
ть ага

а период колебаний
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Пгвет: Т=Ётс їс.
ЧЅРЕ

9.12. К маягннкрг АВ с шариком массой М подвешен маятник ВС с
шариком массой т, Точка А совершает колебания а горизонтальном
направлении с периодом І Определите длину Ь нитн БС, если извест-
но, что ннть АБ все время остается вертикальной (рис. 9.22, о}.

м уп

В
Н Ё

А Ёп

Ь і а Ь
л М

Ь Ц

т

т
С

о а
Рис. 9.22

Дано: М; т; Т. Найпн Ь.
Решение. При колебанияк рассматриваемого двойного маятни-

ка веркняя нить все время остается вертикальной. Эго означает, что
все внешние силы, действующие на рассматриваемую колебательщдо
систему; а именно силы тяжест и сшта натяжения веркней нити, на-
правлены по вертикали. Следовательно, внешник горизонтальнык сил
нет и в соответствии с творемой о движении центра масс центр масс
системы в горизонтальном направлении не перемещается+

Посколькдтг колебания гармонические, г.е. смешения малые, то мож-
но пренебречь смещением центра масс в вертикальном направлении+
Это означает, что колебания шариков масс М н т проискодит около
центра масс (рис. 9,22, б). Помешая л центр масс начало координат П,
накоднм айсциссзг центра масс (рис. 9.22, а}

= -МЬзіпп+т[Ь-о}зіпп
М+т І

Движение нижнего шарика массы можно представить как свобод-
ные гармонические колебания математического маятникв длиной
Ь - о, период которого

1,, =п газы)
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т=2п Ь'Ь. 'даны
Е

Решение системы уравнений 119134), $135) относительно Ь:

3Т1{М+т)Ь=±
411: М

Проверка единицы:
2м Іс «и[д] = а_г = ме іиг

'г2 м+т: Ь=_Б І: 2 } м
4п М

9.13. Длинный железнодорожный са'и'дтавт двигаясь по инсрции_
вьеааєает на горку е углом наклона а: (рис. 9.23). Когда состав полно-
стью остановился, на горке находилась половина его длины. Сколько
времени в: прошло от начала пещъема до остановки? Какова началь-
ная скорость он состава, если его длина Ь? Трением пренебречь.

тает

Рас. 9.13

Дано: о.: І.. Найпі: вт; ад.
Решение. Рассмотрим начало въезда состава на гориу: он въенап на

расстояние х, на него действуют сила тяжести тд; и нормальная реан-
циа опоры Н. В проекции на ось Пх действует сила

Е: =-т135іпсс, {9.1315}

где масса состава ан длиной д: определяется через массу т всего поезда
выражением

т =Ёдс (9.13Т}д

Решение (9.136), [9.13'Л относительно Д:
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трзіп ог =-_
І І.

Эта сила аозврашатошаа 1:квазиупрутз'ш)+ Коэффициент упругости

е =ЩЁЩЁ о. на)
Е данной задаче колебаний нет, но можно применить формализм

гармонических колебаний. Следовательно, период колебаний

т
Т-Ізк/Е.

Подставлаа в эту формулу выражение для к из (913811, получаем

т ла, _д .
даша.

Расстояние от начала подъема до остановки поезд преодолеет за
четверть периода

а: =І =Е І” .
4 2 дашог.

ННЧШ'ІЬНВЯ СКОРОСТЬ ППРЕДВЛНЕТСЯ НЗ ЗШЧШНЕІ СОІРЕІН'ЕННЯ ЭНЕРГНН

з
ш =Ёдгеіпо =:› оп =Ё1І5Ьаіпш

2

`П'Іаег: Ш:ї:Е #,щ до =і 3Ьеіпо,ї.
4 2 даша: 2 с

9.14. Гладкуго однороднуто веревку длиной Ь удерживают в верти-
кальном колене изогнутой трубы так, что нижний конец ее каеаетел
горизонтальной части трубы {рне. 9.24. а). Веревку отпускают. Через
какое время Шона полностью окажется в горизонтальном положении?
Как изменится ато время, если вначале половина длины веревки уже
находилась в горизонтальном колене?

Дано: Ь. Найти: от.
Решение. Первыйметод решения (рые. 9.22* б). Колебаний здесь нет_

но когда в вертикальный участок поднимется часть веревки к. возни-
кает евозвращатощааз еила

Ґ =-тхд, {Ч'.13'9}І

ГДЕ
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(ад-ипЗ ІІ
е-
ІЗ 31

т _ НЕШ'ПЕ НЕРЕБІЁН.

І

к ІІ
е

На (9.139) и $140) еледдет:

г; =-%и [амп
Применип здееь Цюрмалнам гармоничоокнк колебаний, получаем

но [9.1411] коэффициент квазнучтруїооти к:%, цикличгі'и;:к1,почаопіггіііг

тиц/Ё: Щ: а
т ті. Ь

Т=2иії.
Ё

ш=ї=а Ь
4 2 д

Это время не зааиент от того* какая чаеть веревки накодитеи а нер-
тикальном колене.

Второйметодрешение (рие. 922. аїь Вереака опїе'гилаеь на величи-
ну к. Запишем закон еокраненин аиерти:

Ё{Щі_х)ї +т Ь-х 1Ё-'жд-еопат2 _ .

еобш'аеннык колебаний

н период колебаний

Время а: равно

1 Щ Ь
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Дифференцируя это уравнение по г, получаем дифференциальное
уравнение гармоническик колебаний

азы-я) д_+- 1.- =с+
тд Ь[ х]

Отсюда

сп- Ё
НТЕШЕ.

я: І.аг=- -.
2 а

в Ь
ШТ: д! = Е __С Н НЕ ЗНВНСНТ ПТ ТОГО, КВКНН ЧЕШТЬ ЕЕРЄВКН Надп-

Ч а
дится в вертикальном колене.

9.15. Определите циклическуш частоту ше. собственных колеба-
ний показанной на рисунке колебательной системы, совершаюшей
малые колебания в плоскости рисунка. Массами стержня и пру-
зкин можно пренсбречьІ масса шарика т. длина стержня Ь, экестко-
сти пруокин равны Щ и нд. На рисунке 9.25, о показано положение
|;*:«авновссия+

У

Рнс. 9.25

Дано: т; Ь; 5:1; ку. Найтишп.
Решение. Выведем систему но положения равновесия и предоставим

ее самой себе. При этом отклонения системы от положения равнове-
сия пусть будут малые: л -:› б* ф -› і] (рис. 921 б). При малом отклоне-
нии от положения равновесия пружины приобретают потенциальную
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энергию щкдд и нигде Шарик приобретает потенциальную энергию
тдіт и кинетическую энергию наций+ Из рисунка 9225, сї накодим

а=а -шф=ш _:шф) - дана?
Так как гр мал* то

зіпёаё к а: ЬЁ:%.

Момент инерции шарика

І= тІЁ.

1І'а*'глоа.аа скороотъ вращения шарика относительно Точки поднееа
равна первой производной от угла ср ш = ср. Кроме того, к = Др. С уче-
том этого Закон сокранениа запише'тон в виде

2 2 - 2 2 2 2 2тащ- ті» Ф МФ дед Ф+ + + = сопзІ.
2 2 2 2

Проднфференцнручем последнее уравнение по а
_ 2 . .. 1 - І -221,31. 2ср ср+тЬ 2ср ф+ІсІЬ 2:12 гр+і`с22 2ср ср ІОІ

2 2 2 2
После сокращений это уравнение примет Вид

(тда+2,о+±,а=}ср+тй-а=с,

Ф+[%+%+Ё]щ=“'
Получили днффервнциааьное уравнение гармоническнк колеба-

ний. Следовательно,

+Ь.
та І

-д'

Ши:

Пгве'пш =1,Ё+Ё+Ё, Ъ
п Ь т т е

9.16. Груз массой т посредством нерастажимой нити* перекинугой
через Блок* связан с аеркним концом вертикальной пружины. ни:к-
ннй конец которой закреплен (рис. 9.26, а}. Ппределнте период малык
колебаний этой системы* если масса нити и пруэкнны пренебрежнмо

+

е-»
Іез
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малы, агестассть пружины Іс, нить пс Блску не сасльаит, а Блсъ: пред-
стаелает ссББй тснасстениый цилиндр масссй М. Трение а ссн Блсаа
отсутствует.

Рис. 9.16

Дани: т; й] М. Найти: Т.
Предварительнп рассмотрим систему, когда груз еще не подвешен

к нити. Ось Пх сважем с кпнцпм нити,І пружина при атом не деформи-
рсаана (рис. 9.26, 6).

На рисунке 9. 26, в к нити прннрептши груз массой т. Система наша-
датсн е равнааеснн. «Наелнруема рассматриваемые тела: на груз дей-
ствует Земля е силой Шести тд и нить е снлей Р, пружина действу-
ет на ннть е силе-й упругсстн Юга. где за; _ деформация пруашныІ груа
действует на нитьс снлсй Р. їслс-аии равновесия груза:

ща = Ґ. Ш. 1421ь
Блсаа:

НР =Щ. Ш. 1434

На решенна [9.142} н (9.143) следует
щтд, Ш. 144}

Енаедем систему на раансаесиа _ спустим груз массси т на малую
аелнчнну н предсетаенм систему самсй сеБе. Пна начнет ссеершать
гармсннчесаие ислеБаниа. Рассмотрим систему а мсмент, асгда пру-
жина Будет растанута на х + ад. При атсм груа Будет двигатьсяІ Блса
вращаться асирут непсдаиагнсй аси, а пружина Будет растанута. За-
пншем ааисн саараненна энергии:
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2 1 2_тдхщнтїд'ї Ш
где _ищх + кд) _ потенциальная знергин груза {она отрицательная, так как
груз накошгтсв нитке положения равновесия); тоїд - тотнетическап внерпот
груза; йодд _ кинетическая Энергия врашательного движении блока, І_ но-
мснт инерции Блока относительно оон вращении, І - тдд; ш _ угловая ско-
ростъ вращении блока относительно неподвижной оси; к {х + крїд - потен-
Циальнан энергии пружины.

= совет, '(51 145}

Скороогь груза равна парной производной перемещении (к + дсп.) по
времени* т.е.

_ШЕ;
ъь а'г _агг_х'

їгловав скорость |Блока связана о линейной скоростью соотноше-

нием ш =Ё =%. С учетом этого уравнение '(51145) псрспишстск в виде

та* мачо:2 вы.: 1
-тгх-тдсо+Т+ 232 + 1: "1' =

Продифф'гргнцируеи последнее уравнение по времени (по 1):

СППЅІ.

'І-'І-'І-тЕЁ МЗД к2(х+ха)±
+ + = П.

2 2 2
Выполннв сокращения и учтн $144), получим дифференциальнос

уравнение гармоническик колебаний

і:

т+М

откуда циклическая частого гармонических колебаний системы

к
т+М'

Следоватольно, период гармоническик колебаний

ЬЁЩ [Щ_
шПІ к

от: т=2и Итїм с

ї+ к=Ц

Ши:
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9.11 Шарик насссй т ссаершает гармснические кслеЕіаник с ан-
плигїдсй А на пружине жесткостью к. На расстслнии 3,32 ст пслшке-
ннл раанснесик їстансекли массиенїю стальную плиту, ст кстсрсй
шарик абсслтстнс рпругс стскакнкает. Определите перисд Т кслеЕа-
ний системы (рис. 9.1?1к

АД
5/

т
'П

Рис. 9.1?

Дана: т;А; к. Найти: Т.
Решение. Перисд колебаний Тсклалываетса на пслїпернсда

Ё: Ёзал
н времени 21", где Ґспр-еделлетса следующим обраасн.

Записываем уравнение гармсническнк кслейаний шарика

л: = Аспешпгнрп). (9.1461і

Начальные услсннл длл шарика, ксгда си наксдитса в пслсженни
раансаесик:

г = О;
І : П; (9141111

і 'э П.
На {9.146} и 119. НТ) слещст грн = -п ,і 2 и, следсштельщс1

х = Аапшпг. сел-чат,
Граничные услсаиа:

І-

1:1"1

А {9.14Ч}
І -Е.

На ссанестнсгс решения (Ч.148} (9.149) следует

І = ее]
а

см
и
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т п т 4 т
ТЦМЦЁЧІСЁІМ*

Птвет:Г=%кч'%с.

9.18. Система, состоящая из пружины, поршня и столба жидко-
сти длиной Ь {рис. 9.28. щ, выведена из состояния покоя и совершает
свободные колебания. Пренебрегая трением* определите период зтик
колебаний, если масса поршня равна т, площадь поперечного сече-
ния столба шщкоши в, плотность жидкости в, жесткость пружины к.
Следует учесть, что диаметр столба жьшкости значительно меньше его
длины.

Пкончательно:

Рис. 9.18

Дано: Ь; т; р; к. Найти:Т.
Решение. В положении равновесия выполняется равенство

(рис. 9.23* б):

рдзНп = ЁЫШ {Ч.15П}
где Нд - расстояние от свободной повсркности кошкос'ш в трубке до оси
поршня; об. - деформашти пружины в положении равновесия.

Система совершает свободные колебания. Рассмотрим ее состоя-
ние* когда смешение от положения равновесия равно к (рис. 9.23, в).
Так как нет внешннк и днссипативнык внутренннк сил* то соблюдается
закон сокранения энергии. Запишем ето:

2 І
мы? + 'лёд +Іїцып +в): +рдинп -х)%{Нп -к} =сопвт, [9.15Ц



545 ІІ ГЛДВДЕ.МЕЕДНИЧЕЄКНЕ КПЛЕЕДННЯ

где шоїД - кинетическаи ансогня поршня; реЬоІД - кннстнчсскаи энергия
столба жидкости; [Д е [він + дої - потенциальная энергия ежатой пружины;
рраі:Н" - я] Іу' 21.:Нд - я} - потснциальная Эноргия столба жидкости.

Скорость поршня и столба жидкости о равна первой проиааодной
смещения хпо времени І о = .і: . С учетом Этого уравнение (9.151) пере-
пишстса в віше

ат±1__+рлІі
2 2

Дифференцируя (9.152) по времени, получаем

+-ёзіє11аіп+х1і +-р3ЦНп-х)1=сопат (ЧДЅЩ

11:25:35: + рЅЬЁіЁЕ
2 2

После сокращений это уравнение приобретает вид

+ёй2шс'п +х}-і-%р3ЅЁ[Нп -л}-і =П.

ті+рзЬЗЕ+ ее!" +Ісх -рдаНп +ряяе = І[І'.

С учетом (9.150) последнее уравнение приводится к виду

а+ “_рдз но.
т+рзЬ

Получили дифференциальнос уравнение гармонических колеба-
ний* откуда циклическая частота гармонических колебаний

_ *то
т+рЅЬІ

Пвриод колебаний

Т=2-п= я _т+р5Ь+
ш" Ё+рда

Проверка единицы:
2 2 1КГ'Ы 'Ы'Ё КГ*М-Ы КГ

[РЅЬ]= з 1 =1`щ [935]: з 1 =_:'-м - с
Пкончательно

Ш=
Швет: Т=2л Ще

Четва
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9.19. Тело маееой т енреплено пружиной жеотноетыо і: е Ерїеион
маееой М {рие+ 9.29* аЪ ПръонннуТ ежнматот, удерживая тела а непод-
аижном еоетопнии, а затем освобождают. Определите периоды Т. н Е
колебаний тела и Еврїеиа. Трение отоїготеуе'а

к то

-/\/\/\/\/7\
| М | І 11 І;

о б

Рис. 9.19

Дано: К; т; М. Найти: Т1; ТЕ.
Решение. Тан пан внешних горизонтальных еил нет, то а еоот-

аететаин е теоремой о движении центра наее оба тела колеблют-
еп е одинаковой чаетотой (периодоъо оноло неподаижиого цен-
тра маее+ Эиаиаалентнаи еиема приведена на рие. 9.29, б (Центр
маее - точка СІІ.

В любой момент времени дейетнительно еоотношеиие

хі +11:2 :Іп +х, (ЁЫЅЗЪЬ
где 1:1, 1:2. х _дефорнацин пружины; іп _ длина пружины а недеформироаан-
Ном еоетоинин.

Дифференцируя дважды (9.1530 по аремени1 пшцщаем:
і'І +.1ї::І = і;

,'1›Е[+.і:':1 =.ї:. (9.1541*
На 'пела т н Мдейотвїет одна н та же Сила

е=ша=т2=д о-оа
где н -таи наанааенаа приведенная ыаоеа.

Решение (9154)* [9.1551' относительно р:

= тм
Н т+МІ

Следовательно,
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т,=ї;=т=2я1'Ё=2п,Ш.я ным)
І тм

МТ. Л-Ё'П- Щ, С»,

9.211.Два кубика массами т. и ту находятся на горизонтальной глад-
кой плоскости и приэкаты к упорам с помощьто пруткины якесткостьіо
д: (рис. 9.313, я). Как будет зависеть от времени деформация пруъкины,
если убрать правый упор? Начальная деформация пружины ні..

І:

А __. 'ІІ __ __ 'ІІ __

я б

Рис. 9.30

Дано: лщ; ту; к; ні.. Найт: к
Ршенне. Правый кубик начнет двигаться вправо. а левый будет

признат к упсрї до тек пор, пока пружина будет ситата+
Деформация прускины при етом будет

х=дісоеішшг+грпЪ 125515611

Начальные ШПВНП:

1'=[1;
к =-ЫД; {9.15Т}
і =ІІ]'І

Решение (9.156), [9.15'Лі относительно при:
те =п-

Следовательно, уравнение гармонических колебаний правого ку-
бика Будет

х = ддспЅ-(шп'г'І'пЪ

При этом цнкпическая частота и период Будут равны:
і:

т:
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д алый.е
Это двиэкенне кубика маеоой тд проиекодит в течение времени

геіяї т?
42іс'

В момент времени 1'= ПН, когда деформация пружины етанет
равной нулъо, придет в движение кубик маееой т., так как он пере-
етанет давить на упор и оторветея от него+ Поеле этого оба кубика бу-
дут двигатьея по гладкой горизонтальной плоекоетн, совершая коле-
бания друг относштельнчїїІ дет Штноеительно центра маее, который
будет двигаться равномерно и прямолинейно: на еиетему не дейетву-
гот внешние горизонтальные еилы]+ Колебания кубиков будут прене-
коднть в щзотивоъіиіепе+ Скорость кубика маееой тд в момент времени

Т пг' =-'- = Ё найдем из закона еокранення энергии:4 ї я
2 2

“Щ =т2"= замка (і.
2 2 тд

Скорость центра маее в ато время

к
П-т' +51. _+т2

_ 41% =бЬдҐщп
ос -

тп "' т: тп + т:
Для определения еобегвенной цикличеекой чаетоты колебаний

шт раеемотрим колебание енетемы в некоторый момент времени г
(рие. 9.30, 6).

На рнеуп ке 9.3111, бобозначено: Ь- длина недеформированной пру-
жины; к - деформация пружины; к., к; - раеетояния кубиков от ден-
тра маее.

Как еледует на рие+ 9.30, б,

Ёп + л = л' + л2+

Продифференцируем дважды по времени ато выражение:

і = іі + із;

й=їгі+їг (ЁЫЅЩ

Сила упругоетн, действующая на кубики,
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ещещеее, (9.159:
где р. - еприиеденнене мнееа [заменяет мнещг двух нубнвшн не еднш.

Решение (9.153), [9. 1 591* ртнееительне р:

Р = Ещё п
ш1 + тд

Слгдпнетельнп, Цикличееная частота кшебаннй принеденнпй мешы

(НЮІЁ: (Ш нии
'4 тіт:

Крлебеннн еприведеинрйе мееерй и епнеываютен выражением

и:А,4.1.1:ге|:1:1.тш[1'-%І;І-]+грш]+ [ЁІЫІ'

Здееь г: Т. 34.
Начальные условия:

г = О,
х = П, (9. 16211
5: :› П.

Решение [9. 16 І 11, 11916211 ртнрентельнскрщ:
'ІІї,

Следевегтельне, уравнение непебаннй приведенней ыеееы будет иметь
вид

*Рщ =

х: ,дип[шш[г-%1-Л. (шеи
Іиенп.|'1и"г_›.г,є|;ъ,г А] определим цпещгюшим образом. Вмоменты неитльше-

гр растяжении или ежатин пружины кубики понрптеп шнпентельнрдрут
дрїте н е ееетнететенн е еененем еехрененнп энергии

щели = ЕМ + Бин, {9+ІБ4}

где Ёп”т _ пптенцнальнап Энергия пружины,

2
е =Щ- (едем

Еким - нннетнчеекан энергия центре меее,



5.12. Методика решения аадач по динамнха гармонических колебаний і 553

т т 1
Еннн = [щ +тдэпс = (щ +т2ндд'1'2істд = Щ'ІІЁЬ] _ [9156)

1 дт. Не) до На)
Решение системы уравнений (9. [6411-119. Ібв] относительно а.:

,11 =ьь (_тї світі
РНІ

Итак, деформация пружины от времени опрсделяется їравнением
[$163] при гг ТІ ,34, циклическая частота при; определяется выражени-
ем (9.1150), а амплитуда - [9.ІБ?].

9.11. Два шарика одинаковой массой т соединены исвссомой пру-
жиной жесткостью І: и длиной Ь и лежат неподвижно на гладхом го-
ривонтальном столе. Третий шарик массой т движется со скоростью
оп по линии, соединяющей центры первых двух, и упрїго соїдаряется
с одним из них. Определите максимальное расстояние мед-хщ,г шари-
хами, соединенными пружиной, при их дальнейшем движении. ІІ'Зчи-
тать, что время соударения шариков мало по сравнению со временем
деформации пружины (рис. 9.31, о).

Ряе. 9.31

Дано: т; х; Ь. Наіі'пя Дит.
Решение. Закон сохранения импульса в проекции на ось Пас

ишп = итог, + иш' , $153)

где её . е. - скорости шариков ан ,Іпоеле еоудареннп.

Закон сохранения механической ансргии:

лшЁ _ ггеоІІи'Ь2 + от?
Ё 2 2 І

Решение системы уравнений (9168), '(9169) относительно с; и с.:

о' =0;

(9.159)
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п' = на.

Поеле абсолютно упругого еоударении шарик Боетановилеа, а ша-
рик І приобрел екороеть он.

Перекодим в еиетему центра маее (рис. 9.31, 6). Скорость центра
маее [а проекции на оеь Ох)

ип 'т'І-п'т _ и"_ . ЁПП
с т+т 2 'Е }

Скороогн шариков І и 2отноентельно центра маоо С;

имтне=пп'дс:%; [Ё'ПЦ'

о
ЁІотнС :0_НС :-їп* (91?21'

Эти екороетн шариков І и 2 - максимальные [в этот момент пру-
экина не деформирована].

Запншем закон изменения энергии для двух полоэкений: пружина
не деформирована н пружина деформирована максимально (в это вре-
мя шарики не двиз-кутеи} - о учетом теоремы Кеннга:

2НШЁ-_ ЕЁШЁ дш':рщ+тиїшн_ _Ёхза_ке
2 2 2 2 2

Решение еиетемы уранненнй [9. [ПЛ-[9.113] отноеительно величи-
ны максимальной деформации пружины хдш:

, т
Іннш =Цп Е.

Проверка единицы кит:

{9.1?3}

КГН =М ЁГЫЁМС
[хаш]=н_

Максимальное раеетоание между шарикамиМ»Дмакеимальнаа длина
пружины)

= 1, ,2,

,тПгвет: Ьнш-- .\'_'.+І.1',_.ІІ Е м.
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9.21. На гладкой горизонтальной поверкности лежат два одина-
ковык кубика массой т каждый. Кубнкн соединены пружиной жест-
костыо к. Массой пружины можно пренебречь. Длина пружины в
нелгформнрованном состоянии 10. На левый кубик внезапно на-
чинает действовать сила Р, постоянная по модулю и направлению
[рис+ 9432, с}, Найдите минимальное и максимальное расстояния
между кубиками прн движении системы.

Е г С ь

д “и
-їшт. шт*їету/тд *с *їїїїїд

с йР
Рис. 9.32

Дано: т; к; до; Р. Найти: Ваш; дан...
Решение. На рисунке 9.32, б изображено положение, соответствую-

Щее максимальному сжатню пружины Ех. В соответствии с законом
изменения знергни

ЕтоЁгдвгвь +-Ё-(11, 21:33 (9.114:

где кс - абсЦнсса Центра масс; 2.: - максимальная деформация пружины;
о.: - скорость Центра масс.

В соответствии с теоремой о движении Центра масс ускорение Цен-
тра масс

Ґо :_. ЁЫТЅс 2т 'Ё 1'

Уравнения ЁННЁМЁТНЁН для Центра масс С г-ІЁТПЫ начапЬ-Нын н Гра-

ННЧНЫІ ШПБНЁІ

ос =ясії {9.1Т'51'

хс--ё. {9.1ТТ}

Решение системы уравнений (9. ІТ4) _(9. ІТТ) относительно ж

її* і+ *с І 4_її'ї (кпк)їїї'її 'ї 44 4.4 ї
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_і-Р Р аЁ от;к - ."Н" 2 41: 4.1: к
Проверка единицы к:

Следовательно, [х] = м.
Минимальное и максимальное расстояния между кубиками равны:

1мин = 111 _:Ін-шкст (9'13п}

1макс =Ітї_2хмнп' [Ё'ІЕЦ

Подставляя {9.І?8) и [9.1?9} соответственно в (9.13Ш и (9.131),
окончательно получаем

Ґ Н_Р _ (_Мпк _
1мин_їІ І Р т

'к .-'

г' *ни 41,1:
:_ 1 __ ч

Іїчакс ЕЁК + 1 Р

,а'

. _і _І_Ы- -і ,_ЫВыводы-241 1 Р ],м,ішш-2Ё[1+ Р ],м.

9.13. Однороднуто доску положили на два одинаковых цилиндри-
ческих катка, быстро вращающихся навстречу друг другу Расстояние
между осями катков І. = 20 см, коэффициент трения между доской и
катками р. = 0,13. Покажите, что доска будет совершать гармонические
колебания. Ппределнте период атих колебаний.

Дано: Ь= 211см;р,= 0,13. Най'пі: Т.
Решение. Если центр доски расположен на равных расстояниях от

обоих цилиндров (рис. 9.33), то доска будет находиться в положении
равновесия, так как при быстром вращении цилиндров между ними и
доской происходит проскальаывание, силы трения скольжения оди-
наковы по модулкт и направлены внутрь. Выведем доску из положения
равновесия, сдвинув ее влево на х. Запишем условия равновесия доски
в вертикальном направлении [в проекции на ось Пуїг и условие равен-
ства моментов сил относительно оси, проходящей чераа точку Ё

Н1+~2'тд=п3 11913211
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(9.1331'

Рне. 9.33

В преенцнн на ееъ [Ьг возникает еезврашатешан енла
Д:-{Ртш-Рт), (ЮВ-41*

где
ет = на; 'де-185:

Решение енетемы уравнений {9.132)_[9. ІЅб) етнаентельна РІ:
Знте

ЕІ' : _ Ь х'

Отегеда
,ї _Ш_

Следеаательне, деена будет еевершать гарменичеенне нелебаннн е
цннпнчееней чаегетей

Ш': 2_І"ІЅ.
а І.

Пернед нелебаннй

Праеерна еднннцы Т:

1Ш= -
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`[Инет де-енв |будет еевершеть гврненнчеенне нелее'еиин е перне-

ден Г=21г іре
*ее

9.24. Представим ееее швлгу, пронизы-
веіещую Зевшъе ивенвевь пе ееи врешени-л+
Раееметрев движение тела, упввшеге в шал-
ту, епределите: 1] время т, нетерее потребует-
ен телу, чтобы деетнчь ее претнвепелеиснеге
иенце; 2] енереетъ теле в центре Зевепт. Зем-
лте ечъпейте едиередиым шерпм (рне. *13%

Дано: Е; = е З'П ны; 3 = 9,31 Щеї. Нвй'пі:
т; е.

Решение. Келебаннй в этей Зедече нет,
не движение теле (иетеривльней течни}

Рне. 9.34 педчинпетев уревнеиинм гврмеинчеенеге
Келебеннн.

1. Оеь Ог евлжем е центрем Земли+ Пележенне рввневееив теле бу-
дет в центре Земли (течнв О).

При емешеиин на гие теле будет дейетвеввть енле

д, =-е МЭШ, (едет)
Ґ

4 згде Мг =ї1тг р; 1191331*
где р - плетнееть Земли.

Рввнедейетвутещаи гревитвцненныи еил, дейетвуюшил ее етерены
ефернчеевеге елев не теле мвееей т, нешллшегеея внутри втеге елев_
равне нулю.

Деневетелветее. РввпЕьем ебъем планеты Земли не тенние еферн-
чеение елеи телшнней ег. Рвееметрнм иенус е мвлым телееным углем
при вершине 1."1. Кенус выреввет нв елея учвегнн плешвднмн Ѕ, н 52
(ем. рне. 9.34). |Силы РІи Гц, действующие ее етерены тениил елеев
ееъемем Ѕідги Ѕдвг не теле мвееей т, Будуг равны:

Р = атрЅддг_

' «Ґ
в! = а_тздш.в?
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Но Ё = ї: = П. Следовательно, Р. = РІ, 1'гго н требовалось доиааать.
1 Ё:

Учитывая далее, что

М3:Є-, {9+ІЁ"З'}в;
4 1титана. (елещ

Решение еиетемы уравнений (9.13Т)-[9. І'Ч'ПІ] отноеительно Е:

тд
гг = -ЕҐ.

Сила Е, - вовврашатошая. Следовательно, тело будет совершать
гармоничееиие колебания е цииличееиой частотой

Ё
шо = _,

т

где коэффициент упругости возврвшеіощей [ивазиупругой] еилы

Период колебаний

т=2_“=2п ,і
шо Б

Противополотииого иоица Земли тело доетигнег через полпериода

1:1:4Е,
Б

1. 1І'а"'рввнение гармонических колебаний:

г= Аеоеіїшпг три).

ННЧЕЛЬННЕ Ъ'ЁЛПВНПІ
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С учетом начальных условий уравнение гармонических колебаний
примет еид

г = НЗ соешпг.
Скорость тела

о = і' = -Нзшп аіп (опт.

В Центре Земли скорость максимально

ІІ,макс =|_НЗШПІ=Щ'

Вычисление:

В1:3,14 Ґд;% диз-их с=о,тоз ч;

сдам-азарт* =т,е1-1оз%

Огни: т=п|,%=0,703 ч.; 11:43:93 =Т,9Ії_м.

9.25. ІП'пределите максимальную амплитуду гармонических колеба-
ний системы, состоящей из двух брускоа и двух неиссомых пружин+
Жесткость пружин 21': и 41%. Масса нижнего бруска т, верхнего - Ши+
Коэффициент трения мехсщгг брїсхами р. В положении равновесия
пружины не деформированы. Трение между нигкним бруском и гори-
зонтальной плоскостью отсутствует+ Брусхи совершают колебания по
горизонтальной плоскости Без проскалъаыааннн относительно друг
друга (рис. 935, пїь
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Дана: Ей; 41%; т; Еле; р+ Найти: А.
Решение. Выведем систему на раенсаесия, сместие бруски на к. еНас-

лируеме бруски, ааамениеиІ пружины силами РІ. и РІ; (рис 9.35, 6).
Етсрсй ааксн Ныстсна а прсекцнн на ссъ Пас

_ДІ_ЕІ:3тд, [94911'

где

гы для; (указу
РД :4ісс. (9*1931'

аЕццсляеме есркний брусск. Егс движение рассмстрнм а неинср-
цнальнсй системе стсчета, свяЗаннсй с ниткннм ІЁ'ърусксм, данткущнмся
е уекерением (рис. 9.35, в). На негр действуют: Земля с снлсй тязкссти
Еле-д, ннткннй брусок с снлсй трения Ёп, н с силсй Ы [нсрмальнсй ре-
акцией). Кроме тсгс, в неинерциальисй системе стсчега на аеркний
брусскдсйстеуст сила инерции Ета.

Запншем етсрсй Заксн Ныстсна в прОекцнн на ссь Пр и сснсансс
уравнение динамики материальной тсчки в неинерциальнсй системе
стечета:

Н-2щ=0; (9.194)
Еще-РТР = П. (9.195)

Выражение для силы трения

ГП, = рН. (9.1915)

Сила трения, как атс следует из (9.194) и (9.195). не мсэкет превы-
шать величины

РТР =ЕЩ. {Ч.19Т}

Елелсаательнс, максимальное смешение брускса ст пслсяеения
ряансеесия

х = хыш = А, {5'.193}
где А - амплитуда, найдется иа ссеместнсгс решення уравнений
[9.1911-ШЛЁШІ

к-Ш.
2:1:

Прсеерка единицы:
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иг-м-м и1'+мІ-с1
А = : :

І: ] сї-Н сЕ-иг-м

Птнат: А =Ш, м.
21:

9.215. Найдитс псрисд малыи ислсбаиий поршни масссй т а гладисм
пилииаричссисм сссудс ссчсиисм 5. Па сбс стораиы паршна иаисдит-
си идсальный гаа с параметрами д., На = Ѕг' и ТЬ (рис. 9.35, с). Прсцасс
считать иастсрмичссиим.

Рис. 9.36

Дана: т; Ѕ; ра; И; = ЅҐ; Т". Найти: Т.
Рсшсннс. Выасдсм паршснь на раанпассии, сдвинуа сгп, напримср,

вправо на малую всличину х (и -ъ П] (рис. 9.36, 15')+ На поршснь действу-
ЮТ ЄШІЫ:

д = а 3; (91991
Рё = ,025. (ЭДПЩ

Запишсм уравнснис спс'шании насальнпгп гааа для наптсрмнчссип-
гс прсцссса [уравнение Бсйлн - Мариспа):

рпЅІ = дЅН-х); (9.2111)

рпЅ! = р25{г' + и). (9.2112)

Рсаїльтнрутсшаи сила, действующая на псршснь,

сча-аъ (ааа)
Рсшснис ураансний {Ч.199}-(9.203} птисситсльнп Д:

_ _ Еда-5! ІІ
д' 'її-ІІ
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Таи иаи л -ъ П, то из 'Н Ії, то величиной яд по сравнению е І* можно
пренебречь. Тогда оила РІ- аоаарашающаа еила:

Е-_ _фд

Коэффициент пропорциональноетн при и равен д: = 255%; Цннли-

чееиаи чаетота собственных колебаний поршни со" =`(Ё=1'2;і5,
т Ш

І'ш
2,905+

период колебаний Т = 21:

Проверка единицы ТЕ

м кг м миг-е2
Т = = .

[ ]= \,Н-м і иг-м с

Ответ: Т=21т ИЖ, о.
2,003

9.212 Вода а открытой трубе, подключенной и воаадт'шномї,г иолпато,іг
поршневого наеоев, выведена на положения равновесия. Пренебрегап
еопротивленнем, определите циипичееиую частоту оп еооственныи
колебаний воды, еелн при равновееном положении длина заполнен-
ной чае-ти трубы равна Ь, разность уровней воды в трубе и воздушном
нолпаие а, объем воздуха в иолпаие равен И., атмосферное давление
,авт Считайте площадь поперечного еечениа иолпаиа 5 значительно
оольшей, чем плошапь з поперечного сечения трубы (5 г з}. На рнеїн-
ие 951, о показано положение равновесия.

П

1гІ

Рас. 9.3?
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Дано: Ь; а; Р'п; рт; 5 Баз. Найти: от.
Решение. Запишем условие равновесия (равенство давлений воды

в месте подсоединения трубы к колпаку, на рис+ 9.312 о атот уровень
обозначен треугольником):

РП +рщн_ь}=датн +ргн1 (9-204)

где р., - давление возлуаа в колпаке інад зеркалом водыї': нп.. - НТНПЩЮРНШ
ДЁВПЁННЁ.

Псь Пх сваисем е зеркалом воды в открытой трубе (рис. 9.371 б'). Вы-
ведем воду из положения равновесия- опустим зеркало воды на мадувз
величину з: (з: -ъ О) и предоставим ее самой себе; она начнет совершать
гармонические колебания. Следовательно, зеркало воды в открытой
трубе опустилось на малую величину к, в колпаке жидкость поднимет-
са на величину у. Величииы х и усвизаиы условием равенства объемов:

хз = уЅ, {9.21}5}
где з и Ѕ - площади поперечного сечении открытой трубы и воздушного коп-
пака соопететвенно.

Вовврашашщаа (квазиупрутаа) сила будет равна:

а =-:¦р+рнв -аыд-[аш +раН-о11. (вто
Процесс сжатии воадуиа в воздушном колпаке - изотермический+

Запишем Закон Бойпа _ Марнотта:
ай =а|а -аЅа (ваза

где р - давление сжатого воздуха в колпаке [Над зеркалом водьп; Е _ площадь
поперечного сечении воздушного колпака.

Решение [подробиоы системы уравнений (9.204}-{9.2Ш} относи-
ТЁлЬ-Нп Ши:

ив (9104;
Ра = Ритм +РБЙД

ив{9.21}5}:
у: в]

а

Подставлаи последнее равенство в (9.207), попучаемі:

1 РаШоЖ-сннс по НШІоъ-Іу параметр-'у с помошью БНнпма Ньютона:

із+ы'=ы+ш"1з+щ_"_“ и'Ша+ _'дтщЁ-Д гвиана,
_І ІІ т

[І-Ё] =1+{І11"Ц +_І:-ЩІ-І}Г"ЁІ[ ]а|+Ё_
*Ъ Р; ІІ и, ип
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-1_ игл = и _Е = Ер д,[1 у] дары] шагает
І'Ъ'д [_Ё п а

1]

Далее, подотавлнн у:Ё и [9.208] 1182061, получаем:

#1, =-д[дп[| +Ё]+рд[Н-Ь+Ё]-[рш +р3{Н-х}:|}:
П

= -Ѕ{{ит +агт[1 +Ё]-(Рш +пат+еа[ Н +Ё]-ед{-Ч - к* =
П П

=-І{{РШ +Р3Ю[1+Ё-І]+рк[Н+Ё]-одІН-хі}=
П [І

Л 5 Д
=-5[І:Рдгц +РЕЫ_+РЁ_-ї+РЅї *_5 (РПН+РЅЁ}_+РЁРГ}=и] Ѕ к.

= -Ѕрд[[й+ш]і +І:|.к.
РЅ И:

НЗ последнего еоотношения оледїет, что коэффициент
квааиупрїтоети:

р вк = зр3[[д+Д)-+І].
Рё І,а

Маееа колебаъошейея воды (в открытой трубе)
т = Ыр.

Цикличеекан частота гармоничеекик колебаний

Ѕрд|ш+ дп" дгі+11
д = 'Эд “ =`ІЁ[(ь+Ш1і+1].шп: _

т Ь'Р Ь ее *Ъ
Проверка единицы:

[Щ] = Пачидде2 = Н-мї'ч:1 +кг+м~е1 =м_
'33 кг-м м2 -кг еЕ-кг

Далее:
Ё

а і" і =м'м =1.
П + Рё ]Рп:| МЗ
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|П'кончательио:

Н 1 -[ш _ =-=с[и] сІ-м с

`Шіггшет шп: ЁПІНШ] +І:| с-1
Ь РБ в

9.28. Паному из лвук шариков массой т каждый, лежашик на гори-
зонтальной плоскости и соединенных нсдсформироааииой пружиной,
ударом сообщают скорость од.. Пружина лопается при растяжении, со-
ставляюшем 11 = 30% максимально возможного в этом случае. С какой
скоростью движутся грузы после разрушения пружины? Трением и
массой пружины прснсбрсчь (рис. 9.33, о).

тші'Ё С
І '2 Н

уп, т'і,...,,т'і уд'і..,дд. 'іудд

а б
Рис.9.38

Дано: т; оп; 11 - 30%. Найти: щ; од.
Решение. Запншем закон сокрансння Энергии в соответствии с тео-

ремой Кен ига:
2 2 2 2июн = Завод` + ишіш + трэш

2 2 2 2
где скорость Центре масс в проекции на ось Ох

опт о" І
т + т 2 `

относительные скорости шариков {относительно центра масс):

Нг-

_ Не.
ІІ"тІоти _ ис _ ис =їт

о_ _ __ о“зам-п І-"'и:'- ї-

Нз предсгавленной на рис. 9.39, б схемы видно, что центр масс
дшпкстсв со скоростью под, а шарики совершают относительно него
гармоничсскне колебания с равными по модулю скоростями под. За-
пишем закон сокрянення энергии для случая, когда пружина макси-
мально растянута (шарики в ато время нсподвшкны):
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Ш газон;

хмщЁ (здшт
Для случая, когда пружина лопаетсн, расгннївшись на 311% ст макси-

мально возможной деформации, закон сохранения энергии нмест ока

где к _ жесткость пружины.

Нз [92%] следует

2 І 2 2
*Шо “то щпхмз 1 2 “Ш_= “с _“'" 9.2 І

2 4 2 + 2 ` [ 1)
где оПтн - скорости шаров относительно Центра масс (модули из равны).

НЗ уравнения (9.21 1) с учетом «(9110) следует

от = %..І1_ 2 = сдан.
в БШТВВТСТВНН В ЗЕКОНПН 'ПЛПЖВННП СКПРОС'ТЕЙ ЕІЁСП'ЛЮТНЬІЕ СКОРП-

СТН равны:

оІ = 0,3110 + ос = 0,3110 + 0,5110 : 0,8110;
и: = _п,Зи'п 'Радзип = О.. 21:01.

Пгнег: о' =П,Зоп Ё; о2 =П,2од Ё.
С С

9.29. Коробка массой М стонт на горизонтальной плоскости. В ко-
робке на прржнне жесткостью 5: подасшсн груз массой от (рис. 939, о]+
При какой амплнтгде колебаний груза коробка начнет подпрыгиеать?

ўіііііііііііігїіў ЁЧХХХХІІХХІХХІХХІ,

М и й М ,4 й
Ё Ё и Ґ, ё Ґ, и

и' И к л',а 1** з А г 'Ё :==.. г. п
и* и* И
Ё: Ё "І Ґ 3:. Ґ Ти* и* ' И н'Ё т Ё ў ьЛ'І 'Ёи* и* А И н'з к й ::::== и ~ «і к'ІІ'І'І

гнлочннннжнлжн: и: т ихххххлчннжннжн ...с 1
Ёышй ЁММЁЫ ч

о о
Рис. ,9.35



БЕН ІІ ГЛДВДЕІ.МЕЕДНИЧЕЄКНЕ КПЛЕЕДННЯ

Дано: М; т; к. Найти: Ат
Решение. Пеь Пх овяэкем о концом нелеформироаанной пруткины+

Начальное раетяэкение пружины накодитея из уеловия равновееия
(оно. 9.39, о]

щ; = кап .

Для того чтобы коробка подпрыгнула, пружина дотокна дейетвовать
на нее е еилон, направленной вертикально вверк н большей еилы тя-
:кеети коробки Му:

кис-21143,

Т.'Е. ПШЖННа ДПШЕ ЁЫТЬ ЕЖЕТЗ На ВЕЛНЧННї

Махг_.
Іс

Если амплитуда колебаний груза А, то

Ме=А- г_.І І" к

ОТСЮДЁ

АЁН'НТШЩ

Ответ: Азщ, м

9.30. Два маленьких шарика А н В, иметощне равные маооы т, ео-
единены мезкду ооЕой недеформнрованной пружиной зкеоткоетыо к.
Ноя оиотема двшкетоя оо окороотыо о по горизонтальной плоскоотн и
налетает на вертикальнуіо етену. В момент времени І = П шарик А на-
коднлея на раеетоянин Ѕ' от етены. Определите интервал времени ,ад
через который шарик А опять окажется на раоетоянии Ѕ от отены по-
еле удара. Удар о е-тенуг ечитать абсолютно упругим. Силами трения и
маееой пруткнны пренебречь (рис. 9.40, а).

Дано: т; к; о; Ѕ. Найти: от.
Решение. На риеунке 9.40, б показано положение1 котла шарик А

приблизился вплотную к вертикальной етене за время

г|_=_ь

и

На риеунке 9.40, а показано положение еиетемы поеле абеолютно
упругого еоударения шарика А ео етеной. Время еоударення намного
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З

Рне. 9.40

меньше периода налебаннй еиетемы, паэтаму модуль енареети шари-
на Е ееталеи неизменным н равным а+

Снетема ешетанавнлаев1 енррвсть центра маее етала ранней нулю. За
время гг, равное четверти периода налебаннй еиетемы

праивашла манеимапьнае ежатне пружины (рис:+ 9.40, г).
Затем таюне ва время, равнае четверти периода налейаннй

гз =ї,4
пружина раепрвмнлаеь, енароеть шарннев енева етала равной т
[рне. 9.40, д).

Паеле пввтариагв еаудареннн ее етенней еиарветь шарика А, аета-
ванеь па медулю танай же, нан и дв евїдареина, изменила направление
на 13121” (рне. 9.40, в).
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Через время

г4=_

и

шарик А снова оказкется на расстоянии Ѕ от стенки (рис. 9.4П, ж).
Таким образом., интервал времени от, через который шарикА опять

оказался на расстоянии 5от стены после удара, равен сумме времен:

аг=г1+гу+г3+гф {9.212}

Период колебаний накодится следующим образом. Поа шарика ко-
леолнотся с одинаковой частотой (периодом) около центра масс. В шо-
Епой момент времени справедливо соотношение {рис. 9.441, а]

х'+к1=:"+.к, (922132'
где к., яд, - расстояния шариков от центра масс; я. - деформация пружины;
1'- длина недеформнрованной пружины.

Днфференцнруя дважды последнее выражение по времени,
получаем

і=ї1+їг (92143.

На ШНРНКН ДВЁСТВЪІ'ЕТ 'ПДНН Н Та ЖЕ Сила, РЕВННН Е- СШТВЕТСТВНН СП
ВТПРЫН ЗНКОНПН НЬЮТП'НН

г=де=ащ=тяъ (яна
ГДЕ Н. _ ТНК ННЗНВНЁМН-Н ПриВЁДЁННЙЯ МНСЩ.

Решение [9т213}-[9.215} относительно р:

Н=ї-

Период колебаний

к:т;=т=2а`]і=1щ,ї,к и
Подставляя зто значение периода колебаний в (9.212), накодим ис-

комое время возврата шарика А в нскодное положение:

ЩЫЁЩ [и]
о 2 Ш:

Птвет:ог=2 Ё+ЕІІЁ с.
о 2 25:
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9.31. Три сщинаисаыи шарика масссй Ет иаишый, сссдннснныс
слинаисаыми пружинами мсстисстыс К, сбраауъст равнсстсрснний
трсугсльнии. ІІїі'инсаърсмсннсг асс три шарика тслинули, сссбшиа им
слинаисаыс пс мсщглъс сисрсс'т, напранлснныс и цснтру трсутсль-
нииа. Чсрса иаисс арсми псслс атсгс пружины Енущгг: І} сильнсс асс-
гс сматы; 21* сипьнсс ассгс растануты? Массами пружин прснсбрсчь
(рис. 9.4] 1 с]+

Ім д; 2:11

2ш

Рис. 9.4]

Дана: 2т; й. Найти: дп; Ыд.
Решение. Рассмотрим пслсжснис систсмы, при истсрсм пружины

сжаты, а шариии движутся сс сисрс-стью у (рис. 'БН-Н,` б). Запишсм за-
исн ссирансиин энергии:

3 2аш2 Нд):2 +3 2 =сспм. ШЗІЫ

Здссь

а =Ё (амп
а'г

На рисунка 9.41Ё б:
х = уссац; (ЧДІЩ
с: = Эт. (911%

Рсшснис систсмы уравнений (9.2163-(9219):
2

Ыу Ш:Эт _ + _ =сспаІ.
[ а'г] 2 у:

Дифференцнрусм псслсднсс уравнснис пс нрсмсни:

ау аду ак дуз ---_ --2 -=с.
т а: си* + 2 уа'г



БТ: ІІ ГЛДВДЕ.МЕЕДНИЧЕСКНЕ КПЛЕЕДННЯ

Далее:
дзу 31:_+_ _ р
а'т? Ёп: 'Р

Поеледнее уравнение _ дифференциальное уравнение гармониче-
екик колебаний. Коэффициент при у:

_ ЗК _ Зіє
Ш -_ В] .

П Ёт ` п Ёп:
Период колебаний

__2_п _Іп 1_т
(он БТ:

1. Сильнее веего пружины будут еткаты через четверть периода:

н 2т т_1)_=1,2н|,_, .2 за а с
2. Сильнвв веето прутшны будут раетануты через три четверти периода:

ы: = Ёп, 311424” =здз`/Е,в4 2 за а
Отвеп І] ендьнее веето пружины будут еткаты через четверть периода:

1Т_т1: 2т=_Т 12І 4 Ё= ЕЁ
Щ еипънее веето пружины будут раетяттът через три четверти периода:

ЗЮЗ-Ёп 2_т=3,851ёе
2 #3* к

9.31. Четыре одинаковых шарика маеоой т каждый, еоединенные
одинаковыми пруакннами зкееткоетыо Іс., образуют квадрат. Пдновро-
менно веем четырем шарикам еообшили оди наковые по модулто еко-
роети, направленные к центру квадрата. Через какое время ноеле атого
пруткины |Будут: 1) еильнее веето еткаты; 2} еильнее веето раетануты'?

Дано: т; а. Найти: дл; до.
Решение. Раееиотрии положение еиетемы, при котором пружины

еткаты, а шарики двиткутеа ео екороетыо о. Запишем вакон еокранениа
энергии:

ТЬ=

2 2ї +4 ЦЁЩ
42 = еопві. (9220:,



5.12. Мвтпднна рвшвннн задач пп дннамнна гарыпннчвсннн Ішлвбнннй і БТЗ

_Ёы_ Ш. (1221:,
На рисунка 9.42 следует

(9122;

І
-
І

'н
І"

г
.

І"

Рис. 9.42

Ппдстнвнв (9.221) н (9.222) в (9.220) с учетом с: = 45°, получим

2

2т[Ё] + 4159112 = тшїгпз'г+
Н'І

Днсїхреренцнруем пшледнее равенство по времени:

ду аду ду4 -_+ЅІс _:П.
т ш ш* у а?

Отсюда получаем днфференциальнп: уравнение гармйннчшннх
колебаний

Ё +Ё): - п
а'гї

Цнішнчеснан частпт-а кплебаннй

ш _ ё
П т т

период нплебаннй

ІЪ = 211: ї
Ёй'



Б'НІ ІІ ГЛДВДЕ.МЕЕДНИЧЕСКНЕ КПЛЕЕДННЯ

Пружины будут еильиее веего ежаты через четверть периода, а рае-
тннуты через три четверти периода:

+13Ё=111Ёд а: =тё =-`Г=зад/_;

Птеет: на=І1=1,111% е; он =3,34Ё е.

Прниеченае: формулу 09220) можно обобщить на случай трек, ше-
ети и тд. шариков.

ті): Ё(2І}2
|П'на Будет иметь вид нТ +пт = еопзг. Угол о. будет равен ео-

ответетвенно 311*т 60” и тд.
9.33. К пружина прикреплена нераетнжиман нить, на которой ви-

еит груз маееой т = І кг (рие. 9.43, а}. ІЭтпєігнван груз вниз н отпуекагд
приводят его в колебание. На какое максимальное раеетоиние (ам-
плитуда колебания) можно оттинуть вниз груз, чтобы при колебани-
нк нить вее время Была натинута'? Коэффициент жееткоетн пружины
к = 0,5 Идем.

Рне. 9.43

Дано: е: = І кг; к = [1,5 Ніем. І-І:аіі'1т|:А+
Решение. ПеьПхевизываем е Землей, начало координат (точка Ш ео-

впадает е нижним концом недеформнрованной пружины (рис. 9.43 о,
позиции Л. Подвееим к пружине на нераетнжимой нити груз маееой
т, пружина при зтом ратннулаеь на за (рис. 9243, о., позиции 2). Запи-
шем ушловие равновееии еиетемы епружнна-нить-грузев проекции
на ооь Пн. Для этого евыдепнема две материальные точки: Точку соеди-



5.12. Методика рашания аадач по дннамнха гармонических колебаний я БТЕ

нения пружины с нитью и груз массой вт+ На первую материальную
точку действуют: пружина с силой Ёха и нить с силой Т, на вторую -
нить с силой Т и Земля с силой тд. 1Условие равновесия:

Т -Ісх :б; (9.223}
тд - Т = П. {9.224}

Оттягивая груз вниз и отпуская затем его, выведем снстему ив поло-
жения равновесия (рис. 9.43, 6, позиция 3,1. Груз будет совершать гар-
монические колебания (отклонения от положения равновесия незна-
чительные, что обусловливает возможность описания воввращаюшей
силы законом Гуна). Запишем второй вакон Ньютона для двух евьше-
ленныхв материальных точек в проекции на ось бх:

Л -Щхп +х)=П; (9.225}
гид-Т] = тих = ті. (9.226)

Решение системы уравнений (Ч.223}-[9.226) приводит к получе-
ниюдифференциального уравнения гармонических колебаний

я+іх=а (или
т

гле Циклическав частота колебаний

Щи = _.
т

Решение дифференциального уравнения гармонических колеба-
ний ШДІ'П имеет вид

х : А(совшпг +ч:|:цдІ 1 , (ЧДІЩ
где А - амплитуда колебания.

Экстремальные положения системы показаны на рис. 9.43, б, по-
внции 4, 5. Максимальное расстояние А, на которое можно оттянуть
внив груз, Чтобы при колебаниях нить все время оставалась натянугой_
найдем, ваписав условие натяжение нити и второй Закон Ньюггона в
проекции на ось |Песлля двух евыделенныхв ранее материальных точек в
момент. когда грув находится в верхнем крайнем положении [позиция
_:їна рис. 9.43, б):

Іг"2 -ххї а 0Ё (9.219)
тд - 'Г2 = таит. (9230:,



БТБ ІІ ГЛДВДЕ.МЕЕДНИЧЕОКНЕ КОЛЕЕДННЯ

Максимальное ускорение колеблюшейса системы найден, лвакщы
проднфференцировав уравнение гармоническик колебаний {БІ.223} по
времени:

=яшё-_яї (9.231)'аа_гнвкс

На рисунка 9.43, о'., позиции 5 следует

= А-кп. ШДЗЩ

Решение системы уравнений (9229)-(9232) е учетом (9.223),
(9.224):

АсЁ.
_ к

Проверка единицы:

[А]_кт-мнн_ кг-Ін -е _м'
е --кг м

Вычисление:

А59*8150,196ы.
І] 5

Ответ: АЅЁЁ ЅІЅ'Бсм

9.34. Тонкий однородный брусок длиной Ь скользит по гладкой
плоскости со скоростыо од., направленной вдоль йруска+ Брусок на-
еоЬкает на обширный шероковатый участок плоскости -їрис+ 9.44, я):
Через какое время ш Брусок остановится, если коэффициент трения
мевшу оруском и шероховатой чаетыо плоскости равен р?

Дано: Ь; оп; р. Найти: Ш.
Решение. Рассмотрим положение, когда на шероковатый участок

плоскости въекала часть бруская: (рис. 9.44, 5). Иа ату часть оруска мас-
сой ва.Г действуют Земля с силой тд (сила тяжести]І шероковатая пло-
скость с силами: Н (нормальнан реакция опорьц и ЕП, (сила трения).
Запишем второй Закон Ныотона в проекции на ось ординат:

М-тхд=0. (ЁЁЗЫ

В горизонтальном направлении на Ібрусок действует единственная
сняа - сила трения, равная, учитывая (Ч.233}_

Р; = РТР = -рН = -ртхрп (9.234)
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х
Ми; тд ""'

Рве. 9.44

Пажеланию задачи брусок аднарадный. Введи линейнїю платнаеть
бруски р, можно Записать

т = рЬ; (9.235}
и:зг = рх. (9.236)

Из уравнений (9.234)-(9.236} получаем

р: = _Шд,
І.

Следовательно, на брусок в горнаантал ы-шм направлении действу-
ет единственная сила - енпа трения. Она является чвезврвщаюшейа,
или еваанупругай енлай. Калебаннй здесь нет, на задача может быть
епнеана е помащью формалнзма тарыпничеенин нплебаний: негати-
цнент упругаетн

Ё =ш$
І.

а Цинпнчеенаи чаетвта колебаний

тада.
т Ь

Прпдалэннтельнеетъ движения бруена да еетаневни ееатвететвїет
четверти пер-нада налебаний

где периад налебаний



БТВ ІІ ГЛДВДЕ.МЕЕДНИЧЕСКНЕ КПЛЕЕДННЯ

С учетпн пп-еледнеш равенства

2 цеі
Предпшажим, -гш еиарветь щ. таиава, чта Бруеаи веей длинвй въе-

Ішл на шершшватый участии (рис. 51:441 в}.
Тпгда нп Втпрпй пплпвн не задачи сила трения РФ = -дщд н, следа-

вательнп, ускорение а, = -ид пптинны. Пп Закат-[ї изменении меиа-
ничепипй Энергии

_-_=-_--+ (9.2311
Из {9.23?} следует

Н'ЧНЁ-ида-
Уравнения нинеиатини для еиараети (шшя случая, иагда и; з:- вді, ):

и=п'-а.г: (9.233)
а = -рд {9.239}

Граннчныч: условии:
г = г"-* (9. 14Щ
и = П.

Решение еиетемы уравнений (9.238)-{9.2-=Ю} птнпеителвнв Ґ:

н _ ц: І.г _ 2 2 --.
Р 3 Нд

Пвлнае время г.. дп остановки брусиа в атам случае

г =.!*'+1\'":-`ІЕ Е+ і-1" на 2 Чиза2 і
Проверка единицы:

І І 1 2[_]_" Е а; [гп]=[1/і]=..}_“
ддІ. г: іІичи щ; м



5.12. Матадииа рашаниа задач па динамнна гарманичаеини налебаний і БТЕІ

Птеет: при епадді. Ґ=Е ,і е;
2 ие

,1, л [еёпинг Ьгп=_-+ _-І е.

9.35. В еплешнем едиередием цилиндре ралиїеем Л еделана
цилиндричееиаи пелееть радиуеем КД е аеью, преиедашей через
сена-,аннаІ радиїеа цилиндра. Определить периед мапыи иелеЕаний
,ТЁ иетарые везниинїт, еели пележить цилиндр на гериаантальнїне
плееиееть и дать ему везмеисне-еть иататьеи на ней Без еиелыиении
Шли" 9.45, л}.

Рне. 9.45

Дана: й+ Найти: Т.
Решение. Для определении периеда малых колебаний предегаанм

раечетнуте медель еледующим образом, Имеется еплешнай цилиндр І
радиїеем Е и дпииай І, платноеть вещества иетарпга +р, и имеете пе-
лпети еплчлшнай Цилиндр Зрадиїсам НД и длиной і, платнпеть Веща-
етаа ката-рта епетаалиет -р [отрицательная маееа}.

Маееа цилиндра І

м1 дате, (амп
ацилиндра 2

н Ё



БЕН ІІ ГЛДВДЕІ.МЕЕДНИЧЕЄКНЕ КПЛЕЕДННЯ

Не {9+241} и (9.242Ъ следует

М2 =_. *(9243)

Выведем цилиндр из положении равновесия и предоставим его са-
мому себе (рис. 9.45, б). Он начнет совершать собственные колейанни
вокруг мгновенной оси вращении С.

Зафиксируем момент, когда Цилиндр 2с отрицательной массой Му
отклонилси относительно оси О на угол ци

Переый метод ,еслиедите+ Запишем основное уравнение вращатель-
ного двиатенни твердого тела (системы двух цилиндров] вокруг оси С в
проекции на ось Ґр (ось ф направлена от нас - см. рис+ 9.45, Щ

_мгде= гсє, (912441
ГДЕ

Н _Ь=ї51пср, (9.245}

НПНВНТ НН'ЕРЦНН СИСТЕМЫ ЦНЛНї-ЩРОБ ПТНП'Г-НТВЛЬНП 'ПСН С

Іс: ІІ-ІІ, (912461,

с учетом теоремы Гтойтеиса - Штейнера и [9243) моменты инерции
І] и Ід равны:

2л =щ; (его)
2тШ. (еще)

32
1І'г*'гловое ускорение равно второй производной угла поворота др:

В :ф '[Ё'Ёд'ІЁ'Ё

ППдеТеелни {9+145}-[9.249} в (9.244) н учитывая малость упІа др

Ѕіптреетр, ШДЕЩ
получаем дифференциальное уравнение гармонических колебаний

.. 43
+_ = П, 925 ]ф тент 'Д }

откуда циклическаа частота гармонических колебаний

[дп =2 і_
42912



5.12. Методика решения задач по динамике гармоншаеиня колебаний і 551

Неиомый период колебаний

Т=2-п='л Від.
ше 3

Етерейметод ранения. Запишем ааион сохранения энергии:

Е"І=|т + Еш = еопаі, (9.252)

где потенциальная энергия еиетемы шшинцров

ЕМт = 1141312- Мдд[Н+Ёео-аср] (9.2531,

н иинетнчееиая энергия вращательиого движения воируг мгновенной
оеи вращения С

-2вт її. (9.2541
Подетавлая (9.253), (9.254} в (БЛЁЅЮ, учитывая (9.143), (9.24Б}-

(9.243), (925011 и Затем дифференцируя $251), получаем дифферен-
циальное уравнение гармоничееиих ишебений $251) и, еледователь-
но, аналошчные выражения для цикличееиой частоты ш" н периода Т
гармонических колебаний.

Ответ: Т=тс ,Ё е.

9.36. Внутри неподвижной оферичееиой чашии радиусом Н мо-
мет двигатьея тоииий однородный етержень длиной Ні 25! так, что он
оетаетея в вертикальной гшоеиоети, проходящей через центр сферы
(рис. 9.46, е). Если пренебречь трением, то етермень совершает нева-
пгяаіопше колебания. Определите ня чаетшу.

Рип. 9.46

Дано: Н, І 'С ЕЕ. Найти: он.
Решение. Запишем ваиои сохранения анергни:

1
І'Ґ'І*Т':':'+лч_рїт =еопац *19.2551



БЕЗ ІІ ГЛДВДЕ.МЕЕДНИЧЕЄКНЕ КПЛЕЕДННЯ

где т - маееа егернсня; Іп - момент инерции тржня относительно оеи.,
проходящей через центр сферы О; равный в соответствии с тсорсмои
Пойгснса- Штейнсоа

1

а =%+тд: если
значении радиуса ги координаты и, как следует ив рис. 9.45, о:

ІІ
г=1Ін~1 _? идет;

и=го -соаеьггаиїё таза;
Учитывая то, что угловая скорость равна первой производной от

угла от по времени:

н что, кроме того, колебания гармонические, тсе. отклонения стерткня
от полоткения равновесия малые, следствием чего

. ІІ 11- - 260ЅШЁссЁ, (Ч }

уравнение [9.255] с учетом {9.255]-{9.26Ш перепишем в виде
2и[и2 _і
б]'2 НЕ 'гг “51._ +т -_=СЁІ' -2 Ф 3%] 4

Дифференцнрїя последнее уравнение по времени, получаем диф-
ференциальное уравнение гармонических колебаний

1 32
4

1-2

о
Следовательно, циклическая частота гармонических колебаний

3 Н
Ф+ ср=П. (ЁШБН

'на
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Проверка единицы:

Второй метод решения. Запишем основное уравнение дннамнкн
вращательного движения стержни относительно осн, проходящей че-
рез Центр сферы П, в проекции на эту ось:

-ттдаіп ср = Іпе, $252)
здесь углоеее рекоренне

а =ф (9.2631*
На-аа малостн угла ц:-

еіп ф ее ср. (92541
Подставлни (9.2631І, (9.2154), [925611 н (9.25Т] в (9.262), получаем

днффсренцнальное уравнение гармонических колебаний 1192611; нт
следовательно, такое же решение Задачи.

9.31 К жестком3,г етержнто, массой которого можно пренебречь,
прикреплены два бруска массами т н Эт, К точке С стержни прикре-
плена пружина жесткостью к (рис. 9.41 о). Стержень может вращаться
вокругточки О. В положеннн равновесие стержень с брускамн накоднт-
сн в Нертнкальном положении. Прїжнна прн атом но Деформнрована.

. А #-4-т ' А*
І 1І| Н _.

Ь те
ї Ё С 14 Ё

Ґ О и а ш ф
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Стержень отклонилн от полоэкении равновесин на малый угол., и он
стал совершать гармонические колебания вокруг точки б'. Енчислите
период атик колебаний.

Дано: т; Эт; к; Длина: Т.
Решение. Выведем стержень с бруеками на полоэкеннн равновесия,

повернув его вокруг точки О на малый угол ср (ср -эЬ Щ ІСтерокень. начнет
совершать собственные гармоническне колебания, циклическуто ча-
стоту которык вычисднм, записан основное уравнений динамики вра-
щательного двизкенни твердого тела вокруг неподвижной оси [точки
О] в проекции на ось ф в дифференциальной форме (рис. 9.41 Щ:

ШЕЁЬР- ҐЬ-Зткёгм Іір, $255)

где момент инерции стержни с бруекамн относительно точки бе
2 2

І:т[%] +Зт[%] =тЬ2; (ЧДбЩ

упругая сила пружины
в? = ггцъ (9.2671

Подставлнл (916151: и (9215?11 в [9.2651і, получим:

сс* с.-ще'а11-їо = тЁча (9.2681
После простых преобразований уравнений (9.26Щ принимает вид

_. йср+[Ё+ Ібт_]ср=[].

ІЕІ'псІода Цикпическаа частота собственник гармоническик

шо- а+і
Ь Ібт

Период колебаний
1

г:2_“=1п(е+і]*.
Шо

Проверка единицы:

Ё = Н _і Ё Н = кг-н =і_ Т=[і]'ї=

|:І':| СІ'Н ЕЕ [І_бт:|= 1.111- с1_м_нг с:=[] с: С.
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П'шет: Т=Ё:11т[і+ *12 с
са.:І І. 16_т

9.13. Затухашщие колебания

Если на ислеблюшуіася систему начнут дейстасаать силы сспрстнале-
ннлІ величина ксгтсрыл сравнима с величиной наазнупругсй силы
Ё = -Е _ тс энергия колебаний уме не Будет пестсяннсй н нслсбаиия
начнут затулать, т.с. нл амплитуда начнет уменьшаться. Такие напеса-
ННН ННЗЫВЕЮТЁП Здтущющдмд.

Запишем атсрсй заксн Ныстсна я случае, легла на материальную
тачку масссй т действует, креме няазнупрутсй силы Д. = -іщ снла сс-
прстналения, прппсрциснальная сксрссти материальной тсчли,

ті:с = -г-.гл*
где г- исэффицнент сслрсгтиаленил:

ад; а:
т_2 _ - Ґ і

гл* а'г
нлн

ЫЗІ І'ії 2
{9.269}

где ян = гд'т; шЁ = сум; частста щ - частата свободных калебаний Без трения,
ее называют таюсе сабстеелншїг частстсй сспиллятсра, а В - коэффициента-тм
затухания.

йтметнм, чтс щ _ частсгта ссбстяеииьш кслебаннй, т.с. частсгта, с
лстсрсй ссаершалнсь бы сясбслные колебания системы а стсутстсне
сспрстивлсння среды [при г= П).

Псилстансвна я (9.269) функции х = а” приаслнт с характеристичс-
сссму урааненніс

л1+2|зл+шё=а тастщ
Кпрнн Этпгп уравнения:

ЅІІН1:-[3Н'\Л52 -ШЁ.

›@П тает
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При не олишком Большом вет-учении (В 'ІІ шп) подкоренное выраже-
ние - отрицательное. Предетавим его в виде (ЕЩЁ, где ш - вешеотвеи-
НЕШ Величина.. равная

ш =1ИШЁ -ВІ . ШДТЩ

Тогда корни каратериотичеокош уравнения Запишутоя в виде:

а, = -а + ап,
1.2 = -ІЗ-ш'ш.

Пошее решение однородного уравнения *(9269) будет:

119.2?31'

І : СІЕІ-Б+±е]г + СІЕІІ-ІЗ-Ішїг = Ё-Бг{с[гіпн + Сага-дом).

Выражение в окобкак мои:но предетавигь в оледуіошем виде:

Сіє'ш + (де-Ш = *(ошшпг + при).
Таким образом, при не слишком большом затухания [_[З < шо] общее

решение уравнения [9.269] Будет:

х=Апе'В*оое{ш-І+грп), (9.2Т411
где АП и от - постоянные, определяемые начальными условиями:

1:0:
х=хп; {9.2Т5}

_ = ип-
гл *

ш '_ чаотота затумпющщ колебаний:

ш =1ИШЁ -ВІ . (9.2ТЩ

График функции (911% показан
на рис. 9.43 для случая ,кд 3* П и ікд'
а'г І:› П. Видно, что ата функция не пе-
риодичеекая. Тем ие менее1 величину
Т= Еиісо называют периодом зонтиком-
щщ: колебаний:

" :г=%+ шатл
шп-ВРне. 9.43
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При незначительном сопротивлении среды (В2 ее шЁ} период ко-
лебаний практически ранен Т= Ёп! со", С ростом коэффициент зату-
кания период колебаний увеличивается.

Мнот-китель АЦ) = Ада-ш перед косинусом в ШД'ІЩІІ называют тиши-
тудай затукающнк колебаний. Пунктирнан линия на рис. 9.43 является
трафиком функции АЦ), причем величина АП представляет собой ам-
плитуду колебаний в начальный момент времени.

Начальное смешение хп определяется по формуле хп = Апеоз три, где
о" - начальная фаза колебаний. Скорость затукания колебаний зави-
сит от коэффициента затухания В.

Характеристики затухания. Кроме коэффициента В затукание ко-
лебаний карактеризутот и другие величины. Найдем время т, за кото-
рое амплитуда колебаний уменьшается в е раз (зто время т называет-
ея временем релаксацнщ: АІІг) =Ме при [31- => ІЗ = 1 ддт. Следовательно,
коэффициент затукания обратно пропорционаяен промежутку вре-
мени т, за который амплитуда колебаний уменьшается в е раз.

Последовательные наибольшие отклонения в какую-либо сторону
от полозкения равновесия образуют тематическую прогрессию: если
А. = ное-Ш, то А; = Ада-'ш-п = ,ат-Ш, Ад, = Ада-быт* = Ада-Ми тл. Таким
образом, отношение значений амплитуд, соответствуюшик моментам
времени, отличаюшимся на период колебаний, равно

Щ: вы". (азтат
АН + ТЪ

Это отношение называют декраиентам затухания (от лат+
аеегетенгат - уменьшение, убылы - количественная характеристика
быстроты затукания,І а его логарифм - лагарафничеекми деиранентам
затухания, т.е+

АП]В =Іп_ = Т. 9.219
А{г+ Т) В { }

Для каракгериегики колебагепьнык систем с затуканием обычно ие-
пользутот величину б, которая имеет постоянное значение для каткдой
системы. Выразив |З через В и Т, можно записать закон убывания ампли-

І'_н_

туды с течением еремени в виде АН) = Апе Т, За еремя релаксации т
'І

1: . -Б- _система успевает совершить Н, :ї колебаний, Нз условия е Т =е 1
получается, что ВН, = 1і |І'Зледовательно, логарифьптческий декремент
знгукания является величиной, обратной числу колебаний, совершае-
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мых за время, в течение которого амплитуда уменьшается в е раз. Для
характеристики колебательной системы также часто употребляют
величину

@'=-=_=_=1І'І.'.|ьіг (9.2Еп1і

называемуто осторожностью колебательной систем ы+ Добротность про-
порциональна числу колебаний Н" совершаемых системой за время
релаксации 'т+

При [З = шо период Т-ъ ос, ее. движение перестает быть периодиче-
ским+ При [З 31- шп. корни характеристическото уравнения (ЁДТЩ стано-
вятся всщсственными и решение уравнения (916% оказывается рав-
ным сумме двух зкспонент:

-М -Бцх : СІе ' + Сде 1*,
где СІ, С: _ вещественные постслянныеІ зависящие от на-

д; чальных условий;

1' система, выведенная из положения равновесия,
возвращается в исходное положение, не совершая
колебаний.

На рисунке 9.49 показаны два возможных способа
Р'ш- 9-49 возвращения системы в положение равновесия.

9. 1 4. двтоколебания

При затухаъоших колебаниях знертия системы расходуется на преодо-
ление сопротивления среды. Если восполнить зту убьшь знертии, ко-
лебания станут незатухаюшими. Пополнение знертин системы может
осуществляться за счет толчков извне, однако зти толчки должны со-
общаться системе в такт ее колебаниям, в противном случае они могут
ослабить колебания и даже прекратить их совсем+ Можно сделать так,
чтобы колебліощаяся система сама управляла внешним воздействием,
обеспечивая согласованность сообщаемых ей толчков со своим движе-
нием+ Такая система называется овмоховвботааьной, а совершаемые ей
незатухатошие колебания- автокоавбаниями.

В качестве одной из простейших автоколебательных систем рас-
смотрим устройство, изображенное на рис. 9.511 Гибкая упрутая ли-
нейка зажата одним концом неподвижно. Если оттянуть свободный
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конец линейки вннз и затем отпустить, линей-
ка начнет совершать затуыатошне колебания.
Колебания моткно сделать незатукатошимн,
направив на конец линейки струйку воды так,
чтобы струйка задсвала линейку в тот момент, '___-3:1
когда она накодится в веркнем крайнем поло-
ткении, 1І'г*',ІІ.-вры струйкн о конец линейки вос-
поднятот убыль энергии колебаний, обуслов- Рнеддс
леннуто трением.

В качестве второго примера автокопебатепьной системы рассмотрим
часовой меквнизм. Мвятт-тнк часов насазксн на одну ось с наогнутым ры-
чагом - анкером (рис. 9.51). На концак анкера нметотся выступы спе-
цнальной формы, называемые палепамн. Зубчатсе кодовое колесо на-
кодится под воздействием цепочки с гирей иди закрученной пружины,
которые стремятся повернуть его по часовой стрелке. Однако большуто
часть времени колесо упирается одним нз зубьев в боковуто поверкность
той или иной падетты, скользящей по поверкности зуба. Только в момент,
когда маятник накодится вблизи среднего полоткення, палетгы перестают
претршть пугь зубьам и кодовое колесо проворачивается, толкая анкер
зубом, сшльзящим своей вершиной по окошенному торпу падетгы. За
полный шгкд качаний маятника {за Ош, маятника
пернощ кодовое колесо проворачи-
вается надвивуба, причем Шин из
палетг получает по толчку Через по-
средсгво вгик толчков за счет внер-
гии поднятой гнрн или закрученной
пруткины и восполняется убыль
Энергии маятника, Возникаюшіш
вследствие трения.

9.15. Вынужденные колебания
Пусть кодебатедьная система подвергается действито внешней силы,
нзменятошейся со временем по гармоническому закону:

1Ё,=г`~',',сосс:г-а', ЕЩБН
где Н». - амплитуда выиувшаіошей силы; м - ее частота.

В атом случае уравнение второго закона Ныотона имеет анд

од.: оїкот? =-Ісх-гЕ+ Дсозш-г. (9.2321'
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Еведя ебввначения ІІЗ = гіт, шЁ = Щит, Быт =_|ҐЬ, педучим уравне-
ние, епиеываіешее вынужденные колебания:

2
ЁТ+ЗВЁ+атЁх= _;Бевеш--І' *192331

Уравнение [9.283їг - нееднереднее. Еге ебшее решение:

Іпн = Іш + Ічн _

Как ны уже внаем, общее решение еднереднеге уравнения

и,ю : Апе'ш еее(ш' -г + при),
где [вът , АО, чрп - преиавельные пеегеянные.

Чаетнее решение нееднеррднеге уравнения 129283) ищем в форме
х: Мееегв-Н Меіпш-г. (923%

Ппдетавляя ате` выражение в иехеднее уравнение 12923311, находим
М н Н [ниже приведитея подробнее решение):

Щ ІЕ=-шМ'днпгш'+е1ы'и'ееее1и';

ЁЁІ 1 1 1Ё=чш МееЅшг-ш Нешшг.

Педетавяяем эти значения первей н втерей прбнаведныя в уравне-
ние (9.233):

-шІМееешг-шдМеіпшг-Юшмеіпшншш Нееешг+
+ шЁМеееш-г +шЁНеіпш¦ = Д, ееешг,

-шЁМ+ЁВН +шЁМ =}Ь;
-шЕМ-ЁВШМ+шЁН ='І:І'+

Решение этих двух уравнений етне-ентельне Ми М:

ЩЁШЁ--ШІІ' _ д = ЁІЗШЪ
М}1+4|32 11 (ЩЁ _ш1]1+4 еше

Прежде чем педетавить атн значения Ми Н в {Ч.ЕЕ4}, введена невые
пеетпянные А* и чт", пешежив

М = А'еіпср'; Н = Жерар",
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'Где
'І * м шЁ _шІ

А: диз-РНЕ: з 'Ё зз;13ф=ї=п`(наш-ш }+4В со 2.51”
Тогда частное решение неоднородного уравнения нозкно Записать

в вице
кчн = А' зіпср' -созсзг+ А'соеср' ~зіпшг = А' зіп(си +ср*}.

РІ окончательно:

= л] з'п т+ '. 9.235хин 4{шЁ_Ш2)І+4ВІшІ І [ш ф] с: 1.

Пбщее решение уравнения (9.233), равное к = хш + дет, имеет вид
І;

41:11:15 -шїЁ +=І[32ш2

Первый член суммы представляет затукаюшне колебания: при уве-
личении т он убывает, и следовательно, через некоторый промежуток
времени главное значение будет иметь второй член, определяющий
вынужденные колебания. Частота о зтнк колебаний равна частоте
внешней силы Ні).

Итак, уравнение [9.235] описывает установившиеся вынужденные
колебания+

Исследуем зависимость амплитуды вынужденных колебаний дан-
ной системы (т.е. системы, у которой зафиксированы значения шп и Ы
от частоты вынуждаюшей силы ш.

С зтой целью исследуем на зкстремум полученную зависимость
А - Іаовўн

к = Аде'ш сое{ш'г+срп] + Ѕіп(а:ь.\` +{р'}. (9.2351'

А = Л* .
`'((пвё -шЕҐ' +-=І~|321:а2

Чтобы найти зкстремум этой функции1 найдем зкстремум подко-
ренното выразкення. Частоту, соответствующую экстремальной, обо-
значим шр:

»даззть

о'
ЕЬЁШЁ -ШЪІІ +4В2ШЁ] = п;

здшЁ -шїц-зшдыр* -зыр =в~ 4ш3шр+4ы1+зрїшр =с=ь

Н шр =ЕІ; аІ=АІ1 =Е=щ=ї - в этом случае колебаний нет и
П П

смешение равно статической деформации под действием постоянной
валы (Н: = Мик
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2] пер = дҐшЁ - 251 - знак минус физического смысла ие имеет, так
как частота не мозкет быть отрицательной.

Еычнсляем вторуто производнуто:
е

Ытер

Подставляем стода значение вычислеииой выше зкетремальной
частоты:
мед ние: -щзшвег =еь5 -24в1 +ев1 =еь$ -мвї же: -щурье
Следовательно, при значении частоты вынуждатошей силы

[-4шёшд +4ші, +3|31шр} = -4шЁ +12теї,+Ё›ІЗ-І+

пер = ...їішё - 252 значение зиаменателя выражения (9.28?} минимально,
а амплитуда максимальна:

Ґ .»от = П 2 ,
ЁтбшпіІ-[і]

Ше
А і 1 (923311

шЁ '_ 1 з І

ше Шо

Представим с учетом полученных результатов исследования зави-
симость в графическом виде (рис. 9.52). Резоиаисиая частота оказыва-
ется меньше частоты собственных колебаний системы. При малых В
резонансная частота практически совпадает с ш". При стремлении ча-
стоты вынузкдатошей силы кбесконечиости, т.е. при ы до мп, амплиту-
да А, как видно из (9.283), стремится к нулю. При ш = б, 'се+ при дей-
ствии постоянной внешней силыІ величина А равна _;ЪҐШЁ. Если
А д В' < В: е: Ві подставить сюда _;Б = РОКШ н [её =к;"т,

В. получим АП = Гмк. Это есть статическое
смешение колебательиой системы из

В: полоткения равновесия под действием
постоянной силы РП.1 Амплитуда колеба-

й` В* ний в резонансе тем больше, чем мень-
-~"- ше постоянная затухания В.

С явлением резонанса необходимо
считаться при конструировании машин
и сооружений. Например, собственная

гневе: частота колебаний крыльев самолета,

с;
ч-ІЕ

Тч

Ё/
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корпуса корабля дотокны отличаться от частоты колебаний, которые вы-
эыаает еинт корабля или самолета+ В противном случае возникает ката-
спас-фо+ Являясь иемелательным а работа меканиамоа, реэонанс - это
основа целой отрасли фиаикн - оадиоэлектронн[от+

Задача 9.38. Энергии эатукаіошик колебаний маятника, происходя-
Щик е некоторой среде, эа время г= 2 мин уменьшилась в н = ІІШ оаэ+
Ппрелелите коэффициент сопротивления, если масса маятннкэ
т = [1,1 кг.

Дано: г= 2 мин; в =1ІЮ раз; т = 0,1 кг. Найти: г.
Решение. Коэффициент сопротивления гсвяэан с коэффициентом

затухания [5 и массой тела соотношением

эр=і.
т

Чтобы найти величину коэффициента эатуканиа [5, эапншем выра-
лкеине для амплитуды эатунвюшик колебаний:

А = лог-“ї {э.ээщ
Энергия колебаний пропорциональна кеадрату амплитуды. Следо-

вательно, обоэначнв начальную и конечнуіо энергию колебаний Не. и
Щ можно записать:

падает

РР,- 2п:їп=%=у%=л_ (9.291)
Решение системы уравнений (9.239}-{9.29І) относительно иско-

мой неизвестной г[подр06ное решеннек
Ґ_:

А? :л =¦~ ЕЕ” :л

Авг-Ё
Логарифмируя последнее соотношение, получаем

г 2т~ Іпл
Ёт І І

Проверка единицы:

г=1пл=>г=

[г]=Е.
с

Вывод: эадачв решена верно.
Вычисление:

1-0 1-13 кг='_=е еезе_.
г 120 " с

от: тыщшланг.
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МЕХдНИЧЕСКИЕ ВОЛНЬІ.
РДСПРОСТРДНЕНИЕ ВОЛН
В УПРУГИХ СРЕДАХ

10,1 , Основные характеристики
волнового движения

Если в каком-либо месте упругой {твердой, жидкой или газообразной}
среды возбудить колебания ее частиц, то вследствие взаимодействия
между частицами вто колебание начнет распространяться в среде от
частицы к частице с некоторой скоростью о. Процесс распростране-
ния колебаний в пространстве называется волной.

Частицы среды, в которой распространяется волна, не переносят-
ся волной, они лишь совершают колебания около своих положений
равновесия. В зависимости от направления колебаний частиц по отно-
шению к направлению, в котором распространяется волна, различают
продольные н поперечные волны. В продольной волне частицы среды
колебаютса вдоль направления распространения волны. В поперечной
волне частицы среды колеблются в направлениях, перпендикулярных
к направлению распространения волны. Механические поперечные
волны могут возникать лишь в среде, обладающей сопротивлением
сдвнгу+ Поэтому в экндкоя н газообразной средах возможно возникно-
вение только продольных волн. В твердой среде возможно возникно-
вение как продольных, так и поперечных волн.

Внешние тела, вызывающие возмущение упругой среды, называ-
ются псгпочнпкеьнн сцен. Распростриннясь от источника, волновое дви-
зкение охватывает все новые и новые участки упругой среды+ Геометри-
ческое место точек, до которыхдоходнт колебания к моменту времени
г, называется фронтом волны. Расстояние, которое проходит волна за
один период колебаний Т, называется длиной волны ,Те (рис. [111]. Если
скорость волны обозначить о, то

1=оТ. [ЩЦ

Точки среды, отстояшяе друт отдрута на расстояние, равное длине
волны, колеблются одинаково, т.е. а одинаковой фазе. Геометричеекое
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І'р'Ц Т ІІ

+11 ›-+ч\--- -------7їі` +11

п ¦ ¦ п

Рис. 10.1

место точек, колеблюшихся в одинаковой фазе, называется волновой
поверхностные. В каждый момент времени имеется множество таких
поверхностей, тогда как волновой фронт, также являющийся волно-
вой поверхностью, только один.

Волны можно классифицировать по виду волновой поверхности.
Пяосхвми (сферических) волнами называются волны, у которых вол-
новой фронт представляет собой плоскость ІІс,°›г1,'›еру). Сферические вол-
ны создаются точечным источником, который равномерно по всем на-
правлениям на расстояниях Ь їх Іь возбуждает колебания среды.

_, = п Найдем вндфункции ё в случае плоской волны,
предполагал, что колебания носят гармонический
характер. Для упрощения направим оси координат
так, чтобы ось хсовпала с направлением распро-Н"

І_ ш. странення волны. Тогда волновые поверхности бу-
~ дуг перпендикулярны к оси х и, поскольку все точ-

ки волновой поверхности колеблются одинаково,
Рж- "1-2 смешение ё, будет зависеть только от х н г:

Ё=Е.›{хап'

Пусть колебания точек, лежащих в плоскости х= 0 (рис. І [1.2] , опи-
сываются уравнением

Ё{П,.г}= Асозсо+г.

Найдем уравнение колебания частиц в плоскости, соответствую-
шей пронзвольному значению х. Для того чтобы пройти путь от пло-
скости х= П до зтой плоскости, волне требуется время

т = -
в

где в _ скорость распространения волны.

Следовательно, колебания частиц, лежащих в плоскости х, будут
отставать по времени на 1: от колебаний частиц в плоскости х = П, т.е+
уравнение колебаний нх имеет вид
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Дал) = Асоаои-т] = Асоао[г -Ё].
о

Итак, уравнение плоской волны аапишетсл следующим образом:

а: Асоаа[г-Ё]. под

Величина Е, в {Ш+2} представляет собой смещение любой из точек
с координатой х в момент времени І. При выводе формулы ШПД] мы
предполагали, что амплитуда колебаний всек точек одна и та тке. Е слу-
чае плоской волны это наблюдати, если энергии волны не поглоща-
етсл средой.

Зафиксируем какое-либо значоние,і фазы, огоищей в уравнении
(1112), положив

а_~,[т-ї]=т:апо+ (шаг
о

Соотношение {Ш.З} дает связь между временем г и тем местом к,
в котором аафиксироваииое значение фазы осуществляется а данный
момент. Опроделнв вытекаюшее из него значение іхд'а'г, мы Найдем
скорость, е которой перемещается данное значение фазы. Продиффе-
ренцнровав выражение [10.2), получим

Іозона,
Н'

откуда

Ё - аот _ `
Таким образом, скорость распространении волны о в уравнений

[10.2) есть скорость перемещении фазы, в связи е чем ее называтот фа-
зовой скоростью. На “0.411 следует, что скорость оштны полоткительна.
Следовательно, уравнение [ 10.2) описываетволну. распространатощуто-
са в сторону возрастания х. Волна, распространиюшааси в противопо-
лоікном направлении, имеет вид

[полу

12,: Асоаш[г+Ё]. [ІП.5}

Действительно, приравнав конетаито фазу Волны [Ш.5} и продиф-
ФСрснцировав, получим
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Ё _ _
а'г _ и*

откуда и следует, что волна {Ш+5} распространяется в сторону убыва-
ния к,

їравненито плоской волны моткно придать симметричный относи-
тельно г и х вид, Для зтого введем так называемое волновое число к:

від.,а
РІз ІІ Ш. І } и ІІ ЩЫ следует, что иолиовое число к и фазовая скорость о

связаны соотношением

или

о]о =-. ІПҐІ'
к і ъ

Заменив в уравненин [10.2] о его значением ШПД) и внеся в скобки
ш, получим уравнение плоской волны в виде

Ё: АсозІшг-кх), “031.

1Іу'гицвнеиие волны, распространяІошейся в сторону убывания к, бу-
дет отличаться от (10.8) только знаком при члене кх.

Теперь найдем уравнение сферической волны. Прелполояшм, что
фаза колебання точечного источника равна ш-І. Тогда точки, лежащие на
сферической волновой поверкности радиуса г, будут колебаться с фазой
ш(г - гу'щ [чтобы пройти путь г, волне требуется время т = до). Ампли-
туда колебаний в зтом случае, даже если знергия волны не поглощается
средой, не остается постоянной - она убывает с расстоянием по закону
І _!г. Следовательно, уравнение сферической волны имеет вид

б: Ёстарт-5), [ШЬЧ
1.?Ґ

где А - постоянная величина, численно равная амплитудс на расстоянии от
источника, равном единице, [А] =м-м.

10.2. Волновое движение в среде. Звук

10.21. Скорость звука в твердом теле

Если в каком-либо месте упругой среды возникла деформация, то по
ПрЕКраЩЕї-[НН ВНЕ-ШННІ НПЗДЕЁСТБНЙ ПНЕІ НЕ ПШВТСП На МЕІЗТЕІ, В. РЕС-
ПРПЕ'ШЁІНП'ЕТСЛ Н СРЕДЕ- ЕП ЕЁЕІ НЕПІ[ІІРІ'ІШ'ТШ-П'ІШ'Е+ В ТНКНІ ШІЪ'ЧНЯІ ШЕП'ПНТ
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о распространении в среде упругих деформаций или асан. Если упругие
волны, распространяясь в возщ'хе, имеют частоту в пределах от Іб до
ЕП ШЮ Гц, то, достигнув человеческого уха, они вызывают ощушение
авука. В соответствии с атим упругие волны в любой среде, имеющие
частоту, ааклюненнуто в указанных пределах, называют звуковыми есл-
нднл или просто звуков. Упрутне волны с частотами, меньшими 16 Гц,
нааывают инфраавуком; волны е частотами, превышаюшими Ш ППП Гц,
нааываіот ультразвуком. Инфра- и улвтраавуки человеческое ухо нс
слышит. Примерами могут слуткить звуковые волны в твердых телах,
хошкостах или газах.

Баз-кным вопросом является вопрос о скорости распространены
упругих воднущеннй.

Рассмотрим распроотранеиие продольной волны и определим
скорость распространения импульса в длинном упрутом стерткне,
по торцу которого мы ударяем молотком, и определим скорость рас-
проотранения импульса. Этот удар вызовет двиткение частиц приле-
ткашего к торцу олоя стсрткня. Двиисснис частиц первого слоя вызовет
деформвцню следующего слон стержня. От слов к слою (с конечной
скоростыщ будут передаваться деформации сткатия и скорости частиц.
Предполомим также, что при распространении импульса сжатии ско-
рости и деформации локализованы в тонком слое стержня толщиной
ах, площадь сечения которого равна 5, и во всем атом слое скорости
частиц одинаковы, а деформация олнородна. Тогда при двнткенин ча-
стиц, передающих импульс, масса всех движущихся частиц равна

ат=р15сщ (Ш.Ш}

где р1 _ плотность стержня в области сжатия.

При распространении деформации сзкатия движется только им-
пульс сткатия, а не вся масса стержня.

Если плотность недеформированного стерткня обозначить р, то на-
менение плотности стержня в области сжатия до = р. - р и масса дви-
'хтушейся области сткатия равна

ат=др5ах. [ШИН

Импульс, который переносит деформации и распространяется со
скоростью в, равен

драма. палат
ИЗМЕНЕННЕ ПЛПТНПСТН СТЕРЖНЛ В ПЁЛЁІЁТН СЩТНН, П'ЕрЕНПЕНМПЕ

импульсом, ар = ср, где в - относительная деформашія сасатия.
Следовательно,
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др = Ѕвирдх.

Тан нан Ш: - вы, где Ш _ премеяеу'шн времени , в течение нетерпге
импульс пренедит путь ах, те

др = Ѕзпгрш.

Если в начале премежуч'на времени Ш начале- двшиущейся ебля-
ети сжатия преяедиле через ивнее-пиб-б сечение, Те Зв время Ш через
З'Ш сечение пР-Пйдет весь импульс, т.е. н ипнцу премеиіуч'на времени
д.: фреит импульса Ібудет наяедитьея на расстеянии ш: впереди рас-
сматриваемеге сеченияІ а иенед ебласти сжатия будет преяедить через
зте сечение. В ееетвететвии е заиенем изменения импульса изменение
импульса справа ет рассматриваемеге сечения деляене быть равне им-
пульсу упругей силы, действующей се стереяылевей части сечения на
правую:

і-а:=п~Ѕ-дг=Ее-Ѕ+аг_ (10.13)

где напряжение в стержне е = '515 связане с медудем Юнга Е сеетнешением
п = Ев.

Прирявнивая (НПЗ) н (1013), получаем

Ее-ЅьдІ=Ѕ-Ш-е~р-п2, (ПН-Н
етиуда

в= Ё.[Ш.15}
р

Сиересть звука зависит ет упругих свейств и плетнести стержня.
Для бельшинства металлев значение медуля Юнга Е изменяется в пре-
делая Е = Шш- Ш" Па, а плетнесть р = Ш- ШЗ юу'мз. Сиересть звуиа в

[пп 3 Нметаллаяравнапеимерне в: ЕЦБ Ё.

10.23. Осер-есть звука в жидкости и газе

їпругая велна в газе или Шиести представляет себей распрестраня-
ющуюся в прпетранстве песледевательнесть чередующихся ебластеи
сжатия и расширения. Рассматрим, иди мемет везниинуть иратиев-
ременный импульс в шести или газе. Представим себе бельшую
пластину, пемешенную в асидиесть или газ (рис. Ш.З} Сиересть зву-
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ка в жидкости и газе вычислнм на основании зако-
на изменения импульса. Сообщнв плас'гине Быстрое
нормальное перемещение, мы вызовем в прилегаю-ї

¦ ¦ : : : Щем слое жидкости или таза сжатие и вследствие
і і і і і зтото повышение давления на величину др и повы-

_ ¦ ¦ ї 3 3 шение плотности на величину ар. Сжатие и движе-
вна таз ни* “ЗППП будет Пчгсданатьса етслоа к слона, Сжатал

жидкость или сжатый газ расширяются и вызывают
сжатие прилетающего к нему слоя. Этот процесс распространяется
дальше+ При распространении сжатия массу от жидкости или газа,
прокодящик за время Ш через Площадку Ѕ перпендикулярно направ-
лению распространения волны, можно определить в соответствии с
соотношением

,от =ЬрЅпШ, [Ш.1|5}
где р - плотность Шшкости или газа; о - скорость распространения волны
сжатия.

Следовательно, изменение импульса

лиш =арза1ль папу
Это изменение импульса вызвано избыточным давлением др и рав-

но импульсу силы за тот же интервал времени от:

диш=ГШ

льваїлт = ддЅдг. (ш. 1 а;
`Югтсюда скорость распространения вшгны сжатия (звука) равна:

а: Ё. нашу
Скорость импульса определяется только тем, как изменяется плот-

ность среды при изменении давления. Поэтому всякие оыстропере-
менные давления в жидкости или газе, и в частности звуки, распрп-
страняются всреде вбольшинстве случаев с той же скоростью, с какой
распространяются отдельные импульсы.

Например, для воды при изменении давления на І ат
(1,013 + Шї' Па) вода сжимается на 5 + 105 своего объема, а плотность
возрастает на 5 - ШГ5` кгімз. Подставляя зти значения др= 1,013 + 105 Па
и др = 5 * ІІІІІ-2 кгімзі в формулу (10.1), получим:
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1 _ 1,013-105
_ з-ш-1

Строго говоря, при зтия расчетая следовало Бы принять во внима-
ние, что упрупіе свойства среды зависят от температуры. Это обстоя-
тельство играет роль даже тогда, когда температура среды в среднем
остается неизменной. Дело в том, что при Быстром сжатии среды вы-
деляется тепло, которое не успевает распространяться в соседние ооъ-
емы. Правда. для воды зто обстоятельство не играет заметной ролиІ но
для газов его необходимо учитывать. Так как при повышении темпера-
туры сжнмаемость газа уменьшается, то зто обстоятельство приводит к
увеличению скорости распространения импульса по сравнению с той,
которая имела бы место при неизменной температуре. Сжатие газа Без
отвода тепла носит назнние аднабатного сжатия, при котором связь
междуг объемом и давлением дается уровнением Пуассона

=с,зсзь- нет мгле, или в а 1413 не.

р УТ = сопзІ1 (ШдЩ
где у - СРКСР имеет несколько различные Значения для различных газов. Для
воздуха у - 1,4.

Так как плотности обратны объемам1 то

к=ж
в* её

_ т т-І

откуда р=д1тр и др:у%рт'[ор= -Ё-р-Нд'р.
рІҐІ ре О рт]

т-т
Если изменения плотности неаелики, то % ыІ и

Ра

ї-Ё от? (шзн
о

Следовательно, скорость распространения импульса (скорость
Звука]

и: То, нада;
где дп и ре- соответстаеннодавление я плотность газа при средней температуре.

Учитывая уравнение состояния идеального газа (уравнение Кла-
пейрона - Менделеева}
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видят, 11131231
р.

выражению длл скорости звука в гавс [10.2211 можно придать дртпгю
Форма:

о: ,тЁ 1 111012411

Для воздуха, например, при нормальных їолоьинв (г = П "С, р =
-1,п13-1п5пщ

101114 -1 КГ Дж=_, 2385- о ;=К 831 ,
рпн=1ньолмоль-К

Щи раіт-=`ІтдТТ= 14 83]_'ЁТЁҐ-332 Ё.звззш 11

10.3. Энергия волн

Пусть в некоторой среде распространяется в направлении осн х пло-
ская волна

цитаты-11111. (10.1511
Волны, распространввсь в пространстве, переносят с собой энер-

гито. По мере продвижении фронта волны все большее число частиц
начинает совершать колебатсльное движение. Энергия от вибратора
врастсцастслв все дальше и дальше. Энергия нолсбаний одной частицы
складывается ив кинетической и потенциальной энергий

ЕЕ: МЕ): +ЩШЕЁЁТ' =
2 “0126)а с 2 1 с 1

=ШЪА віпЧшт-ісхнш А сов2(от-ісх)=ш '4 .

Есл н рассматривать сразуг несколько частиц, То
1 2вьщ, нато

где ам- масса Н частиц.

Частнцы занимают объем ЬР'. Равдслив оЕ на ор, получим плот-
Н'ПСТЬ ЗНЕРГНН БСІ'ЛНПБПШ ПШ
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за" ада:
н* =_= Ра У 2

Плотность зиергии волнового поля пропорциональна плотности
среды, квадрату частоты и квадрату амплитуды. Подобная зависимость
имеет место не только для незатухаьошей плоской волны, но и для дру-
гих видов волн {плоской затухаьощей, сферической и т.д.]. Этот вывод
носит общий характер.

Итак, среда, в которой распространяется волна, обладает допод-
ннтедьным запасом энергии. Эта знергия доставляется от источника
колебаний (вибратора} в различные точки среды самой водной; следо-
вательно, волна переносит знергніо.

їмноткив скорость волны о на плотность зиергии поля и, получим
величину, характеризующуіо перенос энергии волнами,

Еще. назад

. раза;

Величина Ё называется плотностью потоке энергия - это количе-
ство знергии, переноснмой волнами за единицу времени через единич-
ную площадь, перпендикулярную скорости распространения волны+
Этот вектор был впервые введен в рассмотренне выдающимся русским
физиком, профессором Императорского московского технического
училища НА, ІІтгмовьгм (1846-1915) и называется сектором Умоео.

10.4. Отражение одномерной волны.
Стоячне волны

Волна распространяется вдоль шнура или упрутого стерткня до его
конца, затем происходит отражение, н волна идет назад+ Пусть знер-
гня волны не теряется (нет затухания), так что амплитуда отразкснной
волны равна амплитудс исходной+

Рассмотрим некоторую пронзвольную точку с абсциссой х+ Через
нее проходят две бегущие волны, распространятошнеся вправо и влево
(рис. "1.4, о). Падатощая на праграду волна и бегущая ей навстречу от-
разкенная, налагаясь друг На друта. датот стоячуто волну,

Запишем уравнения двух плоских волн, распространягощнхся в
противоположных направлен нях:

ё] : АВПЅЁШІ_ЁІ};

а: : АСПЅІШҐ+ЁІ1І+
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Ґ 1" 'Чьи `\/\' `/\Ґ \/\
-ї ї і.

х Ы

а Е

Рис. [0.4

Силадыван зти уравнения и преебразуа результат пп формуле дли
суммы лизгсинудтев1 получаем

ё=ё1+ё2 : ІАсезісх-сезшг. {Ш.ЗП}
Заменив Велневес числе І: еге значением ЗиЛ. (і: = Вид), выраже-

нивз {Ш.ЗП} мемнп придать следующий вид:

5:[2Асе52лЁ]-севш-с “ЦЗН

Уравнение (10.31) и есть уравнение егеичей Вштны. Нз нете сле-
дует, что в каждой тпчие стпачей велны прписледат иелебанил той
же частеты, что и у встречных вштн, причем амплитуда оказывается
зависащей стх:

амплитуда = |2Аеш2иї

Втвчнал, где

х2иї=±и л 01:03 1ІІ 2,...}, {Ш.32}

амплитуда ишебаний дестигает максимального значении 2.4. Эти теч-
ии называются пучнастамл стадией швы. Из условии (10.32) пелуча-
ются значения абсцнсс пучнпстей:

пучнл =±пэ2-" (п=0, 1. 2....11. {Ш.33}

Втвчнал, где

зпї =±{п+%у= (а =д 1, з. ...1, нам:

амплитуда колебаний обращается в нулъ. Эти тпчин называются узла-
ми стадией ванны. Течии среды, наделаЩиеел в узлал:І иелебаиий не се-
вершатет. АЕсЦиссы узлев епредешіютеи выражением
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з.- =±[ь+і]%. пазы
“л 2

Ближайшее расстояние между такими точками ІБудет (рис. 10.4, о):

к._х,=%{рл+%]_[л%]}=і,±
Что будет в той точке. где происходит отражение: пучность или узел'?

Это зависит от того, свободна зта точка или закреплена. Путь, напри-
мер, шнур привязан к гвозлю, вбитому в стену. Гвоздь не мозкет двигать-
ся, следовательно, в результате сложения падающей и отражениой волн
в атом месте должен получиться узел (рис. 111.5, а). Если экс волна идет
по шиуру, который на конце не закреплен, точка, где происходит отра-
зкение, свободно колеблется и в ней Будет пучность (рис. 10.5, б).

-Іп-

/ ЙҐ ні-? г -

\/` щк
ч-Чн.

о б

Рнс. 10.5

В первом случае волна, дошелшая до точки отражения вперед гор-
Еюм, пойдет назад вперед впадиной (пунктир на рис. 10.5, а). Пиа как
Бы потеряла половину волны. Поатому зтот случай называют отраже-
нием с потерей подшолиы. Но втором случае (рис. 10.5, 5) Волна н после
отражения пойдет вперед горбом, и говорят, что отражение происколит
Без потери подшшны.

Полезно запомнить, что отражение с потерей полуволны проис-
кодит от Более плотной среды (стены), а с отражением Без потери по-
луволиы - от менее плотной.

Если колес'шюшийся шнур, струна или стерзкень закреплены с
двуи сторон, то на ик длине Ідолжно умсшеться целое число полузолн
(рис. Шок

так; или з=2ца пазы
Такие колебания называются собственными и зозоуясдаются наи-

Более легко (резонансноЪ. Пни могут проискоднть только при опреде-
леннык частотак, так как у = еЛ= лада", где л = І, 2, 3, ...
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Струпа длиной т', натянутая между двумя д”
неподвижными точками, может колебаться с
частотами ЩЕІ (основной тон, на ее длине уме-
щается одна пояунояна1, 21132! [первый оое- Ґ
ртон, умещается две полуволнщ, Зоддвторрй д
ооертонїг Н 'сд+

Эти частоты моткно менять, анастраиваях
..-"І

струну. Настройка сводится к наменениъо ско- к
рости волны о, которая зависит ст силы натя- д
мения и массивности струны.

,с

10-5- принцип ГЮйгенса. т* “Ш
Дифракция волн

Наглядное представление о распространении монохррматических
волн в упругой среде или на поверхности воды даст картина волновых
поверхностей. Напомним, что все точки среды, легкащие на волновой
поверхности, имеют в данный момент одну н ту ме фазу колебаний.
Другими словами, волновая поверхность - ато поверхность постоян-
ной фазы. Уравнение волновой поверхности можно получить, прирав-
нивая фазу в уравнения волны постоянной величине. Например. для
плоской волны, описываемой уравненнем

ё{х,г]=Асо$м[І-Ё], {Ш.3Т}

уравнение волновой поверхности получаем, приравнивая аргумент
хосинуса прриавольной константе С:

авг-ї] = С,
и

х=ш`+С|. {Ш.33}
Видно, что для фиксированного момента времени г уравнен ис

(10.33) - это уравнение плоскости, перпендикулярной оси х. С тече-
нием времени ета плоскость перемещается со скоростыо о вдоль оси х
параллельно первоначальному положен иго.

Для сферической волны, описываемой уравнен нем

откуда
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ёчїсо=іявво[г-ї], нраву
г с

Поверхность постоянной фазы задается уравнением

г=оІ+СТ (ШАЩ

Волновая поверхность в этом случае- вто сфера, центр которой со-
впадает с центром волны, а радиус грастет с постоянной скоростыс с.

Слсдзст различать понятия волновой поверхности и фронта вол-
ны. Понятие волновой поверхности введено для монохроматической,
строго говоря, бесконечно протяткенной волны, при распространении
которой все точки среды совершают тармонические колебания+ Поня-
тие фронта волны относится к нестационарному вопновому процессу
распространения возмущения+ Пусть вся среда находилась в покое,
и в некоторый момент времени включается источник колебания, от
которого в среде начинает распространяться возмущение. Фронт вол-
ны - зто поверхность, которая отделяет точки среды, пришедшие в
движение, от тех точек, до которых возмущение еше не дошло. Пче-
видно, что в однородной изотропной среде фронт волны от плоского
источника колебаний представляет собой плоскость, афроит волны от
точечного источника - сферу.

При распространении волн в однородной среде нахождение вол-
новых поверхностей не представляет труда. Но при наличии в среде
неоднородностей, преград, границ раздела и т.д. нахождение волновых
поверхностей условнняется+ Простой принцип построения волновых
поверхностей был предложен Гтойтеисом (Х. Гтойгенс (1629-1695),
нидерландский механик, физик и математик, создатель волновой тео-
рии света). Принцип Пойтенса позволяет находить волновую поверх-
ность в некоторый момент времени, если
известно ее полоткение в предшествую-
Щий момент. Для этого Щас точку
волновой поверхности в момент кроме-
ни г следует рассматривать как источник
вторичных волн (рис. ШТ). Волновая
поверхность каитдой вторичной волны
спустя промехоггок времени о! представ-
ляет собой в однородной сроде сферу ра-
диусом сот. Геометрическая опібатошая
волновых поверхностей вторичных волн
представляет собой искомуто волно-
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вуго поверхность в момент времени г + от. Принцип Ггойгеиоа можно
применять и для нахождения фронта волны в случае нестационарно-
го волнового процесса. Обоснование принципа Пойгенса Было дано
Френедем [ІІСІьІгІгІ+ Френедь [ІТЅЅ-182?}. французский физик, один из
основателей волновой оптики).

Принцип Пойгенса позволяет найти вид фронта волныдла нестаци-
онарного волнового процесса, возникающего при движении источника
колебаний в неподвижной среде. Здесь возможны два существенно раз-
личных случая: скорость источника о меныце скорости распростране-
ния волн в среде (и) о < и и, наоборот1 о > д. Пусть источник начинает
двигаться из точки О по прямой с постоянной скоростыо о, непрерыв-
но возоуждая колебания. В первом случае_ когда о < и, вопррр о форме
фронта волны и его положении решается очень просто: фронт волны
Будет оферическим, а центр его совпадает с положением источника в
начальный момент времени. так как след от всех последующих возму-
шений окажется внутри зтой сферы (рис. 10.8). Действительно, Будем
рассматривать создаваемые двииочцимся источником возмущения че-
рез равные промежутки времени т, 2т и 31. Каждая из згих точек может
рассматриваться как центр оферической волныІ испущенной источ-
ником в тот момент, когда он находился в зтой точке. На рисунке 10.9
изображены положения фронтов зтих волн в момент времени Зт, когда
источник находится в точке 03. Так как н > о., то фронт каждой после-
дующей волны целиком лежит внутри фронта предІ=-Іл::~дцей+

[111111 [1:11

чт?
за

Рис. ШД Рис. ШЛ'

Если скорость источника равна скорости распространения волн в
среде, то, как показано на рис. 10.9, фроиты всех волн, испущенных в
точках П, П. и 01, соприкасаготся в точке 03. где находится в зтот мо-
мент источник. Если на фронте каждой волны возникает некоторое
уплотнение среды. то непосредственно перед движуцшмся источни-
ком. где фронты всех волн соприкасаъотсяІ уплотнение может |Быть
значительным.
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Псойснно интересен случай, когда и 3* д
скорость источника Больше скорости
распространения воли в среде: о 3* и.
Нсточиик опережает распространения
волн в среде+

Положен ие фронтов волн, испушен-
ннк в точкак П, Ц и Оддля того момен-
та времени, когда источник находится
в точке ПЗ, показано на рис. 11.11.1121+ Оги-
бающая зтия фронтов представляет со-
бой поверхность крутового конуса, ось которого совпадает с траекто-
рией источника, вершина в каждый момент совпадаетс источником, а
угол ср между образующеи и осью определяется, ная ясно из рис. 111.111,
соотношением

Рис. [0.10

аіп<р=ї [111.41}
[д

Такой фронт получил название конус Мака (Э. Мак (1838-19161,
австрийский физикЪ С такой формой фронта волны прикодится стал-
киваться во всек случаяк движения тел со сверкзвуковой скоростью
(снарядов, ракет, реак'птвиык самолетовїі+

10.6. Эффект Допплера
Источник колебаний возбуждает волны в окружающей среде,І которые
распространяются в ней со скоростью, зависяшсй только от свойств
среды [формулы (111.15), 110.1?1, (ІП.24}}, но не зависящсй от скорости
движения источника по отношению к среде. Однако частота (длина
волны11 наблюдаемых волн зависит и от скорости источника волн, и от
скорости приемника по отношению к среде.

Рассмотрим простейшие случаи, когда источник волн и приемник
движутся относительно среды вдоль одной прямой+ Пси координат
будем считать неподвижными относительно среды; скорость распро-
странения волн в срслс примем равной о. Скорости источника волн
и приемника, движущихся вдоль оси х, обозначим через они и нщ,
соответственно.

Пусть приемник иеподвижси, а источник волн Б движется вдоль
оси я вправо со скоростью от *ї о. Пусть частота колебаний источни-
ка равна я", Начало координат свяжем с точкой, в которой источник
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начал непїенать велны в мемент времени г = П (рие. Ш.І Н. Колеба-
ннл, веаниншие в течне х = О в мемент времени г = П, еїдїт раепре-
етранатьеа влеве и вправе, и через еенїидї френт велны Будет наве-
дитьеа ет тачки П на раеетеянии в [справа и елена, нан ате пенааанп
на рие. Ш.1 І), дейдп де трчен А'и А". Источник 5 иепретит за секунду
а" вели, нетерые еправа раепележатен в интервале БА", а елева - 5.41
,Плинїтг велны еправа 1." и елева 1. 'пещгчнмт рааделнв длины ннтервалев
на чнела раамеетиашихеп в них волн:

а'=_”_:"“ дан-Ё;
П П (шла)

к: П+дцет =Ідып _4_І"'ні11
'НП 'На

где эт =ї - длина велны, распреетраннющейея в ереде н случае неподвиж-
1|ь“п

Н'ПГП ПП ОТНПШ'ВННЮ К НЁЙ ИСТОЧНПІ'СВ КШ'ІЁЕЩННЙ ЧДПТПТЪІ ЧП.

Аг д мы г п гы шІ" І
и Ц ц х

_ а _І а Ё _
_ негр!л __н-нн_

Рис. 10.11

Таним еБравпм, длина вплны, раепреетранлюшейеа в направлении
движения иетечнниаъ уменьшаетел, в прптнвепележнем направле-
нни - везраетает+ Фианчеенн атет результат еевершенне ечевнден+
Еелна. непїенаемал нетечнинем в направлении движения, нагенаетеа
еамим нетечнинем. Непуетнв требень велны, иетечннн иепуетит еле-
душший не на раеетеанин ІІ. ет него, а прейля за вте время велел ва ним

пїгь ишТ = тд , т.е. раеетелнне мед-Іещ.г гребннми будет равна нд, - 1%.

Пт велн1 иещёнаемын в ебратнем направлении, нетечнин рдалнетёл,
ераетлгиваав тем еамым ллинї волны.

Приемники (наблюдатели) в течнах А 'и А" епределлт ееетвететвен-
не чаешты велн:
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НаточксА'

г Р .- Ік =г=1|.›,п,ні-ІРДІ'ІШ1Г (т ком, (111.43)

Шаточкс А"

І' п р І'н =г=чпи_иш[т тип). {Ш.44}

Пусть тспсрь источник нсподаиэксн относительно среды., а присн-
ник даиэкстси по отношсниго к источникьг со скоро-стыо апр (рис. Ш. 1 2]+
Частота источника по-прсткнсму равна то. Если бы присмник был нс-
подвииссн, то за сскьчш мимо нсго прошло бы со волн. Приолнжансь
к источникї.г со скоростыо апр, он п НИР
астрсчастнасносмпутиаасскїнду дддддддІдддддрГЁІ І,
столько добавочнык волн, сколько а о _ І
ик укладьшастсн на отрсзкс длины
ІІІІ'при ТІ'Е'

ДР = и" .
ї'ч:

Слсдоватсльно, наблюдасман им частота

с: =сп +ьс=сп+ї. (шлзъ
Ъчт

Подстаапнн амссто м сго аначснис

о3.0 = _ ,
1“с

получасіи

и о + и
о о

Аналогично при їдалснин источника, когда присмник догоннст
Волны, частота прокоткдснин Воин умсньшастса. Эту частоггъг щ полу*
чнм, аамснан (ША-Ы исличинд'.г апр на -апр:

о - а
о о

(Шаги

Выражсннс лла частоты с при данткснин и источника аолн и при-
смннка (наблюдатсла) полїчнн, рсшаи совнсстно (ІПАЅ), НПА-о] и
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(ШАЛ, Для зтого нуткно либо в [10.4611 и (ШАП вместо у., подставить
щ, у; из (ШАЫ, (10.4171, либо в ППАЫ, ИВАН вместо уп подставить с',
с" из (10,431, {І'І.`І,=І4}. В результате получим выраткение

Н±ищІ
'Ц = “На _ + і: І п+43}

Н .|. ПШ

Верхний знак берется, если при двиткении источника или прием-
ника происходит их сближение; ниткний знак _ в случае их взаимного
удаления.

Изменение частоты волны, воспринимаемой приемником {наолто-
дателем), в зависимости от его скорости по отношенито к среде, в кото-
рой респространятотся волны, а такзке от скорости источника воле по
отношенито к среде носит названне эффектаДсивяерс, Аналитическая
запись зтото зффекта в случае двиткения вдоль одной прямой дается
формулой (10.43).

Когда направления двизкения источника и приемника не совпада-
тот с направлением соединяющей их прямой, в формуле ІІ [0.48] под от
и от, следует понимать проекции скоростей источника и приемника на
направление указанной прямой+

ЭффектДопплере имеет место такзке и для электромагнитных волн,
Одиако в отличие от звуковых волн , где изменение частоты по-разному
зависит от скорости приемника и источника относительно среды, для
электромагнитных воли в вакууме эффект Допплера определяется
только их относительной скоростью.

10.7. Решение задач по теории
распространения волн в упругих средах

111.1, ІШамолет летит горизонтально со сверхзвуковой скоростьіо о,
Наблюдатель услышал звук самолета через время т после того, как уни-
дсл самолет над головой. На какой высоте о летит самолет?

Дано: о; т. Найти: о.
Решение. Двнткенне самолета со сверхзвуковой скоростыо мозкно

представить как непрерывный процесс респроетранения в окруткакз-
щем пространстве с постоянной скоростью звука п сферических волн.
ІШтийаіошав поверхность совокупности всех сферических волн (фрон-
тов волн) имеет форму конуса, вершина которого в данный момент
времени т находится в точке А (рис. 10.13). Часть пространства, нахо-
двщаяся внутри конуса, который называтот конусом Маха, евозмуше-
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нааъ данщацнмса саІч-шлстсм+ Кснус нмсст угсл растасра при асршннс
Ёп., прнчсм, как атс слсдуст на рис 10.1 З,

5іпц=_ =_'=-_І (111.49)

гдс ПБ н ПА - расстояния, кстсрыс прсксдат ш сдннаксвсс врсма г, ссствст-
ста-сннс ааук сс сксрсстыс звука а н самслст сс сасркавуксвсй сксрсстыс с.

,г-Рч:
' г'а-ІР'а--чь
р 1.., у 5 д а у

-г-нІ--г --------рт] ' 'Ё-т-т -Є-ЭІІІН

'І І* .- ' -..а 'г
'- `І`Іръг 'Іінг-'г
'. -'.¦'-"'23""

РНЕ. 10.13

РІа прамсутсльнсгс треугсльннка АБС слсдуст:

а: АС-Ідс., (ЩЅЩ

АС=с-т, [ШЕЦ

аіпсь (111521ща=_.
1ыіІ-аіпїръ

Рсшсннс снстсмы уравнсннй (ІП.49)-( 10.52] стнсснтсльнс а:

111.2. На рнсункс Ш+14 насбражсн прсфнль длнннсгс рсаннсасгс
шнура, пс кстсрсну рсспрсстраннстсн аслна, н указаны напраалсннн
сксрсстсй даук сс тсчак+ Насбразнтс сднн псд друтнм профиль шну-
рс чсрса чстасрть, пслсвнну н три чстнсртн псрнсда кслсбаннн тсчск
шнур-а. Е каксм напрснлсннн распра-странастса аална'?



ІІНІіІ ІІ ГГЩВД 1П.МЕКДНИЧЕСКИЕ БПЛНЬІ. РДСПРПСТРМ'ІЕНИЕБПЛН...

_]МІ. _!

ния

-е,зя /'\ +п,зя г=а

К п і'ІҐІ-І: \ Ш;
[- І=Ґп+€

Ё:

ди

К) г на
к А І

Рне. 10.14

Решение. Направление движения волны по известным скороетям в
момент времени гопределяется по положенніо волны в момент г + д.:
[такое построение выполнено на рис. 10.14).

111.3. На рисунке 10.15 изображен профиль волны и указаны на-
правления скоростей двуя ее точек+ Укажите направление распростра-
нения волны. Какая зто волна?

Решение. Направление движения волны по известным скоростям
в момент времени г определяется по положению волны в момент вре-
мени г+ Ш. На рисунке 10.15І я волнаІ канато видно из рисунка, рее-
прошраняетея влево-

На рисунке 111.15, Епо аналогии с рис. [015, а построено положе-
ние волны в момент времени г+ дг. Волна распространяется заменят+

На рисунке Ш. ІЅ, в волна етоячая.
10.4. Волна от катера. проходящего по озеру. дошла до Берега

через т = І мин, причем расстояние между соседними греонями
оказалосьІ до! = 1,5 м, а время между двумя последовательными уда-
рами о Берег дТ= 2 с, На каком расстоянии І. от ІБерега прокодил
катер?

Дано: т = 1 мин; ад =1,5 м; аТ= 1,5 с. Найти: І..
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Ё. Ё
а

Рис. 10.15
Решение. Рясстсяние ыеэящ.г ссседними гребнями - зтсдлиня ася-

нн дІ. - І.. Время между двуьш ппаледрвательнымн ударами волны а
берег- агга период колебаний дТ- Т.

Длина ясшны связана с периадсм ссстнпшен нем

?.=яТ, нлн дЬ=аТ =>а=д-Ь,
дТ

где: и - Снарпать рец:прштрансння ншІнн в Ще.

Раеетаяние ат берега, на штор-см прсшднл катер,

Ь=щ=Ёт=ЁбП=45 м.
дТ 2

от: с =Ёт = 45 и.
дТ

10.5. Птярытая е двух етрррн труба имеет первую реаананснутс ча-
ется-3,г а =4Ш ГЦ. На яаяай наиболее низкой частате щ будет реааннра-
яять труба, если закрыть адин из ее яснцан'? Считяйте, чта атярытые
ярнцы трубы являются пучнретямн, а закрытые - уапамн.

Дана: а = -ШП Гц. Найти: щ.
Рштенне. На рисунке 10.16, а представлена труба, стярыгяя е днуя

стар-пн. На стярытыя иснцяя трубы образуются пїчнсетн стаячей ааа-
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щгшней ешіны+ На длине трубы їклацынаетен пелнелны {на пелевине
длины трубы - четверть длины еелньп:

Ъ Ь- =-. 111.53
4 2 ( }

е б

Рпе. 10.16

С друге-й етерены длине велны

жильё, (шеи
Ъ*

где и” - еІ-шреетъ звука в вещие.

Решан (10.53) и (10.54), получаем

1.42* пени
21.1

На рнеунке 10.16, бпредетаелене труба, етирьпии е еднеи ешрены.
Не зннрьггбм иенце Трубы - узел етбнчей воздушной полны , на птнры-
тпм - пучнббгь. На длине Трубы їКлНДЫВиеши четиеш'ь велнн:

1:3 пены4
Пе енапегии

,=Ё. пени
“1

Решение еиетемы уравнений (10.53}-(Ш-5?} етнееительне иеие-
мен неизвестен:

400
_:2 Г+2 'ІШЦ

*и
2
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10.6. Автомобиль, двнжїщнйел ео скоростью о = 121] нніч, издает
звуковой енгнал ллнтельноетыо тп = 5 о. Какой ллнтельноетн 1: енгнол
толышнт етонщнй но шоеее человек, еелн автомобиль: І} приближает-
ел н нему; Щ удаляется от него?

Дано: н = 121] нніч; тп = 5 о. Найти: 111 1:1.
Решение. В еоотнететвнн о формулой Эффект Допплере:

І 1 о о 120

Н 1:1 тп ито_н:т| 1:0[1 те] [ ЗФЕ'З Ш] і 'ст

І 1 и и 1202 _=_ и = _ =5 1 =5,4Ч .
)1:1 тп 1.:'ж+о!::л:2 тп[[+ и] [ +316'340] с

Злееь оЗІЕЪ = 340 ніе - енорость звука е еозщгле.

Еітвот:1:|=1:13,[І-і]=4.,511::,т2 =то[1+і] =5,49 е+
ЗВ 'Ш-
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РЕЛЯТИВИСТСКДЯ МЕХАНИКД

1 1 .1 . Специальная теория относительности

Классическая меканнка, основанная на законах Ньютона, спреведли-
ва только для тел, движущихся со скоростями, значительно меньшими
скорости света в пустоте с. Для описания двиткеннй, совершающикся
со скоростями, сревннмымн со скоростью света, Эйнштейн создал ре-
лятивистскуто меканику, т.е. меканнку, учитывающую требования спе-
циальной теории относительности.

Созданная Эйнштейном в ІЁЮЅ г. специальная теория относитель-
ностн представляет собой физическую теорию пространства и време-
нн. Основу зтой теорни образуют два постулата, которые носят назва-
ння принципа относатотьнаста Эйнштейна н пранцааа постоянства
СЕОРВСШН ГВЁ'Н'ІП.

Принцип относительности Эйнштейна является распространени-
ем принципа относительности Галилея на все физические явления,
Согласно этому принципу все законы нрнродш ошшаковы во асек [шер-
шіальньот системах отсчета, Нензменность вида уравнения прн заме-
не в нем координат и времени одной системы отсчета координатами
н временем другой системы называется анеараантнастью уревнения,
Позтому принцип относнтельности мозкно сформулировать следующим
образом: уравнения, аыраншощие законы природы, ннварнантны по от-
ношению к преобразованнкм координат н времени от одной штерштальной
системы отсчета к другой.

Принцип постоянства скорости света утверждает, что скорость света
с пустоте оаонаттса со есес аасрашенмх састсчтк отсчета а не заса-
сатот асаассввя астечнакос а приемлемое света.

На сформулированных поступатов вытекает рад вазкнык выводов,
касающнкся свойств пространства и времени, Ньютон считал, что
существует абсолютное пространство н абсолютное время, Абсолют-
ное пространство определапось им как безотносительное к чему-либо
внешнему вмесгилище вещей, оствюшееся всегда одинаковым н не-
подвижным, П времени Ньютон пнсал: вабсолютное, истинное или
математическое время само по себе и в силу своей внутренней приро-
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ды течет ревномерно, |Іоезотносителть-но к чему-либо внешнемуа+ В со-
ответствии с зтим считалось совершенно очевидным, что два события,
одновремеииые в какой -либо системе отсчета, будут одновременными
и во всея остальнык системак отсчета. Однако последнее утверждение
накодится в противоречии с принципом постоянства скорости света+

1 1 .2. Преобразования Лоренцо.
Релятивистская кинематика

осул д В нерелятнвистской механике псрекод
д _ ш* _"_"' от координат и времени одной инерци-
_`“` г к* альной системы отсчета к координатам

и времени другой инсрцивльной систс'
5" х* мы отсчета осуществляется о помощыо

д д: преобразований ПШІШси. НЗ Этнк пре-
образовании вытекает закон слотксния
скоростей: о* = от +йпср. Этот аакон

находится в противоречии с принципом постоянства скорости света.
Пбьясним это.

Пусть имеются две инсрциальныс системы отсчета, которые мы
обозначим Буквами Ки К"{рнс- 11.1). Пусть система К 'движется отно-
сительно системы Кс постоянной скоростью о относительно системы
К, причем ось з' совпадает с осью х, а оси у'. е' параллельны осям у,
т. Если в системе К 'световой сигнал распространяется в направлении
векторе й со скоростью е. то согласно классическому закону слоткения
скоростей от.: - от" + опер в системе Кскорость сигнала окаткется рав-
ной с - о. т.е. превзойдет с. Отсюда следует, что преобразованы Гали-
лея должны Быть заменены другими формулами. Эти формулы преоб-
розования координат и времени вывел в 1904 г. нидерландский физик
КА. Лоренц [1853-1928}.

На одиородности пространства следует, что формулы преобразова-
ния не должны изменяться при переносе начала координат (т.е. при
замене х на х + о и т.д. }. Этому условию могут удовлетворять только ли-
нейные проосразования. При указанном на рис. 1І.1 выборе коорди-
натнык осей плоскость у = П совпадаетс плоскостью у*= П, а плоскость
т= П- с плоскостью т'= П. Отсюда следует, что, например1 ординаты у
и у'могут Быть связаны только соотношением вида

у=су'.

и"'_

Н'
І'

Рис, 11,1
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В силуг полной равноправности систем К и К 'должно также соблю-
даться соотношение

у'=ак
с тем же значением с, что и в первом случае. Переиножаи ооа соотно-
шения, получим, что с2 = І ==~ а ± 1. Знак плюс соответствует одннакоао
направленным осям у и у', Знак минус - противоположно направлен-
ныіи+ Направив оси одинаковым образом1 получим

У: У'› [І 1.11.і

Такие же рассуждения приводят к формуле

1:3'. [І 1.2}

Начало отсчета системы К' (точка и* = Щ движется относительно
системы К вдоль оси к со скоростью Б так1 что абсцисса точки [Та
системе Кизмениетси по закону

к = от.

Задание условия и'= П эквивалентно условию

и - о! = О.

С учетом этого илинейнооти преобразования координат связь меж-
ду абсциссами к и к 'для любой точки можно записать в форме

к'=о.{х-Ш}, [11.3)
где о - подлежащий определению козчіщзицисит1 который может зависеть от
скорости {не от координат и времени}. Для преобразования Галилея, в част-
ности о. = 1.

Согласно принципаг относительности скорость системы К по отно-
шению к системе К'должиа быть по модулю равна той же скорости о,
но с противоположным знаком.

досцисса начала отсчета системы К (к = О) а системе отсчета 4ь'і"из.-
меняется по законаг к' = -еті Учитывая линейность преобразований,

х=|3(х'+ог*], [Нд-Н
где коэффициент В таюке подлежит определению.

Для накождения от и |3 достаточно использовать второй поспшат
теории относительности.
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Пуеть а менент г= П на иа ебшеге ,ада даннете менента ареиени на-
чааа иеердииат еиетем Ки К 'иепшен ааель ееей а, х'ееетееей еи гнаа+
Через премеасїгеа времени г этет еигиал деетигнет неиетерей течии,
ииетешей абециееу х а еиетеме К и х'а еиетеие К'. Таи иаи еиерееть
еаета единаиеаа а ебеиа еиетемаа, те

х=егих'=ег". [П.5}

БПЗІЮДН ппчт'тенн'глІ [І1.5} в квадрат н вычитаа атпрее на переегп,
пшцчим

.1›:2_аг'2=г.'2:2-е2|!'2 или хІ-езгІ-х'2+е2г'3=0. (ІІ.Е}

Решан ееамеетне (1 1.3] и [І 1.4), пелучнм

х = [ї[съ{х-Ш}+г'] = [їшс -Вцш +Вег' ::›

=›Ґ-]-В_и[х-ц|3+х+ц|3«ш}=ріи-Ё +11'г.

ага-а
Еели в уравнение (11.15) педетаанть х' и г' на [І1.3} и (113), те

получим
2

х!-е2!2-еа2[х-ш]з+е2ц [г-ї[І-і]:| ='3. (П.Е}
и 1113

2 1 2са с ц-с11-02 -цэеэ +І:=г.2«г:1]а*2 +2[ег.1и- + ]д'+
Ё

Шщ
22 2 2ее: с 21:11+1-ц2+ 1 + 12- 2 12:0-
е е|3 Ее

Таи иаи уравнение (1 1.9] делжне аыпелнатьеа при любых аначени-
на х и а те иеаффициенты при Ё, хг и х: делжны раанатьеа нїлъе+ Зге
дает еледутешие три уравнения:

-а'2 -цзе'д +егЁІг:2 =П; [І І.] Ш
2

Ц С: Ц'СЕи + Вы =П; [Н.Н}шве-
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едет.2 е2 Ёеїег. _
иї + иІІВЗ 'ВНЕ

Раненетае (1 1.1 2} нам не пенадебнтея, так нан ене ныпплняетея ан-
тпматнчеенн, еелн яыпплнены равенства (1 НП), [І 1.І 1).

На '(1 МЩ елгдїгт

1-ш1+ а [під

е2 =Ц_ 1
(ТЗ-[12 п

[1І.13}цїцїс': -111}=с'2 2112 =

Педетавляя (І 1.13) в{1 І.І І), получим:

еїи е2 е2 а
а_+±+с_=п:¦›

сЕ-и еЕ-н2 п чцІІ'ид-їЦпд Вы

'е2 #еІ-ЫЧ е4 азы]

2

Эд: е [[сд-НЁІІН-еЁ-пї
НДШШЩ

е2 1В: = =ее [НЛП
щдпггІ-г.:з _е2[с2-н1] ]_н_2

е [ад-наш е2
Еелн педетаанть найденные аначення ее н [З в уравнения [1 І.3} н

[11.Т11н учесть {І 1.1) н (1 1.2), те мпяенп енпнчательне аапнеать препЕ-
рааеаання Леренца а следующей ферме:

, І-ПІх: 2;
1_”_

сд
У=д і=е (нцщ

ХП
“_1

г'= '3 .
1- Ё

ЕЕ

Решна їраанення { І 1 . І }-{ 1 І .5] етнеентельнп а:а у, а н г. пелучим еб-
ратные препЕряаеяання Леренца, выражающне непрдннаты н время а
енетеме К череа неердннаты н время а енетеме К':
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к'+ш

ные;

1 1 .3. Относительность расстояний

РЕССМОТрі-'ІМ ОСНОВНЫЕ ІІН'І НЕЫВТН-уц У'л Е нК ш "_ь ческне следствия преобразовании
_ь: ї К' Лоренца.
а а В Пусть твердый стержень покоит-, ____....І'ъВ хі хз І. к ея всистеме Ё"(рнс. 11.1). Его длина

д Ґ в огой системе отсчета, еслн стер-
жень расположен вдоль осн х', равна

Рне. 11.2
Іо=хЁ-х[-

Это данна поконшегосн стержня {ллнна покоя). Данной стержня дв
системе К, относительно которой стержень движется со скоростыо Ґь
является разность аосцнсс его концов

т' = к: - к' ,
где к: н к] относнтсн к одноьтьг н томї же времени.

Е соответствии с преобразованинми Лоренца { І І.15}штн аоециссы

х' і: ЕП:

_ 1 __ 1 _Іпі
Ё: _;їІ-ІЁ= ЕЕ

откуда нскоиан длина движъацегосн стержня

2
т=тп 1_"_1

Ё
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в
1.1Следовательно, длина Ґдвнжушетося стержня в І - -2 рав меньше
С

длины Ду поноящегося стержня. Длина не является абсолютной вели-
чиной, иаи считалось раньше, а зависит от скорости движения ооъеи-
та. доеолтотным является лишь утверждение о том, что поионщийся
стержень всегда длиннее движушегося.

Действительно, пусть тот же стержень покоится в системе К. Тогда
ето длина в этой системе {снстеме покоя)

ІЕн'носительно системы К ' стержень движется, и его длина в етой
системе отсчета равна

І Г

Е_І2 -хІт

'Если КПНЦЬІ Б'ГЕРЖІ'ІЯ її И І; жвкаюшп В ІЁІДІ-'ІІ'І Н ТПТ ЖЕ МСІМЕНТ ВРЕМЕНИ

г'. Используя преобразованы Лоренца {1 1.16), найдем і: Іпч'] -огд'гс2.
В атом состоит симметрии обеих физических ситуаций, требуемая

теорией относительности.

1 1 .4. Относительность промежутков времени

Пусть в одной и той же Точне с аЁ-ециссой ха системы К'проислодят
два события, разделенные интервалом времени

тпыі-гі.

Например, ато могут быть два последовательных удара метронома,
отоиваіощего каждую секунду. Система К 'является для данных сооы-
тий всистемой поиояв, т.е. системой, относительно иоторой события
происходят в одной точке, т.е. поноятся.

Найдем интервал времени между атимн же сооьттиямн, намерен-
ньІй по часам системы К, относительно которой события вдвижутсяв,
т.е. происходят в равных точная с аосциссами хш и лш (рис. 11.3}:

Т = *а _ Й 1
где о и ту - время наступления событии по часам системы К.

Еогласно преобразованиям Лоренна [ І 1 . Іо):
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+їхъ Ё
1ї'І'І' _їв

ГГ
т=_. [или

У ' 1
К у' "_'К Ґ: ІІ.

С: 'і І Н
1г'

"

пач
.

Рис. 11.3

Промежутои времени, измеренный по часам, относительно исто-
рыз еооытя едвижутсяз, больше, чем промежуток времени, измерен-
ный по часам системы, в которой оба события происходят в одной и
той же точие+

Временной интервал между событиями оиазывается не абсолютной
величинай, иаи считалось ранее, а дтносдтетьной.

Время, намеренное по часам системы, в которой события поиоят-
ся, называется собственным временем. Оно минимально, и зтот фаит
имеет таиое же абсолютное значение, иаи и то, Что длина поиояще-
гося стержня маисимадьна [собственное время - инварнант, иаи и
длина в еиетеме поиоя)+ Если собственное время между событиями,
например, равно 5 с, то все движущиеся наблюдатели по своим часам
отметят большие интервалы: б с, Ш с и т.д. в зависимости от скорости
относительного движения с. Этогг зффеит часто называют здмедленлем
ЕРЄНЕНН В ДБНЖЪІЩНЁ'ЁП ЁНЁ'ТЁМЩ.

Требуемое принципом относительности равноправие систем К и и”
состоит в том, что если события происходят в одной н той же точие
системы К, то Тогда интервал времени 1'иеж,л;,у|г событиями ІЕдурет мини-
мален по часам зтой системы:
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а по часам системы К'ои равен

Т=ІЕ-[:= ІЁ-ҐІ = тп _

і о1 і] о21 __ __
с: с:

1 1 .5. Релнтнвнстский закон сложения скоростей

`Іїїііїл::он:г1чим скорость тела относительно_э.

у у'н и К! го_єЬ СИСТЕМЫ чВІЮЗ Нд , а СНЩЮПТЬ ЭТ'ПГП
д К' її' же тела относительно системы К через

' ' оіг (рис. І І+4}. За малый промежуток ере-
/п О* _Ії' Ё менн Ш', измеренный по часам системы
І І,/ К', тело переместитсв на отрезок ах* в

системе д" и на отрезок ах в системе К.
РНЁ- '1-4 Этот же интервал времени по часам сн-

стемы К обозначим через от. Согласно
преобразованинмлоренпа [І 1.16] интервалы расстояний ох, ох'и вре-
мени аг'свяваны соотношением

анмшы, (плат
ні

[__
с!

а интервалы Ш, ш'ишс

отчїгах'
аг=_“. [плат

Раавелнв почленно левые и правые части выражений МНЕ] н
(11.19), получим

Ё_ ах'+ош' _ М+и
щ _ о с шт"ы+_:іх' 1+_-_

с2 с2 Ы'г
І

Ішт о.:
Учитывая, что Е=ог Ё =вгЦП предыдущее соотношение пере-

пншетсв в внле:
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_ о;+о
І _ о' -сҐ1+І_І

с
Еыраэкснис (1 1.10) -рштиоистскнй закон сложении скоростей.
Если о *її с и сх. ааї с, то получим классичсский аакон слотксниа

скорпстсй:

о шщ

ох=о;+о.

_ _ с+о с+ц
При ох- сад: Ш: =с, что соотнстствуст итороі'щі.г поступа-

:|'|'_2 ]+_
С С

ту спсциальной тсории относитсльности.
В прсдсльном случас о, = о = с

и _ Іс _
ІІ 2

Скоростн о За с нсвоаиозкны. Скоростъ сснста ншсгса накснншгьно
поашишой скоростью передачи взаимодействий в природе,

На формул [11с15} лсгко получить выражсннп для скоростсй а сн-
стсмс К'чсрса скорости в снстсмс К:

а =І_. (пап

1 1 .Е. Основной аакон релптнвнстской динамики
материальной точки

Масса дснткїшикса ротативастсндх частиц аааиснт от ик скорости:

ный, шдщ
1-0 с

гдс тп. - масса покоя частицы, т.с. масса, измсрсннаа с той инсрциадьной си-
стсмс отсчста1 относитсдьно которой частица накодитси а понос; с - скорость
ссста а аакїьътс; т - масса частицы в систснс отсчста, относитсдьно которой
она дснткстсн со скоростыо о.

Слсдоаатсдьно, масса одной и той экс частицы различна а разнык
систсмак отсчста.
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РІз принципа стнссительнссти Эйнштейна, угверкщатсщегс инва-
риантнссть всек закснсв прирсды прн перексде ст сднсй инерЦналь-
нсй системы стсчета к друтсй, следует услсвне инваркантнсстн урав-
нений физическик закснсв стнсснтельнс пресср-азсваний ,Псрениа+
Пснсвнси заксн динамики Ныстсна

Ё =Ё =ї (атс)
а'г ее

сказывается такзке ннвариантным пс стнсшсниъс к прессразсваниям
Лсренца, если в нем справа стсит лрсизвсдная пс времени ст регата-
еаетексес шиеульес.

ІПснсвнсігі заксн релятквнстсксй дннамнкн материальнсй тсчки
нмеет вид

Ё=ї то а, (пан
ф І-ІЁҐЄЕ

НЛИ

с сяг=- 11.240,, к г
ГДЕ

е=те=і. (мля
І-Іїгу'де2

Слещгет сказать, чтс уравнение (11.24) внешне ссвпадает с сснсв-
ным уравнением нькзтснсвсксй меканики. Однакс физический смысл
егс другси: справа стснт прснзвслная пс времени ст реалтяеастексес
импульса, спределяемсгс Цюрмулсй (1 1.25). Таким сбразсм, уравнение
(11.23) инварнантнс пс стнсшенивз к пресбразсваниям Лсренца и,
следсвательнс, улсааетасряет принципу стнссительнссти Эйнштейна.
Следует учитывать, чтс ни импульс, ни снла не являются ннвариант-
нымн велнчинами. Бслее тсгс, в сбшем случае усксрение не ссвпадает
пс направлению с снлсй.

В релятивистсксй меканнке выпслняется заксн сскранення реляти-
внстсксгс нмпушса: Шееаетекеа' импульс тянутся” енешень: ее-
.:теняемея, т.е. не изменяется е течением еренени.

Анализ фсрмул П 1.21)-[1 1.25] псказывает, чтс при сксрсьстяк,
значительнс меньшик скср-ссти света с, уравнение (11.23) перекслнт
в сснсвнсй заксн класснческсй мекаиики. Слсдсватсльнс, уснсвнсм
применимсстн закснсв классическсй (ныстснсвсксй) меканикн явля-
стся услсвнс с се: е.
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1 1 .7. Закон вээимосвяэи массы и энергии

Найдем кинетическую энергию релятнвнетской частицы. В соответ-
ствии с теоремой со изменении кинетической энергии изменение ки-
нетической энергии материальной точки на элементарном перемеще-
нни равно работе снлы на этом перемещении:

ее, =аи=Ё-ю. [или
Учитывая, что Ы? :й-а*'г1 и подстацляя в “1.1611 выражение 111113),

получаем:

о' тир торЫЕ=__-сг=с_.'“ Щ[,/1-а2;ь1]и и [ай-шаг]
Преобраауя данное выражение е учетом того, что ьі-е'ьі =о-со, и

формулы (11,22), получим следующее соотношение:

І-еї/
'се+ приращенне кинетической энергии частицы пропорционально ее
массе.

Так как кинетичеекая энергия покоящейся частицы равна нулю, а
ее масса равна массе покоя тп, то, проннтегриррвав (1 1.2?1, получим

1
ее, =а[і2] ыыы, [1 шт)

С

ддт-тэг, (нею

Е= 1%-ъ пачк ааа[г_]_и,!с, 1 І Ъ

При скороетяк р (с с [1 [2911 перекодит в классическое:

2
_ то”Е,С _

2

І а; и*
2 с1 В 1:4

пренебречь членами второго порядка малости}.
а.. Эйнштейн ооооццш выражение (І 1.2?1, предполоакивІ что оно

справедливо не только для кинетической энергии частицы, но и для

[рааггагаа в рад {1-о1Ґс1)-Щ =1+ +-Н при о са с, правомерно
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ПШТНПЁ ЗН'ЕРП'П'І, а ННЕНН'П' ЛЮБОЕ НЗНВНВННЕ Массы Ёт Е'ППРПН'ПЩВТ-
'ПП НЗНЕН'ЕННЕН ППЛНПЁ ЭНЕРП'П'Т ЧНСТНЦЫІ

а5=е= ат. и Ітзш
Огстсда Эйнштейн пришел и универсальнси аависимссти 1'І-теи'спцьг

папнсй энергией тела Е и егс масссй т:

2: МПС: . (11.31)
І-сІІс1

1Ёгдравнснис 131.31), а также и (113011, выражают фундаментальный
асисн природы - Закон шашссннвп (прспсрцисвальнсспі) массы н внер-
пш: ншнии энергия снсишны равна Шдснию сс массы на квадрат
страсти света с сщме. Отмстим, чтс в пслнїтс Энергитс Е не внсдит
ІІП'ТЁНЦНЕШЬНЕЯ ЭН'ЁПГНЯ Т'ЁЛЕ В'П' ВНЁШНЁЫ СЪШП'ВОМ ПШ'ІЁ.

Зансн (11.31) мсвенс, учитывая выражение (11.23), Записать в виде

Е=тс

Е = щас2 + Т,

откуда следует, чтс пснсящееся теле ( Т= Ш также сбпадает энергией
2

Ее = щас г
нааываемси энергией масса. В классической иенанине анергиа пснсн ЕЬ
не учитывается, при втси считают, чтс при с = 0 энергия пснсашегссн
тела равна нулю+

В релвтивистснсй механике, ван и в ипассичеснсй, выпслннетсв ва-
нсн ссираненин энергии: пивная энергия замкнутой састсны сщснлсвт-
ІШІЪІ. [ІІ-Е. Ні!ШЕІІІШ С ШЕЧЕІНІШ ВРЕМЕНЩ

Найдем релитнвнстснсе ссстнсшение между пслнсй энергией и
нмпрлъссм частицы. Для 1дтстансвшении атсй вааимссвави всзведем в
квадрат выражение (11.22):

2
На: “02 Этїаётїаётёё. (паи

1.3'1__
с!

їмнсжим фсРНїдї (1132) на с* н учтем, чтс пслнав внергив Е =
= тсї, внергин пснси Д] = тпсд, импульс Іэ=иа1 В результате псщщин

т1с4 _ичїидс1 =тЁс4 =:› ,Е2 = Её + ргсц.

,сд/ЕЁЫІЁ

`Втгсісда
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1 1 .8. Решение задач по релативистекой меканике

11.1. Ппределите относительное изменс- у д ї;
ние длины стержни дед", если емдгг сооб- "_"
шили скорость с в направлении, образую-
шем с осьво покоившегося стержни угол с. о
(рис. ІІ.5}. *1

Дано: с; с.. Найти: дЦЬп. до
Решение. Как следует из рис. 1115,

Ди = іпсоец, до? = Іііпеіпоп

Длина стержни в движушейсл системе от-
счета согласно специальной теории относительности будет

Ь, = .І1,,~1:оем:1о.д;'І-оІ ісг.
Относительное изменение длины стержни

Ё=[Щ-е)1е=
І 2 2

=(`/ІЁсоезш[1-о2Іс2}+ІЁеіп2сь):1.0: 1-ш_|_
с

д_Ь= 1_сЁсоаЕц_
1., е

11.1. За промежуток времени дг= 1 с, отсчиганный по часам систе-
мы отсчета ЬД частица,двигаись равномерно и прямолинейно, переме-
стилась из начала координат системы Кв точку с координатами х= у =
= а = 15 ~ ШЕ' м. Определите промежуток собственного времени части-
цы ее* в течение которого произошло ето перемещение.

Дано:гп=б;кп=_ъе=гп=б;дг= І с;х=у=а= І,5~ Швм.Найги:дгп.
Решение. Согласно специальной теории относительности про-

мешк собственного времени частицы, за который она совершила
перемещение ог, равен

Ответ: 1.

лгп=ьг І-аї/сг. (11.33)
Перемещение частицы равно

цг=цш=~мхї+у2+аі. [1І.34}
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Решение уравнений Н 133] и (І 1.34] относительно нскомой неиз-
вестной ом:

2 2 2 2Ы: д:_Щ=1_Щ=МП ф: П и (з-шзй * с
2 2 2Ш: ььітьяшыььЕЕ

11.3. Собственное время жизни нестабильной элементарной части-
цы равно ага. Считая движение частицы равномерным и прямолиней-
ным, определите путь Ь, который она пройдет до распада в системе
отсчета, в которой время жизни частицы рявно ш.

Дано: шо; ок Найти: Ь.
Решение. Промежуток времени, измеренный по часам, относитель-

но которык частица движется, равно
ага

Из этого выражения следует:

(мкг-дикий

(за): ы -роўм =дат* =-.›
2'_ш.

М
Путь 1.* который она пройдет до распада в системе отсчета* в кото-

рой время жизни частицы равно ад равен

ЭП=Ё

Ь=о-аг=г- (ат)2 -(агп}2.

Пгвет: й:т:'-.|Ц|'І{ді']|1 -{дгп)2 м.
І 1.4.Две ракеты їдаляъотся от Земли во взаимно перпеьшикїлярнык

направленняк со скоростями о = [1,8 с относительно Земли. Ппрелели-
те скорость я относительного движения ракет.
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Дано: о = 11,3 с+ Найти: и+
Решение. Будем считать, что первая ракета двизкется в иеподвим-

ной системе отсчета 1й'вдоль оси х, т.е. ор= о, ор. = П, а вторая ракета
двиэкетея в етой системе отсчета вдоль оси у, т.е. од = П, еду = е.

Рассмотрим системаг отсчета К', относительно которой первая ря-
кета покоится+ Бїдем предполагать, что ось к'сиетемы К ' совпадает с
осью к системы К, а ось у'паршшельиа оон у: Найдем екороетъ второй
рекеты оі в системе отсчета К'{зта скорость является относительной
скоростью оптн = о; первой и Второй рм'якетї+

Компоненты скорости второй ракеты в системе К" накодим по
формулам:

иёк = _ит

з
о' -о І-и2- _Іг 'на с:

В результате для модуля относительной скорости первой и второй
ракет получим выражение:

Ответ: ошт =П,936с міс.
11.5. Ракета движется относительно неподвимиого наблюдателя со

скорретью о = [13911 Какое время а: пройдет по часам неподвижного
наблюдателя* если по часам, двншимся вместе с ракетой* прошло
время дтп = 1 год? Во сколько раз изменятся линейные размеры тел І.
в ракете (в направлении ее движения] для иеподвиясиого наблюдателя
по сравнению с собственными лииейными размерами 1.0? Во сколько
раз изменится для зтого наблюдателя плотность вещества р в ракете по
сравнению с собственной плотностью рп?

Дано: о = 11,99с: ш., = 1 год: 1-11; Рр. Найти: Ы; ЬДЛ; рірп.
Решение. Время* равное 1 году, которое прошло по часам наблю-

дателя: двимїшегося в ракете, по часам неподвюкного наблюдателя
бїдет равно:

= 191 года+
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лНН'ЕЁНЫЕ рН-ЗМЕРЫ В НЗПРЕІВЛ'ЕННН ДВИЖЕНИЯ І'ЩІС'ЕТЫ НЗМ'ЕНПТСП В
'ПППТВЕТБТВНН В ВЫРНЖЕНН'ЕМ

2 1

Ё=`І1-:-2 =ъІ -@ =п,141.
Для нспсдннжнстс наблюдателя плстнсстъ нсшсстна р в ресстс на-

мсннтсн пс сравнснншс ссбствсннсй плстнсстьвс сп н рд'рп раз+ Вычис-
лсннс этсгс ссстнсшсння {псдрсбнсс}:

_Ё-рп- уп. (пан

т
=- 11.36с Р., Щ Ъ

гдс ты На, т, У- масса и сйъсм всщсс'пва ссствстстнсннс в нспсдвижнсй сн-
сгсмс стсчста и систсмс стсчста, движушсйсн внсс'гс с ранстсй_ прнчсм

т= т" ; (11.31';
1-“2Ё

РП = 103.12; (11.33)

ЫЁ
Р: 1" І-студ П [вы

Рсшан ссвмсстнс уравнсннн (11.35}-{1 1.39), пслучасм:

11:21: “пдд _ 1 _ ' =щ25.р г г 2 1 _ 1:1 одни*
п п ф-и-Іпъіпф-и-Іуг 1-7 11 1

Ё С С

мпПгнет: ш: 2 =Т,92 гсда;
і І'д1__

'ЕЕ

1:. ні п 1_=,,1-_=п.141; _= 40,25-
І'г-п с; Ра и:

_1
1 С

11.6. Пирсдслитс снсрпсть с рслнтинистсисгс элсигрсна* импульс
нстсрсгс равснр = ДЅБІ - Ш'д кг - міс.

Лапшр = 1,59- Ш'п ггг- міс. Найти: ц
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Решение. Импульс: релатианегенпге электрона

р = ти, [І І АЩ

ГДЕ Масса р'ЕЛПТНННЁТБКПГП ЗЛЕПРОНЕІ

т= т" р (11.41)

маееа пенал электрона
_ -итп -9,1 ІіІП кг.

Решение еиетемы уравнений (І Ік-Ш). (11.411І етнеентельне иенпып-
га неиэвеетнпгп и:

, -н
'а = 1'59 Ш =І,51-НТІЅ Ще.и=_

1/е+»”і 911 ш-м: _Ш-Ш*“С: ( ' + з-шЕ
шт: ы=±=д5ыпз ще

2
1 Рі'тп+_:

С

11.1'. Элекгрэн обладает кинетической энергией Е,1 = 2 МэВ. Опре-
делите его импульс р* ечитан энергию пенал электрона ранней ЕП =
- 1151 МэВ (1 МэВ - мегаэлекгрен-апльт = 106 эВ; 1 эВ - электрон-
аелат= 1,5 - Ш-'Ч'Джу

Дана: ЕЕ = 2 МэВ; Ее = ПДІ МэВ. Найти: р.
Решение. Кинетичеекал энергия электрона

,ен =Е_Еп, (11.42)
ГДЕ ПШІНЕН ЭНЕрГНЯ ЭЛЕК'ІШНН

2
Ещё: тп: 2, (или

'_ “_
сї

энергии пенсии эленгррна

Еп:щпс:, [ПА-41;

маееа пенал электрона
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то =9,11-1с--`" не
Импульс Элсшрсна

р= щ” . (ним

Решение системы уравнений (1 І+42}-(І 1+45Ъ стнссительнс неис-
мсй неиавестнсй р:

1 {_:=- Е +25 Е =р с к [І н

«Ю-ШЧ* ада-1049)* +2-с,51-1с**-1,а-1{гш 4.106 ддт-е =1
з-ши

=1,ст-|с-1' ггг-мда.

Ответ: р=%1'іЕЁ+2ЕпЕн =1,0?-Ш_2' а'г-му'с+

11.8. При каисй сасрссти с псгрсшнсстъ ар при нычислении нм-
пульса пс ныстснсвсксй формуле р = тив нс превышает 11 = 1%?

Данс: др = т| =1%.найти: си
Решение. Рслптивистский импульс

д: тп” . (11.4151

Импульс* вычисленный пс ныстснсвснсй формуле:

р: щас. [І І+4?}
Пс услсвнш

_р'-Р*ШП~=_'ІЦ%. '111-431
г

Решение системы уравнений (11.46}-{11.4Б} стнссительнс исис-
мсй неизвестнсй с:

с 5 сНІ'ЦП - ц] 5 с-їЮ,ПІ{1-П,Ш)5 ЦНІЦ

Пгвет: с 5 сНІ'ЦП - ц] 511,141с.
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МОЛЕКУЛЯРНДЯ ФИЗИКД
И ТЕРМОДИНдМИКд



ГЛдВд 1 2

молвкулярно-кинвтичвскдя
теория и термодинамика

12.1 . Определение молекулярно-кннетнчеекнх
н термодинамнческнх методов
изучения свойств тел

В настоящее время сложилось два подхода к объяснению и изучению
явлений, связанных с изменением свойств тел: термодинамнческий и
молекулярно-кинетический.

Молекулярно-кннетнческнй метод представляет собой реедел физи-
ки, изучающий строение и свойства вещества исходя из молекулярно-
кинетическнх представлений и основывается на трех основных по-
ложениях: 1) вещества состоят из молекул; 2) молекулы находятся в
непрерывном (тепловом} движении; 3) молекулы взаимодействуют
между собой. Согласно втим представлениям, любое тело - твердое,
жішкое или газообразное - состоит из большого числа молекул (ато-
мов). Молекулы находятся в беспорядочном, хаотнческом, не имею-
щем какого-либо преимущественного направления движении, интен-
сивность которого зависит от температуры.

Непосредственным доказательством существования хаотнческого
движения молекул служит броуновсксе движение. Это явление за-
ключается в том, что весьма малые (видимые только в микроскош
взвешенные в жидкости частицы всегда находятся в состоянии непре-
рывного Беспорядочного движения, которое не зависит от внешних
причин и оказывается проявлением внутреннего движения молекул
вещества. Броуиовскис частицы совершают движение под влиянием
Беспорядочных ударов молекул.

Молекулярно'кинетнческая теория (МКБ ставит сесе целью ис-
толковать те свойства тел, которые непосредственно наблюдаются в
опыте (давление, температуру н т.п.], как суммарный результат дей-
ствия молекул. При атом она пользуется статистическим методом, ин-
тересумсь не движением отдельных молекул, а лишь такими средними
всличннами, которые характеризуют движение огромной совокупно-



12.2. Основные положения молеиулярно- хннетнчесиой теории... с 639

сти [ансамодяїт частиц. Птсіода другое ее название - статистичесхая
физииа.

Термодинаначеехяа, или феноменологичесхий', метод основан на
изучении свойств махросиопичесхих тел 'Димеъоших массу, еравиимуво
с массой охрухсаіоших нас предметов) без учета особенностей их вну-
треннего строения. Не вводя в рассмотрение молекулы и атомы, не
входя в мииросхопичесиое рассмотрение процессов, термодинамнви
позволяет делать целый ряд выводов относительно их протекания.
В основе этого метода лежит несиольио фундаментальных захонов
(называемых яачштдия термодиндниха), установленных на основании
обобщения Большой совокупности опытных феитов. В силу этого вы-
воды термодинамихи имеют общий харахтер.

Термодинамика Возникла в псрвсй половине ХІК в. из Задач иссле-
дования взаимосвязи теплоты и работы. К хонцу ХІХ в. содержание ее
ресшнряется, при этом основным становится изучение свойств паров,
жидкостей и твердых тел.

Подходя х рассмотрению изменений вешества с различных точеи
зрения, термодинамиха и МКТ, взаимно дополняя друг друга, образу-
тот, по существу, одно целое+

1 2.2. Основные положения молекулярно-
хинетичеекой теории
и их экспериментальное обоснование

122.1. Масса и размеры молекул

Для харахтериетихи масс атомов и модехул применяются величины,
получившие название относительной атомной массы мемента и отно-
сительной молехуляряой массы вещество. Относительной атомной мас-
сой злемента А.. называется отношение массы атома этого элемента на,
х 'уп массы атома углерода ЦС:

л,= _.
_тпїс
12

Птносительной молекулярной массой вещества тд, называется
отношение массы молехулы тн данного вещества х 13,1 массы атома
углерода ПС:

1 Пг греч- рдш'иотепои - явление, посгн гаемое в сп ьгге-
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ттм: 1_а_
_тцс

І2
Единица массы, равная 'ДЕ массы атсма изстспа углсрсда СП, на-

зыаастса атминай единицей массы (а.с.м.). Обозначим асличину зтсй
массы1 аыразксннуъс а килсграммак, чсрсз ты. Тсгда масса атсма, вы-
разксннаа а кипсграммак. будст равна фтп, а масса мслскулы штаты.

Единнцсй ксличсства асшсства а СИ ааластса мазь. Мслсм какаш-
лиЕс асшсстаа называстса ксличсстас зтсгс асшсства, ссдсрзкашсс
стслькс экс мслскул, скслькс на имсстса а 12 г изстспа утлсрсда ЦС.
Ксличсстас мслскул а сднсм мслс (или а килсмслс) любсгс асшсства
сдинаксас и числсннс равна пссталннсй Аасгадрс, назааннсй а чссть
итальансксгс физика и кнмика А. а-'іаз'нага.дрс+ Опытным путем найдснс,
чтс псстсаннаа Аасгадрс равна

Нд =6,023~1013мсль_' =6.ПІЗ-ШІБкмсль-'.
Массуг мала называют мшзлрнсй массой а. Мсщарнаа масса равна

произасдснитс псстсаннсй двсгадрс Нд на массу мслскулы штаты:

|.1.= Нд штаты. [І2.1}

Вдальнсйшсм мы будем пслъзсаатьса амсстс мсла ктшсмслсм. Для
изстспа утлсрсда “Са = 12 кгікмсль, масса атсма равна Іїтш. Псдсга-
нсака зтик значений в [12. І] даст

р, _ 12
дтн, ассз-шІнші -12

Массуг а:ат сднсгс атсма мая-кис спрсдслить как прснзасдсннс атсм-
нсй сднницы массы ты и атсмнсй массы А злсмснта, указаннсй а Пс-
рнсдичссксй таблице ДЛ. Мскдслссаа:

тат= тшА, [12.3)

а массу тд сднсй ыслскулы - как сумму масс атсмса, аксдашиа а нсс.
Уынсасиа массу сднай мслскулы на псстсаннучс дистадрп Нд, пплучнм
мслнрнуъс массу асшсства

диз-Штат. паз;мед:

д = тн мл. (11.43.
Прсизасдсм сцснку размсрсв мслскул. В экидксстаа мслскулы рас-

пшаганзтса аплчатнуЮ дРїТ к Другу, паэтаму сбъсм пднсй мплскулы
асды найдсм, раздслиа сбъсм ысші асды на числа мсшскул а пднсм
мслс, сс. на ппстсаннуаз дисгадрс:
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у=_а_ [12.5;

Птносительная молехулярная масса воды тнг= ІЕ. Следовательно,
ее молярная масса тм = 18 гх'моль = 18 -Ш'З хгу'кмоль. Рааделнв моляр-
ную массу на плотность воды р = І - Шї' хгу'мї, найдем объем моля воды:

з
ги"=”“'_ш'=1а-1аЧЕ с

р моль
Далее по формуле (12.50 найдем объем одной молекулы воды

_ |а+1с46
_ сша-1043

Пценха линейных размеров молехулы воды даст

_,- =13Ґ3+1Ён ее 0,3- Ш-ЧН ='|},3 Нм-

Раамеры такого же Порядка имеют молекулы других веществ+

=3-Ш_29м3.

'І 2.2.2. Основное уравнение молекуларно кинетической
теорни идеального газа, Закон Дапьтона

Согласно молекулярно-кннстичсской тсорин идеальный газ - сово-
купность одинаковыхІ хаотнчсскн движущихсяІ нс взаимодействую-
щих друг с другом на расстоянии молекул. Большую часть времени
хаашая молехулалвимется свободно, претерпевая иногда упругие соу-
дарения с другими молекулами или со стенками сосуда.

Давление газа на стенху есть результат Жданов молекул гааа об эту
стенку. При хамдом ударе молехула газа действует на стенху с опре-
деленной силой. Обратно направленная сила, е хоторой действует на
молехулу стенха сосуда, васгавляет молехулу отражаться от сгенхи.
Плиовременно о стенху сосуда будет уларягься громацное число мо-
лехул. Еесхонечно малые силы отдельных ударов схладываются в хо-
нечную и почти постоянную силу, действующую на стенку. Эта сила,
усрслиенная по времени, и есть давление гааа1 с хоторым имеет дело
махросхопичесхая фиаиха.

Нычислим давление гааа на стенку. Для облегчения решения по-
ставленной Задачи введем упрощения:

а} молехулы двнаеутся хаотичесхи; все направления двнаеения
равновероятны. ни одному на них нельвя отдать предпочтение. Если
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газ содерткит Н молекул, то а любой момент времени вдоль каждого
из направлений |Будет двигаться МЗ молекул, причем одна половина
из ник, т.е+ Шо, двизкетса вдоль данного направлении в одну сторону,
другая половина - в противоположную (рис. 12.1};

Щ все молекулы имеют одинаковые по величине скорости.
Предполагается, что молекулы _ упругие, мало деформируюшиеса

шары, а стенки сосуда - совершенно гладкие н упругие поверкности.
Представим себе теперь наполненный газом одного сорта сосуд

произвольной формы, от отенок которого молекулы газа долткны от-
разкатьсаІ как совершенно упругие шары.

Запишем закон изменении импульса молекулы в проекции на ось
п {рис. 12.2):

-ешд-еш,=-,Ґ-ог, [І2.о}
где ш _ масса молекулы; щ, о; - скорости молекулы соответственно до и по-
сле соудеренин со стенкой; ,Ґ_ сила, с которой стенка действует на молекулу;
Ш_ время ВЗЕШмодействин молекулы со стенкой

тбл
Ніо'

лук аул у:
-_-_ ¦-' '_

І'І'ІтІ _р
“Кб уг дуга _

Рис. 11.1 Рнс. 11.1

Учитывая, что при абсолютно упругом соударении молекулы со
стенкой о. = о; = о, в соответствии с третьим законом Ньютона из
( 12.61 получаем силу, с которой молекула действует на стенку1

___ [І2.Т}

За время от до элемента стенки ее? долетнт все движущиеся по на-
правлению к нему молекулы, заключенные в объеме Цилиндра с осно-
ваннем оЅ и высотой о-ог (рис. Иду+ Число атик молекул равно

оН=±н›оЅ-опш, [І2.В}

где п _ число молекул в единице объема.

Умноткив число молекул {12.8}, сталкиваюшиксл со стенкой, на
силу, действующую одной молекудой на стенку (ІЁЛ, получим силу, с
которой на стен ку действуют все молекулы:
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Р=Ёнпш2зї (12.91

Разделив [ЩЩ на дБ, получим давление газа,
оказываемое им на стенки сосуда:

,о=%пндд1. [12.ІЩ

ї Е _ под:читывая, что “ш -Т представляет со* Рис. 11.13

Бой хинетическую знергшо псступвтельного двнзсення молекулы, вы-
разкениш [12.101для давления мохсно придать следующий вид:

р=ЁлЕт. [12.ІЦ

Прежде чем приступить к анализу полученных формул, выясним,
как повлияют на их вид упрощения с) и б). Первое упрощение не влия-
ет на конечный результат вычисления давления (доказательство зтого
выходит за рамки нашего курса).

Как влияет на конечный результат отказ от упрощения 5)? Не все
молекулы газа движутся с одинаковыми скоростями. Встречаются
медленные молекулы, скорости которых близки к нулго. Встречаются
очень быстрые молекулы, скорости которых во много раз превосходят
средние скорости молекулярного движения+ Для грубого представле-
ния о скоростях молекул газа могут служить некоторые средние вели-
чины, вычисляемые по определенным правилам. Рассмотрим прехше
всего среднюю касдрстдчную скорость, Так называется величина

он = (Ы), (12.12)

т.е. квадратный корень среднего значения квадрата скорости посту-
пательного двиткения молекулы, Для вычисления 1111.11;1 надо скорость
хазкдой молекулы возвести в квадрат, сломить полученные значения и
сумму разделить на общее число молекул:

3 2 1
(и:>=и|+и1+"'+ил

Н

С учетом {12,12} формула для давления (12,11) примет вид

л=Ён(Е }. низу3 ПЩТ
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Ґдб

2

Шуф [11141(а
- среднее значение суммы книетическнк знергнй поступательиого
деиткения всек молекул газа.

Ныразкенне [1213) иногда называьот основным уравнениен кинети-
ческой теории еизи. Согласно Этому уравнеиито ношение идеильноео еизи
риено даун тратим кинетической энергии ностунитетьноео движения
молекул, заключенных е единице повел-ти.

Закон Дальтона. Если всосуде накодится несколько газов, тодавле-
ние смеси газов будет

-Ё дт_щ(и|2>+д2ф+.п =І'\:;т|+1г\::т1+---а [12.151'

Где н1, нд, - ътнелонан плотность; ті, тд. - Масса; (ні), (пдд). - средне-

квацратичнзн екороетъ молеКул каждого борта Газа.

Это закон Дялнгонз, полученный им змпирически (1801 г.) и выне-
денный с позиций МКТ Л. Больцманом (18?1 г.}. Его формулировка:
диеаение смеси еизоа, дьиически не езитьиодеистеующик друг с другим,
риено еулше их норииильньо: ношении. Парцнальное давление - дав-
ление, которое оказывал бы канщый газ, если бы в соеуде накодился
только он один.

12.2. 3. дбсолтптная температура - мера
средней кинетической анергнн молекул

При изучении тепловык явлений обязательно вводится новый физи-
ческий параметр _ температура. Температура карактеризует степень
иагрегости тела, но зто только качественное определениеІ отражате-
шее нашу чувствительность. Для определения температуры в основу
додткиы быть положены объективные физические явления и факты.

Для точного определения температуры необкодимо ввестн поня-
тие атепловое гтермодинамическощ равновесиез. Например, если
два тела с разной степеныо нагретостн привести в соприкоснове-
ние, то более натретое тело будет окпаждаться, а менее натретое -
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нагреваться до тех пор, пока в снстеме температура не перестанет
изменяться. В атом случае говорят, что тела приходят в тепловое
равновесие друг с другом+ В состоянии теплового равновесия па-
раметры системы остатотся сколь угодно долго неизменными Без
внешнего воздействия.

В результате оБоБшения огромного числа экспериментов установ-
лен закон: еыееденния из рденоеесноео состояния и предостоеленноя си-
мой сеБе тедиодиншиическия системи приходит о состояние тедноеоео
роеноеесия. Любое состояние теплоеоео равновесия хороктеризуется
определенной температурой. т.е. два тела, находящиеся в состоянии те-
плового равновесии, иметот одинаковую температуру+

Теорема о равном распределении кинетической энергии по степекям
свободы молщлн: средняя кинетической энергия, приходищолся но одну
степень свободы молекулы, ровно ІДЁ Т. Здссь Ё - Постоянная Боль-
Цмана, н = 1,38 ІІІІІ-23 МК [доказательство аггой теоремы выходит за
рамки данного 1';"'-Іе|5ника1і+

Степенью свободы механической системы называется количество ие-
завнсимых величинІ с помошыо которых однозначно задается поло-
жение механической системы в пространстве. Так1 положение в про-
странстве материальной точки (одноатомной молекулы] полностьто
определяется заданием значений трех ее координат. В соответствии с
Этим ооноотоиндя молекуле нмсст три степени свободы - поступитель-
ные степени свободы.

Дедотоиноя молекула, которую можно представить как две ма-
териальные точки, связанные жесткой связыо (рис. І2.4}, имеет лить
степеней свободы

Доказательство зтого: три степени своБоды _ поступательные.
Кроме того, молекула может вращаться вокруг осей Бу к Па. П враще-
нии вокруг оси По: говорить бессмысленно, так как кинетическая знер-
гня вращения Ею = І-шїд равна нулто, иБо равен нуліо момент инер-
ции молекулы І относительно оси Поп.

Трехотомндя молскула имост шесть
степеней сеооойы: грн поступательные
и три врашательные.

Согласно теореме о равном распре- О С
делении знергни по степеням свободы Б х
среднее значение знергин одной моле-
кулы {Ен} Будет [при той же температу-
ре:І тем Больше, чем сложнее молекула,
чем Больше у нее степеней своБоды. РНЕ* 11'4
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Таким ооразом, средняя энергия молекулы должна равняться

т'
Е = -ЁТ, 12. [15

где І= 3 - для одноатомной молекушя. і= 5 -дпядвухатозшой молекулы с жесткой
связью [а только таюзе рассматртшаюшя в нашем курсе}, і= о - для трехатоьшой.

На “1115) следует определение абсолютной температуры Т: абсолют-
ная температура _ скалярная физическая величина, характеризуюшая
интенсивноеть хаотнческогодвижения молекул (или атомов), и пропор-
циональная средней кинетической энерпти одной молекулы шли ато-
ма}. Температура является мерой средней кинетической энергии хаоти-
чески движущихся частиц+ Чем больше их средняя скорость, тем выше
температура системы, и наоборот. Температуруг можно |Было бы измерять
в единицах энергии -Шкоулях. Но, во-первых, непосредственно изме-
рить кинетичесхую энергию молекул трудно, и во-вторых, это очень
маленькая величина. Поэтому для измерения температуры используют
зависимость от нее какой-нибудь физической величины+ Например, в
1устройстве ртутного термометра используется увеличение объема ртути
при нагревании, Если ртутиый термометр привести в тепловой контакт
с каким-нибудь телом, то с течением времени между ними установит-
ся состояние теплового равновесия, т.е. средние кинетические энергии
хаотического движения молекул рггюи и тела станут одинаковыми+ Это
состояние характеризуетея одинаковостью температур.

Температура характеризует состояние тела независимо от его мас-
сы и химического состава, поэтому температура является параметром
состояния.

По шкале Цельсия за нулевую температуру принята температура
тающего льда, а за Ш'І] градусов - температура кипящей воды при нор-
мальном атмосферном давлении. По абсолютной шкале температур
(шкале Кельвина} за нулевую температуру принят абсолютный пуль
температуры, Т.е. температура, при которой давление идеального Гаэа
при постоянном объеме должна быть равна нулю. По размеру один
Кельвин и один градус Цельсия равны: 1 “С = І К.

абсолютный нуль температуры соответотвует -ІТЗ “С (Более точ-
но -ІТЭДЅ “Щи Таким образом, абсолютная шкала и шкала Цельсия
емешены относительно друг друга: если по шкале Цельсия значение
температуры равно г, То по абсолютной шкале ему соответотвует тем-
пература Т= г + ЕТЗ К.

Кинетическая энергия поегучтательного движения всех моле-
кул определяется, е одной стороны, выражением [ЦА-Н, с другой -
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(12,16), причем при поступательном движении і= 3, Приравнивая ик,
получаем

_т(:2> =Ёап него
Отсюда накодим выражение для среднеквадратнчной скорое-Ти

“и _Г_`,з_ат_ `]з_ег-гч' 4% “ды

где Нд = 6,02 Ш” Іу'моль- число Авогадро [число молекул в моде); й = к - Нд =
= 3,3] Шмщь - К, _универсвльная газовая постоянная; и _ масса моля.

12.3. Уравнение состояния идеальных газов

Рассмотренные молекулярно-кинетические представления и полу-
ченные на ик основе уравнения позволяют найти те соотношения,
которые связывают между собой величины, определяющие состояние
газа. Этими величинами являются давление д, под которым находится
газ, его температура Ти объем У, занимаемый определенной массой
Газа. Нк называют параметрами состояния, Из формулы (12,12) видно,
что температура, таюке как и давление, определяется средней кинети-
ческой знергней молекулы идеального газа. Позтому температура, как
и давление, относится к числу статистическик величин.

Перечисленные три величины не являются независимыми. Каждая
из ник является функцией двух друіик. Уравнение, связывающее все
три величины _ давление, температуру и обьем _ для данной массы
газа, называется уравнением состояния идеального газа [УСИП и мо-
жет Быть в общем вице записано так:

в=ЛР.Т}. нашу
Подставка в уравнение [12.8) выражение для кинетической знер-

гни *(1111) {прн поетупательном движении молекул і= 3}, получим

диет. нззщ
їмножив обе части зтого равенства на У, получим рР= Рик Т= Нк Т,

Мгде число молекул Н = _ Нд, М- масса газа+ Подставляя выражение
р.

для Н в предыдущее уравнение, получаем їСНГ:
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днём". они
называемое таюке уравненнем Клапейрона- Менделеева.

Известные узке давно законы, управляющие поведением газов,
были в свое время открьтты опытным путем. Все они могут быть по-
лучены из приведенных выше уравнений МКТ идеальных газов.

1 2.4. Распределение молекул газа по скоростям

12.41. Функции распределении

Молекулы газа движутся с различными скоростями+ Величина и на-
правление скорости каждой молекулы непрерывно меняются из-за
соудареннй+ Так как все направления движения равновероятны, рас-
пределение молекул по направлениям будет равномерным.

Иначе дело обстоит с численньтми значениями скоростей молекул+
Очень малые и очень большие скорости (по сравнению со средним
значением ее) маловероятны. |Екорости молекул группируются вблизи
некоторого наиболее вероятного значения+

Для выяснения способа количественного описания распределения
молекул по значения скоростей о воспользуемся слешутошим наглядным
примером. Будем отмечать значения скоростей точками на оси о. Каждой
молекуле на зтой оси будет соответствовать точка, расстояние которой от
точки б численно равно аеличине скорости данной молекулы {рис. 12.51І.

Прадполонтим, что мы смог-кем одновременно определить скорости
всея Н молекул некоторого количества газа. Близкие к нулю и очень
большие скорости встречаются редко. Поэтому распределение точек
на осн с будет неравномерным.

Плотность точек как отношение числа точек ЫНЩ лезкашия в интер-
валс он, к величине Этого интервала

= а'Нп
а'о

является функцией о [р = щен.
Если газ наяодится в равноеесном

состоянии [р и Тпостоянны), то рас-
пределение молекул по скоростям бу-
дет неизменным.

р

п і-я молекула
'Ъ-_.Ґ_-"ц

п|-_”--аа\~
Рис. 11.5

П"
'Ц
П



12.4. Рашределвнив меленсїл гааа пе снерестнм і Ні

`Шггнешенне р{е} и ебшещг числу мелекїл Н:

Лщ=_=--_” назад

характеризует распределение мелеиїл пе сиерестам и называется
функцией распредыеннн.

Знанде), менше найти иеличестае мелекїл т'ч'., из числа Н, снере-
сти иетерын имегет значение ет и де е + а'е. т.е.

а'Ни = НЛща'е. {12.23}

`Шгнешение

_аг:“ =_,і`{н}сіе (123%

дает нерентнесть теге, чте снерестъ мелекїлы ІЕіудет иметь значение а
пределах интервала снерестей ее ет е де е + ее.

Сумма

Едды = 2 “ди-Ши = Хидди- = Н (11.25)
І' І г

пе всем интераалам дед, на нетерне менше разбить есь е, делмна, ече-
андне, примерне равнатьса пелнемї числу мелеиїл Н. Отсюда выте-
нает свейстее функции распределении

111112Дама; =їдаты. ыыы
І п

12.42. Фунщин распределении Максвелла
мелекїл газа пе скерестнм

Франции распределении Была найдена Мансасллем в [359 г. (рис. 12.6):

Ш:

дет: нете, наш
где А _ мнпнснтель, не Заниснщий ет и; т _ масса мелсігїл; и _ ппстпнннаа
Бельцмана.

Карантерне, чте е пенааателе степени при е етеит нантее се ананем
минус етнпшение иннетмчссней энергии гнезд н средней энергии КТ
меледшлм+
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_Дщі

1,111*

це Ч

Рис. 11.6

Услсеие (І 226) псзесллет вычислить множитель А:

те:
АІгтыїае = 1. ные)

П

На рисунис І2.6 атст интеграл численнс равен плс-Щади псд ириесй
Ле).

14302281* следует:

А =+
ІІ' _Ш

Іе ШҐсдс'е
П

їслсеие [ЩЁЫ нссит название їслсеие нермирсеии функции
распределения.

Вычисление [псдребнее]:

[На-Вхід: :%І НЕМЫІ, 11:11, 2,4, 6,".
П -сс

їхдїшър 1 Е_ | (пїт_2_т2 1±т-2п!1п±т_
п 2-25 В-Ыі _ за т гиг-21: т _

ЁЁТ

_ І ЁШЪТ 2пйТ_ ІлЁТ Ё
_ЕТ т _п_4[ __;1т

1

'4: І 1:4”[атїтт
І ІлІсТ 2
4_п[Т]

Таиим сбраасм, функции распределении Максвелла имсст вид:
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Ё ш:
т 2 -_и =4и _ е идтиод. 12.29л т [211И] < г

Конкретный вид функции распределения зависит от рода газа {от
массы молекулы) и от параметра состояния [ Т). Давление и объем газа
на распределение молекул по скоростям не влияіот.

124.3. Скоростн молекул гааа: среднеарнфметнческая,
ереднекеадратнчная н наиболее вероятнап

Кривая Максвелла имеет максимум. который соответствует наиболее
вероятной скорости от. Решив Задачу на нахождение максимумаЛок
найдем наиболее вероятиуто скорость от:

Ш=А -Ёївї-е%1"+2вг-е'-'-:І:і_гг =Ае_::_їи 2-ЕЕ .
Ёп ЁЁТ ЁТ

Удовлетворя іошие зтому уравнениьо значения в = б и о = ш соответ-
ствуют минимумам До). Значение о, обращаюшее в нуль выражение*
стоящее в скобках, представляет собой искомое значение от:

1, = Ш:`ІШ=`{Щ_ “шт
Щ т т+Нд р.

Зная распределение молекул по скоростям, можно найти среднее
значение скорости, а также любой величины, являющейся функцией
скорости* например од.

Найдем среднюю арифметическуто скорость {о}.
Пусть ел'. молекул нмеІот скорости о. (рис. І2.?}* они молекул - в:

н т.д. Средняя скорость будет равна
І=л

(Ну) = ЁІДЩ +ЦЁД~І+-..+”НДНН = ёиу'Ё-НІ-

ДЦ +дЫ2+Ш+Ь~д ,Н

Ш.
г_*_1.

п ІЦІ ¦:

а в _ до и

Рис. 11.1
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Перелодн н пределу,
І СІ':

а) = їіаал'. (12.31)

ппдетаалаа (11131 (ам, = ту: шлемы) а мам), получим

о) =іНІоНЛоЫо =Тидщо`ц {12.32}
'П П

Подетавлаа в [ЩЗЩЛЩ из (122%, получим
3 2ее т ї _ї Ёае то

}= І4л[_] а и“гозь'я-:і'ь'г=4*.Іт[т Т] ІНЗЄЄІТТЁЩп 2111111" Іші' п

ї заднее-М1 =±
2132І]

Далее
1 2он) т т [ат] мг вы"=4 т 2_ = _4 _: __

М "[млт] эт* щз-мєт мат тд Чит Чат*

)=1Ё_пї= ,5:5 (11331.
дналогнчно для средней квадратнчной скорости тд) получаем:

3
под Ёш лиш1

(о >= Іочіоши: Іо -4л:[2_ІІст,]51а_д”г_ї'"е'да'о=4~л[ЁЩЁТГ [деда-тон.

а:
_ 1 ІУчитывая. что Іх4г В* =_«_ _, получаем

<и=)=Щ=Ш_

Ш- ц. (11341.
Этот результат еоглаеуетел е полученным ранее выражением для ерад-

ней кинетической анергнн поетупательного ллшненна молекулы (Епшўи:

ІЕїгтчеіола

(ат)=ф=%лт.



12.4. Рашределвнив молекул газа по екоростям я БЕЗ

Неоокоднмо подчеркнуть еше раз, что установленный Максвеллом
закон распределения молекул по окоростям оправедлив Только для
гааа, накодящегося в равновесном состоянии,

Итак, существуют три номенклатуры скоростей идеального гааа:
НЕТ НЕТсреднеарифмегичеекая скорость (с) = І,_ = ,_,
пт др.

, мг знт
СРЕДН'НП ЕЩРЗТНЧННП СКПРППТЬ (В >=ї =_,

р

'ЦТ 'ІКТнаиболее вероятная скорость ощ, = _ = _.
т Н

Произведем оценку средней скорости молекул кислорода при ком-
натной температуре, равной примерно Т= ЗІЮ К. Молекулярная масса
кислорода равна р. = 32 кгікмоль. Подставнв в формулу { 1 2.33) числен-
ные значения вкодяшик в нее величин, получим

3

(с)=`/3'3*3І'Ш '300 -Ѕпсї

Огкуда татоке

3,14-32 _ с
Подставляя в распределение молекул по скоростям (12.23} дм, =

= Ндош'с функцию распределения (122%, получим

ам, =м[і]такт
где ЫНЦ - число молекул, кннетичеекая энергия поступательного движения
которык имеет значения, заключенные в пределак от е до е + км [здесь Еуквой
е обозначена кинетическая онергияЪ.

_ї
е 1*Т4ло2а'о, (1135:,

І-І
І'Ё

-ч
-

1 2.4.4. Экспериментальная проверка закона
распределения макевелле. ОпытШтерна

|Пшннм на первык экспериментов, в котором Были непосредственно
намерены скорости молекул гааа, Был опыт, выполненный немецким
фнаиком Птто Штериом (1838-1969) в 19211 г. 1л'прошенная принципи-
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альная схема экспериментальной установки изображена на рис. 1213+
Платиновая проволока А, покрытая снаружи тонким слоем серебра,
располагалась вдоль оси цилиндра С. Внутри цилиндра вакуумным на-
сосом создавался высокий вакуум. При пропускании электрического
тока через платиновуто проволоку она разогревалась до температуры
выше точки плавления серебра [961,9 “СЪ Серебро интенсивно ис-
паршІоеь, и его атомы летели прямолинейно и равномерно огг ннти А
к внутренней поверхности цилиндра С. ІСтенки последнего охлажда-
лись, чтобы атомы серебра лучше конденсировалнсь на ннх. На пути
летящнх атомов помешался акран с узкой щельто В, вырезавшнй узкий
атомный пучок. Пучок конденсировался на принимающей пластинке,
прикрепленной к внутренней поверхности цилиндра (последняя на
рис. 12.8 не изображены. Цилиндр вместе с экраном и нитьто приво-
дился во вращение с круговой частотой ІЅПП-ІТПП мин-'_ Когда вся
система была неподвижна, атомы серебра, пройдя через щель В, по-
падали на принимаІоЩуто пластинку и, конденоируяоь на ной, давали
резкое изображение шели В в виде линии В, расположенной в одной
плоскости с нитьто А и шслыо В. Затем система приводилась во вра-
шение. В результате изображение щели смещалось в В'. Обозначим
буквой Ѕ расстояние между изображениями В и Л', измеренное ааоль
вогнутой поверхности принимающей пластинки. Оно равно Ѕ = от,
где о - он - линейная скорость точек поверхности вращающегося
цилиндра, В _ его радиус, а: - угловая скорость вращения цилиндра.
Величина т есть время прохождения атомами серебра расстояния ВВ.
|ІІІІІбозначим ато расстояние буквой І. Тогда т = По, где о _ скорость

атомов серебра. Таким образом. 5 = ш_т, откуда
о

о =_+ (ІЪЗЫ

В опытах Штерна изображение В получалось резким тогда как
изображение Л было всегда размытым. Это указывало на то что ато-

мы серебра движутся с различными скоростями.
Результаты измерений скорости атомов серебра,
вычисленные по формуле 1111-36), оказались со-
впадаюшими со значениями среднеквааратичной
скорости* вычислеииой по формуле “1131. Это
совпадение является одним из важнейших пря-
мых доказательств справедливости молекулярно-
кинетической теории газов.



12.5. Реальные газыїраененне Ван-дер-Еаальса ч 555

Более точно аакон распределения ІЕи'ыл проверен в опыте Ламмерта
в [929 г.

12.5. Реальные газы. Уравнение Ван-дер-Ваальса

11*:"равненне состояния идеального газа [Менделеева - Клапейронаїг
[12.21] достаточно корошо описывает гаа при высокик температурах н
ниакнк давленняк, когда он накодится в условняк, далекик от условнй
конденсации+ Однако для реального гааа ато уравнение не всегда вы-
полняется н прнкоднтся учитывать собственный обьем молекул и по-
тенциальную энергию взаимодействия молекул меткцу собой, В ІНТЗ г+
голландским фивиком И. Ван-дер-Ваальсом ІЕи'ыло предложено уравне-
ние состояння реальных гааов:

для одного моля

Ё,га-2 ггг-враг, (то
уе

для произвольной массы газа М:

его
[Р+Ё]+(Ґ-уо)=мдї`, (12.3811

где р, Н., Т- соответственнодавление, объем и температура одного моля газа;
л, Ь - постоянные коэффициенты для данного газа; у = МД.: - количество
молей гааа; М- масса гааа, Р'=мР,,.

Для различных газов аначення а н лотлнчатотся, повтому ин в каждом
конкретном случае определяют акспериментально. Значение й {уннвер-
сальная гавовая постоянная) такое тке, как и для идеального газа,

Уравнение состояния реального гава имеет как акспернментальное,
так и молекулярно-кинетическое обоснования.

Фактический объем реального гава будет И, - Ь, где Н, - объем одно-
го моля газа, е- объем, ааннмаемый самими молекулами+ Две молеку-
лы радиуса г не могут солнви'ться на расстояние,
меньшее 2:- (рис. 12.91, Следовательно, для Цен-
тров двук молекул недоступен сферичесгшй ооъ-
ем радиуса 21: Этотооъем евЗ рааоольше объема
одной молекулы н в расчете на одну молекулу ра-
вен учетверенному объему молекулы.

Учет сил молекулярного притяжения осу-
Ществляется введением дополнительного дав-
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денни ,с' на гаа, называемого внутренние сведениен р*= при, где п -
постоянная Еан-дер-Ваадьса.

Уравнение Бан-дер-Еаальса 111238) можно записать адругом виде:

У -[ь+_]У,Ё+Ёи-_=с тает
а а а

12.6. Барометрическап формула
Атмосферное давление на какой-либо высоте а осі-

, условлено весом вышелезкашик слоев газа. Пооана-
Р +45 “-~----“ чим буквой рдввлеиие на высоте а. Тогда давление

Ъ на высоте і: + пЧт Будетр + пр, причем если п'н З:- П, то
р “т-т'” а'р *і [1, так как вес вышепезкашик слоев атмосферы,

а следовательно, и давление с высотой убывают.
Разность давлений ,п и д +а,п равна весу газа, аа-

Рт- 12-11] ключениого в объеме цилиндра с площадью осно-
вания, равной единице, и высотой ага (рис. 1110:.:

р-{р+да)=акё#.
ГДЕ р _ ШІСІТНШТЬ ГВЗЭ.

Отсюда
пр = -рдєй П 14011

Газы, вкодишие в состав атмосферы, при условиях, близких к нор-
мальным, мало отличаются от идеального+ Поэтому, ааписав уравне-

Мние состоянии идеального газа рР' = -НТ и выражение ллн плотно-
І-1

сти гааа р =Ё , получим

дв=-. 12.41а НТ ІІ 1*

Подстааиа [12.4111 в “2.40), пштучим

ад= -рЁкьЭЁ= _їаь. »(1142)кт р кг
Температура вылетел некоторой функцией от а. Если вид этой

функции известен, уравнение (12.42} можно проинтегрировать и по-
лучить р как функцию й.



12.1 Распределение Еольцмана а ББ?

Для случая, когда температура постоянна, интегрирование дает:

шпиц[п ,о = -_
НТ

где С - постоянная интегрирования [Здесь удобно обозначить постояннуто
интегрирования черев [о С).

Потенцируя полученное выражение, наяодим, что

_Ш
Р = а. яг_

Подставнв сюда я = 0, получаем

а = С,
где ,ап - давление в на высоте я = П.

Таким образом, при сделанном нами допущен ни о постоянство
температуры зависимость давления от высоты выражается формулои

_Щ
Р= не” “Т- (11.43)

Эта формула называется Есронетрнческой. ,а м р, е р.,
На нее следует, что давление уоывает с Мп ТР Т:

І Івысотой тем быстрее, чем тяжелее газ {чем яд
больше р] и чем ниже температура, На рн- МЮ
еунке 12.!1 изображены две кривые вида
(12.43), которые можно трактовать либо как П =
соответствующие равным р {при одинаковой І'т
Т), дноо как отвечающие разным Т{при одн- Рип, 11,11
наковой Ш,

12.7. Распределение Больцмана

С учетом формулы для давления ,в = якТи-,ъ {12.43} получим аакон на-
менения с высотой числа молекул в единице объема

_Щ
я = ние и,

где пп. - число молекул в единице объема на высоте, равной нулто; п - то же
число на высоте Ь.
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Полученное выражение можно преобразовать, заменив отношение
руд равным ему отношением тд, где т - масса одной молекулы, и-
постоянная Больцмаиа:

_ш
Рог “ї (1144;

Н И Нз (12.44) слет, что е понижением тем-
Тгъ ТІ пературы число частиц на высотах, отличных

от нуля., убывает, обращаясь в нуль при Г= П
(рис. 12.12). При абсолютном нуле все моле-
иулы располоишлись Бы на наземной поверх-
ности. При высоких температурах, напротив,
и слабо уеывает с высотой, так что молекулы

Рис. 12.12 оказываются распределенными по высоте
почти равномерно.

Этот фаит имеет простое физическое ооьяснение. Каждое иоиирет-
ное распределение молекул по высоте устанаапивается в результате
действия двух тенденции: 1) притяжение молеиул х земле {харахте-
ризуемое силой мы стремится расположить их на поверхности Зем-
ли; 2) тепловое движение (харахтеризуемое величиной хп стремится
разбросать молекулы равномерно по всем высотам. Чем больше т и
меньше Ту тем сильнее преобладает первая тенденция и молекулы сгу-
шаются у поверхности Земли. В пределе при Т= П тепловое движение
совсем прекращается и под влиянием притяжения молекулы распо-
лагаіотся на земной поверхности. При высоиих температурах права-
лирует тепловое движение и плотность молекул медленно уоывает с
высотой.

На разной высоте молекула обладает различным запасом потенци-
альной энергии:

д-
'Ц

'

вР =т3п. (11.45}

Следовательно, распределение (12.4511 молекул по высоте явля-
ется вместе с тем и распределением их по значениям потенциальной
знергии. С учетом {11.45} формулу {12.44] можно записать следуіошим
образом:

-Ё:_
Ним* Н" , ным

где нд. - число молекул в единице объема в том месте, где потенциальнал энер-
пмт молехулы равна нулю; н - число молекул в едниице объема, соответствую-
Щее Т'ем точкам проеїршістна, где потенцнапьнаа Энергия молекулы равна ад.



12.1 Распределение Еольцмана ч БЕЗ

На [І 2.4154 следует, что молекулы располагаются с большей плотно-
стыо там, где меньше ик потенциальная энергия, и наоборот, с мень-
шей плотностыо в месгак, где ик потенциальная знергня больше+

В соответствии с (12,46) отношение туго: в точкак, где потенциаль-
ная знергия молекулы имеет значения вы и еду, равно

_ БН _Бп
і=е *Т _ (шип
д:

Больцмзн доказал, что распределение 02,46), как и вытекаюшая из
него формула {І2.4Т), справедливо не только в случае потенциального
поля земного тяготения, но и влюбом потенциальном поле снллля со-
вокупности любык одинаковык частиц, накодяшикся в состоянии као-
тического теплового движения. В соответствии с зтим распределение
[12.46] называют распределением Больципнп.

В то время как закон Максвелла дает распределение частиц по зна-
чениям кинетической знергии, закон Больцмана дает распределение
частиц по значениям потенциальной знергни. Для обоик распределе-
ннй карактерно наличие зкепоненциального мнояоттеля, в показателе
степени которого стоит отношение кинетической или соответственно
потенциальной знергин одной молекулы к величине, определяющей
знерппо теплового двимення молекулы.

Согласно формуле [[246] количество молекул, попадающик в пре-
делы объема о'Р'= отсуо'а, расположенного в точке с координатами и,
ї* Е, Рашш

_ садик]

ее',,,,, =гъе *Т так. (плат
Мы получили еще одно выражение распределения Больцмана+
Распределения Максвелла и Больцмана можно объединить в один

зокон Мокеешыо- Больцпоно, согласно которому содсрзкашсосл в еди-
нице объема количество молекул, скорость которые лезкит мелщу о и
о + о'о, равно

амоыогогкщд :

т Ё _ьї, _і палат
:иш,-4я{2 КТ] е *Т оїцодсіоуеїпдіхфйеше Ноїгї'о,

п

где нп - число молекул в единице объема а той точке, в которой с,І =І], а Е-
полная знерпш молекулы, равная сумме ее кинетической и потенциальной
знершй. Напомним ташке, что с, = е,,{к, у, 2,] н о1 = 11,1, + о; +ої .
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В распределении 1212.49) потенциальная знергна е, к кинетическаа
знергиа мод-Д, а следовательно, и полная знергна Е могуг принимать
непрерывный рад значений, Если полнаа знергиа частицы моткет при-
нимать лишь дискретный рад значений: 51, Ед, , как ато имеет место,
например, дла внутренней энергии атома, то распределение Больцма-
на имеет вид

е,
ат, = ,о и, (таза)

где Н, - число частиц, накодлшикся в состоянии с знергией Д; А- коэффици-
ент пропорциональности, который долткен удовлетворить условию

Ё,
ЕН,=АЕЄЁ=Н

(Н- полное число частиц в рассматриваемой системе).
Подставнв найденное из последнего соотношении значение А в

формулу [12.5Ш, получим окончательное выражение распределении
Больцмана дла случаи днскретнык значений энергии:

Е
,Че-ЁН, = Е . (12.51)

__ї.
ЕЕ ,НТ

12,8. Определение Перреном числа двогадро

Распределение (12.44) было полозкенофранщгзскимфизиком ЖЬ. Пер-
реном (13?0-19421І в основу опытов по определеншо числа Авогадро.
Бзвешенные взкидкости очень мелкие твердые частицы накодлтси в со-
стоянии непрее'ганного Ееспорлдочного движения, называемого броу-
новсктьи движением. Причина его заключается в том, что при достаточно
мальгк размерах частиц импульсы, сообщаемые частице ударнтошимнск
о нее с разньгк сторон молекулами, оказываются нескомпенснрован-
ными. П чаегицу заметнык размеров ударлетсн одновременно Большое
число молекул, так что суммарный результат ударов молекул достаточ-
но корошо усредннетса. При малык размерак частицы начинатот прояв-
латьса отклонения скоростей отдельных молекул и числа ударктошнксн
молекул от средник значений. Если скорость нли число молекул, уда-
ратошикса о частнцу с одной стороны, окаткетса иной, чемдла молекул,
удара Іошикск с другой стороны, то результируюишй импульс, сообщае-



12.5. Определение Перроном числа двогадро і 551

мыії частице, |будет стличен от нуля и частица начнет двигаться в соот-
ветсгвїгощем направлении В слещчсший момент реакльтирїгсший им-
иїльс имеет иное направление. Следовательно, частица будет все время
перемещаться |Ееспорядочиым образом.

Броїиовское даиэкение указывает на то, чтс достаточно малые ча-
стицы вовлекаготся в есвершаемое молекулами тепловое движение+
Принимая участие а тепловом лвиткении, такие частицы долъкны неоти
ееЕя подобно гигантским молекулам, и на ник долэкны распростра-
няться закономерности кинетической теории, в частности аакон рас-
пределения Болвцмана 02.44)+

`Іїїісновнаоо трудность а сп ытая Перрена составляло приготовление
сдинаковык частиц и определение ия массы. Перрен'диІг їдалссв при-
Гстовить весьма сднорОДІ-ІУЮ ЭМїльснІо на практически одинаковых
шариков гуммигута с радиусами порядка нескольких десятык долей
микрометра. Эмїльсия помешалась в плоскую стеклянную ктоветаг глу-
биной 0,1 мм и рассматриваласье помощыо микроско-
па (рис. І2.13). Микроскоп имел столь малїто глубинуг
поля зрения, что в него Были видны только частнцыІ
находящиеся в горнаонтальном слое толщиной при-
мерно І мкм. Перемешая микроскоп в вертикальном
направлении, можно было исследовать распределение ЕІ
броїновскнл частиц по высоте. “на 1113

Обозначнм высоту..г слоя, видимого в микроскоп, над
дном кюветы Буквой а. Число частиц, попадаюшнк в
поле зрения микроскопа, определяется формулой

ал=клгаак
где лого - число броуновскик частиц в единице объема на высоте а; Ѕ- пло-
Щадь; Ы: - глубина поля зрения микроскопа.

Применив к броїновеким частинам фк'зрмулуг {12.5Ш, можно на-
писать:

_Ё
на) = на* “П

где на - число частиц в единице объема при и - 0., ,0 '_ вес оротноаской части-
цы в амїльени* тте. вес, взятый с учетом поправки на Закон Архимеда.

Написан выражение числа частиц оНдля лвїя раанык высот а. н из,
получаем

_Ё
дог. = пик *Т Еда;
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_Ёля, = ар: И зла.
Логарифмнруя отношение ощіодд, приходим к елещ'шщему

НЫРШКЁННЮІ

1,, ддт = я'іі'ъ. -М
за, ет '

С помошыо этой формулы по измеренным р', Т, (ад - ні), ам и ад;
мозкно определить постоянную Болщмана к. Далее, разделил универсаль-
нуто газовую постояннуто Н на к, мохтно Было найти число Аеотадро На.

Полученное Перреном на различных змульсиях значение Нд пе-
хеало а пределах от 6,5 - Ш115 до ТД - Ши кмоль_'. Определснное дру-
гими_ Более точными методами значение Нд равно 6,02 + ШШ кмоль-ї.
Таким образом, значение, полученное Перреном, находится в хоро-
шем согласии со значениями, полученными другими методами, что
доказывает применимость к Броуноаскнм частицам распределения
Больцмана.

12.9. Решение задач
по молекулярно-кинетической теории

Конкретзшшп пушпп'а З емстцшічосппішшій г. решеншо Задача [см+
п. І.3}: запишите уравнение состояния идеального газа (УСИП для
кахшого состояния. Если рассматривается смесь газов, следует запи-
сать закон Дальтона и УСНГ для каждого газа.

Есл и газ находится а цилиндре, нужно зап исать условие раенонссия
поршня.

12.1. Средняя квадратичная скорость молекул газа при температуре
ПШ “С равна 540 міс. Определить массу молекулы этого газа.

Дано: т- ШІП ЧЕ: о,ш - 540 му'с. Найти: т.
Решение. Средняя кеадратичиая скорость молекул идеального газа

ЗІтТ= т
где Ё - постоянная Больцмана; Т- температура; т - масса молекулы.

`Шггстода

31:Т
Ш =_.1

пен



12.9. Рвшвннв задач пп нплвнїлнрнп-ннннтнчвпнпй твпрнн і БЕЗ

Прав:рна единицы:

[т]_,.1'_'І.ж-МЕК--сд _Н-1'ьІ-г.:2 _Іэіг-ІІн-ньа-Ід:1 _нг
м2 газ-МІ І

П _т=3ЁТЁ
нп

СН

11.1. Ппд каким давлен нем р находится газ, ЕШІН средняя квадра-
тнчннн снпрппть его молекул равна ис.: = 330 мда; р = 9 - ІП-д гісмз'?

Дана: цд - ЗЕПІ мўс; р - 9 і 104 гісмд. Найти: р.
Решшне. Средняя квадратнчная страсть ппстїпательнпгп движе-

ния мпленїл идеальнпгп газа

ЗЕТ
“_ т

Н
гдч: Н - уннвєрсальная газпвая постпнннан; Т- температура газа; 1.1 - масса
моли.

{12+52}

1І'і"'|3|*ё]ВНЕІНН'Е СОСТОЯНИЯ НДВМЬНПШ Газа

рУ=ЁНТЁ (12.53)

Плшнпстьгааа
М

Р=ї~

Нз{12.52}:
вт и;
Т: з

Нз{12.53}:
М НТ и]

Р=ї'Т=Р'ў~
Прпнврна вднннцы:

нг~:ы июн Н[11, =ї_ -1
Еычнплен не:

411113301 ш*в шр: ш =4З,3-ШЭПа =43,3 кПа.
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и:
Птттег: р: р 1:34 =433яПа

11.3. Найдите ампулы: молекулы ааота1 онороеть которой равна
средней наааратнчной онороотн прн температуре Т- ЗШІ К.

Дано: Т- ВШ] К; р, - 28 нгіямоль. Найти: р.
Решение. Импульс молекулы азота

Р=щдпн (1154::

где ш - маееа молекулы азот-а; он - средняя явадратнчнан енороеть.

`Ґ.".|:Іедняя квадратнчная скорость

ин = Ё, (11,551.
Н

где Е - универсальная газовая постоянная; Т- температура; р - молярная
маооа азота.

Молярная маооа азота равна
ц=тІНм {12.56}

где Нд - чнело Авогадро.

На{12.56}:

т:а.
А

Подетаааяя это значение т а (12.55} в (12.54), получаем

_ ЗНТ _ іҐЗпНТ

дл Р На
Проверка еднннцы:

[117]: ЁГІДЕ'К -Ёмшь =\І{Ш`ДЖ =~ІКГ'Н-м =1Інгінёї+ыъм = Ёп",
однмолЬ-нмоль- К

Бычнеленне:

Цз-зе-здъшз-зпщ
ааа-ше -2 4 1п-23_“Г "_

ЗрНТ_: -1НА 1,4
12.4. Снольно молекул Н содержится а объеме Р'= І мм3 таза прн

температуре г= 2? “С н давленнн р = ІД-Ш-“мм рт. от?

0-13 КГ'МПтттег: р:



12.5. Решение задач по молвкулнрно-кннатнчаокой теории а НЕ

Дано: Р= І ммд; І= 2? “С;р= 1,0-10'" мм рт.ет. Найти: Н.
Решение. чІк'ранненне ооотонннл идеального гааа

р=пЁТ, (11511

где чнелоааа плотность молекул к равна
Нк = ї. {12.53}

Решение онетемы уравнений [І2 БТ), (12.531отноентельно М

л:Ё
кТ

Бычнеленне:

_1п'"--133 кг*
_,І 38- Ш'П-ЗЕЮ

=321.

ру
Отт: Н=_=321.

ІсТ
12.5. Средняя квадратнчнаа екороеть молекул некоторого гааа рав-

на он = 430 міе при температуре Т= 296 К. Что это за газ? Сколько
молекул Н оодержнтеа в т = Ш г этото газа?

Дано: он = 430 мд'е; Т= 296 К; т = Ш г. Найти: р, М
Решение. Средняя квадратнчная екороеть

= ЭЛТ
СК Н

`\¦ІІгге1ола
= ЗдТ: 3-3,ЗІ-ІСІЗ -296 =32 кг

оёц 4801 кмоль'
Это кислород.
МЁСБЕІ МПЛЕКУЛЫ Найдется НЗ ВЫШВННЯ ДЛЯ Н'Ш'ІЯРНПЁ ПЕСЕН д, =

Н1+ЁЬІ

т_і=іы=532 нгд*кг.
Н 6,02 Ш

Пшег: р=3ндт=32 кг [это кислород);
ц ІІЬ'ІШ'ІЬ

=Ці_= _ -1'5т Н 5,3210 кг.
нІ
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ТЕРМОДИНдМИКА РдВНОВЕСНдЯ

13.1. Основные понятия

Классическая термодинамика_ зто область физики, которая занима-
ется изучением обпшк свойств макроскопическик систем' в состоянии
равновесия, атактке общик закономерностей при установлении равно-
весия. Под состоянием термодинамического равновесия подразуме-
вается состояние, в которое с течением времени прикодит система,
накодящаяся при определеннык внешиик условияк и определенной
температуре окружающик тел.

Для равновесиык состояний понятие времени ие существует. Поз-
томуІ время в явном виде втермодннамику не вкодит. В этом смысле об
обычной термодинамика говорят как о термостатике (термин «термо-
динамикаа введен в литературу В. Томсоном (1854 г.) и сменил перво-
начальное название зтой дисциплины еМеканическая теория теплиц.

Термодинамическое равновесие - зто новое понятие, которое не
встречается в привычной всем классической меканике. Для своего опре-
деления оно требует введения нового параметра- температуры. Темпера-
тура не единственная функция состояния. Любая физическая величина,
иметощая определенное значение дпя каждого равновеснопо состояния,
является функцией состояния и называется термодинааптческой вели-
чиной. К ним относятся, например, температура, давление. внутренняя
знергия и тд В рамкак феноменолоптческой термодинамики понятие
температуры определяется нулевым началом термодинамики.

13.2. Нулевое начало термодинамики

Существует функция состояния _ температура. Равенство температур
во всек точкак есть условие равновесия двук систем или двук частей
одной и той тке системы.

1 Макроекопической системой называется система. имеющая массу: еравнимуто с мае-
еой окружающих нас предметов и тел-



13.3. Бостоннне термодинамической системы. Термодинамнческий процесс і об?

Физический смысл температуры наиболее отчетливо проявляется,
если рассмотреть молекулярио-кинетическуто картину теплового дви-
жеиия+ В условиях равновесия средняя зиергия теплового движения
связана е температурой формулой [І2.1Т]

т(о:> _ 3 *Т
_ 'і

2 2
Таким образом, температура выступает как мера средней знергин

теплового поступательного движения молекул. Подчеркием одно важ-
ное обстоятельство: температура определена только ,для состояния
равновесия.

13.3. Состояние термодинамичеекой
системы. Термодинамнчеекнй процесс

Термодинамической системой называют совокупность тел, рассма-
триваемых в термодинамике. Примером может слуокить жидкость и
находящийся с ней в равновесия пар+ В Частности, Термодинамиче-
ская система может состоять из одного тела+

Всякая система может находиться в различных состояниях, отлича-
тошихся параметрами состояния: температурой, давлением, объемом
и тзп. Если, например, температура в различных точках тела неодина-
кола, то состояние называется неравноеесным. Если такое тело изоли-
ровать от других тел и предос'тавить его самому себе, то температура
нырявняется и примет одинаковое для всех точек значение Т- тело
перайдет в равновесное состояние+

То же самое может иметь место идля других параметров, например
для давления.

Если взять таз, заключенный в цилиндрическом сосуде, закрытом
плотно пригнанным поршнем, и начать быстро вдвитать поршень, то
под ним образуется газовая подушка, давление в которой будет боль-
ше, чем в остальном объеме газа. Следовательно, таз в атом случае не
может быть охарактеризован определенным значением давления р и
состоян ие его будет неравновесным. Если прекратить перемешен ие
поршня, тодавление в разных точках объема выравняется и таз перей-
дет в равновесное состояние.

Процесс перехода из неравновееиого состояния в равновесное на-
зывается лронессом раедкшннл или просто ршоксоиней. Время, затра-
ченное на такой переход, называется временам ршексдцнд.
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д ” І Если по координатнымосям откладывать значе-
ния каких-либо двух параметров, то лтобое равно-
весиое состояние системы может быть изображено

З точкой на координатной плоскости (см., напри-
мер, точку І на рис, 13.11, Нерааноаесное состоя-

П ь ние не может быть изображено таким способом,
Р' потому что хотя бы один из параметров не будет

Рнь, 13,1 иметь в неравновесном состоянии определенного
значения,

Всякий процесс, т.е. переход системы нз одного состояния в дру-
гое, связан с нарушением равновесия системы. Следовательно, при
протекании в системе какого-либо процесса она проходит через по-
следовательность иеравновесиых состояний, Обращаясь к уже рассмо-
тренномуг процессу сжатия газа в оосуде, закрытом поршнем, можно
Заклщчнть, что нарушение равновесия при вдвнгании поршня тем
значительнее, чем быстрее производится сжатие газа. Если вдвигать
поршень очень медленно, то равновесие нарушается незначительно
и давление в разных точках мало отличается от некоторого среднего
значен ня р. В пределе, если сжатие газа происходит очень медленно,
газ в каждый момент времени будет характернзоваться определенным
значением давления, Следовательно, в атом случае состояние газа в
каждый момент времени является равновесным н бесконечно мед-
ленный процесс будет состоять но последовательности равновеснык
состояний,

Процесс, состоящий из непрерывной последовательности равно-
иеоных состояний, называется равновесным или квдзнстдтдсвскцн,
На сказанного следует, что равновесным может быть только беско-
нечно медленный процесс, При достаточно медленном протекании
реальные процессы могут приближаться к равновесному сколь угод-
но близко.

Равновесный процесс может быть проведен в обратном направле-
нии, причем система будет проходить через те же состояния, что и при
прямом ходе, но в обратной последовательности. Поэтому равновес-
ные процессы называтот также обратшнььии, Пбретнмый (те, равно-
весный) процесс может быть изображен на координатной плоскости
соответствующей кривой (см. рис, 13.1),

Процесс, при котором система после ряда изменений возвращается
в исходное состояние, называется крутым процессом или циклом. Гра-
фическн цикл изображается замкнутой кривой.
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13.4. Наопроцеосы в газах

Уравнение состояния идеальных тазоа(12.21} рР = ЁНГ показыва-
Н

ет, что возмозкио одновременное изменение пати параметров, характе-
ризутоших состояние идеального таза. Однако мноше процессы в газах,
происходящие в природе и осуществляемые в технике, можно рассма-
тривать прнолиткеиио как процессы, в которых изменяются лишь два
параметра из пяти. Особую роль в физике играют три процесса - изо-
термический, изохорный и изобарный. Рассмотрим зтн процессы.

Нзотервшчесшй процесс. Изотермическим процессом называтот
процесс, протекаіоший при постоянной температуре. Если при атом
неизмениы значения массы газа Ми его молярная масса р., то из урав-
нения (12.21) следует, что произведение давления р газа на его объем Р
долзкно оставаться постоянным:

рі/ =сопаІ. [ІЗ.1}

чЕх'равнеиие (13.1) было получено из акс-
перимента до создания молекулярио-кинети- Р м Т: т: т]
ческой теории газов в [662 г+ английским
физиком Робертом Бойдем і ІБЁТ- ІБ'Б'І) и не-
зависимо от него в ІБТІБ г. французским физи-
ком Э. Мариоттом [ІБЕП-1684} и называется
уравненивм Богота- Мориотто,

На рисунке 13,2 в координатах У-р пред- п
ставлена зависимость объема Р' неизменной
массы идеального газа от давления р при по- где, 13,1
стоянной температуре Т, Нзотермы ТІ, ТЗ, 'ГЗ
нмеіот вид равносторонних гнпербол.

Наохорньтй процесс. Нзохорным процессом называется процесс,
протекатощнй при неизменном объеме У и неизменных значениях
массы газа М и его молярной массы р.

При атих условиях из уравнения состояния идеального газа (ІІЕЦ
для двух значений температуры Т". и Тсдедует:

ЛзІзД

'Ч
Н

рпи=Ёхц [13.2;

рР=їЛТ. [І3.3}
р
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Совместное решение НЗ.2} и (13.3) относительно р:

Г їРота-

=іБГ '. Поозначив1
Есл Е Т =2Т3К 'ПЧ-1, _и вы рать П { 1 'Ш Е из

і =±К" = а., получим уравнение для изоиорного процессаЪ"П ЁТЗ
р=д1а т, изв)

где р - давление таза при абсолютной температуре Т; ра - давление газа при
температуре ЕТЗ К [О “СД от - температурный коэффициент давления газа,
равный 13213 К-ї.

,а и у-шпы График уравнения нзокорного процесса на-
зывается изахорсй. Нзокора, изображенная в ко-

/ ординатак Т- р на рис. 135.31 представляет собой
прямую, пракодашузо через начало координат.

р ' Экспериментальным путем зависимостьдавле-

Ч
и

ния таза от температуры при постоянном объеме
Рис 133 исследовал Жак Шарль (1?46- 1823) я ПБ? г. Поз-

тому уравнение (13.4} называется законам Шары.
Нзобарный процесс. Нзобарным процессом называется процесс, про-

текаюший при неизменном давлении и условии М= сопзт н р. = сопат.
Таким ме способом, как зто было сделано для нзокорного процесса,

мозкно получить для изобарного процесса уравнение
и жрет, или

где Р_ объем газа при температуре Т; И; _ объем газа при температуре ЕТЗ К
Ш “СД коэффициент от, равный І ІІІ'З'Н К'ї, называется температурным козф-
фициентом объемного расширения газов.

График уравнения изобарного процесса назы-
аается лзобарай. Нзобара, изображенная а коорди-Ґ

/ натак Т- Р'на рис. 13.4, является прямой, проходя-
р р = соп

п Ґ

Экспериментальное исследоаан не зависимости
объема газа от температуры в изобарном процессе

Т выполнил в 1802 п французский физикЖозеф Гей-
РНП- 13-4 Лшссак (ІТТЁ-ІЅЅПЪ Поэтому уравнение (1351*

называется законам дэй-Лтоеслкц

п ЩВЙ ЧЕРЕЗ НВЧНЛП КППрДНННТ,
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13.5. Решение аадач по термодинамике
равноеееной идеального газа

13.1. В цилиндре под поршнем находится таз при нормальных реле-
вияк+ ІЕначала при постоянной температїре объем гаварвеличили в 5 раз,
затем тав нагрели при постоянном давлении до температуры т= 22? "ЧС,
Ппределите концентрацию д молекул газа в конечном состоянии.

Дано:рп= 1,013 -105 Па; Л-,= 213 К; Р'. = 5%; г= 22? "ЧС, Найти: в,
Решение. Уравнение Бойля - Мариотта:

дпуп :р5І›'Ъ. [13.1011

Уравнен ие состояния идеальнош газа:
р=аІсТ. [ІЗЛ

Решение системы уравнений ПЗЬ), [13.10 относительно л:

=і
п Блт'

Вычисление:

11113411*
Н:

5-1,зв-1о“”-50с
=0,',г'І-І0М м-ї.

. _ Р = + 24 _3.тогда-ЁТ 0,?110 м _

13.1. В стадъном баллоне находится т, = 0,2 г Н; и т; = 3,2 г П;
при температуре г, = 2? “С Смесь газов в баллоне пошкигатот, и после
того как реакция закончится, давление внутри баллона увеличивается
в З раза. Какая температура будет внутри баллона после реакции?

Дано: т, = 0,2 г; р, = 2 гімоль; тд = 3,2 Г; ш = 32 гд'моль; г, = 2? пС;
р" = др'; в = 3, Найти: тд,

Решение. Химическая реакция происходит в соответствии с
Форитлай

ВН, +012 = ЁНІО,

Нд, +Ё'02 : ндп,

Следовательно, прореагнруст а мощей водорода и сд модой
кислорода.



БТ: ІІ ГЛдВдІЗ.ТЕРІ'нІПДИНдІч'ІИКд РдБНОЕЕСНдЯ

Е Баллоне вначале находятся: водород: ті =Ё = “#22 =Ш моль; ине-
1

пород: 1.12 __ -Ё =ПІІ моль. Воеїо 0, 2 моль газе.
3

Прореегнрїет вееь водород н половине кислорода. Прош'ъеты реан-
цнн: П_І моль воды (НЕІ'Щ н 0,05 молн кислорода.

В еоотеететвнн е законом Дальтоне для емеен пазов:
до реакции:

д:рь1+р{_|д; “3.81

рЬІУ=Ёнд 113.91
до!

РЬУ= Ё НТ.: [13.1111

ПОСЛЕ реакции:

32=рнэо+р55 113.11;

дне=т"*° НЕ; (13,121
1 нзо

дашті пт; 113.131
1- 2%

Ёпнэп=тнз+_д'поті [ІЗь[4}

где р' и р; - давление в Баллоне еоотоететненно до н после реакции, П; н Н; -
еоотоететенно кислород и водород.

Решение енетем уравнений [13.8}-[13.Ш) отноентельно р. н
[13. 1 11-11 ІЗ. 14) относительно рт:

д:-ЁЬЩЦ т" (13,151
Р до Р-н

1
Не “Пт ее+ [13.1611
у Н-ндо 2І-до1

РІ:
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Полелне ПЗ. 161 на Ні [5}, получим

Вычисление:

з-зап[33=_22+%]
=1аш к = авт шс.

31
+

1в 2-32
Ж+ЖпТ[ 1

Ответ: ТГ2 = то* Пнд = [200 К = 92? |“4.2.
тн, + Ето: + въ]

Ідндо 2І-'~о2
13.3. Воздух находится под поршнем массой т = 20 кг в открытом

сверху вертикальном цилиндричееиом еоеїле поперечного еечении
Ѕ= ЕП они2 (рис. 13.5, а). После того как. еоеїд етали двигать вертикально
ваерае ускорением а - 5,0 мда*` высота столба аозддрса меашщг поршнем
и дном цилиндра уменьшилась на ц - 20%. Считаи тив-,мпаратрръг посто-
ин ной, определите атмосферное давление дп. Трон ием меїапщг поршнем
и стенками ооеїла пренебречь.

Дано: т - ЕП кг; 5- ЕП емї; а = 5,0 міеї; 1:1 = {1 - то; 11 = 20%. Най-
т-Н: ап.

Решение. Запншем уравнение еоетоиииа идеального газа лла не-
аолного еоетоании (рие. 13.5, а):

ТЕ:

ад =ЁКТ1 шага
где р. - давление газа; Р] - объем, ааннмаемнй гааомІ равный
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нр'Ѕ
¦ і нРІЅ

Реі на
Ґ І : Т Т -Н- ¦

н ¦ І Іт' І 1 --Н|

м Е , 1 “ м ¦На 'Щ ода Наі см;е в : Т П н ¦ Т
і '005 П і "нд

'г і "лтд
с б

Рпе.13.5

И=ЙЅ; [13.13}
в - высота столба воааува (расстояние от поршня до дна сосуда); М - масса
газа; н - молярная масса гааа; Я - универсальная газовая постоянная; Т -
температура гааа.

Условие равновесия поршня:

дЅ=тд+рпЅ [13.1911
При движении сосуда вертикально вверх с усиорением о высота

столба воадува уменьшилась на т] = 20% иа-аа действия на гаа посту-
пательной силы инерции ша. Уравнение состояния идеального гааа в
атом случае имеет вид (рис. 13.5` 5):

,но _таа=їдг, нашу
Н

Условие равновесия поршня в неинсрциалвной системе отсчета,
связанной с движушнмся с ускорением о соеудпм:

рїЅ=т3+та+ рпЅ, (ІЗДЦ
где р: - давление газа; то - сила инерции.

Решение системы уравнен ий (13. 1?)-[ 13.21) относительно дп:

_ш Ш-
РП А 11 5)*

Проверка единицы:

=Па.[а]= кг-м
м2 -с1
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Вычисление:

_ ап 511413)
рГш-ш* 0,2 -9,ЅІ]=І,ІЁі-І'Іїі5 Па.

Птвет: _еп =Е[ш -3] = 119-11115 Па+
5 и

13.4. В ванрытпм баллене наледитев е мплей инелереда и азет мае-
епй МЕ. Считвн известными малярные маееы д. и |.|.2 ниелпррдв и вепта_
определите ерелншъе мелирную маедеьг емееи гаеев.

Дана: е; МЕ; Ш; щ. Наі'пв: д.
Решение. Закон Дальтеналлл енеен газев:

р=д+т. напд
где д -девление енееи газов; р] - парцивльнее давление кнелереда; р; - пар-
Ішвльнпе давление азета.

1І'і'і'ріІІЗІІ-ІЕЧНІ-*ІІІЗ СОСТОЯНИЯ НДЕБЛЬН'ПШ Газа ,ШШ СМЕСИ ШШВ Н ШЫППНЕНТЁ

ру =М1%м1лг; ным
диЩит; (11241.
ру =Ё1лд ыыы

1

где Н] - мае-ее ииелеррде-

Келнчеетве мелей ваша равна

Ч=Ё1+ {13+26}
и:

Решение енетемы уравнений (ВЭД-1213.26) етнееительне р.:
нр. +Мд=_ті+

2е+_
д:

Птвет: д = ш' + МЗ игіимель.
'и + -1

де
13.5. Заиръп'ый еееїд еапелнен ведей при темперапгре г = 2? “ЧС+

Каким егале бы давление _е внїгри ее-еїде, еелн бы взаимедейетвие
НЩ НШІЕКЪГЛВНН БПДЫ ВНЕЗНПН'П НСЧЕЗЛП?



ВТБ ІІ ГЛДВДІЕІЕРМПДИНШИКД РдБНОБЕСНдЯ

Дано: р = ШЭт игімї'; г= 2? “ЧС+ Найти: р+
Решение. Если |Еіы вааимодействне меякщг молекулами воды внезап-

но исчезло, то вода превратилась бы в идеальный гаа. Запишем уравне-
нне состояния идеального газа:

Мр У = _ КТ.
р.

Плотность воды

_ М
я І, т

Нсиомое давление

_рдТ
І-1

Вычисление:

р_ига,зі-1ш:а-зш:› два-ш* па1а *
ответ: д = Ріг = ааа. шв па.

І›1
13.6. При нагревании некоторого газа получен график зависимости

давления от температуры в виде прямой, продолжение которой пере-
сеиает ось Пр выше начала иоординат (рис. 13,150. Кан изменяется объ-
ем гааа в процессе нагревания?

'РН Н=ШПЫ

а 2"І

ад

Решение. Запишем уравнение идеального гааадля состояний І и 2:
дн =айї|'; {13+2'?}

,одІг'2 =мдїі. “3.2311



13.5. Рсшсннн задач по твршдннаннкв равнпввснсй ндвального газа і Б'П

На графика (рис. ІЗ+61іслспуст1
р' = їїщссї; 11131911

Рг = Ёїёцг 03301*
Рсшсн нс снстсмы урнвнсннй (БЕЛ-(13.30) относитсльно ІЫ'Р'І:

Етш з» І.
У' Що.:

Слсдонатсльно, газ расширяется.
Птнет: Р'д Ъ Ритсс. газ расшнрпстся.
13.1. Пднн моль идсального газа участвует в замкщчом процсссс

[цнъспс), график Кторого в координатах ІІ, р прсдсташісн на рнс. 13.?,1ъ
Продолжсния линий І-2н 3-4проходят чсрсз начало коордннат, а кри-
выс І-4 н З-Зявлятся нэотсрмнмн. Изобразнтс Этот процссс в коор-
динатах Т, Ун найднтс объгм И., сслн нЗВсс'І'Ны объёмы Н н РІ = Щ.

рн

Рис. 13.1

Дано: у =1моль; РІ; Щ = Щ. Найти: И.
Рсшсннс. Запншсм уравнсннс состояния идеального газа для со-

стонннн І н для произвольного состоян ня между І н 2:
дР] =уНТ; (13.31)

рР' =уНТ. {13.32}

Подслнв “3.31) на{13.32}, получим

о_'ї = Ід 13.33РР, Т { 1*

На рисунка 13.1, п слсдуст:

*су
пЁ {13+34}Р
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Совмеетное решение ІІ 13.33) и {ІЗ.З4} дает

_ У.У __Л. «(1135)д
Выражение “3.351 представляет собой уравнение процеееа 1-2 в

координатах Т, Р'.
Аналогично получено уравнение процеееа 3-4 в координатах Т, Р':

_ и: Л__ . швы
д

Цикл в координатах Т, Упредетавлен на рие+ 133, Б.
Еели вмеето произвольных еоетоаний в уравнения процеееов І-Е

[13.35] и 3-4 [ 13.36), подставить точки, еоответетвутощне еоетонниам
2и 3, и аатем поделить {ІЗ+35} на (13.36), учитывая, что У; = Щ и Т. =
= Тд, то найдем УЗ:

_Ёа - и -
2

Ответ: УЗ, =ї2- мї'.
'1

13.8. Какая маееа шзщша амвыйдет на комнаты объемом У: 50 м:І
при повышении тем ператїры от Т, = 250 ло Т; = 300 К при нормаль-
ном атмоеферном давлении ра = 0,1 МПа? Молнрнан маееа воздуха
р, = 29 цімоль.

Дано: Р= 50 ыз; Т' = 251] К; ТЕ = 300 К; р.: 29 гімольшп: 11,1 МПа.
Найти: дм.

Решение. Запншеы уравнение еоетоанна идеального гава лла двух
еоетоаний:

дпи= Ёъвт; (пан
р

ран:Ёдтг назади
из КПЫНЕТЫ ВНЁДЕТ НЕШСЕІ ВПІ'ЩЬІ'ХЗ, равная:

им = ,м1 - мг мази
Решен не еиетемы уравнений “ЖЗЛ-03.39) отноентельно ам:

ими:_”“ш'дг'иг і_і.а а 'а



13.5. Рашаниа аадач по тарьюдинамииа равноаасной идеального гааа а 'На

Провериа единицы:
тег-Нм3 іимольті _

имоль+ ви2 -Дж +11
[ам]=

Еычиеление:

вольт-БМ 1 1 ]
дм: т ___ =І1 1ван-ш3 шо зао 'т “Г

Пгвег:оМ=Щ і-і =ІІ,'?иг.а а а
13.9. Какое число и иачаний должен Сделать поршневой насос,

чтобы в баллоне объемом У= ЗП л увеличить давление воадуха от ат-
мосферного ра = 0,1 МПа до р: = 0,2 МПа? Площадь поршня насоса
5 = І5 енг, нод поршня Ь = 30 ем+ течиой воздуха пренебречь. Темпе-
ратуру воаауаа Течитать постоянной.

Дано: У= 30 л;рп= П,1МПа;р± =ПД МПа; Ѕ= 15 смї; Ь = ЗП см;
Т= еоПЅІ. Найти: и.

Решение. На рисунке 13.8 представлена схема поршневого насоса+
Принцип работы насоса: поршень площадыо 5 движется влево, клапан
І при этом открывается, и наружный воздух при давлении ра ааполняет
объем насоса, равный Р= ЅЬ. Когда поршень занимает крайнее левое по-
ложение, Клапан І Закоываетеа. Затем поршень движется вправо, ооЗщ'І
сниимаетеи1 и Когда еила давлен ин Бош е'гановитен больше еилы унру-
Гооги пружины 2, открываешв клапан Зи воаш заполняет баллон 4.

Запишем уравнение состояния идеального газа для воаауаа в трее
случаев:

111 воздух изначально находится в бвгшоне при атмосферным дав-
лении д.:

М
рпР=_“НТ; {13+4П}

р.
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2] воащгл заполнил камещ.г поршневого наеоеа при давлении ра:

_впЅЬ: М" НТ; (13.41)
р

3) возщо: заполнил баллон при давлении р:

ру=Ёлг (1142:.
где Мп - маееа воадїла изначально налодншегоеи в ІЕлшлоне при атмосферном
давлении дд; М" - маееа вошла, ваполнившего полоеть поршневого наеоеа
при крайнем левом положении поршни; М _ маееа воадїла, ааполнившего
Ібаллон при давлении р; и - моллрнаи маееа воадїла; д - универсальная га-
аовал постоянная.

Маееа воздуха в баллоне Мравна начальной маеее Мп при давлении
ра плше маееа воздуха, накачанного наеоеом:

м: иным", (13,431
где и - чиело качаний.

Решение еиетемн уравнений (13+Ш}-{13+43} отноеителвно неко-
мой неиааеетной и,

,ні д_
*її-([л ]

Проверка единицы:

зм
п = = +к 1

Еычиеление:

зл-ш3 (кг-101
поневоле-Чаты* 1]=вцт.

Швет: и=ї[і- ]=6?.
51 дп

13.10. Какое чиело качаний должен сделать вакутмный поршневой
наеое, чтобы в еоеїде объемом И] уменьшить давление от ,он до р? Тем-
пе|::1ит;.,г|:и,г можно ечитать поетоинной. Объем рабочей камеры наеоеа
равен Рїрие. 13.9).

Дано: Нд; Ионы. Найти: и.



13.5. Решение аадач по термодинамика равноваеной идеального гааа і 551

ЕДНП'Ш ЛПРЩНЕЁПЕЕ НдСП-ІІ'ІІІ. “СІПДНПЕ

положение: а еоеуде объемом Уна-
кодитен воадук под давлением ро,
поршень накоднтен а правом край-
нем положении, клапан 2 закрыт.
Поршеньдаипкетел влево, в рабочей
камера наеоеа объемом Уеоадаетеп
раареэкенне; енла, обшповленнап
перепадом давленнн воздука между еоеудом и рабочей камерой наео-
еа, етановнтеа доетаточной, чтобы преодолеть упругуто енпу пружины
клапана З, н воадук, накодашнйеп в еоеуде, занимает объем И] + И За-
тем поршень идет вправо, клапан 2 открываеген, н воздук из рабочей
камеры вакуумного наеоеа удалаетел.

Решение. Принцип работы ваку-

Рне. 13.9

Так как процеее откачкн наотермичеекнй, то поеле первого кода
ППРШНЯ В СПОТВЕТСТВНН С ЗЕІКОНПМ БПЁЛН _ марНО'ГГЭ.

рпу = РІ{УП + у):

где Р. - давление воздуха в еоеуде поеле первого кода поршна.

На ЦЗН-4) еледует:

= Роуп
*п' к, + н'

Поеле второго кода поршня:
- Рг'ІУв + У).

где ,ву - давление воздуна в еоеуде лоеле второго кола поршня.

На (13.4Ы еледует е учетом (13.45) еледуеп
уп 2

о=оту
Поеле в кодов поршня:

у Н

Р=рПЦ+У
Логарифмирун (НАТ), получаем

(1344;

(13.1151,

03.4151

{13.4?}
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13РЬ+Р
13.11. Считал, что в воацукс еодерэкитсл по массе 23,6% кислорода

н 'да-4% ааота, найдите моларнуто массу и плотность воадука при нор-
мальнык условилк (ра = 1,013 - 1115 Па; Л. = 21'3 КЪ Найдите такаке пар-
циальные давлении кислорода до: и ааота ры при атик условилк.

Дано: 23,15% 01; Т6,4% Нд; ра = 1,013- 1'115 ҐІа; Л, = 213 Ка Найти: ц,
Р; Рог: Ри!-

Рсшение. В соответствии с законом Даль-тона

р=р01+рнг (131131
где ,а - давление вошла.

Уравнение состоянии идеального газа для воздуха, кислорода и
азота:

ромїщ; (13.49)
р.

к Ё-ъат (13 ашРа, = : +на: 0
МН,вы к= Чт, надо

І НН]

где масса воалуха равна

М=МПІ +МН3; {13.52}

к- ооъсы аоадука; Мп: ={І,236›М - масса кислорода; Мн] =Пдо4~М -
маоса ааота; он: - моларнан масса кислорода; мы! - моларнаа масса ааота.

Плотность воадука равна:

р=ї, {13+53}

Подстаалан (НАШ-(13.52) в (13.48), получаем

шддата да
у 1-1- У 1 І'І'о± І-'~и±



13.5. Рашаниа аадач пе таршдинанила раанпааеней идаальнеге гааа а БЕЗ

Раалелие ебе чаети атеге выражения на М, пелїчаем

і _ 0,235 + 0,?64
В де, дн; т

етиїда

дп 'Вы= 1 1 . 13:54р едзедндпдечдщ 'ї ї'
Вычисление:

= 32-23 _ 8185 кг
Н 0,236-28+П,764~32 _ нмель'

Решая ееемеетне (13:49), {ІЗ.53} и (13.54), получаем

р: рП і и'0: 'дна
НТБ ЦЁЗБДНІ +П,?64|.101 І

Проверка единицы:

иг2
[р]=± Щ =Е

Дж Кг из
нииеьпь-Ь'Іі кыель

Вычисление:

_ низ-ш5
р 3,31-103-213

Парцнальные давления лиелерцда и азета найдем., педетааллн а
(13.49) и [13.5011 (13.53):

_едзвм на; _е,2зарлд_
*_ Р 'щ _ ип: *

_пдырщ
г _ мы "

і23,35=1,29ї}.
Н

Ра

¦І'

Вычисление:

шведы-ш -ші -ыз
Щ = 32

_ п,те4-1,2а-е,з1-1п~"-2тз
*пт _ за

=П,2НЁ:~ІІІ]І5 Па;

=е,т~|е5 па.
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Не 'Нм кгШает: = 1 1 :28.35 ;
ц ПДЗІЕЦН: +'ІІІІ,їг'чІ1Ъ4д,:,,т нмсль

РП Не 'І-1н КГ_
= - 1 1 =І 29-Р пт; пдзерндсдырц ' м”

дп =Ш=пг216405 Па;
:г НП]

РН! =тЩ=Ц79ЪШЅ Па.
н:

13.11. Сссуд объемом ЗУ = 200 смэ разделен на две равные части
пплупрсннцасмсй неподвижной персгсрсдксй. Б первую пслсннну
сссуда введена смесь т. = 2 мг всдсрсда н тд = 4 мг Іслня, нс Втсрсй
пслсвнне вакуум. Через перегсрсдку может днффунцнревать тельке
гелнй. Вс время процесса поддерживается температура Т = ЗШІІ К. Ка-
кие давления р] н р: устансвятся в сбснх частях сссудаїІ

Данс:2 У=2Шсм3;т| =2мг;р.| =2кгікмсль1 т1=4мг; рд=4 кгх'кмсль;
Т- ЗШ] К. Найти: рІ; рд.

Решение. На рисунке 13.10, а представлена нешднее пележенне: в
левую пшсвнну сссуда ввели смесь нпдсрода н гелия.

ЕР ЁУ
І _"|. І _"|.

тн РІ ё х Р" тн РІ ё Ё:

“В "1 а :-
с б

“12.13.10

На рисунке 1310, 5 открыли пелупроннцаемую перегсрсдну н ге-
лнй занял весь сбъем ЗУ.

Запншем зансн Дапьтсналля смеси газов влеесй пслсенне сссуда:

д=рн1+рны {ІЗ+55}

ГДЕ РІ _ ДЁВЛ'ЕННЕ БМЕЕН ГНЗПІВ; РН] , ду: _ ПВРЦНШІЬНЬІЕ ДДБЛЕННН ПШТЕ-ЕТ-
СТВЕ-НН'П ШДПРПДЁ Н ГБЛІ-Ш.

їравненне сестенннн нцеальнегс газа для еедсрсда н гелня:

еІЖ=ЁдТа ыыы
І-Ч



13.5. Рашаниа задач по таршдинамикв равноввеной канального газа і ВЕБ

днезу =Е1лтї изв-н
1

Решение замкнутой еиетемы уравнений П З.55)-(ІЗ.5Т) [три неиз-
веетные: д, выЕ ,рт и три уравнения) относительно р.:

д =Ё[ш+ї]_
у Р-І Ідз

В правой половине сосуда накодитол только гений,І повтощ,г давле-
ние Сщеев равно парцналвне'л'ыгуг давлению гелия:

= =Ш,
Р: 'рНІ грн:

Вычиелениеі

_в,з1-|03 -300Ґ2-10т + 4-10*
100-1041 Д 2 за
=4-10'“-0,31-103-300

200-І0т-4

1: 314403 Па = 314 кПа;

=12лт~103 па -1з,4т кпа.

Ответ: р, =Ё[Ё+Ё] = 31,4 кПа; р: = тгнт =12,4Т кПа.
Р” в. до 21/01

13.13. Некоторая маееа газа занимает объем У. при давлении д и
температуре Т1. Затем газ нагревают при по-
стоянном объеме до температуры Іг"2 - 211; д”
поеле зтого пронекоднт раеширение газа при 2 д 3
поетовнном давлении до объема Р; = 4 У.. Из Ё
попучнвшегоел еоетонннв газ возвращают в д! Ё
начальное таким образом, что в коде этого Ё Е
процеееа _в І” = еопзІ. Ппраделите показатель ' ' в
политропы и. О У, 4Р', Р*

даша 10:00 Те Т: =2Т| {Р= 00050; У: =
403 (р = еопм): ди” = еопзт. Найт: п.

Решение. Процеееы, производящие е га-
зом, прадетавлены в Р-р координатах на рие1 13+І І+

Запишем уравнение еоетоания идеального газа для еоетолний І и 2:

дтЁвв; изза
дв] =Ём2тїа назад
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Запишем уравнение прецеееа 3- І:

ватт" =иН”- идет
143121353] и [135% следует: р; = Ер.. Падетавлаа ате выражение в

(13.60), пелучаем:

западу*чад”==›2-21*'=1=:.~21'=2-'=~.-21~=І=-1=-.еа=-%+

13.14. В вертикальном эанрытен цилиндре имеетеа першень, ие-
терый иежет перемешать-ен без трения. Пе обе етерены ет першна
нааеднтен единаневые маееы еднеге и теге же газа. При температуре
Ти, единаневей ве веен цилиндре, ебъен верхней чаети в и раз Еельше

Ґ

ейъема нижней {рие. 13. 12, а). Каким будет Отношение Ойъемев и* =Ё
2

верхней н нижней частей цилиндра, еели певыеить температуру таза в
ебеиа чае'наа де значения ТГ!

Ё : нрдв ¦ нРІЅ,и 5 'д ,и д тп м 3 Т, 1
І'І' ! І'І' 1 РІ р І_ Р:

вами иена и'ін'е*
_ __" __"
мёд нёантд мёщптд
в і Р; в і “Д ,

Н Р: "10.5 у] р] "#15
а б в

гнацп
І

Дана: ТП; ЕІ-=и,; ТР Найти: 1125.
Рё Рё'

Решение. На рнеуние 13.12, е' представлены параметры гааа в вера-
ней и нижней чаетна цилиндра и показаны еилы, дейетвушшие на пер-
шень при температуре газа Т".

Запишем уравнение Впетпннии идеальнегп газа для Газа, нанпднше-
геен в верхней и нижней чаетаа цилиндра, а также ушевие равневеенн
ппршна:



13.5. Решение аадач пе тершдннамикв равнпввеней ндеальнеге гааа і ББ?

дц=їдїы [ІЗЬЦ
р.

рІРЬ=їКТ; (13.1521.

,023 = дё+ тд. {13.63}

В евптвететвни е ущлввнем

У. = на (1164:
где р., ру, Р'р Р'; - аавление и объем в верхней и нижней чаетяи шшинлра: н. -
маееа гааа и молекулярная масса газа.

Запншем уравнения, аналогичные уравнениям [І3.61)_[13.64) при
температуре газа Т. (рис. 13.12, а):

Мди'=_ на; иван
и

на; =Ёатї (13.66:

1053:дату; (13.1511.
щ=нщ. (швы

Запишем уелввие неиаменнвети пбгьема Цилиндра:
и на =Щ+ Щ, наащ

где Щ, Р; - ебъемы верхней и нижней чаетей цилиндра сввтвететвенне при
температуре гааа Т., н Т..

Решение еиетемы уравнений (13.61}-(13.69} втнееительне нена-
мвйпї

1 ааа-1) авг-п:п'=- _+ _ +4 .
Ё Ля [ ТІп ]

1_ 2_ 3
рта-тыщ Ш+ Ш +4 _

2 їїп їїн

13.15. Е вертикальнп раепплпженнпм цилиндре наипднтея газ при
температуре її] н давлении рп, птделенный пт атмосферы ппршнем,
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массой которого можно пренебрсчь. Поршень удерживается аанрс-
пленной но дну пружиной. Если гаа полностыо отяачать иа-под порш-
ня, то поршень Будет находиться в равновесия удна цилиндра До не-
ноіі температуры Т] нужно натре'гь газ, чтобы его объем увеличился в
и = 1,5 рааа'ЭІ Атмосферное давление равно ро.

Дано: ТП; ра; и =1.5.Няіітп: Т..
Решение. Тан яая в начальном положении давление гааа под

поршнем равно аттиосііірерношу,І то в атом положении пружина Не де-
формирована. Пусть первоначально поршень находится на высоте и
(рис. 13.13, Щ* Если гаа полностью отначать на-под поршняІ то атмос-
фсрное давление сожмет пружину как раа на длину я.

ЫЅ и

І
-
І

'_

Рис. 13.13

На условия равновесия поршня в атом случае следует

На = рПЅ, {13+ТЩ
где 17: - коэффициент упругости і:жестшип-с'ГьІ.ъ пружины; и - деформация
пружины.

Когда объем газа увсличится в полтора раза, пружина удииннтся на
яд (рис. 13.13.51.

Условие равновесия поршня во втором случае (см. рис. 13.13. б):

дЅ = рПЅ+ЁП,Ѕй, [13.ТЦ
где 0,53: - дефррмашш (удлинение) пружины; р. - давяение газа под поршнем.

Запншем уравненис состояния цдеального газа (для состояний, со-
ответствушпшя рис. 13.13, а, б)



13.5. Рашаниа аадач по терьюдинамика равноааеной идеального гааа в БЕЗ

впал: Ёлтд; (1312:.

диагЁлт; (или
где 5- площадь поршни; М- маееа газа: р - моларнаа маееа газа; Е - уни-
вереапьнаа гавован поетоаннан.

Решение еиетемы уравнений (13.ТП)-{13.Т3] отиоеительно Т.:
ТІ = 2,25 ТП.

Швет: Т] = 2,25 Тв К.
13.16. Тенкоетенныи стакан массой М = БП г етавлт вверх дном на

поверхность воды и медленно опускают его вглубь так. что он вее время
еокранвет вертикальное положение. На какой минимальной глубине л
должно окаватьел дно стакана, чтобы он не веплыл? Выеота етакана
Н= Ш ем, площадь ета дна Ѕ= 20 емї. Давлением водяного пара в ета-
кане пренебречь. Атмоеферное давление ро = 1,013 - 105 Па+ Процеее
ечитать изотермичееким. Плотность воды ро - [03 кп'мз.

Дано: М=5І1г; Н= Шон; Ѕ=2І1емї;рп= 1,0І3 - НЁҐ5 Па;рп= 103 кгд'мї';
'ГУ- еопеі. Найти: й.

Решение. На риеїт-Іке [3.14 представлены два положения етакана:
І- его поставили вверх дном на поверхность воды и 2- етакан нако-
лител на минимальной глубине, е которой он не может вепльп'ь.

ул
І

Рне. 13.14

Запишем уравнение еоетолниа идеального гааа лла двух еоетоаннй
[уравнение Бойлл - Мариоттак

ина:дв, нам:
где д. - давление на глубине в, равное
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а = траста, сага
гдс І'- расстсаннс ст дна стакана дс асды [ІЅ- сбгъсм асщха а стананс).

їслсанс раансассна стакана {услсанс нсасплытнщ а прсснцнн на
ссь От:

-М3+ Рд : П, (ІЗЁЫ

гдс Рд - сала драммсда,

Рсшсннс (подробной системы уравнений І: 13.?41-ІІ ІЗҐП] стнсснтшЬ-
нс й:

Нам-(1334;

д =Щ; (1313:,
1430316) н {13.?Т):

МІ=_. 3.19'__Ѕ {1 1'

Псдсташтаа (ІЗЛЩ н (13.19) 1103.15), пслучасм:

дэнРсЅ М_= + й+ .М дэ Рс-Ё[ р 5]
0

На псслсднсгс выражения находим а:

__ ддНЅ_ рпЅ+Мд_
На спад

Прпнсрна сднннцы:

нг-н мї-нг сІ-нг І
[дЭНЅ _ Пан-ндсЁ _ Ичндсїьъ _ нгчаіс1 _м_мє _ _ _ _

КГ-М-Ы

дэЅ+М3 _Н'нз'с2 _м
спад 1 І

Пїпнчатсльнс: [11]: ІІа+
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Вычисление:

д:ьшз-ІПБ-ш-ш-Е-га-ш* _
50- н:г3 -а,е1

|,шз-1с'~"' -2а-нг' +зс-111г3 ды
_ ше-ааІ-ш-ше

Птвет: а= дї'НЅ-Р'ІЅ+МЅ =40м.
На РПаЅ

13.11. Герметичеснн закрытый бан высетей Н де еамеге верна аа-
пеьлнен ведсй. Иа егп дне находятся два единаневыя пїаырьна ве:5,є[1›,е|:а+
Давление на дне |Ёіана при Зтем [шанс` до. Канны станет дашІение р на
дне, если един пузырен всплыает'? Процесс ечнтайте иаетермичееннм.
Плетнееть веды принять ранней рп. (рис. 1315, е}.

=ЗП,95 дат-Ш м.

И
я ,а-

а-раН

н

_1,_ в р
а я я

а б

на. 13.15

Решение. Всплывшнй пїаырен ебъемсм И наясдится псд дав-
лением ,а - рдН, оставшийся у дна сбъемсм У] _ псд давлением ,а
(рис. 13.15, с').

Уравнения есстсяння идеальнсгс гааа для различных пїаырьисв
всацуяа:

РпРЪ=ЁдЁ (13.3121)
а

ди = Ёат; паев
а

М
іР-РЅН) гг: їнгі (13331

где М- масса всацїяа в пїзырьне; в - меларная масса всацїяа; Н - универ-
сальная гаасвая пестсяяная; Т- температура всащяа.
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При предпопомеини иеемимаемоети воды еїммарный оЕгьем пї-
еырьнов воздуха должен оотатвон неизменным:

2%: у1+ гг (13+н4}

В рееїлътате решении еиотемы уравнений ІІ ІЗ.ЁП}-{ 1 3.Н4} получили
наадратное уреанен ие [в приведенной форме) отноонтельно _о:

Н
,01 -{РаН +да)л+% = П-

Решение этого уравнения:

1 1Ріоентт ±\І(оан) + а-Ё'Ъ
Знак: перед корнем можно выбрать на начального условия: при

Н= П должно быть р = дп: Следовательно,
1р = Е{р3Н + д1 +ї,(рдН)2 + дЁ }.

13.18. В Цилннлре под поршнем площадью Ѕ = НЮ ом2 налоднтеп
т = 28 г азота при температуре 'Л = 273 К: Азот е Цилиндре нагре-
ваетеп до температуры ТЕ = ЗТЗ К: На нашло выоопг ой подииметоп
поршень маоеой М= ШП кг (оно. 13. ІЫ'? Атмосферное давление равно
,оп=І,П13-ІІ15 Па.

ръЅ І

Щ'І тпдї'н Т;

Рис. 13.16

Дано: 5: ІПП емї; т = 28 г; о = 23 - ІІІІІІ-З гімоль; Т] = ІТЗ К; Т: =
= ЗТЗ К; М= ШП' нг;д] = 1,013 - 105 Па. Найт: он.

Решение. Запншем уравнение еоотолннп идеального гааа ллп даун
еоотопний ааога:



13.5. Решение аадач по тершдннамика равноаасной идеального гааа а БЕЗ

Н'І

Р

Йц=їлп, няыу
Іі

где д... ш, Н, Ру -лавленне и объем азота вдвул состояниях, при этом

у, =я5; пазы
У] :[.ІІ+.|'Ё|..\ї¦і`:¦иЅІъ (13+н?}

где 5- площадь попсрсчного ссчсния поршня.

Условие равновссия поршня в двух случаях:
дЅ = Мд+ дтЅ; (13.33)

рдЅ=Мд+д1Ѕ (13.39)

Из сравнения (13.38) и (13.3911 следует:

л = я: = л 03-90)
т.е. реализуется наобарный процесс расширения азота.

Решение системы уравнений {ІЗ.Ѕ4)-{13.9Щ относительно пл:

М = тщї'д - ТІ]
ЩМя+д051

Проверка единицы:

Евы: кг-Дж-К-моль = Н-м =м_
моль+Кчо~~Н И

Вычисление:

_ залп-двдцзтз-шзу
залп-*поп-а,в|+1,п1з~ш$лол-1:14)

=ЦТБ м.

от: яя=Ш=дтс н.
Щ Не + ад)

13.19. В вертикально расположенном цилиндре поперечного сече-
ния Ѕпод поршнем массой т находится впадул+ На порш не лежит груз
(рис. 13.11, а]+ Когда груз с поршня убрали, ооьем, ааннмаемый воаду-
яом под поршнем1 увеличился а п. = 3 раза, а температура этого воаду-
ла уменьшилась в я, = 3 раза. Определите массу груаа МЕ 1дптиосгіэерное
давление равно рт
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|І|||$І и

М1

ПН+МШ~

Рне. 13.11г

Дана: Ѕ; т; и. - 3; рп. Найпі: М.
Решение. Уравнение епетпянин идеепьнпгп газе для двух епетпяний

воздухе:

дН=иНЩ; ПЭВМ

ту: пдд. (13.92)
где епглеенп условию

Р1=пу1; '[13.9311

Т2 = Ё. (13.94)
Ешрпй закпн Ньюшна в проекции на пеьудпя поршня (рис. 13. [7, Е):

дЅ = ддЅ+|Іт+ МЫ; '[13.95)

рдЅ= ддЅ+т3. '(13315)

Решение еиетемы уравнений {ІЗ.91)_(13.96] етнеентельнп М:

м =(н2 _н[ї5+т] 431 _11[Щ+т]=е[і5+т].
е я Е

Прпнерна единицы:
1 2 1ддЅ _Н~е ім _кг~м-е _ і _

[Е ]_ мЁ-м _ еды _Кг, [М]_КГІ

Пгвет: М =(иІ -1}[ї5+т] = З[Щ+т] кг.
Е 3



13.5. Рсшсннс задач пс тсршдннаннкв равнсввснсй ццвальнсгс газа і ВЕБ

13.20. В цилнндрс псд псршнсм плсщадыс пспсрсчнсгс ссчсннн
Ѕ= ІШ см1 нахсднтснт= 28 г азста при тсмпсратїрс Т] = ЗТЗ К. К псрш-
ню чсрсз снстсщг Елснсн псднсшсн груз масссй М: БП нг (спс+ 1318, а]+
дзст н пнлнндрс снпанщастся дс тсмпсратїры Е = ЕТЗ К. На нанїгс ны-
сс'пгг Ы: псднннстсн груз? Атмссфсрнсс данлсннс ,пп = 1,013 - Ш5' Па+
Масссй псршнн прснсбрсчь.

Ё м*
нм. 13.1:

Дана: Ѕ- ІЩІІ смї; т = 28 г; н = 28 ~ Ш-3 нгімпль; 'Л = ЗТЗ К; Г; -
= ІТЗ К; М= ЅП пдд, - ІДІЗ - Ш5 Па. Найти: дн.

Ршюннс. «Нзшнрусш поршень {рнс. 13.13* а): на нсгс дсйствїшт
всащгх с снлсй рпЅ, сзст с снлсй 11.5 {здссь дп н д _ дснлсннс нсццїнн н
сзстс) н ннть с снлсй натннссннн Р.

Запншсм втсрсй зансн Ньютона с прсснцнн на ссь у:



ВЕБ ІІ ГЛдВдІЕ.ТЕРІ'нІПДИНдІч'ІИКд РдБНОБЕСНдЯ

дя+г_дьз=п. оззто
Птнїстим груз массой М, он опустился на расстояние он

(рис. 13.13, а). аналогичную процедїрїлля поршня выполнимдля вто-
рого случая, ногла температура азота стала равной Т; (рис. 13.18, а):

рдЅ+Р-д-_.Ѕ=П. ЦЕНЕ)
визолиряяма груз _ заменяем взаимодействуюшие с ним тела си-

ламн: Землю _ силой тяжести, нить - силой натяжения Р. Запишем
второй занон Ньютона в проекции на ось у:

Р-М3=П. “3.9911

На сравнения.: 11920 и (13.98) следует:

Р1=Р1=Р› 'ЁІЗ-ШЩ
т.е. реализуется процесс изобарного сжатия.

Запишем уравнение состояния идеального газа для двух состояний
азота:

рц=їяц наши
р

тні” --дТ1, (13.1021
Р-

ГДЕ

Ц =Ѕн; (13.ШЗ}
У: =Ѕ(о-Ыт}. (13.1011)

Решение системы уравнений (НБП-(1110411 относительно он:

= мет. -га
Щвг'ї -Меі

Проверка единицы:

ИИ: нг+Дж-К-моль : Н-м Ши*
нг-модь-К-Н И

Вычисление:

_ зала:3 *азызтз-зтз;
_ за-иг” -іынз- ш5 -шо-ш* -зе-зяц =1Д9м.



13.5. Рашаниа аадач по терьюдинамика равноаасной идеального гааа а БП?

Швет: ои=Ш =1,59 м.
иідуї- Ме]

13.21. По гавопроводу течет пропилен [СЗНЫ при температуре г=
= 22 “С идавленин р=0,83 МПа+ Какова скорость ртеченив газа в гру-
бе, если за т = 2,5 мин через поперечное сечение трубы площадыо
.Ѕ`= 5 смІ протекает т = 2,2 кг газа?

Дано:|.11=41- ІІІІІ'3 кгімоль; г= 2? сТЗ; р = '3,83 МПа; т = 2,5 мин; 5:
5 смд; т = 2,2 кс Найт: о.

Решение. Запншем уравнение состояния идеального Газа:

ру =Ёлтї окно;
р.

Пбъем газа, прошедшего за время т через поперечнос сечение тру-
Еъы 5*:

У =Ѕот. {13.1{16}

Решение системы уравнений 1,13. ШЅ}, {13.11]6) относительно о:

тНТ 2,2-331-300 м
и = = Ь _4 = 25,15 _.:-

ррЅт 41›П,ЕЗ-Ш -Ѕ-Ш -2,5~6{1 с

Ответ: о = тнт = 2,15 Ё.
цоЅт с

13.22. Вертикальный Цилиндр делится на две части тяжелым порш-
нем, который может перемещаться без трении+ Под поршнем накоднтск
В Н = 3 раза больше газа, чем над поршнем. При температуре Т, = ЗШ у;
поршеньделит сосуд пополам+ Во сколько раз к объем газа под поршнем
будет Больше, чем над поршнем при температуре 22, = 81111 К?

Дано: и = З; Т. = 30111 К; 11"1 = 3011 К. Иайпі: к,
Решение. Запишем уравнение состояния идеального газа и условие

равновесия поршни в первом (рис. 13.19, о) и во втором (рис. 13,19, о)
случанк:

увк=%; шлем

ні” =_3т:д; окшеу
Р=ІЅ, 113-1219)
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Мд+рвЅ-рнЅ=П*

, , тЕТ _дну; = ц 2.

, ЗтКТ
Ргнун =Т21

Ун' =х.5`;

У.: = (21- І}Ѕ;

'І

мд+дз_д;5 =о,

папа)

папы

папа

(пони
папа)
папа;

гдо ра, р", рд, р; - давлониа газа в иорлнаи и нилгиои чаотии цилиндра а пар-
нои и во втором случаях; У- объем гааа над и под иоршнан а порнои олгіао;
Щ, Р: - объон газа над и под поршнаи но втором случае; 21'- длина цидии-
дри; Ѕ - площадь поперечного оочоиии цилиндра; л - длина аорлиои чаоти
цилиндра но втором олїчао; т. Эт - масса газа иад и под поршнон; М- иаоои
поршни; р - моллрнад маша газа.

т: ріптр:

Эт. щ: ДР;

д і ІІ. хІІ.

і л
І тп ног Інпо Н' БІЅ Н

-][-_:-«› 21 ш_х
1 -ь

г Е “ “3
Этаи' 'ди а

Н Ё І чг'Р-Ѕ 'П 1'

І д

Рио. 13.19

Ноиомоо отношение ойьемов

_ У.:*___
Ґ;

папы

Р'Ешан но аншчамы їравноннй (13. ШТ}-{13.1 16) птнпснтгльно и:

Ё = т;+тт__. -1/111 +13!1 -щп = эпизод-лова +аоо2 -зпоапо =2
т;- т; +11? +39? -трг2 зоо-аснінцїинз1 +аоо2 -зпоапо



13.5. Рашаниа аадач по термодинамика равноаасной идеального гааа я БП!

Пгвет: я=її+лг ШЕ-І-ЁІ-щп =1.
л-внілщї-Лв

13.23. В вертииально расположенном цилиндре пол поршнеги,І
массой которого можно пренебречь, находится воалдгв. Поршень на-
ходится на высоте в отдна цилиндра. На поршень ставят гирто массой
т = Ш вт. На иаиое расстояние х сместнтся поршень? Температура вов-
щгиа в цилиндре поддерживается постоянной1 атмосферное давление
,оп = 0,1 МПаІ площадь поршня .5`= ШП см2 (рис. ІЗДШ+

Рис. 13.10

Дано: т = Ш иг; дд= [1,1 МПа; Ѕ = ШП смд; я = Ш'І] см. Найти: я:+
Решение. Уравнения состояния идеального газа для состояний а и

Бна рис. 13.20:

до; =Ёнт; (13.1111р

дРІ=ЁНЁ '[13.11Ш

и, =ь5; мани
РІ =(Іт-х}5, {13+12П}

где М - масса воллїяа; р. _ молярная масса воздуха; Н - универсальная гаао-
вая постоянная; Т_ темперапгра.

Условие равновесия поршня:

я$+тв=л5. (111211.
где в. - давление воадьиа в сщщае б (рис. ІЗЗШ.

Решение системы уравнений “3.1 П}-{13+12І} относительно и:



ТПП ІІ ГЛДВДІЕІЕРМПДИНШИКД РдБНОБЕСНдЯ

я: тд* = 5 ш'ЁЩ =плаезм=адзеядату ш-шп-ш ига-9,31
Птвет: я: _тв* =3,93 см.

рпЅ + тд

13.24. Е отярнтой с обоих яонцов горизонтальной трубке с площа-
дьто поперечного сечения Ѕ= 10 с1иІ на расстоянии Ь = Ш см от одного
на ее ионцов находится поршень+ С Этого все ионца вставлятот и начи-
натот вдвигать в трубку другой поршень (рис. 13.11, ву При иаиом рас-
стоянии Ь* междуг поршнями первый поршень сдвннетея с места? ІШина
трения скольжения между поршнем н стенками трубки Гтр = ШП Н,
атмосферное давление ,он = 1,013 - 11115 Па. Температуру считать посто-
янной, Толщиной поршней пренебречь.

Рис. 13.11

Дано: .Ѕ`= Ш см1;Ь = Ш см; РП, =11Ю Н; ,он = 1,013- 11:115 Па+ Найти: е.
Решение. Запншем уравнение состояния идеального газа для двух

состояний, соответствующих рис+ 13.21, а, б:

рпЬЅ=уЛТ; (13+112}

дЬЅ:уЛТ, І.Ё13.113}І
где у - число молей.

Условие равновесия первого поршня (рис. 13.21, 5,1:
дЅ=рпЅ+Ртг *(11114)

Решение системы уравнений (13.122}-{13.124) относительно я:

й = Ь
І + _Т"

рпЅ



13.5. Решение аадач пе термодинамика раанпваеней идаальнвге гааа і 'Ш1

Вычисление:

_ имп-2 _и_+ "ш -ЦПЅ м+

І'ІІІ'Ѕ-Ш-ІІЁГ4

Ответил: Ь -П,05м.
РТРІ+_
рпЅ

13.25. Запааиный еееїд вапелнен емееые ведереда и ниелереда
при температуре Т] = 300 К и давлении ,во = [3313-1115 Па. Парциалвные
давления иемпененшв емееи единаиевы. В еееїде преиеледит взрыв.
Ппределите давление ,а внутри еееїда пееле тега, Как температура пре-
щтгев реакции етанет ранней Т; = ЗТЭ К.

Дана: Т] = ЗПП К;,ап= 1,1]'І3-Ш5 Па; Тд = ЗТЗ К. Найпіщ.
Решение. Заиен Дальте-на де взрыва:

рп=рдг+рнг. (13.1115)
Уравнения ееетпанин идеального гааа для ииелерцда и ведерцда:

Мадо Р=_*НТІ; (13.1215)
І НО!

мирн Р=_1НЛ: {13:12?}
Ё РН:

Пе уедевиш

,адІ = рнї. (13:1181*
На решении системы уравнений (ІЗ:125}-{13.123) елещ'ет:

М М
_ІІ_0 =_НТ =1||,›'_ {13.119}
Не І-'-н1 2

Химическая реакция:

н2 чёт): = иго. (плащ
Етелиеметричеенал емееь: І мель Нд и 'Ь мель ПЗ. Следевательне,

учитывая “312% пееле взрыва в ее-еїде будет І мель веданьш парев
н ЧЕ мель 01.

Запишем ваиен Дальтена пееле взрыва:



'ЮЗ ІІ ГЛдВдІЗ.ТЕРІ'нІПДИНдІу'ІИКд РдБНОБЕСНдЯ

Р=рнъп+РЬ=. 113131)

Ъфавнення состояния идеального газа ,для водянык паров и
кислорода:

еды/“НЕ папа;

РЬ1У=ётдТг І11311331

Из системы уравнений (І3.131]-(13.133} получаем:

=Зудїё _ 3. 3ЕР П 14)

На системы уравнений (13.125}-{13.123}и {13.119} следует:

Ёудїї_ у 1 {13.135}

Поделив (ІЗ. 134) на (ІЗ. 135), получаем

да
*ПЧ

Вычисление:

3313 5 5=_- П =І21.93-Ш П .Р 4-зпо 1 а
заответ: д=_д =аяз-ш5 па
*ПЧ

13,215. В вертикальном цилиндре поперечного сечения Іїпод порш-
нем массой М накодится азот массой т при температуре Ти давлении
р. Какова сила трения РТР между поршнем и стенками цилиндра, если
для того чтобы сдвинуть поршень, газу сообщили количество теплоты
12. Атмосферное давление ра, удельная теплоемкость азота при посто-
янном объеме Стдт

Дано: а?т М; т; Т; р; 12,110; Сдд. Найти: 131,,+
Решение. На рисунке 13.22 показано состояние системы1 когда

азоту сообщили количество тегшоты О, На поршеньІ действуют: силы
тяткести М; и трения Втр, сила атмосферного дааления рдЅ и сила дав-
ления азота р'Ѕ. Звездочкой в веркнем индексе обозначены параметры
азота после подвода к нему тегша.

Условие сдвига поршня:



13.5. Решение задач по тершдинанинв равновееной напольного газа і 'ЮЗ

два гндыгштипа*+ (13.1315) “ “5
Количеетво еппбшенногп азиіи'эг количества І Ри І

Ёплшы: ь

О= т%л[Ґ-Т}. [13.13Т) “НаТ. _!
Уравнение ещтонннн илеалвногп газа длн двух т Р т Н РТ..

состояний азота:
1г М

трУ=-КТ; [13133]
и о/

_ т * не. 13.11
І,є;чІ/=-Ш"`+ [13.1391

н
Решение еиетеыы уравнений [13.136}-{13.139} отноентельно ие-

ноиой величины ЕР:

О РаҐтрчїр5[1+ _? -МЁЕ
тдТ

Ответ: РТР е ,о.ї[1+_4^г2 -Ё1- Мг Н.
тСшТ р

13.11. В вертикальном цилиндричееном еоеуде, площадь ееченил
которого равна Ѕт под поршнем маееой т находнтен газ1 разлеленный
закрепленной перегоролной на два одннановьо: объема (рио. 13.23).
Давление газа в ннжней чае-тн еоеуда равно р, внешнее давление ,от
темнота газа в обеих чаетнн еоеуде равна Т. На наное раеетонние
х емеетитен поршень, еелн убрать перегородну? Выеота нвжлой чаетн
еоеїде в. Внутренняя анерпш одного молн газа равна Нд = СТ. Етеннн
еоеїде и поршень не проводят тепло, траннем пренебречь.

т Ри _+__
_"_ І2 Т 3

Т аі
І в? а

Ъ
Рне. 13.13



'ШІІ ІІ ГЛдВдІЗ.ТЕРІ'нІПДИНдІч'ІИКд РдБНОБЕСНдЯ

Дано: -51 т; р; Т; я; Ц.. Найти: х.
Решение. чуравнение состояния идеального газа:

для состояния І:

МряЅ=-цІ-НТ; '(11140)

для состояния 22

дя5=%дїї {13.141}

Давление ру найдем из условия равновесия поршня:

дтпё. няня)
Уравнение состояния идеального газа ,аля состояния 3{перегородка

убраиа):

ддззыт--Шг-яг (131431
Н

где М _ масса газа; р _ нолярная масса таза; д - универсальная газовая по-
стоянная; я - ускорение силы тяжести. Остальные обозначения ясны из усло-
вия и рисунка.

Давление р; из условия равновесия поршня:
,яз =Р2+ (13*1441'

Первое начало термодинамики:

яО=оН+А, (13443
где в соответствии с условием

»39:13+ (13.14511'

Изменение внутренней энергии:

ее! =ЫІ -Н2; (131%)

ц=Ёсг+Ёсп ознзъ
Н Н

Ыд=щсгг 1111149)

Работа при расширении газа (изооариыи процесс)



13.5. Решение задач пп тершдннаннкв равнпввеней ндвальнегп газа і 'ШЕ

А=щІ +ЁІЅІ. {13.15щ
Решенне енетены уравнений (13.14П}-{13+15Щ етнеентельне не-

немегпд

еше-дэ1:5:

[МЁЪЮС'
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ФИЗИЧЕСКДЯ КИНЕТИКд

14.1 . Средняя дпнна свободного пробега

Молекулы газа, накодясьвтепловом движении, непрерывно сталкива-
ются друг е другом. Термин астолкиовениеь применительно к молеку-
лам не следует понимать буквально и представлять себе этот процесс
подобным соударению твердык шаров. Пцд столкновением молекул
подразумевают процесс взаимодействия между молекулами, в резуль-
тате которого молекулы изменяют направление своего движения.

На рисунке 14.1 показана кривая. изображаюшая взаимную по-
тенциальную энергиюдвук молекул как функцию расстояния г меж-
ду ик центрами. Рассмотрим с помошью этой кривой процесс сбли-
жения (соударения) молекул. Поместнм мысленно центр одной из
молекул в начало координат, а центр второй молекулы представим
перемещаюшимся по оси г. Пусть вторая молекула летит по направ-
лению к первой нз бесконечности, имея начальный запас кинети-
ческой энергии еу = е.. Приближаясь к первой молекуле, вторая под
действием силы притяжения движется со все возрастающей скоро-
стью+ В результате кинетическая энергия молекулы ад также растет+
Пднако полная энергия системы, равная е = еу, + ер, остается неиз-
менной [система двук молекул замкнута) и равной еу, так как одно-
времен но уменьшается потенциальная энергия ед. При прокождении

молекулой точки с координатой г., силы
притяжения сменяются силами отталки-
вання, вследствие чего молекула начина-
ет быстро терять скорость {в области от-
талкивания кривая е,г идет очень ирутоїг+
Б момент, когда потенциальная энергия
ор становится равной полной энергии
системы еІ, скорость молекулы обраща-
ется а нуль. В этот момент имеет место
наибольшее сближение молекул дРїг с
другом+ После остановки молекулы все

Рне. 14.1 явления протекают в обратной последо-



14.1. Средняя длина свободного пробега ч 'ШТ

пдд-___"БЕТЕЛЬНППТНІ СНВЧНДН НПЛВІЦІ'ЛВ ДВНЖЄТСЯ 'СП ВСЕ ' '*
возрастающей скоростыо под действием силы ' ' ІІ ІІ.

Ґ

'к
'ІІ

зі'
ІІ'

отгалкивания; миновав расстояние го, молеку- _,ф
ла попадает под действие замедляІошей сс дви-

Ізкение силы притяжения и, наконец, удаляется
І

1..
1..

.-

і.
.-І

.-Івв бесконечностьз, имея первоначальный за- 1 дадим
пас кинетической знергии ср |-ч_*"-|

Минимальное расстояние, на которое сбли- рн нд
жатотся при столкновении Центры двух моле-
кул, называется эффективным диаметром молекулы о'н (рис+ 14,1),
Величина

сг=пгії [І4.1}
называется эффективным сечением молекулы.

Из рисунка 14.1 видно, что в случае, когда молекула начинает свое
движение из Іїіссвзонечности с Іії'иїшьшим запасом Энергии, минималь-
ное расстояние, на которое оближавзтся центры молекул, оказывает-
ся меньшим (ср. 02,, и 52,, на рисунке). Таким образом, Эффективный
диаметр молекул зависит от ил энергии, а следовательно, и от темпе-
ратуры. С повышением температуры эшктивный диаметр молекул
уменьшается.

За время между двумя последовательными сголкновениями мо-
лекула газа проводит путь І, который называется длиной свободного
прпбега. Длина свободного пробега - случайная величина. Иной раз
молекуле удается пролетегь между соударениями довольно большой
путь, в другой раз зтот путь может оказаться весьма малым. Найдем
верпятность различных значений І. Вероятность а'Ртого, 1что молекула
нспытает соударенне на отрезке пути а'в, очевидно, пропорциональна
величине этого отрезка и не зависит от того, какой пугь уже прошла
молекула без столкновений. Взяв коэффициент прыпорционапьносгн
в виде ІД, получим, что

а'Р =Ё , і: І4.2}
Ъ.

Вероятность_ безразмерная величина, следовательно, й имеет раз-
мерность длины.

Пусть из полного числа Му молекул путь в пролетсли без столкнове-
ний Мн молекул. Нз ик числа претерпевает соударения на слелуіошем
за а отрезке кг количество молекул, равное Шары-й. Это количество
представляет собой убыль величины Мг) на отрезке а'т, т.е. _.:ілїв). Та-
ким образом, мы приводим к соотношению
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-ЫН{5}= Н[Ѕ]Ё.

Ннтегрироеение этого соотношении приводит к формуле

во): ипв'ї, [14.3;
где Н., = НІІЩ - чиело молекул, прошедших без столкновений путь, равный
нулю, т.е. полное число молекул.

Шношение Ща) к Н., дает вероятность того, что молекула проле-
тит, начинаа е некоторого выбранного произвольно момента времени,
путь а без столкновений. Согласно [14.3]

.'|'

ЩЅ) = *тРН) = [ Ман
а

Найдем среднее Значение длины евободного пробега {."}. Для этого
нужно знатъ вероитноеть того, что молекула, пролетев без столкнове-
ний путь І, претерпит еоударение на еледучошем за Іотоезке Щ. Оба
эти еобнтии, т.е. пролет без столкновений пуш Іи еоударение на от-
резке Щ, етотиетичееки незавиеимы. Следовательно, а'Р, равна произ-
ведению вероатноетей двух указаннык еобытин. Согласно (14.4} вери-
нтноеть первого событии равна гдз-_ Вероятность второго еобытии в
еоответетвии е [14.2) равна ЩД.. Таким образом,

_і Ди

ат: 1-, .е А “45)

Знак вврцитноеть, накодим ереднее значение І:
І

(г}= Тата, = Таз-ї Ё=к наш
П 'П

Пказалоеь, что обооначеннаа нами буквой їь величина еовпадает ео
ередней длиной евободного пробега.

За еекунду молекула прокодит путь, равный ередней екороети но,
Еели за еекуилу она претерпевает в ервднем е столкновений, то еред-
нин длина еВободноГо пробега равна

ней. оао
'іг'

Для того чтобы полечитатв ередиее чиело етолкновений и, прел-
псшозким, что вее молекулы, кроме данной, Заетыли неподвижно на



14.1. Средняя дпина свеееднеге преевга і 'ті

свенк местак. Преследнм за двиткеннем выделеннеи нами мелекулы+
11*:"дарившись ее едну ив непедвнткньтл мелекул* ена будет лететь пря-
мелннейне де тек пер* пека не стелкнется е какеи-лнее друтей не-
педвнткней мелекулей (рис. 14.3). Это сеударенне преиеейдет в тем
случае, если центр непедвнткней мелекульт етстеит ет прямеіді1 вдель
кетеррй летит мелекула, на расстеяние, меньшее эффективнеге дна-
матра мелекулы ен. В результате стелкнееення мелекула изменит на-
правление свееге движения1 пееле чеге через некетерее время еплть
будет двигаться прямелинейне1 пеке на ее пути снеьа нс встретится
мелекула1 центр кетерой будет наледиться в пределах пекаваннеге на
рис. 14.3 цилиндра радиуса а* .

Рше. [4.3

Заеекуьщу мштекула прейдет путь, равный {е}. Очевидне, чте числе
пррнекедишнк вв вгге время ееудврений е непедвшкнымн мсшекулв-
ми равне числу мелекул* центры кетерыл пепадают внутрь келенча-
теге цилиндра длины {е) и радиуса а'щ ебьем кетереге равен ле'ічїеЪ
11*:"мнеткив етет обьем на числе мелекул е единице ебьема и, пелучим
среднее числе стелкневеннй за секунду движущейся мелекульт с
непедвнткнымн:

стада) а. (Не:
В действительнестн все мелекульт движутся, вследствие чеге числе

сеудареннй епределяется средней скерестые двнткення мелекул пе ет-
нешените друг к друту, а не средней скерестые (е) мелекул етнеснтель-
не стенек еесуда. Птнесительная скересть длут: пррнввельне веятык
мелекул в сеетветствнн с еакенем слежения скерестей равна

иетн =и2_и1'

Беаеедя ате сеетнешенне в квадрат, пелучим
2 - - 2 1 2 - -етн =(нд-ні) =е2 +еІ -Ёеіед
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(ддееь воепользовалиеь тем, что еиалярное произведение б2 =о11+
ІСреднее значение еуымы нееиольиих величин равно еумме ередния
значений еилддыиаемыи величин. Поотому

1 _ 1 2 ч ~(от ) - (о2 > +(вІ )-2(в|о2}.
События, заиліочеоощиеея в том, что первая молекула имеет еио-

роеть б, , а вторая 51 , являются етятиетичееии незаииеимыми+ Позто-
му {бтбд}={б,}{б±} . Для газа, находящегося в равноаееии, каждый из
еомиожителей равен нулю. Таким образом,

2 2 2 _ 2(зя)=(е>+(в )-1<е >т
[ЕРЕДНЕВ ЗНЗЧ'ЕННВ КВЗДр-ЕІТН СКОРОСТИ ВСЕЁ НШІЕКЁЛ ПДННЕІКПНП Н РЕБНП

{о1}}. Полученный результат означает, что отдрм = лотка . ІСредние
ивадратичные еиороети пропорциональны средним арифметичееиим.
Следовательно,

(РШЪЫЩНЪ
Заменив в формуле (НВ) об на (от), получим для ереднего чиела

етолиновений за ееКуП-Іду выражение

е: гладит (14.91
Подетавив зто значение у и [ І4.'?}, получим для средней длины ево-

бодиого пробега молекул еледующуто формулу:

1Н) = . 14.1 п
ЭЁла'їд І: 1.

Замениа еоглаеио (14111 яд: через о, формуле можно придать вид

1Ш. = _ [14. І 1)Ле - я
С учетом уравнения еоетояиия идеального газа

р = иіє Т [14. [2]І

выражение для ереднего свободного пробега молеиул [14.1011 примет янд

д:Та' =_. 14.13Ё? Лидір ІІ 1*
Пценим ереднгшо длину евободного пробега при нормальных

уелоаияя [р = 1,013 - Ш5 Па (ТЁШ' мм плод); Т= ІТЗ РЦ и при давлении
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,в = Ш"чЕІ мм рт.ст,, Т= 21'3 К, при этом примем эффективный диаметр
молекулы равным 2:5. = 2 - 10"" м:

І язв-11141”23 -2т3
1,41-з,14-тз-ш"“)1-ыїнз-ийШ =П,2І-Ш“Бм=й,21мхм,

= 1,33-10'13 -213
1,41-3,14-{2-1[1-Ш1г2 -игБ -133Ш =16П м.

14.2. Явления переноса в идеальном газе

142.1. Основные понятия

В статистической физике и термодинамнке (равновесиой) имели дело
с равновесным состоянием тел и е обратимыми процессами (т.е. с про-
цессами, при которых система проходит через последовательность
равновесных состояний). Напомним, что равновеенос состояние газа
характеризуется одинаковостыо во всех точках занимаемого объема
таких величин, как температура, давление.

Такие явления, хак воспламенеиие, взрывы приводят к наруше-
нию равновесного состояния системы. А всякая система, в которой
произошло нарушение равновесия, с течением времени стремится
вернуться в состояние равновесия. Выравнивание температуры, кон-
центрации веществ в системе является необратимым процессом и про-
исходит вследствие хаотического движения молекул. При непрерыв-
ном двизкении и столкновениях молекул друг с другом в пространстве
происходит перенос массы, импульса, энергии. Раздел молекулярно-
хинетнческой теории, изучающий процессы, возникающие при нару-
шениях равновесия, называется фнзнчеекон нннетнхон.

При нарушении равновесия система стремится вернуться в равно-
весное состояние. Этот процесс сопровождается возрастанием антро-
пнн и, следовательно, необратнм. Таким образом, процессы, изучае-
мые физической кинетикой, являются необратимыми.

`Штраничимся рассмотрением явлений, возникающих в газе, когда
зти отклонения от равновесия невелики. При нарушениях равновесия
в телах возникают потоки тепла либо массы и т,п. В связи с атнм соот-
ветствующие процессы носят название яятеннй переносе.

К явлениям переноса в газах относятся енутреннее трение, иен енз-
ность, тенеонроеодноеть н днффузня.
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Диффузия в тазе - процесс перемешивания молекул, сопровожда-
тошийся переносом массы из мест с большей концентрацией данных
молекул в места е меньшей концентрацией зтих молекул.

14.2. 2. Внутреннее трение

Если скорость о в потоке газа меняется от слоя к слото, то на границе
между двумя смежными слоями действует сила внутреннего трения,
величина которой определяется винорцчсской формулой Ньютона:

он
_ _ і 4. 4

І тіх ` П І }

где ,Ґ _ сила; п - коэффициент внутреннего трения; с'ттїтіх _ традиент ско-
рости, т.е. величина, показывающий, как Быстро меняется скорость движения
таза о в направлении, перленднкулярном к поверхности, равделатошей слои;
Ѕ _ величина поверхности, по которой действует силаІ{рне. 14,4).

С молекулярной точки зрения проис-
хождение сил внутреннего трения обь-
ясняется слетогющнм образом. Молекула,
перелетевшая с тепловой скоростью о из
слоя газа, двитатощегосв с большей ско-
ростью д', в соседний слой, двигающийсв
с меньшей скоростью ну, на основании За-
кона изменения импульса т (то - нд) =_,Ґ- от*
действует на него с силой_,г'и ускорает его.

Н наоборот, молекула, перелетевшая из слоя, имеющего меньшуто
скорость, в слой с большей скоростью, тормозит отот слой и уменьша-
ет ето импульс. Механизм внутреннего трения заключается в переносе
импульса молекул из одного слоя в друтой.

Для пояснения возникновения вязкости полезна следуюшаи ана-
лопш. Две железнодорожные платформы движутея по параллельным
рельсам с разными скоростями. Грузчики, находящиеся на платфор-
мах, псребрасыватот мешки с песком со своей платформы на сосед-
итота. В результате зтого быстрее движущаяся платформа будет тормо-
зиться, а медленнее движущаяся - ускоряться.

Неследуем теперь явление вязкости газов количественно. Рассмо-
трим сначала упрощенный случай. Будем считать скорости теплового
движения всех молекул одинаковыми и равными с. Так как молекулы
движутся хаотически, то все направления движения равновсроятны,
ии одному из них нельзя отдать предпочтение. Если газ содержит Н

и:

І

Рис. 14.4
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молекул, то в любой момент времени вдоль каншого из направлений
будет двигаться НД молекул, причем одна половина из них, т.с. МКБ,
ддиткется вдоль данного направления в одну сторону, другая полови-
на - в противоположную. Следуя зтому, при рассмотрении теплово-
го двиткения молекул будем рассуждать так, как если бы все молекулы
были разделены на шесть одинаковых потоков, параллельных коорди-
натным осям. Таким образом, Мбмолекулт будетдвигаться сверху вниз,
Мб _ снизу вверх. Только молекулы зтих двух потоков и участвуют в
передаче импульса. Молекулы остальных четырех потоков движутся
параллельно горизонтальной плоскости Ѕ (см. рис. 14.4}. `Шин к пере-
даче импульса прямого отношения не имеют, На тепловое двиткение
молекул сверху вниз и снизу вверх накладывается упорядоченное дви-
мение вправо, причем скорость этого движения и однознач но опреде-
ляется положением молекулы, точнее ее абсциссой х. Будем предпо-
лагать, что изменения упорядоченной скорости а на длине свободного
пробега очень малы по сравнению с тепловой скоростью о, Тогда моя:-
но выбрать такую систему отсчета, в которой упорядоченная скорость
н в интересующей нас части газа будет также очень мала по сравнению
с тепловой скоростью о. В дальнейшем движение рассматривается
именно в такой системе отсчета, х и

Возьмем на горазонтальной плоскости ,д + до;
дВІрис. 14.5) единичную площадкуЅ. Нача- ,т
ло координат помесгим в той экс плоскости.
Подсчитаем импульс, переносимый моле- АННННБ
кулами газа через площадку Ѕ. Число моле- а.
кул, пересекаюшнх единичнуто площадку 5' 5
сверху вниз в единицу времени, определяет- Рио. 14.5
ся формулой

Н
"

1
6

ГДЕ Н _ ЧНШ'ІП'ВЕН ІШПІТНОС'ІЪ МОЛЁКЪШ.

Пусть Н из зтих молекул прошли перед площадкой путь х без стол-
кновений. Число Нопределяется формулой [Н= Мне-Щ” { 1 4.3)}. На нее
находим, что число молекул, претерпевших последнее столкновение в
слое мсткду х и х + ох, равно

ан =імпь'їдд'ат = їа'й'їд'аа
у) 60)

При столкновении в зтом слое молекула получает импульс ДЛ и,
двигаясь далее без столкновений, переносит его через площадку 5.
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Импульс, пероноснмый а елинищг времени через площадиї Ѕ есеми
молекулами, определяется интегралом

Р+ = [ДІЪЫЫ'

Тан иаи на длине свободного пробега скорость а меняется мало, то
функцию рог) можно разложить а ряд Манлорена по степенам л, огра-
ничиашись линейнымн членами, т.с. р(х} = ра л (ордщд.

В атом приближении

1 1р,=Епорп+Ещз(І}-. (14.1151,

І!

Примечание, Вычисление интеграла Іс-пшжіх,
п

Иитегрнроеание но часты, Пусть о и о - дифференпнруемые
функции от х. Тогда (но) '= и 'о + о'о, Нитегрирул обе части тоишестаа а
пределах от о до о, получим:

їішганїььф: +їь-ш. (14.11,
о

Тан наи Иногда: = щд+ С, то І(но}'фс = но': .

Поэтому,г равенство (14.11') может быть записано а виде
о Ь

ио|: = І оон+ Ішэ'о
д д

или Пнпнчательна:

а з
Ішїи = но': -Ішім
Д а

В нашем случае. Васдсм обозначения:
о = х; о'о = сх;

о = -чфс-Ідд; но = с-Ідш.
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Тогда

Тка-хдц'іт : -х(|"> а_дцп'Г +ї<І>е1ншіт :
о о о

= (аль-“ЧЕ ангел-“ЧЕ = иг-
эТП ВНРШННЕ ЫШШ-ІО ЗВПНСНТЬ В ВЬЩЕ

Р, =ЁШРШ>Ъ (14131
Отсюда видно, что при вычислении р, можно рассуждать так, как

если Бы все молекулы, летяшие к площадке Ѕ, претерпевали последние
столкновения на риее'Шннии 1:! Ъ от Этой площадки и Далее двигались к
ней без столкновении. Можно пользоваться показанным положением
для сокращения изложения при изучении и другик явлений переноса.
Отметим только, что концентрация л может меняться в пространстве.
Однако это обстоятельство не отразится на справедливости формулы
(14.18}. Действительно, из вывода ясно, что под л следует понимать
значение концентрации на самои площадке Ѕнезависнмо от того, рас-
сматривается ли верхний или нижний пучки молекул, участвуюшик в
переносе величины р.

По аналогии с (НАШ можно утверждать, что молекулы, летлшие
снизу вверх, переносят в том же направлении импульс

1 І др
І.е__Ё,ІІ|І›11'..¦І,›::І,, БШ(Ґ}Й. П4.І"З'}

Полный импульс, ежесекуп-щно переносимый через площадку Ѕ в
положительном направлении оси Ох (снизу вверк], найдется внчита-
нием [14.Іо} из (14,19):

_ 1 ее _ 1 о_ этом): _ Змеи)Й. пазл)
Этот перенос прояштяетсл в том, что вдоль плоскости АВ действует

вязкое касательное напряжение

т =т1_, (1411;
ГДЕ

111=Еллш{І). *(1412)
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В Цюрмуле [14.22] учтен разброс скоростей: вместо скорости о под-
ставлена уаредненная скорость молекул, так называемая средняя по
ансамблю скорость {о}:

т| =ёти(о}(!>. (МДМ

Мы получили не только наютояояскяа закон вязкости {І4.14}. но и
нацши выражение оды самой вязкости п.

14.2. 3. Твплопроводность газа

Если в некоторой среде создать вдоль оси л градиент температуры,
то возникает поток тепла, величина которого определяется законом
Фурьа:

а'Т

где с - поток тепла через поверхность, равную І мг, расположенную пер-
пендикулярно к оси я; единица р [р] = Втімї; а'Тлік - градиенг температуры
(точнее, проекштя грациента температура на ось я), ІІ. - коэффициент про-
порциональности, зависяшин от свойств среды и называемыи коэффициенты
тяшоярояодностя. Следовательно, единица коэффициента теплопроводности
[а] = Втім - К.

Совершенно так же, как при анализе явления внутреннего трения,
может быть рассмотрено явление теплопроводности. Здесь вместо
переноса импульса речь идет а ягреяоса энергия. В той области темпе-
ратур, где справешіива ютассичасгтая теория тетоаикоствй, энергия
молекулы в виде с = тср'Г, где ср _ удельная теплоемкосгь газа при
постоянном обгъеме. Пусть газ находится между двумя бесконечными
проаодяшими плоскостямн, перпендикулярными к оси Пят, причем
температуры на Т. и Т; поддерживаются постоянными. Тогда Будет
пррисаодить передача теплоты совершенно так же, как в аналогичном
случае происходит передача импульса. Для вычисления потока тепло-
ты я можно воспользоваться формулой (14.20), заменив в ней импульс
р на знергию с = тсрТ. Тогда получится

о=-]їпт(о>(г)ср Ё (14.15}

Сравнивая зту формулу с законом Фурье (МЛ, получаем для те-
плопроводности газа
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1Эь=ёпт(о)сд и) {І4.2|5}

Еведя плотность газа р = тн, формулы (14334 и “4.2611 можно пер:-
писать в виде:

ц=%р(о>(т'); іь=ёр<о)сг (І). {]4.1Т}

Так как средняя ддина свободного пробега {:'} ~ 1 До, то отстода сле-
дуетт что вязкость н темонроводность не зовнсят от наотностн зозо.
К такому выводу впервые пришел ДК. Максвелл, и аггот вывод пока-
зался ему парадокеальн ым. Однако опыты, поставлен н ые самим Мак-
свеллом и другими фиаиками, подтвердили укааан ный вывод.

142.4. Самодиффуаия в газак

Допустим, что Закрытая труба раццсдена на дне части пероГІ.'.:~р›сцдкоіїі+
По одну сторону перегородки находится какой-то газ Ґ, а по другуіо -
гаа 2. Пусть давления и температуры обоик газов одикаковы. Если уда-
лить псреШрПдКу, то газы начнут перемешиваться. Причиной этого
является каотичсскос тепловое движение молекул. Спустя некоторое
время концентрации компонентов смеси станут одинаковыми по обе
стороны перегородки. Такое проникновение молекул одного газа в
среду молекул другого газа называется взаимной, шш концантроцнон-
ной, онффузнвй встало+

Для наблюдсння диффузии трубу можно расположить и версикаль-
но. Только в атом случае сверку перегородки должен накодиться более
легкий газ, а снизу - Более тяжелый.

Если газы по оЕе стороны перегородки тождсствениы, то диффузии
также Будет проискодить. В атом случае она называется сшноонффузн-
во. Макроскопически самодиффузиго нельзя наблюдать, так как из-за
тождссгвен ности молекул она не может проявиться ни в каком макро-
скопическом явлении. Для наблюдения самодиффузни надо как-то
апометитьа часть молекул газа. Практически зто можно сделать, если
вместо однородного газа взять смесь двук его изотопов, один из ко-
торык является радиоактивным. Можно также взять смесь двук раз-
личнык газов {например, СП и Нд), молекулы которык одинаковы по
массе и практически иметот одинаковые размеры.

Допустим, что концентрации амеченыкь молекул н] и енемеченьон
ну менятотся в направлении оси трубы. Примем зту ось за координат-
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нуто ось Пх. Если общая концентрация частиц л = шоп) + пдііх] и тем-
пература газа остаются постоянными, то будет постоянно и давление
во всем газе+ Позтому макроскопическое двипкение в газе возникнуть
не моэкет, и перемешиаание молекул возможно за счет одной только
диффузии. Молекулы газа І и молекулы газа 2 Будут диффутшироаать
в противоположных направлениях- от мест ІЁіольшей концентрации х
местам меньшей концентрации+ Для количественного описания явле-
ния введем понятие днффузнанноге потока. Диффузионныи потоком Г
называется количество молекул рассматриваемого типа, проходащих
при диффузии через единичнуіо площадку, перпендикулариуш к гра-
дненту концентрациит в единицу времени. Задача теории диффузии
сводится к вычисления: диффузиоииых потоков.

Для вычисления потоков ГІ и Г: обоих газов при самодиффузии
воспользуемся формулой 04.20)

__1. їэі Ёр- 3п<о><ї>іх Злт<о><0фс .

Роль епереноснмой величиныа р в атом случае играют относитель-
ные концентрации газов с. = пыл и с; = иду'л. Подставляя их в (14.20),
находим для днффузионного потока газа І

г1=-;~<и>шї=-ё<п›<г>“-оф: ф:
Аналогичное выражение напишем для газа 2. Таким образом,

ее ай:

где а: Ёрдг). (1423:,
Так как полная концентрация п = л. + я: остается постоянной, то

формулы {І4+23} можно также записать в виде

г! а*г] гей; г2 =- Ё. нему
Но если величина п не постоянна, а меняется в пространстве под

действием какой-либо причины {например, силового поля или гря-
диента температуры}, то формулы (14.29) становятся непригодными+
В таких случаях надо пользоваться Более общими формулами {І4.23}.

На постоянства полной концентрации п = и. + п: следует лифте: +
+ е'ец'сіх = П, а позтому Г] = -Гъ Диффузионные потоки обоих газов
одинаковы по модуліо, но направлены противоположно.
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Формулы 1114231! показывают, что диффузиониыи' поток пропорцио-
нштен гриоиевту концентрации Эго закон *ІІІииа+ Величина П называ-
ется коэффициентом диффузии. В случае самодиффузии коэффициент
диффузии определяется выражением

Іо- 3(и}(.*}+ (маги
Закон Фика справедлив и для взаимной диффузии различнык газов.

|Шднако здесь формула {І4.3ІІ}), вообше говоря, непримеиима. Ето мож-
но пользоваться только в тек случаяк, когда концентрация рассматри-
ваемого газа очень мала по сравнению с концентрацией другого газа
смеси. При выполнении зтого условия средняя длина свободного про-
бега молекул рассматриваемого газа Ш определяется столкновениими
только с молекулами другого газа смеси. Взаимиые же столкновения
между молекулами рассматриваемого газа ввиду малости его относи-
тельной концентрации роли не играют. Аналогичная ситуация встре-
чается и при диффузии нейтронов в графите. Это явление используется
для заиефтения нейтронов в атомнык реакторак Ввиду малости концен-
трации нейтронов последние ведуг себя как молекулы идеального газа1
сталкиваюшиеся время от времени с ядрами атомов графита. Диффу-
зия нейтронов корошо описывается Цюрмулой (14.3Щ. Длина свобод-
ного пробега нейтронов в графите - порядка сантиметра.

Когда концентрации обоик газов в смеси одного порядка, то при
построении теории концентрационной диффузии по методу средней
длины свободного пробега надо вводить две средние длины свободно-
го пробега: для молекул первого и второго газов. Эти длины свободно-
го пробега являются карактерисгиками рассматриваемой смеси газов+
Теория получается довольно громоздкой и плоко согласуется с экспе-
риментом. Лучшие результаты дают теории, в которык понятие длины
свободного пробега не используются. Один из вариантов приближен-
нык теорий такого типа, в основе которого лежит формула Эйнштейна,
рассматривается в следующем параграфе+

142.5. Связьдиффузии о подвижностыо частицы

Понятие подвижности частицы вводится в теории броуновского дви-
жения следугошим образом. 'СчитавотІ что броуновская частица имеет
форму шарика радиуса о.. Рассматривается ее движение в жидкости.
Если небольшой шар радиуса о равномерно движется в жидкости со
скоростыо Р', тот как показывает опыт и теория, на него действует сила
сопротивления Р, пропорциональиая скорости Р'. Коэффициент про-
порциональности в формуле
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У=ВГ [І4.ЗІ}

называется ноденжноствю илстати+ Это понятие применимо и к ча-
стнцам молекулярных и атомныи размеров, например к ионам, движу-
Щимся в алектролите+

Допустим, что имеется 4ттааа каких-то частиц в постоянном и одно-
родном силовом поле+ тГатаъ разражен настолько, что силами взаимодей-
ствия междуг его частицами можно щас-гнеії'эречь+ Примером такого агаааа
может служить совокупность броуновскик частиц, вавешеннык в жид-
кости+ Другим примером является обычный идеальный гаа в силовом

-г

поле. Если Р - сила, действующая на часгнпу агааатІ в силовом поле, то
потенциальная энергия ее в этом поле будет ЕД, = -Ри (предполагается,
что ось Ох направлена в сторону действующей силы]+ Если состояние
стационарно, температура постоянна, то концентрация частиц ггаааа
меняется в пространстве в соответствии с формулой Больцмана

Е, Гив- ппекр[-Е] =ппеир[Е]. 0432:;

Но микропроцессы не прекращаются даже тогда, когда состояние
стационарно. Поскольку есть градиент концентрации, в гаае происхо-
дит диффузии, днффуанонный поток в положительном направлении

а'лоси йх определяется выражением Гднф = -ЛЕ . А так как мазь нако-

дится в силовом поле, то существует также и гсиловой потока молекул
с плотностью ГЦ,л - ВРи. В состоянии равновесия должно быть

-вЁ+вгт-т=а.
Подстанляя стола соотношение (14,32), получаем после сокраще-

НІ-'ІН На Н:

а=±гн (или
Это соотношенне междудиффуансй и подвижностыо частицы Было

усгановлено Эйнштейном и носит его имя.

14.3. Явления в раареженнык гаааи

Ешн средняя олнно свободного пробега {е'} того же норяоко, что н корон-
тернын линейныйроаиер сосуда о', о котором аокточен гол, или ставите, то
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состояние газа называют еекуумаи. Воздух в комнате, например, при
атмосферном давлении в состояиии вакуума не находится, так как в
этом случае (Ру - І'ІІІІ'5 ем, Однако в еосуде, линейные размеры которого
меньше Ш'5 ем (поры дерева и многих других пористых тел), тот зке
воздук узке находится в условиях вакуума,

Различают три вида вакуума: І} низкие1 когда Ш меньше характер-
ного размера сосуда а'1 но приближается к нему; І} средний, когда Ш
сравнима с е'; З] высокий [или глубокий] , когда о" } значительно больше о,
Газ в состоянии высокого вакуума называется ультрврвзрвзееиими,

Е плотных газах Ш (зі Ы. В зтих случаях столкновении мезхду мо-
лекулами самого газа играют основную роль в его поведении. Только
такие случаи и имелись в виду во всем предшествующем изложении, Е
другом продольном случае, когда газ становится ультрараврезкенным,
столкновения между самими молекулами относительно редкн.

Эффузия в разрещешш газах. Рассмотрим сосуд е ультраразремен-
ным газом» раЗ-деленный на две части перегородкой с отверстием. Так
как размеры отверстия намного меньше длины свободного пробега
(так называемый сюбодно-молекудярный резким}, то молекулы будут
птетать через отверстие поодиночхе без столкновений друг с другом.
Иетечение газа через отверстие в зтих условиях называется зффузиеа.

При эффузни наблюдается ряд своеобразных явлений. Предпола-
гается, что разрезкенне в еосуде настолько большое, что длина свобод-
ного пробега намного Больше линейных размеров сосуда, т.е.

Ки =%з›з›], {14.34}

где Кд - так называемое число Кнудсеиа, равное отношению средней длины
свободного пробега молекул к характерному размеру тела или области, охва-
ченной процессом.

В зтом случае молекулы, пройдя через отверстие, Т Т
будут двигаться по прямолинейным траекториям, п' _ ні
пока ие достигнут стенок сосуда. Р' _ 1

Егилован эффувыя. Пусть стенки обеих частей сот І Р:
суда поддерживаются при различных температурах Т,
и Г; (рис. 14.15). Рае. 14.6

Когда средняя длина свободного пробега Ш зиа-

чительио меньше диаметра отверстия { Ки :ЁееІ 1, то условием рав-

новесия газа, заполняюшего сосуд, будет равенство давлений р, и ру.
Поскольку давление равно р = лк Г, число молекул в единице объема
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п, а еледовательно, и плотноогь газа в обеих чаетях оудуг в атом елучае
находитьея в отношении, обратном отношениіо температур:

Ё=Ё=Ё (14.35)
Р: “2 її

Для ультрараарехеенного газа { Кп =Ёво І } уеловия равновесия Бу-

дут иными, Не ивменяношееея ео временем (етационарное} ооотоянне
уотановитоя в том елучае, еелн чнело молекул, проходящих через от-
веретне на первой чаети еоеуда во вторуто, будет равно чиелу молекул,
проходящих через отверстие в противоположном направлении. Таи
хаи чиоло молекул, проходящих через отверетие, пропорционально
п{о}, условие рявновееня имеет внд

ЙЁЩЪ = душа?

Поехолысу {о} тЛ , можно напнеать:

ад: а,
Р: "2 ТТ

Для давлений о учетом “4.36) получаем:

д:Шь=)Іь_
а пьет: Т:

Е отличие от обычных условий, когда равновесие наблюдаетоя при
Ревенетве давлений в обеих чаетях еоеуда, в условиях вакуума давление
оказывается Больше в той чаетн еоеуде, в которой температура етеноа
выше.

(І4,36}

14.4. Рвшвнне задач по фианчвекой иинвтихв

14,1, Теплонволироааииая полоеть очень маленькими одииаиовыми
отверетиями ооедннена е двумя еоеудами, еодерэхашими гаоооо'равный
гелий ІДрне+ НБП. Давление гелия в атих еоеудах поддерживаетея равньпя

р, а температура равна Тв одном еоеуде и ІТв

на І на дртм+ Найдите їШНПВНВШНЕДН давление р' н

Температура 'Ґ анти пьлььтн,
д Т І РЦ т- д! 13." Решение. Таа яаи по уеловнш зад-дан пт-

вере-тия очень малы, то можно положить, что
Рне. 14.1 диаметр отверетия а* очень мал по еравнениіо
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со средним свободным пробегом молекул гслня Щ. В атом случае все
молекулы, попавшие на отверстие, переводят на одного сосуда в дру-
гой. Число молекул, сталкивашшияся с единицей поверхности, про-
порционально концентрации и средней скорости молекул:

4,2) т (Щ Н- (Мон
Еыраанв л ив уравнения состояния идеального газа

р = иІсТ (143311
н учитывая, что средняя скорость равна

НЕТ
Ёп* = 1

“Р
выражение (14.3Т} перепишем в следующем виде:

яд яее ~о и ~ ~ _.Ъ г а?
Переноснмал молекулами энергия пропорциональна а и средней

анергнн молекул

ш~<г>г~ Ыї (то
Потоки молекул и потоки энергии из полости в стационарном со-

стоянии уравновсшиваіотся соответствующими потоками в полость ив
обоих сосудов:

2_=і+і- Плащ

2д'Ё=Ш+дЛ. (млн
Решение системы уравнений (ЦЗН-(14.41) относительно иско-

мыя неиавестныя Т'н р':

Ґ=ЛТ=1,41Т;

«_ МНЧЁЪ':- ЁЕ ЬШТр.

Пгвст: Ґ =ЁТ=],41Г, К; _лі =],П]Тр, Па.
14.1. Цилиндрические сосуд с идеальным гаасм разделен тепло-

непр-лницаемыми перегородкамн на три отсека (рис. 14.5 - вид на
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сечение сосуда сверку]+ В каждой перегородке есть
отверстие, размер которого мал по сравненипо с
данной свободного пробега молекул газа. Темпера-
туры газа в отсекак поддерживаются постоянными
н равными Т., Ъ"2 и Ту. Давление в первом отсеке р.
известно. Найдите давления р: и ру во втором н тре-
тьем отсекак+

Ри* “д Даня: Т.: Та Ти ль Найт Р: Н ль
Решение. Пусть и1 и (оф, и1 и (од, из и (оф -

концентрация молекул и средние скорости молекул соответственно
в первом1 втором и третьем отсекак сосуда. Число ударов молекул с
стенкуг сосуда пропорционально концентрации молекул и нк средней
скорости. Через казкдое отверстие в обе стороны прокодит в единицу
времени одинаковое число молекул:

щ(о,}:пд(о2}=п3<с3), (ИАЦ
так как давление и температура в отсекак поддерживаются
постоянными.

Средняя скорость молекул

(и) = 43% (или
ДВБЛЕННЕ Газа ОПРЕДЩНЕТСН ураВНЕННЕМ ЕЩШПННЯ НДШЬНП ППВ

я = ИКТ. {14.44}
ГДЕ Ё _ ПШТП'НННЁН БШІЬЦНННЩ т _ Масса М'ШІЁКЪ'Л.

Решение системы уравнений (ИАЦ-04.44) относительно иско-
мык неизвестнык ру и ру:

Т
= -і'я и;
= Ё

рэ р' її ъ

Пгвет: рд:р|`]ї Па; р3=д`ІЁ Па.
її Т.

14.3. Нычислиге среднююдлину свободного пробега молекул Ш ге-
лия при давлении ,с ' Ш] ,3 кПа и температуре г - П с*(Г., если вязкость
гелия и =13 мкПаіс.
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Лапшр = 101,3 иПа; г= П ПС; п = 13 ииПа - е; и = 4 игіииель. Найти:
(и.

Решение. Коэффициент внзиеетн

ц = %р(а)(г}, пали

где ераднна арифметичееиая еиерпетъ

(и) = РН. (или
пи

Уравнение ееетеаниа ндеальнеш газа:

рУ=ЁНГ {14+4Т}

Плптнееть гелия

Решение еиетемы уравнений (НАН-(14.43) етноентельне {.-'}:

311 НТІ =- _.{> ЗР ЗР.

Проверка единнцы:

_Па~е Дж'К-ииель_ _ ,Н-м_ _ иг+и~и=
[ОП- Па инель-К-иг _с иг _с ч еЁ-иг м*

Еычиеление:

І І _6 І З'ІЩ: 313 ш 3,/3'3] ш Ш идти-20,103 мы...1-1ш,з-ш 2-4
311 [птПгнет: І=_ _:П,ШЗ .

14.4. Нычиелите иеэффициент диффузии Л иедереда при нериаль-
ина уилеаиаа, еели ереднаа длина еюбоднеге пробега {."} = [1,15 иии.

Дана: и = 2 игіимель; д = 1,ІІЁІІ]3-ІІІ'.І-*г Па; Т= ЕТЗ К; (И = [1,15 мкм.
Найти: Л.

Решение. Кеэффиииеит диффузии

и = ёфдг), пддщ
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ГДЕ ЁРЗДННП ЕРНФНЕТНЧ'ЕСКЁШ СКПППСТЪ НПЛЕЩЛ

ВН(и) = Г. тыщ
Щ*

Подотонллп 1114.50) в (14.49), получаем

0:20.) ЕК'Г І
3 ло.

Проверка единицы:

І:1п|]=ші Дж*н.*нм0ль =мі Н'м =мі нгз'м'м =м2*с_|'

кмоль'Кыиг 4 кг ч е ~иг
Вычисление:

3,14-1

Ответ: В=ЁЩ ,2*'1;:Г={1,912¦*!5-І[Г*І мде-Ё
3 пр.

14.5. Вычиелнге ереднвоъо длинї свободного пробега (І } молекул ге-
лия при нормальных условиях, еели вязкость гелия п = [З мнПа - о+

Дано:д= ІДІЗ-ІІР Па; Т= ІТЗ К; т] = ІЗ мита-1:3”Наігїгинїэ'їг+
Решение. Коэффициент влзиоотн:

3

о=%-п,16-Іо*-\/2'Ѕ'31'Ш 'Ш жопе-ш* мда-1.

11= %р(и)(1'), (14.51)

где ереднлл арифметичеекал скорость молекул

,ВНТ
01)- ї. {]4-52}

Уравнение еоетоянил идеального шее:

дг=їлт (мел
р.

Плотноетьгелин

М
=_+ І +54р у (4 1*

Решение онетемы 1длїъеенениіїі (14.51 ІІ-ІІ 14.54] отноеительно {±'}:



14.4. Решение задач по физической иннатиие а 1'2?

до Ш
210 111-Ш

Проверка единицы:

_Па-с Дж-К-имоль_ ш_ иг-1и-1и=
[(ІЛ- Па имолЬ-К-иг _сч иг _с едиг

Вычисление:

=1ае+1од и =о,1а1 иен.ті 13-111* `[ан-$1311111-2113
211113411Ёг 2~4

3 иЛТШоет: (І}=Едр ,ї =П,132 мин.

14.6. Вычислите коэффициент теплопроводности водорода, ваа-
иость которого 11 = 8,6 миПа-с.

Дано: т| = 3,15 миПа-с. Найти: 3*..
Решение. Коэффициент теплопроводности

а =15р(е)е,,{1), (14,551

а иоаффициеит вязкости

11 = %в{в)(і)- 114.5151

На{|4+55} и (14.5Ы следует
3. =ср1ъ (НЛП

где удельная тегшоемиость при постоянном объеме

Ні*е =_, 'ДР-1.53)'Ґ ЕР

так иаи водород_ двуствтомный газ, і+ = 5.
Решение уравнений {14.5?}. [14.5311 относительно 1:

Провериа единицы:

[дн]_Д:и-иноль-Па-с _ ДЖ-Н-с-с _ Вт
нмольінщг К+иг+|и1-с м-Н..
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Вычисление:
3 -ЬІ'ЁіЁ-ЕҐ'Н-І'ІІІ -ЁиЅ-Ш =89133_Ш_3 Ет

2+2 м-К

'Л мВт
:3'|.=І_ = _+Пгеет Эми 39,33 “_К

=39,33 _.
м-ІЄ

[4.1'. Е сосуде объемом У: 2 л находится Ы= 4-1'2'!22 молекул двули-
томного гяее. Теплопроводность гязя Ъ. = 14 мВтім-К. Вычислите неэф-
фициент диффузии В гязя.

Дано: Р- 2 л; Н- 44021; і= 5; Ъ. = [4 мЕтім-К. Найти: Д
Ршшне. Коэффициент теплопроводности

я =%р(ы)ег{:),
я коэффициент диффузии

1
В = Е<П><1І>+

Из {14с59} и (14.60) следует
Ъ. = рсг Л.

Удельная теплоемкость при постоянном давлении

'Ґ 2” '

Число молекул в единице объеме равно

п=_р`~*",
р.

иеоібъемеІ*г

даму.

(или

(Идёт

(14.61;

(ИЛИ

(МЛМ

(или
Связь универсальной газовой постоянной Л с числом нпощдро Нд:

мтс-нд,
где д: = 1,33 - Ш-“Джу'Н - постоянная Больцмдиа.

(или

Решение системы уравнений (14.61 )_( 14.65) относительно Л:

ІЦЁ.
ЖМ

Прпеерия единицы:



14.4. Рвшвннв задач пп фнзнчвпнпй нннвтннн і ТН

[11.]-ІІІ'ІЗ*]ЗТ'[{_!'ІІ'І`._1

н- К -Дж г.:
Вычисление:

_ 1-2-10-3-14-10-3
_54,38-10-13-4411*2

2

`Штат: Л:2_Ё:2,03-Ш_5 м-.
Ёд'гІ С

2

=2,пз-н:г5 і.
С



ГЛдВд 1 5

первое ндчдло (закон)
тЕРмодиндмики

15.1 . Внутренняя энергия идеального гааа.
Количество теплоты. Работа в термодинамнке

Полная энергия термодниаьлтческой системы представляет собой сумму
кинетической энергии движения всех тел, входящих в систему, потенци-
альной энерши взаимодействия их между собой и е внешними телами н
энергии, содержащейся вщпри тел 'гдллегехтьт+ Если нэ полной энергии вьт-
честь кинетическую, характеризующие макроскопическое двнженне сн-
егсмы тел как единого целого, и потенциальную Энергито взаимодействия
еетел с внешними макроскопическимн телами, то оставшаяся часть будет
представлять собой ннунюєннюю энергию термодинамнческой системы.
Внутренняя энерптя включает в себя энергию микроскопического дви-
жения и взаимодействия частиц термодннамической системы, а ташке их
внуоримолекулярщгто н внутриядсриую энерпти.

Для идеального гаэа внутренняя энергия определяется как произве-
дение средней энергии одной молекулы (ЕД на количество молекул Н:

о=н{в,}, (15-1)
где ,м =Ё нд; мг - масса газа; в - молярная масса; Н, - постоянная дно-

Р' тгадро [число молекул в моле); (5*) = _ т; Т _ средняя (по ансамолто] кинетиче-
скан энергия молекулы. 2

Полставляя выражения для Н и (Нд в (15.1} с учетом уравнения со-
Мстояния идеального гаэа ,ву = _КТ, получаем выражение для вну-
р.

треннеи энергии идеального газа:

в=Ёінг=ірц пан
р. 2 2

где Н -ЕЩ - универсальная газовая постоянная.
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Внутренняя энергия является однозначной функцией состояния.
Это означает, что всякий раз, когда система оказывается в данном со-
стоянии, ее внутренняя энергия принимает значение независимо от
предыстории системы. Изменение внутренней энергии при переходе
из одного состояния в другое равно разности значений внуїрсннсй
энерпти в этих состояниях независимо от процессов, приведших си-
стему в это состояние.

Н соответствии е нулевым началом термодинамики температура -
мера состояния термодинамичесхого равновесия. Для установления
этой меры уместно ввести понятие нтеплопередачая.

Геилопередочей или тетооіїненом называется передача энергии
от одного тела другому без переноса вещества и без совершения
механической работы. Если между телами, находящимися в тепло-
вом контакте, теплопередача отсутствует, то они имеют одинаковые
температуры и находятся между собой в состоянии термодинами-
ческого равновесия. Если же в изолированной системе, состоящей
из двух тел, эти тела находятся при разных температурах, то тепло-
передача будет осуществляться таким образом, чтобы энергия пере-
давалась от Более нагретого тела к менее нагретому. Этот процесс
будет продолжаться до тех пор, поха температуры тел не сравняются
и изолированная система не достигнет состояния термодинамячс-
ского равновесия.

Количество энергии, переданное системе путем теплопередачи, на-
зывается коояеестеом теплоты 12.

Виды тешолередочд (теплообмена): тешопроводность, конвенция,
излучение.

При теплопроводности перенос энергии в теле осуществляется в ре-
зультате непосредственной передачи энергии от частиц (молекул, ато-
мов, электронов), обладающих большей энергией, частицам с мень-
шей энергией.

1Ііі'ояеекярот _ перенос теплоты в жидкосгях, газах или сыпучих
средах потоками вещества. Различают естественную н вынужденную
конвекция. Естественная конвекция возникает, например, в воздухе,
нагреваемом батареей водяного отопления: нагрсгый воздух имеет
меньшую плотность и под действием силы дрхимеда в поле тяжести
перемещается вверх. При вынужденной конвекции псрсмсщсние ес-
Щества происходит под воздействием какого-нибудь устройства (на-
соса, вентилятора и т.п.}. Например, в батарее водяного отопления
передача энергии от горячей воды, протекающей по батарее, к менее
нагрстым стенкам батареи осуществляется путем хонвсхции. В свою
очередь, передача энергии в форме теплоты через стенку батареи от
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более нагретой внутренней поверкности стенки к менее нагретой на-
ружной поверкности проискодит путем теплопроводности,

Теплообмен может осуществляться не только между соприкасаю-
Щимиса друг е другом телами, т,е, путем теплопроводности н конвек-
ции, но также и между удаленными телами без посредства какой-либо
промежуточной среды. Этот вид теплообмена называют излучением,
так как он проиекоднт за счет испуеканин и поглощенив телами злек-
тромагнитного излучения, Именно таким способом Земли непрерыв-
но получает огромную знергню от Солнца+

Газ, расшнрвнеь, может совершать работу+
Представим цилиндр с подвижным поршнем, за-
полненным газом (рис. 15. І}, Поршень накощиг-
са в равновесин, пока давление воздуха внутри
цилиндра равно атмосферному давлению р. При
медленном нагревании газа в цилиндре он нач-
нет изобарно расширяться {внешнее давление
остается неизменным} и поршень перемещается
из пштоженнв І в положение ,2. Іаз действует на
поршень с снлои Р= рЅ, где Ѕ - площадь попе-

Рнд 154 речного сечения поршня. Перемешая поршень
на расстояние ел - и; _ и., газ совершает работу

А=Рал=рЅел=рдУ=ДУ1-Н}. [І5.3}

Прн расширении газ совершает положительную работу, поскольку
направлении силы и перемешениа поршин совпадают, при атом газ пе-
редает анергию окружающим телам. При сжатии газа (дБ/т: б) работа
отрицательна, ато означает, что внешние силы совершают работу над
газом, сжимая его. Совершаа над газом работу, внешние силы пере-
дают газу анергню.

Прн изобарном расширении или сжатии газа проискодит измене-
нне его температуры, а значит, и изменение его внутренней знергии,
В общем случае при произвольном изменении давленна газа его ра-
боту можно определить по графику зависимости давлениа от объема

в любом газовом процессе. Так, например, при
Р у р изобарном расширении график зависимости

ў _ р от Рпредстаигшет собой прямую линию, па-
раллельнуюоси абсцисс (рис, І5.2}. Нз рисунка

А видно, что работа газа численно равна заштри-
кованной площади примоугольника,

Рассмотрим, как вычислить работу при изо-
Рне,15,2 термнческом расширении. В этом случае дав-
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ление убывает ссратнс прспсрциснальис РН І,
ссьему; псэтсму выбирают такие малые иэ- РІ
менения сбъема д И, при кстсрыл давление
р,- мсэкнс считать псстсянным+ В пределах
этсгс ссъема работу мсэкнс вычислить пс
формуле А,- = да Н. Эта рабста числеиис рав-
на плсшади эаштриксваинсгс прямсугсль-
ника (рис. 15.31. Пслная работа на участке п
1-2 равна сумме такик элементарнык рабст

Ри

Ё:

іІп

( А :2 А, ) и числсннс равна плсшади, стра-
іІІ

ничсннсгй двумя срдинатами р, и ру, сеью абсцисс и графиксм зависи-
мссти р сгг У, Вычислим эту плсшвдь. Чем меньше участи а Н, тем тсч -
нее при суммирпвании элементарнык рабст будет спределена пслная
работа на участке І-2 иэстермы. Другими слсвами

= пт Ещ=їы±=1рвашиу

м ятВыражая ,с из уравнения ссстсяння ндеальнсгс газа д=ї7 ,

ПШПГ'ЩВН

Р,

и= ІЁЁэк=_ятїіу =_кт1пу нам
и и У.

При изсксрнсм процессе рабста газа равна нулю, так как сбъем не
изменяется.

Сдедсватедьнс, в Шличие пт внутренней Энергии системы, являю-
щейся сдисэиачисй функцией есстсяния этсй системы, пснятия теплс-
ты и рабсты имеют смысл тслькс в свяэн с процесссм изменения ссстс-
яния системы, иными слсвами, Они не являются Функцней спстпннни.

15.2. Первсе начале (заканІ термодинамики

Первсе началс термодинамики _ этс закси сскранения и превраще-
ния энергии в термсдинамическик процессак.

Изменить внутреннюю энергию системы мсмис двумя спссссами:
ссаершяя над снстансй рабсту (например, сишмая газ В Цилиндр-е с пс-
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мошыо поршня} или сообщая системе тенаоту (например, нагревая
газ в герметнчном оооуде}.

Первое начало термодинамики: теплота, сообщения светлана, рве-
Шуєтсл не лэиансннв внутренней энергии системы н на совершение саг-
стамой работы против внешних сил:

о=во+л. оао
Еыразкение [ІЅЩ удобнее записывать для малого нзменения состо-

яния системы, вызванного сообщением ей малого количества теплоты
50 и совершением системой элементарной работы БА:

ао=аи+ел пан
Различие в записи малого прирашення внутренней энергии тШ и

элементарного количества теплоты 50, а такэке элементарной работы
он ой вместо ті) имеет глубокий физический смысл. В начале этого па-
раграфа мы отмечали, что внутренняя энергия системы является одно-
значной функцией ее состояния+ Следовательно, при совершении си-
стемой любого процесса, в результате которого она вновь возвращается
в искодное состояние, полное изменение ее внутренней энергии равно
нулто. Математическн это записывается в внде тозкцества:

фао=о,
которое является необкоднмым и достаточным условием для того, что-
бы выражение тШпредставляло собой так называемый полный диффе-
ренциал. Работа и тепло таким свойством не обладают. Поэтому 50 и
он не являются полными дифференциалами.

Все величины, вколяцше в первое начало термодинамики, могут Быть
как полааеататьныин, так н отрицательным. Если к системе подводится
теплота, то 50 > П; если отснстемы отводится теплота, то 59 «С П.

Если система совершает работу над внешними телами, то он > П,
если ме над системой совершают работу, то оА *С о.

15.3. Теплоемкоеть. Первое начало
термодинамики н теплоемкости идеального
гааа для различных ивепроцеееов

Для характеристики тепловык свойств тел в термодинамика вводят
понятие теплоемкости. Твнлоаикаетвю мата называгот отношение ко-
личества сообщаемой телу теплоты во к соответствующему измене-
ннво о Гтемпературы тела.
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РВЗЛНЧЕІЮТ ТЕПЛПЁНЕППТНІ

д ДЖтыщ ср=Е$,-Е< изв)
о. Дж

удельнуто Сш=мўїҐ Ш'К; [І5.9}

дБ ДЖС : т ,1молврнуто и ї'дт, маль'К [15 Щ

р.
На приведенныхеоотношений понятно определение теплоемиоети:

етеплоемиоетыо тела СҐ называетеи иоличеетво теплоты во, иоторое
надо полвеети к телу, чтобы изменить его температуру на один иельвин
(градус). Еели маееа тела равна единице, тепло-
емиоеть называют удельной. Еели иоличеетво
вешеетва равно одному молто _ молярной. Ри М

Иллюстрация первого закона термодинами-
ки _ ногреоонне идеального газа а цилиндре при
рпзенчнао: процессах.

1. Нзобарный [р = еопзп процеее приведен
на рие. [5.4. Подведенное тепло 50 идет на из-
менение внутренней знергии и на совершение
газом работы А: Рне. 15.4

50: он +ЕА;

5,4 = рЅдЬ: рду.
2. Нзонорный {Р= еопат) процеее:

50:50;

5.4 = О.
3. Нзотермичеений [Т= еопец процеее:

50 = БА;

а'Н = П.
4. Аднабатныи (Б В = П) процеее:

І] = гШ + ЕА,

ал=_ви,
т.е. работа еовершаетев еиетемой за ечет убыли ее внутренней знергин+
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Определим молярнуто теплоемиоетъ идеального газа в изоиориом
{У= сопзц процессе (с учетом выражения (ЦЕН:

с,,= Ёп йа. наш
_зг
р.

Молярная теплоемкость при постоянном давлении

СР: Ё” +ЁР =Су+Н.
_зт _ат
я я

Второе слагаемое в этом выражении получено слещоощим образом.
Запишем уравнение состояния идеального газа для двух состояний:

ра =їеср

ру =їатгр.
Вычнтая из второго уравнения первое, получаем

М Мна-анмїна-аьїазт.
Соотношение

ЕР=Ц,+Н [15.12}

называется уравненнем Р. Майера. Из него е учетом (6.6) следует фи-
зичесинй смысл универсальной газовой постоянной Н: Н численно
равна работе изобярного расширения одного моля идеальното таза при
нагревании его на 1 К. Отсюда же с учетом (15.1 І} получаем

і+2
ДЕТИ. (15.13)

15.4. дднабатный процесс

15.41. їравненне еднабатн идеального
геае (уравненне Пуессона]

Адаабетньш называется процесс, протеиающий Без теплообмена с
внешней средой. Получим уравнение, связывающие параметры иде-
ального газа при аднаоатном процессе. Запишем уравнение первого
заиона термодинамики н форме [15.Т1ъ:



15.4.15щна15атный прецеее і 'ШТ

5О: а'Н + ёА.

Для алиабатнеге прецеееа

50=&

Элементарная рабета раеширення гааа

Е-А = рот.

Изменение внутренней анерпін

Ме'Н = -Сеєі'Д
р

где Н- маееа газа; н - еге мелярная маееа.

Вырааим давление р через Уи Тиз уравнения ндеапьнеге газа:

_ М КТ
и?

Н ПЦПСТНВНМ ВСЕ ВЬІрШІЁЕНІ-'ІЯ В їраВН'ЕНІ-'І'Е ПЕРВОГО ЗЗКОНЕ ТЕрМОдІ-І-
НЗННКНІ

целлтё = п.
Пееледнее ееетнешенне можно аапиеать в виде

Ла* 1пТ+-ІпУ :0.і а 1
етяула еледтет

идёт меня+ наш
1І'гдчнтипэнгш, чте в ештвететвин е уравненнем Р. Майера Ср - Ср= Н,

Сн еЕеаначая т =Ё* получаем Ё = т - І. Педетаааяя ате выражение в

[1514] и препетенцнревав его, пплїчнм

ТУТ" =еепа1. [15.15}
Пплїченне-е ееетнешенне представляет еебпй 1длраинение адиабаты

наеапьнеге газа в переменных Ти И Шатпге уравнения менше перей-
ти н *_'лгравнениш` в переменных р и У, заменив в нем Гв епптвететвин е
3113.13 І-[ЁН Н'ЕМ 'ЁПСТЩННП ЦЦЕЕПВНП-ГП ГБЗЕ:
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Р'т = -їіР-.
М Е

Подетаввв ато выражение в 05.15) и учитывая, что М, р. н Н- по-
стоянные, получаем:

рУї=еопзъ (15.1151,
Еоотношен не [1516) еоть уравнение аднабаты идеального газа в

переменныя р н Р. Его называют также ураввеядан Пуаееона. Показа-
тель етепенн у называіот показателем адиабаты.

Ныразив е помошыо уравнения еоотояння идеального газа Р'червз р
н Г, получим уравнение аднабаты в переменных р н Т:

[-т

1117 =шпа. нано
Из сопоставления уравнения адиабаты

'[1516] е уравнением нзотермы рУ= еопзі
еледуетт что в днаграмме Р-,вадиабата идет
круче, чем изотерма. Докажем зто.

Вычиелим Ё для нзотермы н адиабя-

ты в одной и той же точке е координатами
Р: р(рие. І5.5}.

Дифференцнрпвание уравнения изо-
термы дает
рЁҐ+иїр=Ц

Шїїда

Ё = і. нашуви У
Продифференцировав (15.13), получим:

дит-'ви+ушр=о,
откуда

Ёп д. нашу
Из сравнения (15434 и (1549) видно, что танвене угла наклона ка-

сательной к оеи Щ'у аднабаты Больше в у раз (по абеоліотному значе-
ннво}, чем у изотермы.



15.5. Полнтропныепроцеосы у ТЗЕІ

При увеличении объема более значительный спад лавления по ади-
аЕате по сравнению с изотермичесхим спадом объясняется тем, что
при адиаоатных изменениях на давление влияет хан увеличение объе-
ма, тах и снижение температуры+ При изотермичссхих же изменениях
давление зависит только от объема.

15.42. Работа идеального газа в аднабатном процессе

В адиаоатном процессе БА = -д'Ц поэтому ВА = -Есуд'її Если газ
р.

адиаоятно расширяется от объема И до ооьема Р'д, то его температура
уменьшается от Г] до Т; и работа расширения идеального газа

Т:

А =-їоІчг=-Ёо(в -тЭ-
т;

Огсвзда, учитывая уравнение состояния идеального газа, получаем

т-1 Т'ІА:я_Н ,_[5] =Ё1ї1_[й] . нашу
у-І Р: Т-І Р- УЗ

Работа ааиаоятиото расширения І_2 (зашгрихованная площадь на
рис. 15.5) меньше, чем при изотермичесхом процессе. Это объясняется
тем, что при адиабатном расширении происходит охлаждение газа, тог-
да нах при изотермичесхом расширении температура поддерживается
постоянной за счет притока извне зхвивапеитного холичества теплоты.

15.5. Полнтропные процессы

Полдтронньш называется процесс, при котором теплоемхость термо-
динамичесхой системы постояииа

С = сопзт. [15.21}

Линия, изооражагощая на термодинамичесхой даграмме политроп-
ный процесс, называется ваадтриной.

Найдем уравнение политропы для идеального газа. Запишсм урав-
Мнсние первого начала термодинамихи для одного моли (_ = І 11 иде-
р.

ШІЬНПГП ГЕІЗНІ
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50=ЫЦ+5А, (15.12)

где
БО=ШТ; (15.1311

изменение внутренней энергии
ЫЦ: СуєіТ; (15.1411

рабпта газа
ВА: ред”+ (151511

Ппдетавив [15.23)-[ І5.25] в (15.21), пелучим:

ШТ:СІ,ЫТ+р±іР. (15.1611
В полученное уравнение входит вее три параметра: р, Р'и Т. `Ш'днн

НЗ ННІ МОЖНО НСІ'ШЮЧНТЬ 'С ПОМОЩЬЮ їраВІ-ІЁННЅІ ШШНННН НдЄаЛЫ-ШШ
газа. Чтобы палучнть уравнение пшнгрппы в переменных р н Р; ие-
илючим Т. Для этеге предифференцируем уравнение ееешпнии иде-
ального газ, Записаннре для вднегп мела рҐ= НТ.

рєіУ+Иїр= дед 1115271*

Нв(15+26} выражаем а'ТЕ

днів?'гг-С.І
и падегавлием в {15.2Т):

дреР+Ще=ЩреИ

Еычиеление (подробнее):

(С- Ц, -Юра? +{С- СЫІ/а'р =П.

Учитывая уравнение Р. Майера Ср = Сг+ Н, пплучнм

(С- СР)рєїУ+(С-Су]Усір=П

иг-Сид-УНС-цлї
Р а

Ппеледнее уравнение - дифференциальнпе уравнение е разделен-
ннми переменными (С, СР, Су - постоянные). Интегрируем егп:

{С-СР)ІпР=-{С-С,,)Іпр=еапат. {15.23}



15.5. Работа, совершаамая идеальным газом при расширении... і Т41

Раацелив обе части Н 5281* на (С- Се) и затем потенцирїя, пощчим

С_СРІпІ/+Іпр=сопз±,
_ Р

или
ы

Іп р-УС'С' =сопаї,

откуда
ру" =еопз±. наш

где

в- С' СР. иззщ
С_Ч

Уравнение (15.29) - уравнение политропы идеального газа для слу-
чая Са: Ср, а называется показателем политропы.

Значения теплоемкости и показателя политропы для разнык про-
цессов приведены втабл. 15.1.

Таблица [5.1

ЗІІНЧЕІІІ'ІІІ 'І'ЕІІЛ'ПЕНЁ'ПЁТІІ ППШППІІІТРП'ІІН

П цеее л
Миабатныи
Н
И
И ыи

'П п=
ее н=|
С л=П'
С н=±ео

С
С
С
С

Теплоемкость при изотермическом процессе бесконечно велика,
поскодп'акрг а'Т= П, в то время как 50 ± 0.

Теплоемкость при ациабатном процессе равна иїлъо* посколькуг
50= П* вто время как а'Та П.

15.5. Работа, совершенная идеальным гааом
при расширении в различных процессак

І:'*аІ`Ѕ-<::гта1 которая совершается при перекоде из состояния І в состояние
ЁНДЁВЛЬНЫЫ ШЗП'Ы НЕІД ВНЁШННМН ТЁЛ'ДЫН, рВВНВ
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Р:
42=Іраи пазы

Запишем уравнение пелитрепы:

РУ" = ай" = ай".
где ,ад Н, рд, Р'д _ значении давления и ебгъема газа ееетеететаенне а переем
[начале-нем] и етарам 12негнечнеииІъ еа-етенннаи; ,а и Р' _ даеление и ебъем е лю-
бем премежїгечнем ееетеании.

ЕНРЕІЗНМ В 'ПШТВЕТСТВНН С ЗТНН БЫРНЖЕННЕН ДНЕПЕННЕ ГНЗЕІ ЧЕРЕЗ ЕГП
ПЁЪЄМ Н ЗНВЧЕ-ННН ПВраНВТРПВ В ННЧЕІЛЬНПМ СПСТ'ПЯНННІ

ад”ІЁІ

Педетаневна атеге ееетнпшенна в (15.31) дает

Р

І-"',. *ан41=дц ІЙ. »(1532)
а

Рассмотрим сначала шрчай и а І;тегда интеграл а 1115321*

"1аг_1(1 1]
РІ? п-ІДнН-І ІҐ'ІЛ'І

Педетаана ате значение интеграла в (15.32. и пренаееля неелеасные
преебрааеааниа, получим

л-І

ап =Ё[1-[Ё] ].{15.33}
2

Пплрченнае выражение менше пр1=:›:г›і:'›рааеиати1 неепельаееаешнеь
тем, чте наией Бы ни пренеаешш прецеее е идеальным гааам, еге па-
раметры еанааны уравнением еаетаания

ай =Ёдд (1534:,

С їчетем 1115.34) ее-птнешенне (І5.33} примет вид

А. =ЁЁ[1-[Ё] Ъ (15.351'
1



15.1"г Решение аадач пе термадинамние идеальнеге газа ч 'НЗ

Еыраменнн “5.3321 и [15.35] дают работу, еевершаемїю идеальным
гааем при любем палитрелнам прецееее, иреме иеетермичееиеге [при
иетерем л = П. В чаетне-ети. при адиабатнем расширении

'1-1

=а_'*1 _ Цв НР [РІ] ].<1азы

т-1Мамма] ] (Щ
Чтебы вычислить рабо'гуидеальнеш таза при избтериичееши прецее-

ее1 аамеинм в Цюрмуле (15.31) давление р еге выражением через другие
величины в ееетвететвин е уравнением еретелннл. В результате пелїчим
І: Т межне вынеетн за анан иитетрала, пл:|еть:ч.'нлак:,г температура пеетеиние):

АІ _ЁДТЁЁ=ЁДТШ2222 {15.33}
и и '1

При иеебарнем прадееее работа, еевершаеман любым телем* е тем
чиеле и идеальным газом, равна* как елещет ие (І 5,3 І),

42=дъ3-ц}. палат
В заключение елещгет етметнть, чте при изелернем прецееее раба-

та равна нулю, чте епраеедливе для любых тел+

15.7. Решение задач пе термадинамике
идеальиеге гааа

15.1. їдельные теплеемибети неиетербге газа при пеетенннем ебъе-

ме и пеетплннем давлении равны ееатвететвенна СудРР =3,14+Ш2її
Ёг*

3 Дж _и Суд? =5,23-Ш П Наидите меларную тьпшагд.г газа р.
г-

Дане: ЧМ: 31-4 Ш2_Д222к ,МД =523 102_Д22:{.Найти: р.
Решение. ЗапншемІ'Ігьгвыражении ллл їдельней и малярней

теплеемиеетеи:
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Щ?=_; 5.41]СУД* м -вт П }
Ц?

суд? М І а Т а І: 1.

_ -в 'Г
Н

сР = “до . (1 али
_ а а Т

Уравнение Р. Майера: 14

СР=Ц,+Е. (15.44}

Решение еиетемы уравнений (І5.4П]-{15.44] относительно р.:
“_ к _ 3,31-ш3 _

суд? - сум, (5,23 -3,14}-1в* `
кг с`Ответ: р =4 [газ - телии).

имоль
15.2. В терметичном сосуде объемом У= 5,6 лм3 содержится воздух

под давлением р. = І ,П - “15 Па+ Какое давление р: установится в сооуде.
если воздуху сообщить количество теплоты (2 = І430 Дж? Молирнаи

теплоемиооть воздуха при поешннном объеме Ср: 21 Дж .
моль- К

. _ з. _ 5 . _ . _ ДжДано. Іг'- 5,6 дм ,д - ІД-Ш Па, 0-1430Д1н, Ср- 21 .
Найти: ,въ мшш' к

Решение. Первое начало термодинамики для иаоиорного процесса:

О: до" , (І $451*

Ше изменение внутренней энергии

видит-ль они
р.

[__д
Лгде М* _ масса воїщуаа; во” =їнїр - ЩТЦІ: -111 - его полярная масса.

Н
Уравнение состоянии идеального гааа лла двух состояний воащгиа:



15.1"г Рашанна аадач пе тармсдинамнна идеальнеге газа і 'НЕ

Мду =-НІ;; “БАН
ц

ду =ЁввІІ (15.431.
|.ъ

Решение системы уравнений (І5.45]-{15.43) стнссительне ру:

до= + .Р: д СРР.

Превсриа единицы:

КЦ _ Дж-Дж+мсль-К _Ё_ Н+м _ па
СУУ _ мель-К-Дж-мг' мЭІ _ м3 І

Вычисление:

8 314430 5=1,с+1с5 +'_=2,п1~ш па.Ё зьаанН
Ответ: р2=р|+ но =ІЕ,Ш-ІІІІЅ` Па+

СРУ
15.3. В процессе расширения авета егс сбъем увеличился на 2%,

а давление уменьшилась на 1%. Какая часть ц теплсты, пелученнсй
аветем, Была правращена в работ? Параметры авста изменяются
менетснне.

М =с,сз; Ёщш; г=5. найти: 11=і
Р' в О

Решение. Псследняя фраза в услсвии дл
*параметры авста изменяются мснстеннеа
сзначаст* чтс в диаграмме Г-р процесс рас-
ширения представляет ссбей прямую ли-
нию {рис. 1161:.

Запишсм псрвсс начале термедннаминн:

Дана: /

сг=ае+л; (15,491 о т?
- витая

лд=їілиг141д (15.50)
|_|, 1

1мужика-и)- (15.51)
Уравнение ссстсяния идеальнсгс газа для двух ссстсяния авета:
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ду =ЁН1$ {15.52}
ц

,еду =ЁЕГЭ. *115531
Н

Потеловнъо

др доо=о-в-= (1- 1; (151-541
д РІ д
вР' о?УІ=УІ+УІТІ=Щ1+ТІЪ (151551

Ив (15.49) следует

А ви=-=1-_. (15.56П О о 1

Подетовлян (15.511}_{15.55) в (15.56), получаем:

ї її
= У. в Н
ш он ,-[ї_о_ої]

РБ вРі У. в ву.
Вычнеленне:

п: 2-П.1}2-П,01-0,112 =0і443+
2-11,112-П,1}1-11,1}2+5[11102_{1,01-{1,01-П,П2)

года
ошщ: ц д Ґ' =е,44вдшощіщїїї]

11 в РБ Н в ви
15.4. Идеальный газ* взятый в количестве т = 1 моль, первоначаль-

но нвходнвшнйея при нормальных условиях щ = 1111134115 По*
Т., = 213 Щ* переволдт в еоетовнне е вдвое большннн ооьенон н давле-
ннеы* поеледовотельно ооїшеетвпвя ивобарный н неохорный процес-
еы шне. 15.11). Какое нолнчеетво теплоты ооподведено н газу? Молнр-

Дж
моль-К+

Дано: т = І модырд, =1,1113-11]5 По; Тп= ІТЗ К; Н = ЕЩЁ = Ёрш
Инйгшдо.

ная теплоемноеть геев при постоянном объеме Ср: 11



15.1"г Решение аадач пс тарысдинамняе идеальнсгс газа і 'НТ

Решение. РН

с=а+с- піяс й
Запишеы первый евнсн терыслинаыиян

для изсбарнсгс и насясрнсгс прсцесссв: я.

д =яи+А; (15.58} п

'Шищтъд); [155% где. 15.1А=ящ-т; смс
аист-де смс

Уравнения ссстряння идсаяьнсгс газа для всся ссстсяннй:
рой, =уВД; (ІЅЬЩ

,они =удїн (15.63}

яд =удї5- псы)
Пс услсвню

У, = 2%; (15.65}

,сІ =2р0. (15.66}

Решение системы уравнений (ПвП-'[1166] стнсснтеявнс 12
О=уїь(3(;, +Н}.

Проверка единицы:

Вычисление:

0:273113-21 +8,3|] =І9468 Дж =19,4Т цДж.

`Египет: О=уТЫЗЦ + д}=19,4? цДж.
15.5. Идеалвный газ в нсличестве у мслей участвует в Прсщессе. гра-

фня ястсрсгс насбраяєен в Р-рлиаграмые на рис. Іій+ Найдите псгяс-
шеннсе гаасы в этсы процессе ясянчествс теплсты со, есян известны
сйвеыы Р] и Рё и давления р. н ру* Внутренняя энергия пднсгс мсяя гвеа
спределена ссстнсшеннеы Нд = СТ.

Данс: у; РІ; Удрі; ру; Нр= СТІ Найти: со.
Решение. Кслнчествс тспястыІ псглсщеннсе гавсм,

'59:91-Ё3* “ЕЦБ-Ц*



'МБ ІІ ГЛдВд15.ПЕРБПЕНДЧАППІЗЁКОНПЕРМПДИНДМИКИ

Р Н дп В соответствии с первым законом термодь
д: динамики:

Р Ц1=ди|т+дш (153531'
і і где изменение внутренней анертни в про-
; і цессе І-2

п =

и Р; У аНп=уСїТІ-Т]}; (ІіБЩ

Ри* 153 работа газа в процессе І-Э

ІАнтитела-ат- пала
Первый закон термодинамики для процесса 2-3 имеет вид:

где изменение внутренней энергии

диз; =1Іи(':їїг"2 -ТЗЪ (І 5.1211

Уравнение состоянии идеального газа для трек состояний:
ду; =ейїї; 1115331*

дозу: =уКЁ; (15,?4}

ду: =уЛТ5+ (1 5+?5}

Решение системы уравнений (НЛП-(1535) относительно ада

ЩЧРЪ -ЮЁа +Ё<а + ян]-

Птет: д0=ІІУгЮЁд +ёій 4111)]Дж

15.6. В вертикальном цилиндре под тяжелым поршнем накодится
кислород массой т = 2,11 кг. Для повышения температуры кислорода
на аТ- 5 Кему Было сообщено количество теплоты 12 - 91612] Дэк. Най-
дите удельную теплоемкость кислорода сд, работу А* совершенную им
при расширении* и увеличение внутренней энергии дог.

Дано: т - 2,11 кг; р - 32 гімоль; дТ= 5 К; 0= 916121 Дж. Найти: сд; А;
а Н.

Решение. При нагревании кислорода проискодит его изобарное
расширение. Следовательно*



15.1"г Решение задач по тврмодинамнке идеального газа я 'до

О 9160 Дтк= дТ =_=_=96 .9 же щ* мат 2-5 І яг-к
Работа при ивоо'арном расширении

2я=Ёквт=_з,з|+5=259т .
р. 32404 Дж

Изменение внїгренней энергии

ви = О-А =9160-259Т =6563 Дж.

О Да:от; =_=9 в _;
с” тдТ І кг-К

ви=0_л=вэвз дж.
15.1. Какое количество теплоты О необкоднмо для нагревания на

еТ = 115 К кислорода массой т = ТД г, накодащегося в цилиндре под
поршнем, на котором леткит груз, если Тепло-емкость одного моли кио-

А=Ёквт=259т дж;

лорода при постоянном объеме Сг= 21 ' ; 'Е'
моль-К

дано: и = 32 гімоль; вТ= 16 К; т=?.о г; Ср= 21 'І' .Иайпс (2.
моль-К

Решение. При нагревании кислорода реализуется процесс иаооар-
ного расширения. Первый закон термодинамики имеет вид:

О=дП+А, '115-751
где изменение внїгренней Энергии кислорода и его работа выраэкатот-
ов ооотношенинми:

ви=Ёс,,вт; пати
и

я=Ёквг натщ
р

Решение системы уравнений (І5.?6)_(15.?8) относительно 12.

о=їісУ +я1вт.
Вычисление:

о-Щмзыз з1ыа=ш2 а дж
_зъиїгЗІ * * '
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от: о=ї(с,, + яъаз" = Інші дж.
15.8. Вдлинном вертикальном цилиндричесиом сосуде на высоте й

от дна висит на нити поршень массой т. отделяіощий содержащийся в
цилиндре газ от атмосферы. Внутри сосуда находится нагревательный
злетнент+ Под поршнем находится у = 1 моль газа. давление иоторого в
начальный момент времени равно внешнему атмосферному давленнво
,от а температура равна Т.,+ Какое количество теплоты 4,? нужно Подве-
сти и газу, чтобы поршеньПоднялся до высоты 21'1? Внутренняя энергия
одного моля газа определяется соотношением ПН = СТ. Трениен пре-
небречв. Стенки сосуда и поршень не теплопроводны (рис. 15.9, я]+

Ё “15

и.
Ъ.-

Ё ше
р” Т Ё я_ за 5 ров

ТЪ і я. В 5

І ' Ы І ' Ж
о б

Рне.15.9

Дано: й; у = І ноль-шо; То; Ей; Пн = СТ. Найти: О.
Решение. При нагревании газа реализуется изооарный процесс, по-

тому что иаи только поршень начнет подниматься, влияние нити, на
которой он висит, мгновенно исчезает. Запишем первый заион термо-
динамиин дпя изобарного процесса расширения поршня:

0=дЫ+А (151%
Изменение внутренней знергнн и работа газа:

ди =иЦТ-Д}; (ІЅЕШ

А=д5н [ЦЕН

Условие равновесия поршня (рис. 15.9, б):

дз=тд+ рая няни



15.?г Решанне задач по термодинамина идеального газа і Т51

Запншем уравнение еоегонннл идеального гааа дал даун: ооотонний,
которые изображены на риг:ц 155, а, б:

р05л=удїы 1115331*
,оН'ЗІлІ:у.\'ї.'ї|"`+ 1115341*

Решение енетемы уравнений (І5.Т9)-(15.Ё4] отноентельно 12.

9:МЫС+ Н}+тда[| +Ё]

`тает: 0=нЫС+К1+т3Іт[І +2-Ё] Дж.

15.9. Теплоизолнроьанный еоеуд разделен на две чаетн нетепло-
проаодным поршнем, который может перемещатьен в еоеуде без тре-
ннн (рне. 15.10, о). В левой чаети еоеуда находитен один моль (у = Ц
идеального одноатомного газа (і = 3}, в правой - вакуум. Поршень
соединен е правой егенной еоеуда прут-иинойІ длина которой в енооод-
ном еоетоании равна длине еоеуда. Определите теплоемиоетьеиегемы
С. Теплоемиоетыо еоеуда, пружины н поршня пренебречь.

ЁЬН_-._ь [115

Рио. 15.10

Дано: у = 1 моль; г'= 3. Найти: С.
Решение. С помощыо нагревательного уетроаетьь (н) (рие. 15.Ш, о]

поднодим и газу иолнчеетао теплоты от) По определении: теплоем-
иоеть еие'гемы

д.
С = _О,

оТ
где оТ- изменение температуры газа а результате нагрева.

(15.33
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ЗВПНШ'ЁМ первый ЗНЁ'ПН шрмодннамннн:

ДО=ДН+М, ЧПЅ'ДБ'І

где аН- изменение внїгрениеи энергии газа.

ЬН=мЦнЁ {15.ЕТ}

Ег- теплаемиееть при па-етаиннем объеме,

ц, =ё к, и инет
где Н _ универсальная гаэаваи паетрнннав;М - рабата Іава1

ЗВПНШ'ЕМ УРНВНЁННВ СОСТОЯНИЯ ПДЁНЛЬНПГ'П' ШЗН ШТП ДБЪЩ Ё'ПСТПЛННЁ:
НСЪЁПДНЁГП Н ПОСЛЕ ПОДВ'П'ПН К 133)? Т'ЕПЛЕІІ

аН=иНЩ; пэвщ
ну: “тё- (1 ээщ

гдерьрд. У., УЗ, ТІ. Тд-ланлениещбъеы итемператїра гаваеаатеегетвеннеде
и пе-еле падведа тепла.

Обьем, эвнимаемый гээем в первом и ве вчерам щнаии (рие. 15.10, б):
и=ды (или
и: = из, (15.92)

где І... І.: - ееетвететвенна деформации пружины в первам и ва втерем елїча-
ии; Ѕ- площадь паршии.

Запишем эаиан изменении петенциальней энергии ематей прриеи-
ны: 1иШэменение петеициапьней энергии еиеатей пшеиины равна ра-
йете газае:

ніж _Т ТЩА, (15.93)

Запишем релевии равневееии першнн в прщеиции на гериэенталь-
ниве ееъ де и пееле педвада тепла (рис+ 15.10, 6):

ІЩ =р|Ѕ; (15341'
И? = ,02.52 (153511

где Ё - жеетиветъ пружины.

Умиамим левые и правые части выражений [119% и ІІ ІЅВЫ еаат-

Е'Е-ТБТЕВННП На Ё- Н %1
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2

-ЁЬ -=ьд дв Ё_'=› “а2=д_“:"*ъ, (швы
2

_ІЁ ед= р25_Ь =>Ё122=Ёїід тает;
Решение системы уравнений [15.85}-(ІЅ.93}, (ЦЕНЕ) и “ЕЭП от-

носительно искомой С.

уЁ
=- Е+1 .2 'Е }

Проверка сдиницы:

моль~К К І
[С]=моль-ДЖ _Д_1к

Вычисление:

с= _д3+|1=3*231 ш в: д_Кж.

Ошет: С:%ч{і+1}=|6.62 Дїж.

15.10. Поршень удерживается в середине неподвтошого теплоивели-
рщванного закрьпого цилиндрического сосуда длиной 21 и площадью
поперечного сечении Ѕ. Левую половину сосуда занимает газ, темпе-
ратура и давление которого равны соответственно 'Л и рІ, в правой по-
ловине вакуум. Поршень соединен с правым торцом сосуда пружиной
жесткостью к (рис. 15.1 1, со. Найдите установившуюся температуруг газа
Ту* после того как поршень отпус'пши+ Длина недеформированной пру-
экины равна 212 Вщпреннал анерта одного моли газа Ц. = СТ. Трением,
атаюке теплоемкостыо цилиндра. поршня н пружины пренебречь+

НР _ 'к} Ь 915

Рне. 15.11
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Дано: Д; д Торы; Іс; По = СТ. Найти: Т:+
Решение. На рисунке 15.1 1, 6 изображено состояние системы после

того, как огщстили поршень и он занял новое положение: сместив-
шнсъ относительно первоначального лолоэкення на величин:,г я:

Запишем уравнение состояния идеальиого газа для двїя состояний,
изображенных на рис. 1511, о, б:

ни =ЁНТк (15.93)

РЖ;- =ЁКТЬ изза;

где р" щ., Л, ТЗ. И. У; - давление, температураІ объем газа соответственно
в первом и во втором состояниях; М, р, Е- масса газа, его молекїлярная масса
и универсальная газовая постоянная.

Объемы. занимаемые газом:

И=Шц (плащ
У: =(Ь-н).5'. (15.ШІ}

Условие равновесия поршня во втором случае (рис. 15.11, 6] в про-
екции на горизонтальное направление:

Ё(Ь-л}=р15. (1540211

Запишем первый закон термодинамики [процесс сжатия газа- ади-
аоатныйи

щас-А, (щен
где изменение внутренней знергии газа (с учетом формулы для одного
моля, приведенной в условии] равно

вс=ЁщтЪ-:г|}. наше;

Рабога А, совершаемая над газом, вычисляется из закона измене-
ния меканичвокой Энергии:

но х12_з_1? _
2 2 _

Решение (подробное) системы уравнений (1 5.93)-[15.Ш5} относи-
тельно ТЕ:

нзозвш и (шоп):

_А: {15+Ш'5}
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=_, (шлем

изПЅЭЩиЩІЅДПН:

=Щ. 5_ пт*025 ты-ц П 1 1'
Ппдетаалан{15.1{1?}в{|5.Ш2}, получаем

ЬЅТЬ_ 2=Р1 2тп хз щ
Ппдетаелян е (15.103} (15.1041, (ІіІЁЩ и учитывая (1511061, пиан-

чателъне получаем:

_Т КЬН+2рІЅС
1 ' ,админу

Проверка единицы:

[Цд]=Н--=мдж гг-мыъш'м игїм3
м-мальК е -е +-_мельК е мельК

Н--М -дЖ_ нг+м~кг-м кг -м
[ЙЅС]=1 2 = 4 'м мель--:К еІ -е -мель-К с -мель-К

Н--м2 -Дж кг-м- пг- м2 теги-м3ЅЕС Е - - - е
[РІ І: + }]м2--_м+шп:.['і е2 -мшгь--Ке е4-мпль-К

Пнпнчательна:

ш= к.
ЁЬН+2дЅСПгнет: Т =Т-_,1 ' дзтешю

15.11. Над гаеам еенершают дна прецеееа,
нагренан еге из аднаге и тега же ееетаяния да
еднпй и тей же темпера'гдпш+ На диаграмме
Р-р прецеееы наабражаютеа прямыми ли-
нннтин Б-І н Н-ЗЦрне. І5.12]+ Определите, е
накам прецееее газаг еребщеетеа большее нп-
1'Інче1етмз` теплеты н на енельеа бельшее. Зна-
чения ебъеман И" Р., Рё н давлений рп, рІ, р:
н::.І.'пї=І:2:тнь.І+ Рне. 1511
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дана: Не И; ІеюелІш-Найтн: 120.1* Ом или от *ї йм
Решение. Теплота, подведенная к газд,г в процессе й-І, равна

Іц" = Ьы'ІІІ + АПН

где измененне внутренней знергин

дие1:“цгіт_1о);
м - количество молей; Сг- теплоемкость при постоянном сіїї'гьеме+

Работа, совершаемая газом при расширеннн

1
Аш = это +дЁ'Щ _РЫ-

Количество теплоты, подведенной к газ1'г в процессе 0-2, равно

Це = дива + І4:12*
где изменение внутренней энергии

дно: = 'Ь'Сг'ЁТ- ЛП;
работа, совершаемая газом

м=$<н+ннтеъ
Так как аЩ, = а ПШ, то Большое количествотеплоты сообщается газт

в том процессе, в котором Больше работа газа. Вычислим разность:

1
Аш 'Авг =Е[Роц 'Рога-*ди 'дуе'ЙЁ+%Уо-Йц+дуої=

=15(Ра{92 _д}+дпщ _Узн'дп'

Здесь їчтено, что так как в состояниях І н 2темпераг3гра Тодина-
ванна, то Н = орг

`СлсдоІёійтельно, ВШ 3* ОШ.
Ответ: ВШ “а Ош.
15.12. Идеальный одноатомный газ в количестве м = 1 моль перепо-

днтся из начального состояния с температурой Т] = ЗШ] К в состояние,
в котором его темпервпгра увеличивается в щ = 3 раза, а объем умень-
шается в л2 = 1 реза. Поределите подведенное к газа,г количество те-
плоты оф, если из всек путей перевода газа из начального состояния в
конечное Был выбран путь,І при котором давление таза не падает нитке
начального н над газом совершается минимальная работа.



15.1'. Решение задач по термодинамика идеального газа а '1'51'

Даиош= 1 моль; ТІ =31111 К; ТЕ! Т. =п| =З; Р"
РІ; Щ=и1=2.Найти:оО.

Решение. Работа* еонершаемаи над газом,
чиоленно равна площади под графиком про-
цеееа в диаграмме Р-,д

Так как давление не долткно падать нитке
первоначального, аето работу надо еоеершать
при начальном давлении по изобаре 1-2,
по которой газ доетигает конечного объема
Н-лд, а затем по изоиоре 2-3 перевес-ти его в
конечное еоетолние {риг.:+ 15113).

Подееденное к гаеъг тепло равно

вещам-еовща-ат- наша
Малярные теплоемкоети при поетоаннык давлении и объеме еоот-

аететаенно равны:

[І|

і+2
СР =ТН; (15.1119}

ц, =Ёд (1511101
Уравнение еоетоанил идеального газа для состояний газа І и 2;

дР' =еЛТ;; {15.111}

дц=едд {15.112}

їеловнл задачи:

Д=и|Т|; (15.1131І

11Р' =-. (15.114}2 И;
Решение оиетемы уравнений (15.111811-(1511 14) отноеительно 1112.

до: іь'НТ' Ци' -і}-[і+2][І-і1 .
1 *а *а

Проверка единицы:

моль-Дис-К _
моль-К _

[д0]= Дж.
Вычиеление:
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до=11а31-3оо{з{з_12]_{з+2}[|-%]}=ааза,з джеадз кдж.

огнет: ао= іект' І-[м _і]_(г+ 1)[| -1-] = е, 13 кдж.
1 о *а

15.13. Пднн моль одноатомного идеального гааа перекодит из ео-
етодниа І а еоетоание 3 в еоответетенн о графиком ааанеимоетн его
объема от темпера'птры ПТП = НЮ [Ц {рно. [514. е}. На участке 2-3
к таза;г подводят количество теплоты і? = 2,5 кДж. Найдите отношение
полной работы газа АІ-д ко тыееиуг колн'аеетщг теплоты (2.23, подведен-
иомїтг к гааї.

УЦ р и І 2
3 ъ

ЗР- .-__І.-_-- ЗТ

'д 3 Ґ
І 2 .: ¦ ¦ и ¦ Т

Ё Ё Ё д* """" ¦ “мед-1
В а 'Щ гг. т: а . к ї*

о б
не. 15.14

Дано: о =1;:'- 3; ТП - ПШ К10- 2,5 кДж. Найти: АШ; Ош.
Решение. Преэкде ееего поетроим график процеееа а диаграмме

Р'_р (оно. 15.14, 6).
Подечитаем количество теплотыт подаеденное к газу в иаокорном

процееее І-З. В еоотаететенн е первым законом термодинамики

ео=ац (15.1 15)
где ВШ - элементарное кодичеетво теплоты; гШ - элементарное изменение
внутренней анергин* равное

конем; (15.1 ни
ц=Ёщ нано

5:- униеероадьнаа гааоааа поетоанная.

Подетаалаа (15115), (15.11?} а{15.115} н ннтеЦ'тиІтдд-т,І получаем ко-
личество теплоты, подопдимое к газу..г н процееее иаокорного шкатил
І-З:



15.1"г Решение аадач по термодинамина идеального гааа я 1'59

. и эт; _
г ї .ее идеал гаи = і е-Еяат,

шаге-ЁЩЗД-тыи-іятд.
В соответствии с первым законом термодинамики иоличество те-

плоты* подвеленное и газуг в процессе изотермичесиого расширения*
идет на совершение работы, ибо внутренняя энергия газа при атом не
меняется:

0= Ам-
Слсдовательно, отношение полной работы газа Аш но всему;г иоли-

чествїгг подвслеиной и газуг теплоты 0.23 равно

ін=±_
ДЕЗ м-ЁЛТЪ+ О

Вычисление:

ід: 2,5-ІЁІ'э = 5
ры заветные-ш; *'

Инспї=±=йі
Ще: ї*'тїв+9 а

15.14. Один моль идеального одноатомного газа сначала нагрели,
а затем овладипн до первоначальной температуры Ъ"| = 300 К, умень-
шив давление в и = З раза (рис. 15.!5. а)+ Какое количество теплоты
сообщено гавдгг на участие І-Э'?

Т1

Рис. 15.15
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Дано:1.›= 1;."=3; ТІ=3ШІІ К; л=Ё=3.Наіі-тн: (211.

Решение. Прежде аоего переотронм процеооы а ноордннатаа Р-р
(оно. І5.15, о).

Е процеоое наобарното раошнренна І-2гааї сообщено нолнчеотао
теплоты

ц2=осрдтгтїд (15418)
где моларнаа теплоемнооть при поотопнном давленнн

і+21.5'ІІ =ТК; 1115119)

,к_ їННЕЁІІ'І-СШТЬННЯ ГВЗПВНЯ ППС'І'ПЯННЕШ.
заІ'ІНШ'ЕМ УРВВНЕННЕ СОСТОЯНИЯ НДЕШ'ІЬНПГП Газа ДЛЯ КШІІЩОГП СПЁТП-

НННН С ЫЧЕТОМ ПРОЦЕССПВІ

3рпИ=мКТ; *(15110)

3дд|2=мКТ1`2 '(15121)

ддУІ=шЧД (15.112)

Поделна (15.1211) на (15.121), получаем

Р' Т-'-=-'-+ тРІ Т: (151234

Подолнв (ІЅЛІЩ на “5.122), получаем

ЖІЪ наши
Рё

На{15+123}н{15.124}елещ'ет

32:33';+ (15т125}

Подогаалан [15.1251 а{15.1 18). находим нономое нолнчеотао теплоты:

а1=аЁаза-т=нє+аап
Проверка однннцы:

[Ц1]=моль« Дж іІ`ІІ.=Д1-|-:.
моль-К



15.':'. Решение задач пе термединамине идеальнеге гааа і 'ПН

Вычисление:

ща ={З+ 21-8,3|-3Ш=12465 дн= Щи кдн.
`Еїі'гиег: Ц: =м{:'+ 21.31] =12,4Т кДж.
15.15. В еееїде е небельшей трещнней наледител аеадїх, иетерый

мемет прееачнватьен елвеаъ трещины Вр время епыта давление веалї-
ла в еееїде ееарееле в 2 раза, а еге абселъетнап температура уменьши-
лаеь в 4 раза при неизменном ебъеме+ Бо еиальие раа иаменилаеь вну-
тренняя энергии веацїха в еееуде'? Веадїл ечитать идеальным гааем.

Ш
Н: '

Решение. Запишем выражения для анпренней энергии идеальнеге
газа а даун ееетеяннлл:

Дане: Р=еепец рд=2д; ТЕ=Ё. Найти:

“І =ї|цп; {]5+І26}

и1=ї1цТг {]5+І2?}

где м" е: _ келичеетае мелей идеале-негр газа в перврм и ее втрррм елучал'л
ееетеететаение; Сг_ меллрнал теплеемкееть идеальнеге газа при пеетелнием
объеме.

Запншем уравнение ееетелнна идеальнеге гаеа для даун ееетеяний:
дР=мІЕЛ; (ІЅДІЩ
рдР=м1ЛД, (15*12Щ

где д, а: - давление ааащгла а еееїде в пераем и атерем ееетелнипл епатает-
етеенне; Н _ универсальная гаееная пеетенннан.

Пе уелееше Задачи:

а=2и; (плащ

неё. (шар
Решение енетемы уравнений “БАЗЫ-05.1311* етнееительне ие-

иемей величины НІІНІ:

е 1Еъ=ї=мл=щ+
1

П'Івег: внутренняя энергия воздуха веареела в 2 раза.
15.16. Е Цилиндр-е пед ппршнем наладитеп Газ. Ппршень ааединен

е днем цилиндра пружинай. При нагревании гааа еге ебъем изменяет-
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ея от Р] до РІ, а давление - от р. до рд. Пренео'р-егая трением и маееой
поршня, определите оовершеннъоо при этом раІЕотдьг А.

Дано: Н; РІ; р.;рд. Найти: А.
Решение. 1Моловие равновесия поршня в прреиции на оов Ц?

(риал. '5.16., Щ:

рз=р05+ц пашет.
ще 5 _ площадь поперечного оечения поршня; д, _ атмпшфернрр даддрннр; Р _
данлонно Гаїа под поршем; и- жесткость п[:|3о~||плн1=|_:,лг - дефоръщцня пружины.

115 иу

РМ

Р: """"""""""""

роз
РІ """

ЁІ

_'Ц 3
--

--
-
-
-
-
-

'Ч
и

Рита. 15.16

НЗЫЅДЗЕІСЛБЩ'ВТ
и д: Ѕ и

= +_.г:= +_х_= +_а а 5 а а 51 'СЅЅ

те р прямо пропорционально Щрне. 1516, б).
`Совершенная газом работа определяется площадыо под иривой

пропеооа расширения в диаграмме У-р (рие+ 1546, б):

а='їєл+ано-т
Проверил единицы:

Нмл=онщ=мтм1=н~м=да

`Стилет: А =%{,лІ +р1){І«'2 _Щ Дж.
15.11. Идеальный одноатомный газ учаетврет в процееое, для иото-

реге аоеолтотная температура газа пропорциональна ивадратдгг его объ-
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ема. ІП'пределнте раІЕіетзг А, еевершеннїю газем и изменение внутрен-
ней знергин ди в зтем прецееее, еелн извеетне неличеетве теплеты (2,
ееебшеннее при зтем газу. Маееї газа ечнтатв пеетеанней.

Дапе: т'= З; Т~ И; В, М= еепзі. Найти: А; дН.
Решение. Запишем уравнение ееетеаниа идеальнеге таза:

ру =ЁНТ.
р.

Пе їелевніе задачи

Т=±РЁ
где а. - ненетеран пеетеяннан.

Ппдетавляа (15.1341 в (1513311, пелучаем

р =ЁШ: Р'.
ц

В диаграмме У-р представлен прецеее, РН
епиеываемый уравненнем [15.135). д,

Работа газа в прецееее 1-2чиеленне рав-
на плешвдн пед примей 1-2(рне. 15.17):

а

наш)

(15.1341

(швы

--
--

--
ы

ІА =5<а мене -нт- (15.1361 п
Педегавдан в (15.1315) амеегер еге значе-

ние из (15.135), получаем

МА =і_дне* 4/5).Ён
ае учетем (15.1114)

[М
А=Еїщті_ї1}-

3: Б '1
:1

1
Рне. 15.11|І

{шззп

Изменение внутренней знергнн идеальнеге еднеатемнеге газа
равна

Ш =їїже - Т. т-д, 2
Запншем первый заиен термединаминн:

Є=дЫ+А.

(15.1331'

ныне
Решаа еевмеетне (15.1311), (15. 1 381* и (15. 13511. пелїчаем
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тІ-т;=мі. піиш

Педетавлан (1514011 в (15.1330 н (15.138}, наиааим ненпмые неличн-
иыАиаЫ

Шиег:А=%? Дж; ЬН=34_0 Дж.

15.18. Какую рабш'у А совершает пропан СЗНЅ при нагревании на
ы= 1 “6* еелн еге температура Тнаменаетен праме преперцненапьне
наащзат'г.г давления р: Т~ рї. Маееа таза М = 88 г. Прн расчете препан
ечитайте идеальным тааам.

Дана: СЗНв н ц=44 Ш
хмель

Решение. Запишем уравнение ееетеания идеальнеге газа в ебшем
виде:

;ы=1°С; Т~р2;М=831-.Наити:А.

ат (15.141;РР=Ёи
Н Ъ'ЁЛПВНЕ ЗШІВЧН

Т=йр2, (15442)

где і: _ иенетераи пе-егппинан.

Педетаелан (15,142) в (15.14І}, получаем

1р=_І/. {15.143}
їщ
Н

В неердинатаир- Упрецеее нагрееанна препана имеет еид прям-ай*
преиедищей через начале неердннат (рне. [5. ІЩ.
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Работа расширения пропана чноленно Р"
2равна площади под прямой процеооа 1-2: р:

1 ЁА=5тд+няггт ото г
На 15.1431оле ¦ ¦ г'і Щ'ЕТ о и Р.: у

Р:ЁЩ. вы. 15.1в
р

Подотавяяя ато соотношение в{15. [44], получаем

А:1

ы
І

м мат:(я +т-Щя: -я)=2_{яї -а1)=в в

'штата

Вычисление:

_ вв-иг3 волю” -1
1-44А =3,31 Дж+

ошг: я =Ётыт=язт дж.
Р*

15.19. ІП'лин моль идеального одноатомного газа участвует в процео-
ее, для которого внутренняя энергия газа пропорциональна ивап'патъг
его объема. Ппределите теплоемяооть газа в этом процеоее.
Дано:о=1моль;і=3;й~ Ід. Найти: С.
Решение. Запишен выражение для теплоемкости газа:

Ш=Е. на 1451.

Запишем первый закон термодинамики:
.±н:;_›=т:то+,«1т (ты-ан

ГДЕ НЗМ'ЕНВННЕ ЕНЪҐГРЕННЕЁ ЭНЕрГНН

яоццат; (1544?1
топлоемяооть при поо'шянном объеме
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о: я.

Ы
І-
Ч

По условию
и энд, (15.14Щ

где Ё - некоторая Постоянная.

С другой стороны , внутренняя энергия

идёт". пал-ни
Н3(15.143) н (15.1491 следует:

2ту =я_*яг=т=2*г.{15.1ап}
2 ъч

Запишем уравнение состояния идеального таза:
рУ=уНТ. {15.151}

Подставляя (15.1501 в (15151)., получим
МУ* Ш.:рг= ...л =:›,...=_+г. (15.1521.
уіК т

д.. Вяоординатал У-ратаааансимость пред-
ставляет прямую, пронопашуто через начало
координат. Работа таза численно равна пло-
щади под прямой І-2(рнс. 15.19):

--
--

-
и...

¦ 1
п = - = =5<н +я1НУ1-И1- '115-1531

Н РБ Р
Подставляя сюда вместо р соотношение

Рнв' 15” (15.1521І получим

я= 152*__.:цщяя--цъ=-..:ау*-Мнї
Подставляя в 1115445) {15.146). 05.1491* а последнее соотношение:

получим
1 і 1 і :'+1

С=_ _НпТ+- -ЛпТ =_ Н.ат["'2 Ш 1 а *
Вычисление:

с==%я гл.
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ШнапС=2д Дж .
моль-К

15.10. Идеальный одноатомннй газ участвует в процессе1 дпа иото-
рнго абсолютная температура пропорциональна ивадрату его очїігвема+
ІП'пределите работу, совершенную тааом в этом процессе, если навест-
но иоличество теплоты О, сообщенное при атом таетч Массьг гааа счи-
тать постоянной.

Дано: т'= 3; Т~ 1/1; 12, о = сопаї.+ Найти: иІ+
Решение. Первый ааион термодинамики:

0=дН+А, *СШ-154?
где изменение внутренней энергии газа

дЫ=мЦдТ; {15.155}

молирнаи теплоемкость при постоянном давлении

ц=ён (15.1561
Уравнение состояния идеального газа:

рУ=оЕТ. (15.15П

Условие задачи:

Т=±г2, пашет
где і: _ коэффициент пропорциональности.

На{15.157}и{15.158}слещет и"
р=оШсК (15.1591І

Соотношение [15159] по существу нала-
етса рравненнем процесса. На рнсїние 1 520 д ¦
представлен атот процесс в диаграмме У-р. 0 ¦

Работа1 совершенная газом в этом про- и
цессе расширении, численно равна плоша- Рнг.. 15.14!
ди трапеции РІ- 1-2- РІ:

Б 'Ч
П

1 1А =Е~Ін +ииРЪ -Рї1= їіиУЁ-иц +нР'1 -нт- *Ні-1501
На рнсрниа [5211] следует также

и
и.

*(15151)...а
|_~=
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Запншем уравнение еоетолниа идеального гааа дла еоетоаннй І и 2:

ай =адта наша
дуг или. наша;

Решение уравнений (1 5*] 60)-[15.163) относительно А:

А=ІЕеЩД-Щ)=%ейаїї *(15164)

Подетааиаи (15.1641 в{15.|54) н учитывая {15.155} и (15.1515), атаи-
эие одиоатомноеть газа (і = З), получаем

тмТ = 2.
2

Подетавлан пооледнее ооотношение а (15.164), находим иоиомдло
работу

_(ё'
А-4І

`П'пиет: А =Ё Дж.

15.21. В длинной грубо нешї двумя поршнини наееой М каждый
находится два моли идеального одноатомното газа при температуре ЭЪ
[рио+ 15.21, а)+ Маееа газа много меньше маеоы поршней. В остальном
проетранетве трубы- ванны. В начальныймоментлевый поршень име-
ет оиороеть 4а, а правый - 2и. Определите наиеинапьную темпера'гдгръг
таза Там При дальнейшем движении поршней. Сиетема теплоизолиро-
вана, тегшоемиооглми поршней и трубы, а таіоие трением пр-енебрача+

М М М М

45? Ё С ЗЁ_____ '_їп Ё
а Е

Рие.15.21

Дано: М; і= З; о = 2; ТП; т <<ї М; 4:1; За; до = Пи Найти: БПшт
Решение. Запишем первый ааион термодинамики для адиаоатного

процеееа:

П=дП-А, (ИДЕИ



15.?г Решение еедеч пе термединемиие идеельнеге гезе і 'Не

где ее'- изменение внутренней енергнн ндеельнеге газе; А - ееи'іетеі ее-
еершееиен нед гезем (знак минус еенечеет, чте еееете еееершеетен нещ
ПЗЗПЩ.

Изменение внутренней Энергии

еН=чЁЩДш-гп). Шлем
Зенен изменении механической энергии е учегем тееремы Кёниге:

дЕ =-я!, (ІіІЕП

где изменение иинетичееией энергии е енетеме Центра меее:

1

тсеё Мщ2 Меїптн
Бы = + "Т" ; нити)

2 2 2

мееее Центра меее

тс=2М; (15.11'11'
енерееть центра маее

М-4и+ М-Зне =_=3и; 15.1?'2'ї м+м 'д 1'
етнеентельные еиереети (етнееительне центра меее] ленеге н преееге
першней:

ешн =4~и-3н=н:, (ІіПЗе

ешь, = 2и-Зи = -м Ні] ?4}

Теиим еерезем, в енетеме центра маее: ценгр меее *Стенка О ден-
:нетеи ее енереетью Зй , а першни етнееителене неге днищтеи ее еие-
реетнми й и -й Цене. 15.21, б).

Решение еиетемы уравнений (І5.16Т}-{15+П4} етнееительне А:

А=Ме1. {15+П5}
Педегеелни {15.І?5] н [15.1661 е (15.1153, пелїчеем

МНЕ-Ё Эми: Ми:
Т =Т _:Т _:Т _."щ “+ ет “+в-ен “+ зк
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Проверка единицы:

Эми: _ кг+м1-моль+К _ н
«мя _ маль-аІ-дж

а
`П'пяег: Дж =Е+ї_:, И.+

15.22. Е горизонтальном закрепленном цилиндрическом сосуде,
закрытом поршнем массой М = І кг, находится идеальный одноатом-
ный газ. Газ нагревавїгг+ При этом поршень1 двнїаась равноускоренно,
приобретает скорость о = 4 міс+ Найдите количество теплоты до, сс-
обшенное газу Теплссмкостыо сосуда н поршня, а такэке внешним
давлением и трением пренебречь.

Дано: М: 1 кг; г' = 3;а = сопат; а = 4 м;е;ршш = П. Найти: О.
Решение. Так как поршень движется е постоянным ускорением, то

сила, прилозкенная к нему, также постоянно. Следовательно, реализу-
атея изобарный процеее (р = еопаг). Следовательно, тепло, подведен-
ное к идеальному одноатомному газу, равно

а0=ыСРаТ, {15.176}

ГДЕ 'чг' - КОЛИЧЕСТВО НШІЕЁ; Ср_ ТЕПЛП'ЕМЮ'ІІСТЬ ГНЗЕІ, ПрН ППСТПНННПМ ддБЛСННН:

і+ 2с? =Тя; мат)
аТ- разность температур газа.

По закону изменения механической Энергии

Мо2 _
2

,4, палат,
2

ГДЕ

вершил для придания поршни] скорости о, причем эта работа газа при его изо-
ІІ'їиарном расширении вычисляется поформуле

_ шінетическая знергия поршня; А - работа газа, которую он со-

яыяьт. папы
Решение системы уравнений (15.176}-{15.1Т9} относительно ие-

комой величины до:

і+2 Мо2а=__.О 2 з



15.?г Решанна задач пп тврмединамина идеальнвге гааа і 'П1

Прпвериа единицы:
_ 2

[аа]=“г;' =де
- в

атм-т: яр=%”2” дд.
15.13. При ациабатирм расширении т - 1.0 кг аапта еевершаетея

работа А = ВПП Дне. На енальир ди уменьшаетея ега внутренняя внер-
гня и на енельив аТпеиижаетея температура?| Удельная теплеемнееть

Дяч:

иг~Кг

Лапшги: ІД иг;А=ЗППДЖ2ег= Т45ЁК.НаЁ1ШдЩдТ.
иг~

ааата при паетаяииам аЕгьеме еу= 745

Решение. Запишем первый ааипн термодинамики для прпцеееа
адиабатнпгп расширения:

П=ЁН+А

Отсюда
ай =-А =-3[Ю Дж.

Изменение внутренней энергии ааета
ди=тцдг

Отсюда

аТ=Ё=_і=-Ё=-я,4 К.
ним ним 145

атм-т: ап=_я=_зпп дж; ят=_і=_п,4 к.

15.24. Неиетарее яеличеетвп идеальнага газа е двуяатамными всест-
иими мелеяуламн перешла алиабатне ив ееетеяиия. яараитернауемеге
параметрами Т] = 3513 К, ,щ = 1,0- “15 Па, И = 50 Ши3 в еешпяние е тем-
пературпй Т; = ЗПП К+ Какую рабспу А при атам еавершил газ?

Дана: г'= 5; О=Щ Т, = 350 К;р[=1,0-105 Па; И =ЅПдм3; Т2= ЗПП К.
Найпі: А.

Решение. Запишем первый ваяен термпдинамнян для адиабатнега
прецеееа:

П:ДЁ+А, Нішщ

где изменение внутренней энергии
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видели-тн; палец
полярная теплоемиость идеального газа

г
С” _ 2

Количество иолей газа *и найден из уравнения состояния для пер-
вого соотояния:

в плащ

ди :1.='ЁТ;+ “513311

Решение системы уравнений (15. ІЁШ-'І 15133] относительно А:

і ТА=- У 1--2- .2*" '[ а]
Проверка единицы:

Нчи3
А : = _І: :| н: Дж

Вычисление:

и=Ёі1а$-за-ш-З-(ьЁьпаа дж=1д9ццж

Ответ: А = Ёд'и, [1 _;1] = 1,?9 кДж.
І

15.15. Некоторое количество идеального одноатомиого газа сжима-
1от ациабатно до теи пор, поиа давление газа р' не превысит начальное
,оп в в = Ш раз. Затем гаа расширяется иаотериичесии до Ігеи пор1 поиа
его объем не достигнет первоначального значения {рис. 15.22). Ппре-

дЕЛІ'ІТ'Е ПТНПШЕНН'Е Е:- КПНЕЧНСІШ Н НЕЧМЬНПҐП даВЛ'ЕНІ'ІЁ ГНЗЕІ.
до

РМ.

РІ

Рис. 15.11



15.1"г Решение аадач по тармодинамние идеального гааа і 'ПЗ

Дано: І=З; Ё=п=Щ 12=П. Найти: Ё; Г=сопеі.

Решение. Запншем уравнение состояния идеаяьного газа дяя всея
состояний с учетом процесса:

рак] =иНТЕд {15+134}

ди :1.='ЁТ;; Нішы

,02% =идїї. НіШЫ

Уравнение Пуассона для аднабатъг:

Рог/Чай*- нашт)
Показатель адиабаты:

СРТ=_. {15+133}с.,
Молярная теплоемкость при постоянном объеме:

сс=Ёа пашет
Уравнение Р. Майера:

ср =ср+а нашщ
Подробнее решение системы уравнений (15.134}-(15.19Щ: делим

наше] напала-41: дьї; делам [15.1351 на наше: ЁЁ-іь; из
д Роус їс

д15.|вт1:ї=[і]т.
Р РІ[І

Подставяяя последние два равенства в первое, полїчаем

|-1 _і 3
Ё=і.[і]* =[і] т =ь' т =ш'_Ё =1о“~*=2,51.
Рь Рь д до

_1
Пгеет: Ё=н1 Т =2,51.

дэ
15.16. Идеальный двїиатомный газ, находившийся первоначаль-

но прн температуре ІЬ = ВПП К, подвергается а:І;иайатном3,;г сисатніо, в
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результате которого: 1] объем гааа уменьшается в и = Н] раа по срав-
нениъо с первоначальным; 2] давление Іааа возрастает в п = Ш раз по
сравнениъо с первоначальным+ Определите температура,г гааа Та конце
процесса.

Дано:і=5; ТП=ЗПП К; Ё=л=1ІІ}; і=и=Ш. Найт: Т.
У и

Решение. 1. Уравнение Пуассона:

патчи, наши
где

С
Т=_'"; {15.192}

СІ,
моллрнаи теплоемкость идеального газа

(3,, =Ён (15.193}
Закон Р. Майера:

ІІС'д=С,`,,+.\'і'+ (15+ІЧ4}

Уравнение состоянии идеального гааа для двух состояний:

ага НИЦ: наши
рР=иНТ. {15.19|5}

Решение системы уравнений (15.191}_{15.196} относительно Т:

Т: Гнпї-І;

=Щ=Ш=114+
г 5

Вычисление:

ІГ=3ШІІ+ШМ = '53,6 К.

1- Решение системы 1уравнений (15.191]-(І5. 196) относительно Т:
Щ

Т = Ди ї .
Вычисление:

[-|.4

нмандат-1111117 =зпа-ш*'1щ'=155 и+
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[д
Отвег:1}Т=ТЪа1'-'=Т53,6 К; 2] Т=Дп ї =155 К.
15.21. Идеальный ашчаатамный газ, занимающий при давленнн р. рйь-

ем У, начинает адиайатна раеширнгьенда объема Ру Найшпе работунщв-
вершеннуш [ааам в атам працееее, еелй уравнение ацнабаты мамет Еньпь
вапнеана в виде ,від = еапві, где у- йавеетный панааагель алиабаты+

Дана: і= З; ,шї и; РУ* = еепві; у. Найт: АХ
Решение. Запншем первый аанан термадннамннн для аднабатнвга

прпцеееа раешйрення ндеальнеге газа:
0:5Н+А, {15.19?}

где изменение внутренней энергии
гІШ'=уСІ,(Іг'"2 -Тїїц {15.193}

ТЕПЛПЕННПСТЬ НДЁВЛЬНПШ ГБЗЗ При ППСТЙНННОМ СІ'ЁЪВМЕ

(3,, =Ё й+ пішщ
Запншем уравнение еаеталния ндеальнегр таза для двух епетааннй

н уравнение аднабаты:
др] =шЧТї; (1520011

рдР'І =тЛТі; {15.2Ш}

,віцї = рдІ/ЁҐ. (1520211

Решение енетемы уравнений (15.197}-{15.202) атнеентельне А:

[[1]]
1 Р Нптьет: и=5дц[|-[ї'] ]дж.

15.15. При адйабатне-м ежатин а мель еднаатамнагв ндеальнага
гааа Еьша еавершена рабегга М+ Найдите ртнашенне п средних квадра-
тичныл енарпетей маленул этага газа в ненце и начале пррцеееа1 еелн
начальная температура газа равна Тп.

(её)
Данаш; і= 3; М. Найтнн: =
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Рсшсннс. Псрвый зяясн тсрмсдинамяян для яднябятнсгс прсцссся:

с=ы+ии, наши
ГДЕ ПЗМЁНЁННЁ БНЪҐГР'ЕННЁЁ ЗН'ЁрГнН

Миши-съ; сшяъ
с., =Ёя (15.2115)

Срсднсяясдратнчныс сксрссти в псрисм н втсрсм ссстсянияя:

Ддгід; (15.2116)

И = ,3%1 (щит

Рсшснис систсмы уравнений (І5.2{}З}-{15+ІПТ) стнсситсяънс п:

и: 1_ зы = '_ гы
мня, зсяд'

ЗМ
Ответ: = -_.п #1 зяят;
15.29. В гсрнзсншпьнсм нспсдяяяснсм цилиндрнчссясм сссїдс,

Закрытсм псршнсм масссй М, находится гиз+ Газ няїрсяяшт, при этсм
псршснь.1 двигаясь равнсусясрсннс, прнсбрстсст сксрссть с+ Найднтс
ясянчсстяс тсплсты до, сссбщсннсс газу. Внутренняя энсргня сднсгс
мсяя Газа равна П = сТ. Тсппссмясстьш сссїда и псршня приснсі'їцїтсчъ.+
Енсшнсс дяцясннс на псршснь счнтяйтс равным нулю+

Дяяс: М; с=сспяІ; и; П: сїП Найти: до.
Рсшсннс. Тяя яяя псршснь движется с псстсянным їсясрсннсм, тс

прсщссс рясшнрсння газа- нюбярный. Слсдснятслънс, псряый знясн
тсрмсдинямнян нмсст внд

гдс с - мплярняя мясся.

50=М+ЬЦ (15.11131ъ

гдс нямснсннс внїшсннсй энсргнн

від =тсдТ; (ІЅЕПЩ

работа рясширсння гяяя



15.1"г Решение аадач по термодинамика идеального гааа і ТТ?

мынат. наши
в ЁППТБЁТ'ЁТННН С ЗНКПНПН ИЗМЕНЕНИЯ НЁЁЗННЧ'ЁЁ-КПЁ ЗН'ЁР'П'ІН

1

МЗ” =аи+ Наши

Решение еиетемы уравненнй (І5.2!}8)_{15.2І 1) отноеительно 1142:

Мо2 еа = _ .О 2 [Н к]

С

Ы* дж'
1

огнег: до: М; [и

15.30. Першенъ маееей М, аамыкаіоший
объем И; е едНеатомным идеальным газом
при давлении д; н температуре ТЬ, Телчкем
приобретает екороегь и (рне. 15.23). Оцените
темпера'гдлііуг Ти ейьем гааа Упри макенмаль-
нем еэкатни. Снетема теплеиаолнроиана. Те- Р'ш* 1513
плоемкоетнмн поршня и еоеу'да пренебречь.

Дано: М; і=3; Идеи; Ща. Найти: Т; РІ
Решение. Процеее ежатнн газа - адиабатный. Первый закон

термодинамики:

П=дП-М. {15.212}

Знак минус перед работой означает, что рабша пронаеодитен не га-
аом, а над газом.

Наменение внутренней анершн

аН=еСІ,аТ, {15.213}
аТ=Т-ІЬ; *(15214)

ТЕМПЕННПЁТЬ НДШЬНПШ Газа Прн ППСТПЯННСІМ ПЁЪЕНЕ

(3,, =Ён наша

По законаг изменения механической энергии поршня
1-мТ”=-м. пашет,

УРЕВНВНН'Е ЁПЁТПНННП НДВМЬНПШ [333,1
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РМ. =иЁТ: мышь
рУ=чВТ. {15.113}

Уравнение Пуаеепна:

,идут = рІд, '11521911

где показатель адиабаты

т=і. (15.2111)
С.,

Заиан Е Майера:
Сд=Су+11+ “5122111

Решеннй енетемы уравнений [І5.212}-{15+221} етиеентельне ие-
иемыи неизвестных:

МН 2

Т= Т11+:_Ё-1 ТБП+ 3 Імиры);

у ї
У=РЪ[З±02] _

ЗдУп+Мн
д
5

Ошег: 1"=1`]]І 1+_ми К;Ґ=Р'дЩ мї'.
Эдди 31510311,+,І'14'агЁ

15.31. Закрытый еаеїд еадерэиит неиетарее иелнчеетае разре-
тиеннпге ннертнеъгеІ [ааа иеенана при температуре Д = 11111 К. Спеуд
дашиетеа пеетїпательна ее еиероетью н = 5 міе. Какая температура
Туетанпннтеп в епеїде, еели егп резка еетанааить'? Маларнан маееа
иеенпна |.І.= 131 гд'мпль.

Дана: р. = 131 гд'нпль; ТП = 1011 К; и - 5 міе. Найти: Т.
Решение. Прпцеее сжатия газа _ адиабатный нз-за резной петанав-

ии епеїда. Следпвателънп, первый ааиен термодинамики имеет вид:

П=дП-ДА.

Знак минїе перед работай означает, чтп рабпта пренаааднтен не га-
аам, а над гааем.

Намененне внутренней анершн

аи=ї т-
ис'д



15.1"г Решанна задач по тармодинамика идеального газа і 'ПБ

где т - маееа кеенона; Ср- моларная тепле-емкоегь кеенона при пее'твнном
ебъеме:

ІСІ, =- д.
2

По закону изменении механической анергии
1

П'Шп-_=-вл.2
Решение системы уравнений относительно Т.

здо'Г = Т +_.
" о:

Проверка единицы:

ро: _ кг-м2 -моль-К _ Н-м-К _
[ї]_ моль«с1+Д1к _ Н-м

2
`Ответ: Т= ТП +І'Ёі К:

и?
15.32. Некоторая масса газа занимает объем И при давлении 1,в' и

температуре ТІ. Газ нагревают при постоянном объеме до температу-
ры Ту = 2 Т.. После этого происходит расширение газа при постоянном
давлении до объема Р'д = 4Р'І. Затем газ возвращают в начальное со-
стояние таким образом. что во время этого процесса ру” = сопв: [по-
литропный процесс}. Определите показатель политропы в.

Дано: Рид; Л; Ту = ЕТІ; Р'д = 4Р1;рУ”= сопзт. Найти: л.
Решение. Запишем уравнение состояния идеального газа дгш со-

стояний І и Эс учетом процессов и данных условия (рис. І5.24}:
,од :уЛТ|'; (15212)

рдР'; =уН2ТІ'. (15.2131)

д" в 3
д* _____ .

п с в Ё
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Запишем уравнение пелитр-епы е учетем прецеееев и уелевнд:

щит" = дн". [15.224}

Педрейнее решение еиетемы уравнений {15+2221І-{15.224}:
нет-[15222] и{15+223} =>р3 = 2.01: тегда (І5.224} примет вид:

2дд4иуг=диддалее 2-4"=1=>21~=15=2-1=›2в=-1=в=-%.

15.33. В геривентапьне раепележенней трубе мегут без трения дви-
гатьеа два першня маееами ту и тд, между иетерыми еедержитев иде-
альный гаа в иеличеетве у мелей. Температура газа равна ТП. Першнам
телчнем ее-ебшатет енереети щ и ед, направленные навстречу друг дру-
гу (рие. 15.25, а). Найдите максимальную температуру газа Тип, еели
еге маееа намнеге меньше маееы першней (т << т., т << тд. Чиеле
етепеней евебеды мелеиулы газа равне І. Система теплеивелиревана и
наиедитеа в вакууме. Теплеемиеетью трубы и першней пренебречь.

ть та ть та

Рие. 15.15

Дана: тд тд; у; ТЬ; щ; ед; т <І< ті; т «1:4 тд; і. Найти: Тшш
Решение. Над гввем еееершаетеи адиабатный прецеее евтатии. За-

пишем первый ваиен термединамиии для адиабатнеге прецеееа:

Ё:дЁ-М, ПЅІЁЩ'

где ЬН - изменение внутренней Энергии идеельнпге Газе; д - ребет'е, Север-
шаемев нед гаеем [Знак минус Означает, что рабет'е еевершае'шв над гевем1і.

Изменение внутренней энергии

де ЦЁ'ЩТШ -грі раны
Заиен изменении механичееней энергии е учетем тееремы Кенига:

дЕд = -А, (15.2311

где изменение нинетичееней энергии в еиетеме центра маее равне



15.1 Рашанне задач по термодинамика идеального гааа і ТЫ

2
ЕП = тїс; папа;

Е = тії'пё + тІиІЕсп-н +т2и22птн . (1523111.
*1 2 1 1 і

масса Центра масс
=т,+т:; {15.231}

скорость Центра масс

гс=Ш; “двд
ті +т:

относительные скорости штноснтсльно центра масс] левого и правого
поршней:

и.т=а- и =”'1[”_'+”1]; (15.2333,ана
от = -ь2 -ас =Ш. (15.2343.

ат;
Таннм образом, а снстеме центра масс: центр масс {точна О дан-

жетсл со скоростью тд, а поршнн относительно него данжїгсн со сно-
ростнми тштн нтдшн (рис. І5.25, б).

Решение системы трааненнй (І5.22Т}-(1 5,234) относительно а:

д:ааашаї_ пана
дт, +Иь`±

Подстаслнл (15.2155) н [15.226) ь (15 225), получаем

ТЩ = Тп+ 'тітї'їиі +92):

міщт] +т:}
Проверка еднннцы:

щтїііщ мы: = иг-иг-м: -моль-К =К
сіщщ+тд сд-моль-Дж-нг І

о о__Тп+ШК
ааа+аъ

15.34. Е расположенном горизонтально шшнндре слева от закре-
пленного поршнл наноднтсн о = 1 моль Идеального Гааа. Е правой части

МПТНЦ:
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цилиндра ааяууы. Пруигииа вначале не дефермирвааиа чїрие+ 15.26, а]+
Цилиндр теплеиаелиреван. Кегда першеиь еевебедили, ейьем, вани-
маемыи гавем, уяеличилея адаее (У,Ґ Р'п = и = Ща Ее еиельяе раз изме-
ияетея температура Ти давление ,а газа?І Теплеемяеетями цилиндра,
першня и пружины пренеІЕіреча+ Мелекула гааа ебладает і етепенями
ааааЕ-ады+

Рис. 15.15

Дана: у = 1 мель; И! И, = я = 2; і. Найти: Т! ТП; рірп.
Решение. На риеуняе 15.26, 6 изображена ееетеяние еиетемы пееле

тега, иая етпуетнли поршень и ен занял невее пележеиие, емаетнв-
шиеь етнееительне первеначапьнеге пщежения на величину Ь.

Запишем уравнение ееетеяиия идеальнеге гааа для двух
ееетеяиий:

для., ции; нашу
да щит, наши

ГДЕ

У = ш; паазау
я = из; наазау

.5' - ллещааь Першня+
Прецеее раеширения газа - адиабатный. Уравнение Пуаееена:

РПЦ* = Рут. ( 15.2413;
где пеяаяатель адиаЕаты

у= ; (15141)ван

НШІН'ІІНВН ТЕПЛПЕНЁПСТЬ ГВЗВ ПРН ПОСТПЯННПМ ПБ'ЪЕМЕ

ц, =Ёа (15.2423,



15.1"г Рашанна задач по термодинамика идеального газа а 'НЗ

Уравнение Р. Майера:

Ср = Су + д. [15.2430

Решение еиетемы уравнений ( ІЅ.236}-{15+243] отноеителвно не-
комык неизвее'гнык:

15.35. Горизонтально раеполоткенный еоеуд закрыт легким под-
вижным поршнем и содержит по у = І мель гелия (інг = 3) н киелорода
(то: = 5) т Внешнее давление равно нулто. Поршень удерэкиваетен пру-
ткиной, длина которой в недеформнрованном еоетодннн пренебремн-
мо мала (раке. ІЅДТ, а). Какое количество теплоты до нужно сообщить
газуу чтобы увеличить его температуру на а Т = 1 К? Теплоемкоетыо ео-
тещаі пруншны и поршня пренебречь.

*Ь _ Рё ш

РІш. 15.2?

Дано: у - 1 моль; дн., - 3; то: =5; дТ- 1 К.Наіі1н:д@.
Решение. На рнеунке 15231, а показано некодное полоткение ен-

етемы: прумнна раетпнута на Д, в еосуде накоднтел по одному молто
гелнн н киепорода; температура емееи газов Т., давление д, площадь
поршни 5, жееткоеть пруопаны к.

Подводим к емееи газов теплоту до.
Запишем первый закон термодинамики:

крышка, (тама



ТВЦ ІІ ГЛДВД15.ПЕРЕПЕНДЧАППІЗЁКОНПЕРМПДИНДЫИКИ

где о Н - изменение внутренней энергии:

вещсуш штат; нами
полярные теплоемкости гелия и кислорода равны соответственно

от = “Ё а, негде;

Се11 =%е (15.1411
Работу, совершаемуло смесьто газов при расширении, найдем на ва-

кона изменения меканической Энергии

*_Ё_Ё_Ё=дя 12 2 , (еще.
где к - жесткость пружины; Ь] и Ь; - деформшош пружины.

Закон Дальтона для смеси газов и уравнение состояния идеального
газа для гелия и кислорода до подвода тепла (рис. 15.2Т, л):

РІ = Рим + Род* (15249)
где ,ани - давление гелия; род - давление Шшорода;

винда =ШЧТ; назад;
авгтдд =1ЩІІЁТ.. палец

где Ѕ- площадь поршня; Д - деформация пружины.

На{15.249)-[І5.25І} следует

-Щї (15.1511_ Ѕд ,

Записывая аналогичные ([5.249}-{15.251} 1уравнения Дальто-
на для смеси газов и состояния идеального газа после подвода тепла
(рис. ІЅДТ. 6)* получим выражение для рд:

_ЕНДе_ '512 ,

Запишем условия равновесия поршня в проекции на горизонталь-
нїіо ось до и после подвода Топла (рт:+ 15.1'1', 6):

ьд = дл; павел

[15.2534
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5:12 = рдЅ, (15.255}

где д: - местность пружины.

їмноисим левые и правые части выражений “5254) и (15.255}соот-

ветственно на - и Ёд:

Вуд - дай.:Ёъ-_І'1 1 1211%: 2_2* ЦЕЫ
211412425 21:%2=*“1_*:11_ (15.2511

Решение системы уравнений (15.144}-{15.143], (15.151)-(15.15Т}
относительно исиомой до:

І І 2

Ь0=мкдтш=улдтз+5+2:5мЁДТ:5Ё .
2 2 моль-К

+ 2 Дж
`Еўгввг: до:удеТЩ=5Е +

2 моль-К
15.36. В горизонтальном цилит-тдричесном сосуде наиодится пор-

шень, который связан с правым основанием цилиндра пружиной.
При отсутствии гааа в цилиндре Поршень иасается левого торца и
пруоиина при атом не деформирована. Слева от поршня находит-
ся идеальный газ, занимающий объем И = 4 дмї' при давлении ,ш =
= Ш* Па+ Со стороны пружины - вааіууп'ті+ Найдите работу, ноторуто
совершает газ при увеличении его объема в л = 3 раза. Силами трения
пренео'речь.

Дано: РІ =4дм3;р1 = Ш'Е' Па. Найти: А. *1 РЅ
Рнлвнне. Первый слоеоо'. Залолним

пространство слева от Поршня идеальным
гааом (рис. 15.13) таи, что давление газа
равно а,І поршень отодвинулся от левого
торца цилиндра на расстояние х (х - де-
формация пружины). Условие равновесия гид 1513
поршня в проекции на осьх:

рЅ = Юг, [1125311

гле Ѕ - площадь поперечного сечения шшиндра; и - местность пружины.

Риз-[15,255] следует



ТЕБ ІІ ГЛДВД15.ПЕРЕПЕНДЧАППІЗЁКОНПЕРМПДИНДЫИКИ

до:= _. 15.259д 5 'і І
їмнотким числнтель и анаменатель правой части “525% на Ё.

#15 е
р=ї=г . [15.2'Ёш'

Давление прямо пропорционально объ-
ещг гааа. Эта зависимость представлена на
рис+ 1519+

Работа, соеершаемаи гааом при їаелнчс'
нии объема в п = З раза, численно равна пло-
щадн под кривой (на рис. І5.29 ата площадь

Ё *Ё У ааштриковаиа):
Рне. 15.19 1

А=Еіа+егЮЁ-Ю- 0521511і
На рисунка 1529 слеЩеТ также:

і = Ё. (15.2152)
Р: т

Условие Задачи:

Ґ:-= . 5.263РІ Н (1 1

Решение системы уравнений (І5.2Ы}-(15.263) относительно А:

1а =Едкоё -1).

Проверка единицы:
3[11]: па-м3 = Не* =дж.

М

Вычисление:

А что* ааа-Ю: -|1=16-1с3дж =1151<Дж+

`тает: А:%ді1(п2-І} =16кдж.

Второй способ. На рисунке 15.30 предегаалены дна положении
поршни: нпероом полоткеннн гаааанимает объем РІ, равный
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У, = 113, (15.2641
где Ь1 - раоетояние отлевого торца цилиндра ло поршня, равное деформации
пружины в первом елучяе; 5 - поперечное еечение цилиндра;

во втором положении газ занимает объем

Уд-нР'.. (15155)

вычнеляеиый ван

У: = 125, (Ііїещ
где Ь; - Деформация пружины во тор-ом елучее.

н., из н., не

їеловня ревновееия поршня в двух положениях {рие. 15.30):

дЅ =1ІЪІ_1; (ІЅДБЛ
вуз дна. равен

ПП Закону изменения мех-НННЧЁЁЁЁЙ Энергии

2 1*_ё-Ёы шеещв 2
їмножим левые и правые: чаети раяенетя (ІЅДБП и (15.2153) еоот'

БЁТЁТБЁННП На Ё- Н Ё:

ЬРІЅ=ЁЬ1Ь; [15.2ТЩ
2 2

ЁЁЅЦЬҐЁЪ (152111
Решение енетемы уравнений (15.264}-{15.2оо}, {15.2'Ш}, {15.2П} и

“126% отноеительноА:
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А =€1<зд-д}. (15.2121
Ппдсдиа “5264) на “5.2661 и (15.26П на (151263), псдучим

Ща
у: Р:

С учстсм Этпгп равенства (15212) припбрстаст вид:

А = ііі-[ЛЕ -]}.

Вычисление:
В -3А =Щтдз2 -ц = ш-иРдж = из иди.2

(тег: А =дТищАди =16|<ди
15.31. Горизонтальный цилиндрический сссїд длннса ІІ. раздслсн

тсниини нстспдспроасдапшм псршнсм на двс равныс части* в каждой
из лстсрыл налсднтсд пс а мсдсй идсальисгс сднсатсмнсга таза при
тсмпсршїрс Т.

Псршсиь приирсплси а тсрцам сасуда нсдсф-срмироааиныыи пру-
жииаыи `,чисстъшстыс а каждая. ГазаІ а праасй части сссїда сс-абцсши
нсаатсрос исдичсстас тсплатыІ а результата чсгс псршснь смсстидсд
вдсвс на расстсаиис ЦЁ.

Ппрсдсдитс ислнчсстас тсплсгты, стданнсс при тсмпсратурс Ттср-
мсстату, с истсрым газ в лсвсй части сосуда асс время иалсдитса в тс-
плснсм аснтаатс (рис. 15.31. а).

Рис. 15.31

Дана: Ь; а; Т; і= 3. Найти: О.
Рсшснис. При сжатии газа а лсасй части сссуда рсалиаустсл нас-

тсрмнчссиий прсцссс. Парнас начала тсрмпдннамнин для Зтпгп
прсцссса:
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50:81

Теплете, нетертте нужна етвеегн, равна ребете ежетнн (рне. 15.31, 6)
а'А = ре'Р;

,4 Р

[ее = ірег; (15.1131
п н

Р] : 1.5; (15.1Т41і

у, =%1,5_ (15115)

Уравнение Бейля _ Марнетта:

ду, =рг=р=ід пашет
Педетевляп(15214)-(1511'6)111115218), получаем:
У

А= І ду] ї= др] ШЁ =тьгдї`1пЁ =чЁТІп ЬЅ =чНТІп2 =П,593\ІНТ.
г У ц '1 [ш' ї
Опег: О = [1,693еНТДж.
15.33. Перцнп гелнп мееепй М = Ш г при темпереТ'ЛЗ'Ё Т1 = 3013 К

неледнтеп в еееїде под першнем. Реешнряпеь при ппетеянней темпе-
реп'ре в заданных пределах, гелнй совершает работу А = 60 кДЖ. Оце-
ннте, на екелЬке грі-шїеее еетыл БЫ гелнй, еелн бы пн раешнрплел н тел
же пределах, не Без педиеда тепле?

Депп: М: Шг; Т] =3Ш1 К;А=БП1<ДЖ. Найти: ЬТ,
Ренн-ние. Работе, еевершееман гелнем при нзетермнчеенем раешн-

реннн:

А =Ёнтпії, тает
Р- уі

где ц - мпленїлнрнал массе гелнп {|.|. = 4 кгі'кмпльн Н - универедльнап газп-

пеп пеетепннея {Н= 831.15? Д_ж]; У., У] - объем, занимаеный гелнем в
кмельК

ПЁПБ'ПМ Н ВТ'П'П'ПМ ПППТППНННН.

Прн еднебетнен раешнреннн гелия температуры н ееъемы енпеены
ееетнешеннем

пгт* ддт-Н цветет
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ГДЕ

СРнг=_; (15119)су
і+2

ц, =%д; нігвн
етепеньевебеды еднеатемней нелекїлы гелня І = З.

Решение [15.278)-{І5.2БІ} етнееительне Тд:

р; ї
Т=Т]' - . 13512321*

*Ъ
Решение [15.2721 етнеентельнр ИХИ:

ы
Ёп, тд. (15.233}
У:

Педетавлня {15.233) в(15.282}. получаем ееетнешенне. определяю-
шее ТЗ:

_ ш
Т: : 'Ле Змдї; ъ

Некеман разное-ть температур
ЕМ

дг=щ-т;=д[|-е 3”“д].

Прреерке еднннцы 1111

ІрА _ нгіджщнелык _1
ЗМКЛ кмпль-кг-Дж-К І

[дТ] = К ='-'=С.
Нычнеленне: педечет показателя етепенн

2~4~60403 _
з~|п.1п-3.н,з1.шз~зеп
дТ =3Ш(1_2,?2*'*42) =29915 К.

6,42;
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_ ач
ответ: ат= щ[|_в *щ ]=299,з к.

15.39. Два моля гелия1 имеющие температуру Т] = ШП К в состоя-
нии І, последовательно переводят а состояние 3 (рис+ [5.32]+ Считая
телий идеальным газом, определите прирашение внутренней анертнн
в процессе З-і р д 2 3

Дано: і= З; у = 1 моль; Т] = ЮО І'чі+ Найти: ай. др. _____
Решение. Запншем уравнение состояния иде-

ального газа для всея состояний гелия:
рпУп =уНТІ; (15234) р __ _

щи) или; (15255) П 'ї Е у
Р; щ я4100214, “ддт (152861.

Рнь 15.31
Изменение внутренней анергии телня в процес-

се 2-3*+
ви даун; _тІ), палату

где теплоемкости при постоянном объеме

с, =ія. 111233;
2

Решение системы уравнений (15.284)-(15.238) относительно ис-
яомой неизвестной ай:

ай = ІЕуНТІ'.
Проверка еднницы:

[ди]=Ы_-ПЛЬДЖК=_Дж+

моль К
Вычисление:

дП=2-3+2+3,31+1Ш=99?2 ДЖ= 'ЭЭТЁ КДЖ.

Птеет: ай = Ввиду; = 9,912 кДж.
15.40. Идеальный таз массой М, имеющий начальную температу-

ру ТП, участвует в процессе, для которого выполняется условие рй'" =
= сопзт* где л - известный показатель степени. В результате протека-
ния таяото процесса давяение таз уменьшилось в я раз.

Ппредеяите изменение внутренней анертин таза аЫ в атом процес-
се* если известны мояярная масса газа р и его мояярная теплоемкость
Ц., прн постоянном давлении.
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Дано: М; Т1; рН* = сопат; и; Ср. Наіі'ги: ви.
Решение. Запишем уравнение состояния идеального гааа для дети

состояний:

ди =Ёящ (нова)
р.

во =Ёеа пана
Условие задачи:

,из =%; (иван

дУІ" = рдР'д". [15.2921ъ

Изменение виїгренней энерпти

аН=ЁЦАТҐЩЪ (15.1931

Уравнение Р. Майсра:

ср = ц, +в. (15194)
Решение системы уравнений (15.289}-(15.294} относительно ис-

иомой неизвестной вН:
1-н

во=ї<сгящ<ст _1}.
р.

ответ: видов-ища ~ -нди
'4

я 1* Т: шла. 15.41. Гелий расширяется сначала аднаоат-
но* а затем изобарно (рис. 15.331'1 Конечная
температура гелия равна начальной+ При али-
абатиом расширении гелий совершил работа,
равную АП = 4,5 кДяс Каяуто работу совершил
гелия в течение обоих процессов?

Дано: і= З; АП = 4,5 кДж; ТЗ = ТГІ Найти:
дозе

Решение. Запишем первый ааион термоди-
намиии для адиабатного расширения гелия:

в= дамп, (15195)
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где изменение внутренней энергии гелнл

'ЕП =1Іи4$1',{їг"іті -їїд (152961'

с., = ёл. (шее-ц
Рвбстгв, епвершнемвя гелнем при нвебарнем раеширенни

Ад = лиг; -т [15.1931
Уравнение ееетелннн идеальнеге газа для ееетелний 2 н 3:

угу: :ъ'НТ1; (15.1991'
,021,3 =идї;. (15.3'ПЩ

ПП условию Задачи

Т3 = ТІ. (15.3011

Иенемая работа равна

Али = Ан + 142.1- (15302)
Решение енетемы уравнений “5195)-{ 1 5.301) етнеентельне Аш:

421., = 42% =Ёиш =Ё-4,5~1еї" Дж = из идиі

і+2пгт: Ащ = 42Т= 15 или.
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второе и третье ндчдлд
термодинамики

16.1 . Основные понятия н определения

Прежде чем переходить к изложеншо второго закона термодинамики,
необходимо рассмотреть круговые процсссы. Круговмн процессом или
циклон называют такой процесс, в результате которого рабочее теле
возвращается в исходное состояние. В Р'- , р-Т- н других диаграм-
мах равновесные круговые процессы изображают в вцде замкнутых
кривых. Это связано с тем, что в любой диаграмме двум тождествен-
ным состоянням (в рассматриваемом случае - началу и концу круго-
вого процесса) соответствует одна и та же точка.

Крутовые процессы лежат в основе всех тепловых машнн: двига-
телей внутреннего сгорания, паровых и газовых турбин, паровых и
холодильных машин н т.д. Позгтому изучение свойств различных кру-
Говых процессов - одна из важнейших задач фнанкн. МЫ ограни-
чнмся установлением лишь некоторых общих закономерностей таких
процессов.

Обратный процесс, |Пбратимьпи называется такой процесс, кото-
рый может быть проведен в обратном направлении так. что система
будет проходить через те же состояния, что н прн прямом ходе, но в
обратной последовательности. ІПбратиммм может быть только равна-
ееснмй процес с+

Свойство обротшноео процесса.
Если при прямом ходе снстема получает

тепло 512 н совершает работу бл, то прн об-
ратном ходе на том же участке система от-
дает тепло 50 и над ней совершается работа
5.4 (рис. 115,1)+ После протекания обратимого
процесса в одном, а затем в другом направле-
нНнх н Вбавращсннн снстсмы в псробначаль-
ное состояние в оиружатошнх систему телах

“ш "ы не должно оставаться никаких изменений+
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Прямой и абратный крупной процесс (или шпал). На диаграмме Р-р
цикл изображается замкнутой кривой (рис. ІБ.2, а), где участок І-,Е
соответствует расширению, а 2- І- сэкатиъо газа+

1:2. л то.Р І І
А,:=›П'

Рик. 16.1

и,
Работа расширения А, = І ,аду о І] (численно равная площади фи-

Н
туры 1-о-2-У2-И-І] положительно.

и
Работа сжатия А, = І ушу-со (численно равная площади фигуры

РІ

І-Ь-1- И_Р'у-Е) отрнцательна.
Работа за цикл А численно равна площади, окватываемой замкну-

той кривой:

и=и, _Ау.
Таким образомІ работа- ато функция не только состояния термо-

дантиачеекоо системы, но а вида процесса, который проискоднт. Повто-
му работа не является однозначной функцией состояния (такой, как
внутренняя энергия). На первого начала термодинамики следует, что
теплота 12, такзке как и работа А, является функцией процесса, кото-
рый проискоднт с системой,

Цикл называется яркими, если за цикл совершается полозки-
тельная ряоота А=фрЫР>Щцикл протекает по часовой стрелке -
рис. 16.2, а) _ цикл тспловой машины.

Цикл называется обратным, если за цикл совершается отрицатель-
наа работа А: рог с'І] [цикл протекает против часовой стрелки -
рис. 115.2, о] - цикл колодилвной машины.

Тецповая машшіа (ншт тепловой дшігатшь) предназначена для по-
лучения полсзной работы за счет теплоты, вылсляемой кимичсскими
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реакциями (сгорание топлива), ядерными превращениями или из-за
нагрева солнечными лучами. С точки зрения термодинамики тепло-
вой двигатель представляет собой систему. совершающую многократ-
но круговой процесс (цикл), Пусть в коде Цикла рабочее вещество
(например, газ] сначала расширяется до объема Рё, а затем снова сми-
мается до первоначального объема Р, (см. рис. 16.2, а). Чтобы работа
за цикл была больше нуля, давление в процессе расширения долягно
быть больше, чем в процессе сгкатия. Для зтого рабочему веществу
нузкно в коде расширения сообщать тепло О, , а входе сэкатия отнимать
от него тепло (21.

`Ґ.".овершив цикл, рабочее вещество возвращается в исходное
состояние.

Напишем первый закон термодинамики для обоих процессов. При
расширении внутренняя энергия изменяется от П] до Нд, причем си-
стема получает тепло О. и совершает работу Ау:

Щ=ПҐП1+АГ (Іб-І)
При сжатии нал системой совершается работа А: (Ад < О) и система

отдает тепло 01, что равнозиачно получению тепла -Ог Следователь-
но, первое начало термодинамики для зтого процесса имеет вил:

-сь =о,-о,_л,. (НБ-2)
Складывая (16.1) и (16.2), получаем:

й -й =Аі - А;-
4 - ,41 = А - полная работа, совершаемая системой за цикл, т.е.

А = Ц - Ц. [Іб.3}

Ппрелеление: периодически действующее устройство, совершаю-
шее работу за счет получаемого извне тепла, называется тепловой
машиной. Как следует из (Іб.3}, не все получаемое извне тепло О, ис-
пользуется для получения полезной работы. Для того чтобы двигатель
работал циклами, часть тепла 02 должна быть возвращена во внешнюю
среду и, следовательно, не используется по назначению (се, для со-
вершения полезной работьп+ Очевидно, что чем полнее превращает
тепловая машина получаемое извне тепло О. в полезную работу А, тем
зта машина выгоднее+ Поэтому тепловую машину принято характери-
зовать термодинамическим коэффициенты полезного действия

Ац=-. оао
Ё!
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Поскольку согласно [І6.3} А = О. - (22, то

П=ццд. пан

РІз выразкения [115.5) следует, что КПД тепловой машины всегда
меньше единицы {т| *ї Ц, так как часть полученной от нагревателя те-
плоты долзкна передаваться колодильиику.

Для функционирования тепловой машины обязательно неоокоди-
мы следуіоЩие составляющие: нагреватель* холодильник и рабочее влево+
При атом, если необкодимость в наличии нагревателя и рабочего тела
обычно не вызывает сомнений, колодильиик как составная часть те-
пловой машины все конструкции зачас'гуго отсутствует. В качестве ко-
лодильника выступает окружающая среда.

На рисунке 16.3, д представлена скема тегшовой машины+ Принцип
действия тенловык машин заключается в следуіъошем+ Нагреватель пе-
редает рабочему телу теплогу (гр Рабочее тело совершает работу А Над
каким-либо меканическим устройством, например приводит во вря-
ЩсННс Прбину, и далее отдает колодилънику теплоту (2-2, возвращаясь
В НСІСІДНЩ БОСШПННЁ.

Тепловой
Нагреватель ШЕРВЪ'НР

Оклшаемое
тело

а Ё

Рис. [6.3

Термодинамический цикл, осушествляемый в обратном направле-
нии (см. рис. 16.2, о), может быть использован для работы колооштьнпд
машины (рис. 15.3, о). Такая машина не предназначена для получения
меканической работы из теплоты; она позволяет осуществить оклаяе-
дение различнык тел за счет совершения работы.
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В колодильной машине вследствие совершения внешними телами
работы А над рабочим телом проискодит отвод теплоты (21 от оклаэк-
даемого тела и передача теплоты О. тепловому рааервуару* в качестве
которого обычно выступает окружающая среда+

КПД1 илн холодильный коэффициент, колоднльной машнны моэкно
определить как отношение отведенното от окпалщаемого тела количе-
ства теплоты (22 к аатраченной работе А:

=Ё=і ш аА щ _ Ё ІІ Ъ

Поскольку в зависимости от конкретной конструкции колодиль-
ной машины количество отводнмой от окпалщаемого тела теплоты (22
может как превышать аатраченную работу А, так и быть меньше ее*
КПД колоднльной машины в отличие от КПД тепловой машины мо-
экет быть как больше, так и меньше единицы.

ІҐІІІІ

16.2.Тормодннаннчоскнй цнкл Карно

р л у Т ъ а] Обратнмый цнкл Карно состоит на двух
наотерм, описываюшик процесс тепло-
передачи от нагревателя к рабочему телу
и от рабочего тела к кододидьнику* н двум
аднабат, опнсываюшик расширение н
сжатие рабочего тела втепловой машине
(рис. І6.4}. Температура нагревателя ТН
а температура холодильника - Гд. Прн

Рю "ы атом температуры Г] и Ту постоянны*
что должно обеспечиваться бесконечно

большой теплоемкостью нспольауемык тепловык резервуаров.
При первом наотермнческом процессе І_2 происколит передача

рабочему телу теплоты 0,, причем передается она бесконечно меллен-
но при практически нулевой разности температур нагрева и рабочего
тела. В процессе 2-3 рабочее тело адиабатно расширяется (без тепло-
обмена с окружающей средой). При последующем наотермическом
процессе 3_4колодильннк получает от рабочего тела теплоту 121. Про-
цесс 4- І представляет собой ааиабатное сэкатне* переволяшее рабочее
тело а первоначальное состояние.

Рассчитаем КПД шткла Карно в случае, еслн в качестве рабочего
тела используется идеальный гаа, масса которого М.
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При неотермичесиом процессе внутренняя энергия идеального гааа
остается постоянной [ой= Щ Поэтому количество полученной газом
теплоты О. в соответствии с первым законом термодинамиии равна ря-
ІіїІ-оте при переяоде гааа иа состояния І в состояние 2:

Р'а= Аь=Ёаа'п 1а
аналогично количество отдаваемой яояоднльиику теплоты (21 рав-

но работе, аатрачнваемой на сжатие таза при переводе его на состояния
3 в состояние 4:

[ІБ.Т}

од: Ам=_ят;1пЁ.
Уравнение адиабаты в переменных Т. Римеет вид

ная;

ТУТ'] =сопат.

Применительно и процессам 2_3 и 4_ І получаем:

'дп/2** =пъ=3т-'; пая)

дат* =ас“'- (16.10)
Поделив (ІБЅ) на (1610)] получаем

5:5
Н И

Подставнв выражения (161) и [І6.Ѕ} в [16.5), получим

їй'ї" Іп-у -ЕНТ Іп_у
а І” Уті: | ц 4

ЁНЦІпЁ
я И

наш

нлисучетом (15.11)

11=Ё_1. (115.12)

Наформулы І: Іо. 12) следуеп что КПД обрятнмой тепловой машины
всегда меньше единицы и полноетыо определяется температурами на-
гревателя и яолодильнияа.

КПД идеальной холодильной машины (или яолодияьный яоаф-
фнциент} получим, подставив в формулу Под выражения дпя О. и (21
[ІБЛ и Под):
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ЁктрпЁ
111.14: м “у му; 'р =ТЁГ . (16.13)

_епші-_нт;1п_1 _1'
Р- и І-1 Ул

1 6. 3. Второе начало термодннамнки

Переое ннчшто термодинамики выражает закон еокранения и превра-
Щения знертии применительно к термодинамичееким процеееам. Пл-
нако оио не ограничивает возможность протекания термодинамиче-
ского процеееа влъобом направлении.

Второе ночшго термодинамики определяет иаправление протекания
термодинамичеекик процеееов, указываят какие процеееы в природе
возможны, а какие нет.

їказанное обетоятельетво. впервые отмеченное Н. Карно в 1324 г.,
привело в 1350-1351 гг. к формулировке второго начала термодина-
мики, определяющего ограничение на направление протекания тер-
моди намичеекик процессов. Первая формулировка второго начала
термодинамики была дана в 18511 г. Р. Клаузиуеом в следующем виде:
невозможен крутой нроцеее, единственным резрльтнтцн которого ие-
лиетеи передачи мешал от Іменее ниеретоео тело к более ниереншнр
ты?-

Нееколько инуіо формулировку второго начала термодинамики
промошш в 1851 г. У. Томеон [лорд Кельник): нелолножен круговой
нроиеее, едшетееннцн резуиннлтшг которого нмнетен превращение
теплоты, пышной от ниерееитш е зюеиощентнуоо ейри111їотрІ

Теоремы Карин. Первая теорема Карно: Щ ..1нобо.ч.г`н теллоооі мн-
іиинн, риботиаощеи но офитиншну циклу Кнрно, не зиниеит огн нрпродн
рабочего тени и конетщкиии тишины, инмнетенфункцией толька: тон-
неритрр ниеренитщн Т] и холодильники Е:

Вторая теорема Карно: КПЦ ошиболїн теллоеои" машины, работающей
но необрнтиншну циклу; меньше КПД теллооон' тишины е офотимььн
инкши Карло лри ,шлоени рнеенетои теннеритур ил нлгрееллтелееї и
холодильников:

пнеобр (Побр'
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Понятие зитроппн. Нсроосястоо Клоузиусо. Приведенные результа-
ты позволятот дать второму закону термодинамики количественнуто
формулировку в виде некоторого неравенства+ Для лшоого кругового
процесса мевшу тепловыми разервуарами с температурами Т. и Ту [Т] 3*
3* То справедливо соотношение, называемое неравенством Клаузиуса:

а-о л-е
адт'

где Щ - теплота, полученная от резервуара с температурой П; Шо - теплота,
отданная резервуару с температурой Ту; знак равенства достигается в случае
ооратнмого процесса, которым может быть только цикл Марио1

пари

Энтролля как функция состояния. Нз [16.14] следует, что

Ё вЁ. (Ш. 1 5)
Т. Т:

Если условиться считать теплогу, полученную рабочим телом, по-
ложительной, а отдаваемуго - отрицательной, то { 16,15) можно пера-
писать в виде

Ё+Ё5Щ (16.16)л в
где децафуео.

Неравенетво *(1616) можно обобщить на случай любого кругового
процесса, в котором рабочее тело обменивается теплотой с нескольки-
ми тепловымн резервуарами с различными температурами Г., Ту, Ту, ..:

Еёвс. папу

Величина ЩТ называется проведенным количеством теплоты и
численно равна полученному системой при абсолютной температуре
Тколичеству теплоты, деленному на ту температуру

При перекоде к Еесконечному числу тепловык резервуаров, о кото-
рыми рабочее тело тепловой машины ооменивается теплотой, и если
при атом температура на протяжении кругового процесса изменяется
непрерывно, сумма в формуле { [6. І'П перекодит в интеграл по замкну-
тому контуру:

фЁао, пела:т
где под ео понимается полу-чаемая {нли отдавасмая] теплота на алементарном
участке кругового процесса, наоголько малом1 чтобы температуру можно 'было
считать постоянной.
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В случае оорвтимото кругового процесса в { 16. [В] фигурирует знак
равенства, т.е. интеграл по замкнутому контуру равен нулю:

ео_фї_ _ наш)
Это означает, что под интетралом стоит дифференциал некоторой

функции состояния термодинамической системы: сумма ее прираще-
ний вдоль замкнутого пути обращается в нуль при возвращении систе-
мы в искодное состояние+ Ситуация здесь такая тке, как и при введении
понятия потенциальной энергии в меканике, где независимость рабо-
ты от формы траектории (а следовательно, равенство нулю работы по
замкнутому контуру} свидетельствовала о сутцествовании функции со-
стояннн мсканнческой системы - потенциальной знергин. Нтак,

50_
Т

где 5 - некоторая функция состояния термодинамической системы+
Ее называют зювролией. Энтропия в калшом состоянии системы имеет
вполне определенное значение, не зависяшее от того, каким образом
(обратимо или необратимо] система попала в данное состояние. При
обратимом процессе изменение знтропии на злементарном участке,
где температура Тсчитается постоянной, равно отношению количе-
ства передаваемой теплоты БЦ к абсолютной температуре. Формула
[16.20] позволяет для каншой конкретной системы с известным урав-
нением состояния найти явный вид зтой функции. При необратимом
процессе

ив, нашу

аЅаЁ. наш
Т

Формулы {Іо.2і]} н “6.211 моткно объединить вместе, написав, что

ещё. нада;

Соотношение (ІІБДЩ служит основой для термодинамическик при-
менений понятия знтропии.

Существует еще одна формулировка второго начала термодина-
мики: и едиио'иитиеееки изстирмеммлмии методиками-тесной системе зи-
тревия иемеиееги _мїыеиим - они или сахрвияегвсв, если е еиевтоне вре-
искедиги танке единичные процессы, или еезрисвеиеги, если е системе
иршвекиеие левел бы един иеео'ритиныі вреиеее- так называемый закон
возрастания зн-гропии.
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16.4. Третье начале термодинамики

Третье начале териединмиика была сфермулнреваие в 19116 г. немец-
ким фиаикем и кимикпм В. Нернетем на ееиеие ебебшения экспери-
менталвнык даннык и пелучнле название тапремы Нарнета: при етрен-
ленин температуры любой рпснееесншї термединшничееишї системы к
ибсеаюыидму щите ее актуален стремится к неинтереи” уннеерешвиеи”
лестеинншї вынчпне, значение камерой не зависит шт: шкцтееибп тер-
модинамики-ш параметров системы ишеи: быть лршпшрпенььн
Щит:

нтв=п. пели
Т-Ш

Е статистической физике доказывается, чте вкеде ебратнмеге пра-
Цесса, сепревсждаюшегсся ееебшением системе извне количества
тепла 50, антрепия системы получает приращение, равнсе

0*.5' =Ё (ебр. процесс), (161%

где Т- температура системы.

Отметим, чте в те время как ба не является пелным дифферен-
циалем, выражение '[1622] есть пелиый дифференциал [антрепия _
функция сестевння).

Примеры на иы-шелеиие антршии. Энтраиия идеального газа. Пе-
скелвку антрепия ебладает свойствам адднтнвнеети, т.е+ антрспиа си-
стемы будет равна сумме антропий, вкедяшик в сиетему тел, дестатеч-
не найти ее Значение для кнлемеля газа Ѕш. Энтрппня прпнЗвпльней
массы газа будет:

$=Ё5,,,
р

Будем каряктериаеяать ееетеяние аешеетаа параметрами Ри Г. Се-
глаене теереме Нернета и формуле (16.24)

щит;
или. т: = І

ІІІ

где еимиелам Ш, ЕП абеаначенп епстеяние газа (имеется и виду Р'кила-
меля). ННТег-рирпванне прпиавпдится пе прпиаипльнпму ебратнмпму
процессу, переведящему вещества на сес'шяния при абсплшнпм нуле,
а ееетеяние, карактеризуемее ебъемем Ри температурей Г.

50Т. наяву
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Возьмем обьем Н] и теьптераггуру Е, при которых вещество заведомо
является идеальным газом, и разобьем интеїрал в формуле *116,231* на два:

тада, а_еа_,(я,т)=* 1 Т м *[ІБДЫ

Первый интеграл есть векторов число, которрс мы обозначим че-
рсз Щ Ну, ТП). Второй интеграл является функцией Р'и Г. Чтобы найти
вид зтой функции, представим б О в виде 50- СугГГ+ ,вещи промежут-
ке интетриррвания вещество ведет себя как идеальный газ). Разделив
бЦ на Ти заменив в соответствии с уравнением состояния д!Т через
ЩР, получим

[ті Ґ ҐЁ: ддтч'д'ішсршїчьяшї.
[ватт т; Т о у д у"

Таким образом, формула (1626)* принимает вид

артерии, Дне? 1пї+я|пї. пазл
ТЪ *Ъ

Преобразуем эту формулу следующим образом:

ЅШ=СУІпТ+д1пУ+ЅШ {Іб,28}
где 50 - константа, равная ЅІІ Ну, ТЫ - 1112г.;г - ІпІ/п.

Отметим, что в соотношения, е которыми прияодитея иметь дело
на практике, обычно входят либо производные знтропии по параме-
трам состояния, либо изменение знтропни. В зтии случаях нахожде-
ние значения аддитивной постоянной в выражении для знтропни ока-
ЗЫВН'ЕТ'ЕН НЗЛНШННЫ.

Формула '(11523) дает выражение знтропин киломоля идеального
газа в переменных Р'и Г. С помошыго уравнения состояния идеально-
го газа можно перейти к выражениям знтропин в другии переменные+

Подставив в (115.23) Р' =Ё, получим формулу
Р

Ѕш = Су ІпТ+ Шпйч ШпТ-Ніпр+.5`п.
С учетом уравнения Е Майера Ср = Су + д последнее выражение

примет вид
вин =ц1пт-я1пр+з,;, (назад

ГД'Ё ІЅЕІ =ЅП+ЁІП д.
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Наконец. подставнв в [ППВ] Т = 'ІІ-Ё , пштуиим

5,, =с,1пр+с,1пк+в;, пазщ
где 53:50-Ц1пд.

Знтрвяяя воды. Нзменения теплоемкости воды в интервале от І] до
[Ш “С не превышаіот 1%. Позтому в указанном диапазоне темпера-
тур удельнуіо теплоемкость воды можно считать постоянной и рав-
ной е = 4,2 кДксДкмоль - К), Соответственно, обозначнв через ЦП
удельнуво знтропито воды при температуре ТИП < Ть' 3Т31І, моткно
написать, что

са'Т_ Т503-адї3і= “_±,ї,_ 21-'3
откуда

5{Т}=сІиТ+{5{2Т3}-е1п2'?3}=сіп Т+еопзІ. (1631:,

Ншиенение знтрдпии при плавления. Если даеление не изменяется, То
плавленне происходит при постоянной тем пературс. Соответственно,
приращение удельной знтропин

в: І_=_І ас=_. ста
где ем - удельная теплота плавления. При затвсрдевании вещества удельная
знтропня уменьшается на такую же величину.

Формула для прирашения удельной знтропии при испарении от-
личается от { [ЕЕ-,ЗЫ лишь тем, что вместо теплоты и температуры плав-
ления в нее вкодит теплота испарения и температура кипения+

Некоторые применения энтропки. Выберем в качестве независимык
параметров, каракгеризутошик состояние некоторого вещества, обьем
Ри температуру Т. Тогда внутренняя знергия вещества будет функцией
зтик параметров: Н= Щ Р, П. В зтсм случае выраэкение первого начала
термодинамики имеет внд':

ЭН дБ` я Р, тоаэ: [Ей-Т] їг"+[`ау]ї|п +ра* Не 33}

1 Полный днфференцнал функцннЛІ, уҐІ переменных я н у определяется выражением

ягІ= _:11'+Ёеїу
Ё'Р
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В тсрмсдииамиис принята частные прсиавсдиыс функций пс пара-
мстрам ссстсаниа снабжать иидсиссм, уиааываісщим, иаисй параметр
прадпсшагастса при дифференцировании пастсиінным+ Эта насбаслимс
в свааи с тсм, чтс, например, мсжис рассматривать часгнїш прниавс-
днїіс Н пп Тпрн услсвии, чтс р = сспаг. Эта прснавсднаи пбсаначастси

ЁТ ЕЛГ
Раааслив выражение (16.30) на Т. псшучим приращснис энтрспин:

аз:{%[%]у}+{%[[$]г + диана. нам)
Рассматривая аитрспию иаи функцию параметров У и Т, мсаєис

представить прирашсиис антрспии в видс

а5=[Ё] ат+[Ё] аи.
дТ І, дР' Т

Сравненис с {Іб+33} даст, чтс

“-±ё-ё=±ё
[5]? _ г[аг],,* (на)Т тпдуіы] (16351,

Смсшанныс частные: праиавсдныс нсистсрдй функцииДа. у} уда-
влствораитт успсвню

ЁН ЭП
'ЁННн-Плпм [_] н, жбше ШВПРЛ, НМЁ'ЁТ “ное Значение, ЧЕМ [_] +

'р- Р

81,? _ бддг

а_ау'Ё'
В ссптвстствии с атим

д 55 д 35
ЁЁЪ=ї[ї]т'

Псдстансвиа в атс равснствс выражений {16.32} привсдит и
ЁШТНЁШЁННШ

імї]іцаа+автатг'дтт дуг Р'
Псїшсствив дифференцированнс, получим

1 а1 1 аи 1 аІ [ар]_ =- _ +11 +- + _ .таиат Т* си Т т стаи ат ,а
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П ннявваенимание чтр` ат - дэ п ннпдннифо лер * агдт_атан* р ры?
ен гр-_- =т-_-н- . шла[ау]г [ет] Р { }

Фррмула (115.33'11' характеризует зависимреть внутренней энергии рт
рбъема. Применин ее для нахождения внутренней анергии идеальнргр
н ван-дер-ваальервеиргр гааав.

Для идеального газа р=Ё. Следовательно. [а_р] =Ё. Пеле-та-
У дТ ,у Р"

нрвиа атегр аначенна в (16.33) дает

ди к__ =т-- =а[ду1_ У Р
Пплученный результат означает, что внутренняя анергия идеальна-

га газа не аавиент рт объема.
На уравнения епетряния ван-дер-ваальеавеирге газа для вднвгв ни-

лвмеля [р+%](У-Ь}= НТ еледует, чтр

р=---ії. иван

Ёе]==_5_
ет р У-ь*

Ппдетавив ЭТП выражение в [І6.ЗТ], получим

[ан __ат____а
ее Т

Отсюда

_ г-ь 'Й'
Прринтетриррвав пр И, найдем, что

И = -;+І[Т}.

Нил функции ДП менше установить, врепрльарвавшиеь тем, чтр
при Р-ъ ее выражение лля внугренней анергин ван-лер-ваальеавеяагр
гааа лрлжне переяплнть в выражение для внугренней анергин идеаль-

нрге гава Н= ЦТ. В итрге мы прняедим я выражению Н = СУ'Г- ё .
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16.5.Термодинамнческие потенциалы

Все расчеты в термодинамнне основываются на использовании фунн-
цнй состояния1 называемых термодннеинчесяцна аотенцащцна. Казн-
дому набору независимых параметров соответствует свой термодина-
мичесний потенциал. Изменения потенциалов, преисзолицше в яоде
каких-либо процессов, определяют либо совершаемую системой рабо-
ту, либо псшучаемое системой тепло.

При рассмотрении термодинамичесния потенциалов мы Будем
пользоваться соотношением (16.22). представив его в виде

гнезда пеззу
Знак равенства относится я обратимым процессам1 знан неравен-

ства - н необратимым процессам
Термодинамичесние потенциалы являются функциями состояния+

Позтому прирашение любого из потенциалов равно полному диффе-
ренциалу функции. которой он выражается. Полный дифференциал
фуннцниуїх, у} переменных хи уопределяется выражением

д ёа_'ї= іфс+ісіу
дл: ду

Поэтому еслн в ходе преобразований мы получим для прирашения
неноторой Величиныівыразненне вида

ещееетете. еше
то моисно утверждать, что эта Величина является фуннцней параметров
ё и т-І, причем функции ЩЁ, т н Ш; т'|} представляют собой частные
производные функциидё, ті:

Ё =Х ' [ї]=1" . 4[да] (5.1011: дп [5401) (Ні Щ
Енутрештяя знерпш. С одним нз термодинамичесяня потенциалов

мы уже яорошо знакомы. Это внутренняя знергня снстемы. Выраже-
ние первого начала термодинамики для обратимого процесса можно
представить в виде

єїН=ТєіЅ-рсїу. (115.41)
Сравнение с 015.39) показывает, что в начестве так называемых есте-

ственныя переменных лля потенциала Н здесь выступают переменные
Ѕи РЁ Нз НБАЩ следует. что



15.5.Термодинамичесние потенциалы ч Ббб

Ёп ЁЁ_ =т- _ =_. ,чт(га), *[га'і Р “6 }
На соотношения бЕ-ЫП+ бА следует, что в случае, когда тело необ-

меннвается теплом с внешней средой, совершаемая им работа равна

ад = -аьд
или в интегральной форме

А =ЫІ -Нг {1б.43}

Таким обрааом, при отсутствии теплообмена с внешней средой ра-
бота равна убыли внутренней энергии тела.

При постоянном объеме

ао=аы надо
Следовательно, теплоемкостъ при постоянном объеме равна

диа_Ы. (1,45,
Свободная энергия. Согласно (16.4Ц работа, производнмая телом

при обратимом наотермнческом процессе, может быть представлена
в виде

ел = -аи + газ = _щи _ та). (16.4151.
Фуницніо состояння

г=и_тз мент)
называют свободной энергией тела.

Б соответствии е формулами (16.46) и (16.41) при обратимом нао-
термичесиом процессе работа равна убыли свободной анерши тела:

за = -ад пала

л=д-@. тшлщ
Сравнение с формулой {Іб.43} показывает, что при изотермнчссиия

процессахсвободная энергия играсттакучоме роль, как внутренняя анер-
гия при адиабатныя процессам+ Формула же [Ібдщ справсдпива только
для обрашмыа процессов. При необратимыя процессах бу? *С Та'Ѕ {см+
([4533]), Подставив ато неравенство в соотношение ба = бу? - аШ', по-
лучаем, что при необратимыа иаотермичесииа процессах
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дед-в. нада)
Следсвательне, убыль свсбсднсй анергии спределяет веряннй пре-

дел величества рабсты, ивтсрую может ссвершить система при нас-
термичесисм прсцессе.

Нычислим дифференциал ет функции (16.4Т}. С учетсм (115.41)
псшучим

надав-дау-гнЅ-Ѕаг=-Ѕат-даи иван
На сравнения е “6.391 заняючаем, чтс естественными переменны-

ми для свсбсднсй энерпш являются Ги И В ссвтветствии с{16.4{1]

Ы: _ ЭР __
[ЫГЅ' [а] Р' “Щ

Заменнв в (16.38) 542 на сШ+ ,пати рациелив псщщившееся сссгтнс-
шение на Щ (г - еремя}, чтс

(16.53)
Если температура и сбъем ссгаются псстсянными, те ссстнсшенис

(16.53) мпясет Быть преобразовано и виду

Ш =Ё5ІП {Т=сспа±, У =сспат}. 06.54)
а'г си

На зтей формулы следует, что необратимый процесс, прстенаІ-с-
Щий при псстсянныя температуре и сбъсме, сспрсвсждается умень-
шением свсбпднсй энергии тела. Пс дсстимении рависвесия Г пере-
стает меняться сс временем, Таким сбразсм, при неизменныи Т и Р
равнсвесным является ссстсяние, для нстсрсгс свпбпдная энергия
минимальна,

Энштыпія. Если прсщссс прсисяедит при псстсяннсм давлении,
тс нсличествс пслучаемегс тепла мсмнс представить следующим
сбравсм:

Б@:ЫЫ+рЫР=ЩЫ+рУ], {Ш,55}

Функции: ссстсяния

Н=Н+рУ {1|5,5Еи}

нязыВашт знтальнией или темеввй функцией,
На [16.55] и (ІЕІЬЫ вытекает, чтс исличествс тепла, пслгааемсе те-

лсм в ясдс иасбарнсге прсцесса, равнс
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542= гІН, ЦВЕТ)

или в интегральной форме

0= НІ - НГ (15.53)

Следовательно, в случае, когда давление остается постоянным, ао-
личество получаемого телом тепла равно прирашеиию знтальпии.

Дифференцирование выражения (1658:: с учетом [ІБ.41}дает

ан = таз _ ,му +дат гид = гаджет. раза)
ІІїїптсіода заилшчаем, что зитальпия есть термодинамичесиии потен-

циал в переменных Ѕ и р. Его частные производные равны:

ЭН дн
_ = І _ ІР.. +[55]? Т, [3131 ПЁЁШ

В соответствии с (115.57) Теплоемипегв при ппстянном давлении
равна

С,=[%] . (115.61)

Сравнивая формулы {16.5Т} и (16.61) с формулами НБА-4), (16.43,
приходим в: выводу, что при постоянном давлении знтальпия обладает
свойствами, аналогичными тем, какие имеет внутренняя зиергия при
постоянном объеме.

Термошшамнческий потенциал Іибііса. Тан называется функция со-
стояния, определяемая следуюшим образом:

о=н-тз=о+рУ-т5. наяву
Ее полный дифференциал {см. {16.59]}:

о'й': ТяЅ+Ґор-ТЫЅ-ЅЫТ= УЫр-Ѕо'Т. {ІБ.ЕЗ}

Следовательно, естественными переменными для функции Еявля-
тотся ,о и Т. Частные производные зтой функции равны:

[Ё] = в; [Ё] = -а ы ааа
др т дТ Р

Если температура и давление остаются постоянными, соотношение
[16.53] можно записать в виде

о{Н+_лР-ТЅ) а'б
=-ЁП Т: ц ЅІ, = зі:Ш Щ { с п р соп ]



512 ІІ ГГЩВД 1Б. ЕТПРПЕ И ТРЕГЬЕ НДЧДЛД ТЕРІ'Н'ІПДИНДМИКИ

РІз зтеи формулы еледует, что необратимый прецеее, протеиатеший
при пеетелнньтл температуре и давлении, еепревелшаетеи уменьшени-
ем термедииамичеенете летенциала Гиббеа (табл. Ібт] ]+ Подоетилтеиии
равновееин б? переетает изменятьел ее временем. Таним образом, при
иеизменныл Ти ,е равновееным лвллетеи ееетелиие, или аетерете тер-
медииамичеений потенциал Гиббса минимален (еравните е І{1І15.5=І1і]+

Таблица Іб.[
Основные евейетш термодинамичееш потенциалов

Название и обозначение термо-
динамичеенего потенциала

Внутренние знергил Ы - ЩЅ, И Н. - и; - А при адиабатнем преиееее
Свободная знерпш Г= Л Т, Р] РІ - Р; =А при обратном изетермиче-

еиом прецееее
Р= тпіп для равневеенете ееетелнил при
Т= еопзт и Р'= еепзт

Свейетва

Энтальпия Н: - НІ - Ёпри _и - еопеі
Термодинамичеекий потенциал б - шіп или равновееноге еоетелнии при
Гиббеа Б= ЩТЦр] Т=еепзтир=еепзт

16.6. Применение термодинамических
потенциалов для описания
эффекта Джоуля - Тонеона

ддиабатнее раеширение таза обычно приводит и изменениъе еге
температуры. Если при зтем уменьшение внутренней энергии таза
равно еевершенней им работе над внешними еилами, те таиеи пре-
Цеее будет ебратимым. При ебеетимои идииботнаи расширении тем-
пература газа измениетеи в ееетвететвии е уравнением алиабаты+ Длл
ндеальиете таза зта завиеимееть имеет вид

лед-1 пре-1, о ааа:
где Р'.. П, И. Т: - объем и температуеа газа ееетаететеенне а начале прецеееа
и лееле раеширеннн.

Тан как Ру 3* И, те ееглаене формуле {Іб+бЅ] при ебратимем адиа-
батнем раеширании идеального газа проиеледит уменьшение еге тем-
пер'ат'урьтдл+ Ту *ї Т1.

При неебритшици идиибитием расширении идеального Газе Без ео-
вершенил им работы над внешними телами иепользование формулы
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[115.65] для определения температуры становится невозможным. В
зтом случае определяющим становятся свойства используемого в про-
цессе газа. ІПсуществить такое расширение можно пугем пропускания
таза через пористуто перагородку (дроссель), которая обеспечива-
ет медленное его течение без возникновения турбудентнык потоков+
Это позволяет считать кинетическуто энергию газа малой величиной+
Наодіодаемый при необратимом адиабатном расшнранин згіліэект1 за-
клточаІоЩийся в изменении температуры газа в результате медленного
протекания его под действием постоянного перепада давления сквозь
пористуто перегородку Щртсель), называется эффектом Джоуан -
Томсовд. Этот Эффект был обнаружен в исследовании английскими
учеными Дж. Джоулем и У. Томсоном в 1851-1861 гг.

`Сксма опыта Джоуля - Томсона
приведена на рис. 16.5. Температура
измсрялась в двух последовательных
сеченияк непрерывного потока газа
[до дросселя и за ним). Значительное
трение газа в дросселе (мелкопори-
стой пробке из ваты) делало скорость
газового потока ничтожно малой,
так что при дроссевированни кине-
тическая Энергия потока была очень Ри*- 16~5
малой и практически не менялась.

Рассмогрим применение метода термодинамическик потенциа-
лов для описания этого эффекта. Внутри теплоизолироаанной трубки
имеется порнстая перегородка (дросседь), через которую осуществля-
ется медленное стационарное течение газа. Газ внутри перегородки
накодится в неравновесном состоянии, а процесс его протекания яв-
ляется неооратимым. Вследствие медленного течения можно считать,
что таз по оое стороны от перегородки находится в равновесия. Дав-
ления рІ и ,ад в обеик частяк цилиндрической трубки поддерживаются
постоянными.

Пусть ой'ьем Н и температура Т, некоторой порции газа после про-
текания через порнстуто перегородку стали У; и Т; (см. рис. Іо.5}. Счи-
тая зтот процесс достаточно медленным и адиаоатным, а также учи-
тывая постоянство давлений р. и р; в соответствии с первым началом
термодинамики, можно записать

а: и: _ЫІ +Р2у2 _ др!

или с учетом Позы
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Н2 - Н| = П.
Следеаательне, рассматриваемый прецеее аааиетеа не тшіьие ади-

абатиым, нп и изпэнтдаепийныи.
Депїетим, чте изменения давлении ар = р; _д и температуры а Т=

= Т; _ Т] газа а раеематрнваемем прецееее малы. Тегда е трчнеетые де
бееиенечне малых атереге перядна можна аапиеать

ан: [її] ат+[Ё] =п, нааы
дТ д др т

ПТЩЩВ

[Ё]ат даБ=-тд нием

ї Р

Для определения Чаетных преиаеаднын энтальпни Н вычислим
пелный дифференциал ет ееетнешенин ІІ 16.56]

ЫН = тШ + дет” +Шр.
С їчетем еертнешенин (16.66) пощчаем

ен ен ди
а* а* а'Т+

[а_Т] Т+ [1571],- Р: [57"]и У 1216681*
д гг д+ е' + ЫТ+ е! +Уа'.

[а_аіг 'а р[д_Т] р[ё_а]т р р
На еретнешениа (16.631елещет

ЭН ЭН ЕУ 60_ = _ _ =С' ,69[ет] [ет] +Р[дт] [а_т] 1" [Ш }

[а и] е] Не]др др др г ЁР г
где С, _теплремнеетъ гааа при пеетенннем давлении.

Выражение {І6+69} получена е иепельаеааннем фррмїл 60 = а'П +
+ ее! и ЕА = ра Р, а (1630] - е учегем выражения (16.4611 еШ= ТЫЅ- 6.4

Пееле дифференцирееаниа выражении 5 = -[Ё] пе давлению р,
р

66?а д_ = У [16.641пе температуре е учетем раненетаа
Р г
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его _ его
аот_апр

Имеем

аз ан_ =__ + _у
[ддт (ті. [ш Ц

Подетавляя [[1531] в формулу (16.ТП} н дадее{16.15Ё}и{ШтТП] в вы-
раэ-кение (Ніоїїр, получим соотношение

43-51 -Рм=_ш , {Іо+?2}ар С,
или для бесконечно малого изменения давления

дТ ггёё] _ У[_] =,_›-_ (ее
др н (ТііІ

где [Ё] - производная, определяемая с помошыо уравнения состояния газа.
р

Формула (1612) позволяет рассчитать изменение температуры газа
поеле протекания его через пориетуіо перегородкуе

Если при проведении опыта использовать идеальный газ, описы-
ваемый уравненнем еоетояния идеального газа (уравненнем Менде-

леева - Клапейрона) ру =ЁНТ , то
р.

_Р=Т__-__=п. (16'т4)

Следовательно, для идеального гааа о Тіар = П, т.е. при неоератнмом
алиаоатном расширении идеального газа через пористуго перегородку
его температура не изменяется в отличие от обратимого адиаоатного
расширенияІ привоаяшего к его оклаждениіо (см. формулу [16.1551'1'.
Пегъясняется ато тем, что в опыте Джоуля - Томсона идеальный газ
меканической работы не совершает: При использовании в атом опыте
реального гааа совершаемая им механическая работа и ее анак опреде-
ляготся силами меткмолекулярного взаимодействия

Рассмотрим применение в опыте Джоуля - Томсона гааа Ван-дер-
Ваальса, для одного моля которого уравнение имеет вид
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[р+%][У-Ь] = НТ. 1116351;

Раскроем скооки в зтом уравнеиии

о по
У+_-а -_=НТ.'а У р и*

Пренеорегая третьим и четвертым слагаемыми в левой части полу-
чившегося вьІрат-кения в связи е из малостыо {а << И, пррдицхферен-
иируем его по температуре Тпри р = сопзі:

ду по?»_ -1_ =ад'ГдР'о'Гіп

ву а(дм _ а . (ваты
ее

Выражая р нз формулы [16.75] и подставляя полученное выражение
в (16.76), а татоке пренебрегая малыми слагаемыми, пшгучаем

(зі): ног-вт _л(у-в1=У-ь за
р

_ - + 2. {16+ТТ}
'ат ат-за% атс-Ё Т кг

Тогда для отношения аТіар вместо 136.72) получаем

Е-ь
Езда

Ёп
`Е'Ігтсіода следует, что существует температура ТМІІ =Е , при кото-

рай температура газа Ван-лер-Ваальса после его протекания через по-
ристуто перегородку не изменяется. Называется зта температура тем-

е аТиеротурои ииоерсии, таиі Как При Т *ї Тннн отношение 5:10 и

наблюдается оклазкдение газа (ар = р2 - ру с П в. следовательно,
аТаТ< о), при Т> Ту"в отношение Бей и газ нагревается. В первом

случае эффект Джоуля - Томсона считается лололисиачелсамим1 во вто-
ром - отрииотатьиваи.
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Кан следует на приведенного анализа, при выполнении условия
Т *ї Тан.. наблюдается охлаждение газа при неосіратимом адиао'атном
расширении+ Поэтомуг эффект Джоїля - Томсона применяют для
ояяаящення и сжиження газов, например водорода и гелня.

`ТСЗя'лдншестеита оялалшение гааа можно также при его ооратнмом али-
абатном расшираннн+ При атом антропия гааа остается постоянной,
т.е+ процесс является даазнтрапядным. Тогда для обратнмого аднаоат-
ного расширения гааа можно на основе выражения [115.59] записать:

газ = ан _ ща
Это соотношение с учетом формулы (16.66) принимает вид:

[сн+[[с1,т=д
Отсюда следует, что при описании обратимого адиабатного процес-

са вместо [ІБЬТЪ необходимо использовать выражение

Ы; [ел
С учетом (ІІБЬЩ-(ІЕЛІ) вместо формулы [16.1'2) получаем:

[Ё] =_'с|І . ПБЛЩ
др 5, Ср

Для газов характерно иаобарное расширение прн ин. нагревании. На
условия

ду_ 310(а), ~
справедливого для всея гааов, следует, что

[Ё] оп.
др 5

Поатомрг при ооратимом ааиабатном расширении гаа ояпаящается
(рта: Ш, таи ная его давление уменьшается [ар *С Щ. В частности, при
расширении идеального газа согласно (16141 и {ІБ.ТЕ} имеем
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[Ё] = ї. лаги
др в Са

Для газа ван-лер-ваааьса при обратииом аднаоатном расширении с
учетом (ІБҐПІг при условии І/Ю Ь получаем:

ЁпУ+_
[Ё] =Щ_ Нррр)
др 5 С

Р

Из соотношений (1639) и (ІЁЛЩ слсду'ст, что и идеальный газ,
и газ Ван -дер-Ваальса охлаЩаЮ'Іся при обратимом адиабатном
расширен ни+

Таким образом, преимущество применен ия для охлаждения газа об-
ратимого аднабатного процесса по сравненито с Эффектом Джоїля -
Тоисона заключается в отсутствии явления инверсии. Однако для его
реализации необходимы технические устройства, в которых газдолзхсн
совершать механическую работу нал внешними телами, например над
поршнем или турбиной. Только в атом случае расширение газа может
быть обратимым. Машины, используемые для получения низких тем-
ператур вследствие расширен ня газа при совершении им механическои
работы, получили название детанд'ерон. Для охлаждения большого
количества таза наибольшее распространение получили турбодєтсн-
дары, в которых вместо поршня используется турбина. Обеспечение
работоспособности детандеров и турболетандеров в условиях низких
температур является достаточно сложной технической задачей.

16.7. Принцип Ле Шателье - Брауна

Нз закона возрастания знтропии следует, что знтропия изолирован-
ной системы увеличивается до тех пор, пока в ней ие запгхнуг все
несо'ратимые процессы+ В этом случае знтропия достигает макси-
мального значения. Следовательно, условие устойчивости состояния
термодинамической системы можно сформулировать следачошим оо-
разсм: если знтропия адиао'атно изолированной термодинамической
системы принимает максимальное значение, то ее состояние термо-
динамически устойчиво.

Данное условие означает, что при устойчивом термодинамическом
равновесии знтропия Ѕадиабатно изолированной системы имеет зкс-
трсмуы: 5: 5:, где 5,, - знтропия системы в состоянии термодинами-
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Ческого равновесия. `Слеловательно, в состоянии устойчивого равнове-
сия первая вариаЦия 55знтропии изолированной термодинамиЧеской
системы равна нулго: 55 = П, а ее вторая вариация 515 меньше нуля:
515 с П. Здесь под вариацией знтрспни следует понимать ее бесконеч-
но малое изменение при бесконечно малом изменении параметров со-
стояния, которые приводят к переводу системы в иеравновесное со-
стояние+ Условие равенства нулІо первой вариации знтропии ББ = П
является необходимым условием равновесия изолированной системы,
а неравенство 511.5? с б - достаточным условием устойчивости равно-
весного состоян ия.

На термодинамическухз систему, находящуюся в состоянии устой-
чивого равновесия, могут воздействовать внешние факторы, выводя-
щие ее из зтого состояния. Реакцито системы на зти воздействия мотк-
но качественно определить на основе принципа Ле Шотааье - Брауна,
предложенного в 1334 г. французским химиком А. Ле Шателье и обо-
снованного в 133? г. немецким физиком К. Брауном как обобщение
знаменитого злектродинамичеекого правила ЭЛ. Ленца. Он гласит:
если термодиншничеснин системи нвшдитсн в состоянии устойчивоео
равновесия, то вснииии процесс, вмтввннми в ней внешним воздействием
шт другии первичным процессом, всегда бывает направлен титьм обра-
зщ что он стремитсяуничтожить изменении,І црошеоениые внещншн
воздействием иеи первичным нроцесшм.

Сформулирсіванный принцип позволяет предсказать направление
протекания процессов в термодинамической системе, которая выво-
дится из состояния устойчивого равновесия внешним воздействием.
Рассмотрим наглядный пример применения принципа Ле Шателье _
Брауна. Пусть имеется смесь льда и воды, находящаяся в состоянии
устойчивого равновесия. Если зтой смеси сообщить некоторое коли-
чество теплоты, то лед начнет таять, что будет препятствовать повыше-
ниго температуры смеси, т.е. протекаюший в системе процесс таяния
льда будет ослаблять изменения, вызываемые подводом теплоты.

16.8. Введение в термодинамнку
необратимых процессов

Применение законов равновесной термодинамики ограничено случа-
ем, когда температура Т, давление р и другие параметры состояния во
всех точках системы одинаковы. В противном случае в термодинами-
ческой системе возникают необратимыв процессы.
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Для описания неооратимык процессов нспольаутот гипотезулокаль-
ногоравновесия, на основании которой предполагают, что внугрн мало-
го оогьема среды выполняется основное уравнение термодинамики
ревновеснык процессов. Если в качестве парамегров состояния ввести
удельнуто плотность внутренней энергии ЩРЩ , прикодящуіося на

. где пдд) -_. 1единицу массы среды, и удельный оо'гьем Нгл: рг )г_г
плотность среды, то для точки среды с координатами Р = {к,у, г;} в мо-
мент времени г можно записать уравнение

тиз=аа+ран пьян
где а = 55,11] - удельная внтропня единицы массы среды.

Тогда внутренняя энергия Н всей системы будет определяться
выражением

о =Меридиан,
І'

В ЕЕ ЭНТрП'ПНЯ

я = Іргядыг-,цаи
Р

Уравнение (16.81) совместно с уравненнями баланса массы, вну-
тренней анергин н другик термодинамическик велнчин лежит в основе
феноменологической термодинамика необротнмык процессов.

Ключевуго роль в термодинамика необратимык процессов играет
величина, численно равная скорости увеличения антропни в единице
оогьема:

а, =Ш. меня)
а'г

Пна представляет собой производство антролин для единичного
оогьема аднаоатно изолированной системы и описывает количество
антропнн, которое может возникнуть в единичном объеме термоди-
намнческой системы аа единицу времени при протекании в ней неоо-
ратнмык термодинамнческнк процессов.

Если в качестве термодинамическик параметров системы выступа-
Шт Н параметров одІІР, г] , то формулу [16.82] можно представить так:

дтн = *Ч ягодоЕ .
Ш доі отҐ=1
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-Ѕ'Ееличины Х, =% называются термодиноиичеекииа склона, а
а:

т _"ьд = Ш -плотиоетшип торнадинцмпчеекнх потоков. Слодонательиц

производство внтропни о, можно рассчитать по формуле
Н

е, =2лідч (швы
і=І

Прн небольшик отклоненияк от равновееното состояния меящї
термодинамичеекимн потоками _,ід и термодинамичеекими силами А;
может Быть установлена линейная Зависимость

Н
1, =2Ьдлг (16.84)

к-І

Это соответствует наиболее простому елїчаво термодиншники ли-
нейных неабротшищ процессов.

Таким образом, для лннейнык необратимык процеееов производ-
етво антропни определяется выражением

,Н

щ=2цдд
ЫІІІ

НЛН
Н

м=2щдд.
Ц =1

Коэффициенты Ьд называются кинетичеекмин, они карактеривї-
тот интененвноеть явлений переноеа. В 1931 г. американский фивик-
кимик Л. Пиеагер установил, что для ккиетичеекик коэффициента
выполняется условие

яд = ви, пвяв;
ткавывактшне на енмметршо ня матрицы. Выражение (ІБЕЫ навыва-
'ЕТ'ЁН ЕШПШБІЩЕ'ННЕ'М ЕШШННОСШН ВНЕПЄЕРП.

Плним ив принципов термодинамики линейнык неооратимык про-
цеееов являетея предложенный в 194? г. бельгийским фнвккокимиком
НР. Приготкиным принцип минмнумо производства внтропнк: етацио-
нариые неооратимые процеееы протекают таким образом. чтооы про-
нвводетво антропии оыло минимальиым.

Принцип минимума производства антропни позволяет установить
критерий отбора реализующикея в природе неооратимык процеееов
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от реально наелтодатошихся и, таким образом, выЕірать из возмозкных
процессов реально существующие. Необходимость выполнения этого
принципа приводит к тому, что при протекании в среде необратимых
стационарных процессов возникают динамические струзпуры, на-
званные НД Пригозкиным днееияетавяыни, вследствие чего произ-
водство аитропии уменьшается+ Примером мотуг елуокить ячейка Бе-
нере - регулярные динамические структуры, возннкахзшне в тонком
Шое нагреваемой снизу зкидкостн, н коавбдтаяьныехимическоереакции
Бааоусоао, при которых происходят периодические изменения кон-
центрации реагирутощнх веществ.

16.9. Решение задач по второму
началу термодинамики

16.1. Изменение состояния идеального газа при круговом процес-
се І-2-3- І показаны на графике зависимости объема газа от абсо-
лютной температуры (рис. 16.6, я). Изобразите зтот цикл на графике
зависимости давления гааа от объема. Укажите, в каких процессах газ
получает теплоту извне, на каких - отдает.

Р'м

Рис. 16.6

Решение. Во-первых, процесс І-З- изоІїтарный+ В диаграмме Р-р
(рис. 16.15, а) проводим изохору 1-2, изобару І-З и изотерму і-З-Із'+
На пересечении зтих линий указываем точки Ґ, 2, З. Получили цикл
тепловой машины. Тепло подводится к газу в процессах І-Е {так как
температура в точке Э больше, чем температура в точке Л и 2-3 (так
как при расширении температура газа уменьшается, следовательно,
для ее поддерзкання необходимо подводить тепло); теплота отводится
от газа в процессе 3- І (так как температура в точке І меньше, чем тем-
пература в точке 3).
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16.2. КПД цикла І-2-4- І равен п., а цик- Р И
ла 2-3-4-2 равен 111+ Найдите КПД цикла 2
І-З-З-е'- І. Рабочим телом машины являет- І г І
ея идеальный гаа. 1І'к'частки 4- і' и 2-3- изоко- а
ры, участок 3-4- наооара+ Участки І-Зи 2-4 , З
представляют линейную аависимыть давления р
гааа от объема (рис+ 163),

Решение. КПД цикла 1-2-4- і' равен Рас. 16.1

пгт-21%? раны
1 1

где Ёп - теплота, подведеннаа в процессе ІІІ-,к Ё.: - теплота, подаеденная в
процессе І-2; 02, - теплота, отасденнан в процессе 2-4.

КПД цикла 2-3-4-2 равен

,п ці І ем т

І '242 ( }

где 12.11 - теплота, подаеденнаа в процессе 4-2; 023, _ теплота, отаеденнал а
процессе 2_3; 0,, _ теплота, отведенная в процессе 3-4.

КПД цикла 1-2-3-4- І равен

ьш. (таза)
Ц: + Ц:

Полетавлял 13111633) (16.35) и{16,8?}, получаем

п:

1'1 = *114412 _Чтпг

Пт: п =1ъ+ л: - пав-
ІІЫ. Ппределить КПД г| цикла тепловой машины, представленного

на рис. “5.8, а+ Рабочим телом является одноатомный идеальный газ.
На участке 1т'-21'т.1авление тааа изменяется в аависимоепт от температу-
ры по ааконЪ,г р: оы'гї, где о. - постоянная. Отношение максимальной
н минимальной температур в цикле и = І,5.

Дано: т'=З; р:о:~.1'гї; от., Тмші Тннн =и; и = З, Найти: п.
Решение. Запишем уравнение зависимости давления от температу-

ры в цикле І-З:

гад. палат
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ры.

рэппсгв______ 2
Р 2 \ щи

І

1 к., 'Ґ 3 д" 50111 і

п Ё О Н н Ії'
п о

Ришшд

ЗВПНШ'ЕМ їрВБНВННЕ БПСТПЯННП НДВЕШЬНПШ Пі-ЗЕІІ

ушёл, налет
Ще М- масса газа; р. - мошлрнал масса; Н- ушшерсааьнаа газовая постоянная.

Выражая Тиз (16.9121)

Р'вг=Р_ 16. 1мл 'ї 9)
н подставллл (ІБШЪ е (16.89), получаем зависимость давлении от тем-
пературы в процессе І-ЗЕ

1
=ц_!±у,в Мн . (ШЁЁІ'

їравненне 1116.92) _ уравнение прямой. С учетом этого цннл те-
пловой машины в У_р-ноордннатаа имеет вид, представленный на
рис. 16.3, Е.

КПД Цннла равен

п=1_%н (115.93)
2

где

вгЁЁЩн-тїнёш шин-н); пала
МЗа; тЕЩе-а); (шее
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МЗа] =--тгс-тн- панар. 2
Залишем уравнение оос1ояиин идеального газа для состояний І, 2 и 3:

дІ/І =ЁНТЦ (ІБЭП
и

ду =Ёнт2; наааг.
р.

ду: =ЁНЦ (16.99)
І'І

Согласно условию

їгчігь=1,5. {16.ШП}
д

Из рисунка 1~Еь81 б следует (для процесса І-2}:

а=5
и 1*]

наши
Преобразуен 1111534):

на 1Ц: =ї5т13 -ЛНЕЩЮ -аН ту: -ат
На (16.1430) и (ЩШЦ соответственно следует: Т; = ЗТІЩЕ И =р1|@.
С учетом этого, выражение для (2.1 примет вид:

д: =1Ё на. наше;
Поделне (ІБЛЩ на {ІБ.9?} и (1633) на (16.99), получим

*Ъ _ ТЭ* Р: _Ь
Ч 'д' а Е'

ІЕтиодасїчетон [ІБ.ІШ)слел3ет:

г; =,/дт2. наша.)
Подставлан в 1115.93) (15.1021ъ и учитывая НЕШЩ и (16103), полу-

чим численное выражение для КПД:

ц =П,585.

Птеет: т| =П,535.
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16.4. На рисунке Іод, а показан график цнкпа тепловой машины,
рабочим телом которой является аргон массой М = [21] г [молярная
масса аргона р = 40 кг;Ґк1иолв]+ КПД цикла т] = 21 Ж Ппределите работу
гааа в процессе 3- І, если известно, что температура Т. = ЗПП К и от-
ношение оовемов РЦ І'г', = 4+

, оР' І. 3 2 ра І щ п 2

Н -----17 я:
Е . еШ
¦ а: _Іъ

У. -----, г = кі РІ ----- і ----- .з
П а с тг п к к 17

я б

Рис. 16.9

Дано:і=3;М=120г;р=40кг,г|оиоль;т1=21%;ТІ=ЗППК;І«ЫМ =4.
Найти:Ад.

Цикл тепловой машины 1-2-3- І, перестроенный в координатах
р- Упредставлен на рис. 16.9., б. Здесь же стрелками показано: в иао-
оарном процессе1-2 подводимое тепло (212, в иаокорном 2-3 и иао-
термическом 3-1 процессах отводимая теплота (Эд и 031.

Коэффициент полезного действия цикла тепловой машины І-2-
3- Іравен:

11=1_Щ_ (1610431

121
Подводимое в иаооарном процессе тепло

М
ц2=їср(д_п]щ {]6+]'}5}

где молярная теплоемкоств при постоянном давлении

і + 2
СР =ТЩ (1610631

где Н- универсальная газовая постоянная.

Теплотя, отводимая в наокорном 2-3 процессе, равна:

авЁа/(аль наша
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ГДЕ Т'ЕШ'ШЕНКПНЗТЬ ПРИ ПППТ'ППННПН ПЁЪЕМЕ

Су =%К. “5103)

Теплота, отволимав в нвотермичееком прецееее 3-1, в еоответ-
етвии е первым законом термодинамики равна работе, ветраченной на
еметне газа:

он = вы. пашет
Запишем уравнение еоетолнил идеального газе для еоетолний І

и 2:

дИ=ЁНЁ {ІБ+ПП}

дц=їнд (16.111)
ц

Решение еиетемы 1ддмтвнений (16. Ш4}-(16.11 І} отноентельноАд:

А _Ш[;_ 1424.11.,
л- 2+1 1

Проверка единицы:

_ кг*Дж~К~моль _

[Ал]- моль-К-иг _Дж'
Еычиеление:

ц _3- ц 3-аЗІІІШ 'о Зд' Ш 3””{4-11.12-з~е,21}=1ззтдж.
2-40

Мы вычиелнли модуль работы. Эта работа была произведена
ие газом, в нел газом. Повтомічгг перед ответом нвло поетавить внаи
минїе.

от: ад =-Ш[їі-1]-{2-зт=-ьззт кдж.
2:1 РІ

16.5. Найдите КПД ц тепловой машины, работающей е е моль ол-
ноетомного идеального газа по циклу, елїтетчеиггшемї,|г из алиабвтноге рее-
шнренил І-З_ изотермичееиого ежатии 2-3 и нееиорноге процееев
3- І (рие. 115.10, щ. Работа, еовершаемаи нал газом в изотермичееиом
процееее, равна А. Разноеть макенмвльной и минимальной темпера-
тур газа в цикле равна лТ.
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дн І Р “' ї

'31, Щ _ п
3 З

2 / 2

Ёа
11 : =У с и

о б
РНЕ. 16.11]

Дано: с; 1' -3;А; о'Г. Найти: 11.
Решение. На рисунке 16.11), блокааано: (Эд _теплота, полеслимал

л гааїъ,г а наолорнои прОцессе; 023 - теплота, отеолимаа от газа в нао-
термичесиом процессе.

КПД тепловой машины

'г|:|-Ё1 (1611231
Ёп

гле
ціыцщ-дд (16.1111)

моларнаа теплоемкость при постоянном объеме
сдёпл, (16.1143.

где Н_ универсальная гааоааа постоянная.

Е соответствии с первым законом термодинамики теплота 021, пт-
аоднмал от газа в наотермнчесиом процессе, равна работе, совершае-
мой над газом:

1223:,4. (11.5.1151

По 1дислоашо
Щ-Д=ЬТ. (15.1115)

Решение системы уравнений (16.1 12}_{16. 1 16) относительно 11:

_] _ 2,4
п сінлт'

от; 11=1 и
_ етот?
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16.6. На Р-р-диаграмме (рис. Ні] І1 а] изображен І.Іи|г›:л1 пррееден-
ный е еднратрмным идеальным газем. Указанные на риеїнне параме-
тры ечнгайте иеиеетными+ Определите КПД т] атеге циила+

Р д 2 3 д " 2 3
4ЅІІ-І'р _____ п 41,41 _____ і

¦ Ёп ¦

г на
Ри ---- ¦ Ри ---- ¦І: : 1: ¦
о У, ЕЦ Р' о Н, ЗР; Ґ

п б

Рне. 16.11

Дано: і =З; Ущрп. Найти: т|
Решение. КПД цикла шине+ 1611, 6):

'Щи е=1-_. 16.11?'1 ана” 1 1
гид/(Ггц: 1116-1131!

ОПИСРЩ-Тгд (16.1191)
1

'21.“$113-Тї}+ї(лп+4лп}(2Рп-Рпл нелщ

где м - нпличеетвр мрлей; Ср, Ср - малярные теплремнрети ерртиететиенип
при претплнных объеме и давлении, равные:

Су =Ёщ (164111

і+2СР =Тд (1642211

где Е - универсальная газовая претенннан.

Уравнение епетпннин идеального газе для трех епетпиннй:

ран, = мН'ІІ'; (16.1231.

4рпН, =мНТ2; (16124);

4,00211, =еНД. 11115125)
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Решение еиетемы уравнений “6.1 І ?}-{Ні] 25} етнееительне 11:

_ТІНЗ Т-+З В
Птает: т|=П,1.
16.1. Идеальный еднеатемный газ еенершает прецеее І-2-3_ І_

изеераженный на рие. 16.12, а. Определите егтнашенне температур
Т:л=- для атеге циипа1 если еге КПД нааеетен и ранен 11.

1

Ри. 2 ры 2

ЕЦ

\ Он
_І'-

І, 3 т, 3
Ґ; __ ггг! Епі __

0 У п Р'

п [ї

Рне. 16.12

ЕДана: 11+ Найти: и=- .
'д

Решение. В епегтаететвии е рие. 16.12, б КПД цикла

п=1-_Ё”+ц', папы
43:

где Ёп - теплет'е, педеедимаа и гещг н прецееее 1-2; 1223 и (23. - тегшета, етап-
днмап ет газа ее-етаетстненнп а прецеееах 2-1* и 3-1.

Запншем первый ааиен термодинамики для прпцееепа І-З, 2-3,
З-ї:

а: :С|,ъ›{Т2-ТІ'}+АШ (15.127'11

где работа газа а прецееее І-Зравна

1
А|1=Е{Р|+Р2]{У2_цн “із-ПШ

а; =Ща -ал ета
ет = еще _тд; папы;
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малярные теплеемнеетн:

СІ, =%'Н; {16.131}

і+2СР =Тд МЕНЮ

Запншем уравнение еее'шяння ндеепьнете таза е ееетеннннх І, 2 н і
ди =чдїн (1643311

ее =1и›'і"›'3.; папе
ду: =шчї;. (ІЫЗЫ

На рнеунна 16.1 2, блля процеееа І-Ё

Ё=Ё г= и шваи у: => р' 2 РЁ І. { }

Преобраауем НЫЗЅ) еучетем ([6136], НШЗЗІ: н (16+ІЗ4}:

1 1 1
А.: =5шіа -ді'і + РЖ: - ат=5<аіё -ет=5*=д*їїё -їїъ (ІШЗП

Ппдеташшн (ІІБЛЗТ) н (16.131) в (16.12Т}, получим

Ц =-д*-1Т-Т}+-ё-чт; -Лт=ШдцТ2-Лъ пены

Педетаынн (І6.І29}, (16.1301, (16.1381Іе учегем (16.1311. (16132) в
(16121551, пелучаем

ёы'е-*ені22-Ме т
Штат тд

=1_*'<3'Ъ-ЁЫНЗЪЩ- .1*_ палат,*інше-тн

п=1-

ппделнн на. на) на (1151341. н (на. 133) на не. не) е датам не. ше),
пшучнм:

=Ё=>Ё=їъ=ад=1іщд мент
І"гг Ё Ёее

|:~1Ё-
Раше

е
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Подстаалии ПШгШ] а {І6.139}, получаем

= 1_ ат; -дта э имидже - 'Го =1_аа-д›+н+1ид_ц
(еше-и: (оао-11 '

Введи обозначение .1и:=~.›'(;=::›а:2 =в, из последнего выражении е
учетом і= 3 получаем:

2

ЭП => и = 2511 .
1-5л (2 -ЅПҐ

_ 25112
(2 - 5111*2 І

16.8. В каком случае КПД цикла Карно возрастает больше: при уве-
личении темперапты нагреватели на дТили при уменьшении темпе-
рат'уры холодильника на такую эке величину?

Решение. Запишем выражении дли КПД в обоих случаик:

Т:ц,=1-,Г чніньддігт; (161411.
І

пад-3%. нами
Еычнтаи иа{16.141} (16142), получаем:

= ватт”І -тд-(д'г):
тд] +атъ

Птвег: во втором случае КПД больше.
16.9. Водород совершает цикл Карно (рис. 1613). Найдите КПД

цикла п, если при адиабатном расширении: І} обьем гааа увеличива-
етси в и = 2 раза; 2) давление уменьшается в в = 2 раза.

л Тр 4 1 *01

РІ

1'||-т'|2 чаті-“4112.

Р:

Рис. 16.13
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Дано:і=5;1}їр:1=п=2;2}%=а=2.Найтнщ.
1

Решение. І. КПД цикла Карно ранен

11:1-113-+ (1644311
Т.

Уравнение Пуаоеона {аднабаты 1-2):

ди* = рггт, пана)
где показатель алиабаты

С
Р.

Т ::-__-5 {1{і+]і[5}
СІ,

(3,, =Ён (16.1461
Уравнение Р. Майера:

С:и = СР+Н. {16.14?}

Уравнение еоетоиниа идеального гааа для состояний І и 2:
др: =анТ|; {16.14Е1ь

,адР'2 =аНТЁ_,. {16.149}

На еоамеетного решении (16.14411, (161481,, [16. І49} получаем урав-
нение ааиабаты а виде

арт* =щ ото
где а ооотнететаин о (15.145]-{Іо.14?] т =Щ

1

На еоанеетного решения д 15.143}, (16.1511) следует:
5+2т" __

П=Ґ[:_І] =1-%=1-а'_"=1-2І 5 =І-Ґ]"`=П±15-
1 п

Ъ На ооанеотного решении (161441, 11164431, (16149) получаем
уравнение адиабаты а анде

І-т І-Т

РІТТІ = РгТТа'



534 ІІ ГЛДВД 1 Е. ВТПРПЕ И ТРЕГЬЕ НДЧДЛД ТЕРЫПДННДМИКИ

Выражение для КПД в атом случае имеет вид:
1-тТ ы

п=|- Ёп =1-з т =1-2*”~=“*=е,|з.
РЕН

Ы
Пгнет: Ц -г-|=1-і*11_'-г =П,25; 211 т|=І-н "' =П,ІЕ.

д д 16.10. Найдите КПД циияа, со-
І ш= п стояшего из двух изояор и даїя адиасіат

Ё. (рис. Іо+14}, если в пределах циила объ-
ем рабочего вещества - азота - иде-
ального газа изменяется в п = [П раз.

Ф 6

ас=п Ё д.на:г=5;ц;и=з=штиаптн=ц.
Ё _ Решение. КПД циила равен:

І] .-

Н І; я а!
Рис. 115.14 *РІ-Е: (ІсгІЅЦ

Ц =яСу{Т. -Ля тыщ
92 “сущегдд 06.1531.

молярная теплоемкость при постоянном объеме

су=Ёя пацан
Запншем уравнение состояния идеального газа для всея

состояний:

др; =оНТІ'; (Шт1551і
рдР'д :сНТ2; (15.1561*
рдІІ'Ъ =иНТ73; (115.157'11

,04113 = пдд. (11515311
Запншем уравнение процессов І-2н 3-4 (уравнение Пїассонщ:

ар? = МЧ; манят

РЭР? =я.У.*. наша)
где показатель аднаоаты
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С
Т = _Р; (16. І'ЕІ Ц

СІ,
молярная теплоемкость при постоянном объеме

с, = ёл. па. под
Уравнение Р. Майера

Ср = Ц, + В. {1б.1б3}

Условие задачи:

Ё = а. на. 1154:,
У.

Решение системы уравнений (16. 151}-{16. 164) относительно ц:
і+2 5-1-2

п=1-п1'*=І-н 1 =1-Ш'_*=1-1е-“е=п,аез.
1.-

Ответ:1-|=І-а ї =б,бІЁ12.
16.11. Один моль идеального гааа там

находится в цилиндре под поршнем Р " 4 =
при температуре Т.. Газ при постоян-
ном давлении нагревают до темпера- Ё: ,__
туры ТЗ, затем при постоянном объеме
нагревают до температуры ТЗ. Далее газ ;
онпаашают при постоянном давлении, І а т 2
н его обьем падает при атом до перво- п '1
начального значения+ Затем газ при
постоянном обьеме возвращают в иа- Рпе. 16.15
чапьное состояние [рис+ 115451,. Какую
работ;г совершил газ за цикл?

Дано: ТІ; ТЕ: ТЗ: Найти: А.
Решение. В задаче рассматривается цикл холодильной машины. Ра-

бота1 совершаемая газом за цикл:
14=ЕЦт+ЁзЁІ-Щ4+'2н}а 415-1551*

'Ч
и

ГДЕ

ц: “пдд-щ); палат
0:1 “МТЗ -ба ПБ-ІБП
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а. цене-е); еще
ан *РЦ/(І: _ІН- “51591

Запншеы уравнение ееетеанна Ішеальнеге гааашш ееех ееетенннй:
дп =чКїї1 (ІБДТШ
ду: =чНТ2; (115.13'11
,0213 =еНТЗ; {ІБ.1?2}

рдР] =чНД. (1511311

Делнн [ШАТЩ на (16171) н (16.1391) на 1116112):

5=ї1-; Щ=Ё.=:~«›Щ=Ё. {115.1Т4}
У: Т: У: Т: Т:

Решение уравнений (16.165)_[16.169) н (16.1141 етнеентельне А:

_чае-ане-рА:

Проверка еднннцы:

тает: А =-ЧК{І; _ТІНЕ' _т Дж.
Т:

16.12. График цнішнчеекегр прецеееа, пронехедяшеге е идеальным
еднеатемным гааем, наебражен на рне. І6.16, а. Определить раЕмат'д,г А_
еееершеннїю газом е атем прецееее, еелн нелнчеетее газа и = 3 внешьІ
т1=4пен, т1= знак, г.=12ш1к.

р а 2 3
Р Н' 2 : 3 р: ----- ІІ

1. , 4 Р' “ггг : 1*
еь ї. о г. г, Ії'

п б

Рне.1Б.16

Дднп:і=3;ч=3мпль; Т. =4ШК; Т1=ЗПП К; Д: ЕЩЁНЗЁПЦА
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Решение. На рисунке Ні [6, 6представлен процесс вдиагранме Р-д
Работа, совершенная газом в этом процессе1 численно равна площади
четыреготольннна в этой диаграмме:

латина-т- сша
Уравнение состоннин идеального газа дли всех состоянии:

11111 =1иНїї2 (15.13'6)

дду] =тНТ21 (15.13'7')
,еду2 =чНї;; (15.13'3)

нРЪ =тдд- папа;
Решение уравнений {16.1?5)_[16. ІТЧ) относительно А:

дат; -лл'с -тоТ' .А

Проверка единицы:
[А] = моль-Дж-К =

молыК
Дно

Вычисление:
3-3,ЗІ-(І2Ш]-4Ш}[8{Ю-4Ш}

4110

= нал -лл'с
її

16.13. На Р-р-диагр-амме (рис. 115.17, а] изображены графики даун
цинпичеспил процессов, которые проводит с сдноатомным газон
(ї: 3}: І-З-З-І и І-З-е-І. У навого из циклов КПД больше и но
снольно раз?

Дано: і=3;,оп; Нд.. Найти: 111,?111.
Решение. КПД цинла І-З-З-І (рис. 115.1?і 6) равен:

=Щ, На] ащ
а: "' 0.23

где Цд., ЕЕ, - теплота, подваленнал и тает в процессах І_2 и 2-3, Щ - тепло-
та, отведеннан от газа в процессе 3_ І, причем

Ц±=тщтгдл наши

Он “Сид-ТЕ); наша

А: =19944Дж=19,944кдж.

ответ: и “т =1а,944 кдж.

ПІ



БЗВ ІІ ГЛДВД 1 Е. ВТПРПЕ И ТРЕГЬЕ НдЧдЛд ТЕРЫПДННДМИКИ

Ёп
зі*------- з яд 4 з

5 'Ч
П

Рис. 16.1?

а.“САД-дн'їірмгрпищ-т; атм
СЕЁН; мыши

СР =С,,+Л. (ІШЕЫ

КПД цикла І-З-д'- І равен (рнц Ні] Т, а):

=Ші “513151,
Ц;

где ЕП - тсптшта. ппднсдснная к. газу в процессе І-ї. 034. Бы - тчгппсгшІ пт-
впденная пт газа в процессах 3-4 н 4- І, причем

Т'І:

Цз=-2.; мышц

ЩцЧ/Ш -Лл (швы
124. =1ы11.",ыіт'3г'э'ї ъ. (шлнщ

ЗЗПНШЕМ їрВБНЕІ-ІНБ СПЕТП'ННН'Н НДВНЛЬНПГП Г'ЕШН для ВСЕХ СЩТПНННЁІ

,0011, цщ; (шдчщ
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2рпЦ=мКТ12 (ІБЛЁЦ

ЁРПЗУП =мНД; {115.192}

разу” цел. не. Іазд
Решение системы уравнений (ІБ.ІЅП}-(16.ІВЅ} н (ІЕ.ІЧЩ-{Іе.193}

втнпсительнп 11.:
2 2 1

п1=т:5із+в =Е`
Решение системы уравнений (16136)-(16. 19311 птнпеительнп 112:

2 2 2
"2 =Ю= з-знз=ї

Ппделив “6195) на 06194), получаем:

а_д_5є+н=Ё= $195
11.3146 21 І' '

наши

ЦЕНЫ

ответ: Щ =ш =1,095.
т'|| 5:46

16.14. Определите шнсшсние 11.;'111 квэффнциентпв пелевнсгс дей-
етвин двїк цикличеекик пррцееепв, проведеннык е идеальным еднпа-
темным гаввм: І-2-3_4-І [первый процесс) н 5-6- ?_4-5(втерей
процесс). Графики пре-цесспв представлены на рис. "5.13, е.

Решение. На рисунке І6.18_ б представлен в диаграмме У-р цикл
І-2-3_4-І. Здесь экс пвкавана псдведеннан к гавд»г 0.2, 023 и втведен-
нал ст газа 1214, 04. теплота.

КПД цикла 1-2-3-4- І равен:

111=щ2+ЁіЁҐЦЧ (Іеиащ

и: =кСу<Т1 -Т.}; наша
ан “еле -вл еше
ц, “суд-Д); нашщ
ц, “пдд _т'дт; (Іедвщ

мслдрнан теплсемкесть при песгсдннсм пбьеме

с1, =Ёк наши



Ш ІІ ГЛДВД ІЕ. ВТПРПЕ И ТРЕГЬЕ НдЧдЛд ТЕРЫПДИНДМИКИ

3:36 г р Ц
а 2 шип 32** """" З аагтд

дп _______ І І І дп _____ _ ¦ І
*ті ї; 54 Іі 52.11: 54

п и] щ щ Ё О н, ан Ё
д б

ріі б Фан г
Эд, --------------

а; “Ё

ре """"""" =5- -4гені і
п щ зи, Ё

В

Рне.1б.18

Уравнение Р. Майера:

Ср = С+ д. ПЕДПЩ

Запншеи уравнения ееетеннна ндеапьнеге гааадлн вееа ееетеаннй:
до? =рЛТ|'; (16.2031!

2рпіъ:чКТІ; (15.21141'
ЕддЗУп =еЕД; (16.2113

рПЗРп =еЛД, ШЗДПЫ

Решение еиетены уравнений { Іб. 1%}-{1612ПЫ етне-ентельне 11.:

4 4 4
_ ана 5+3+а _ 23'

На риернне 15.13, в представлен в диаграмме Ґ-р цикл 5-15- ї-
4-5. Здесь же пеназана педведеннан ъ: гаи,г Ши, ЦВ? н етведеннан ет
газа 1234, 1241 теплета.
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КПД Цикпа 5-15- ?-4-5 равен:

ти= ЁЁЁЦЁГЦЗ; пазов)

йв=тЩїЬ-ЕІ: ПБ-ЕШ)
Ще =кС,~І'д 43): овощ;

04=ЧЩТЪ-Е): ПБ-ІН)
Щ5=кС,,Щ-д)- наш;

Запишем уравнения состояния идеального гааа лля всек
состояний:

,4103213` =мКТ5; (ІБДІЗЪ

ЗРПЗРЪ =чНД; {]6.214}
ЗРПЗРЪ=мКД; (1621511

ром/“чад (16.2161
Решение системы уравнений { І6.208}-{16.2І6} относительно 112:

4 4 4
'1* = 'гг-+в т-з+в =ї

Поделнв “6.2011 на “6.21'1'), получаем:

Щ: 4 _ 4 =Ті+6=ї 3+6=2_?=“т
112 5і+3ІТі+Б 55+8 5~3+Ѕ 23 т '

(16.2171

_ Щ _ 'МНЕ- _
* 112 ана

16.15. Блин моль идеального газа, внутренняя энергия которого

1,11

3Нд = -НТ, сначала нагревают* затем оклалшаъот так, что замкнутый

цнкп І-З-З_І на Р-р-диаграмме состоит но шрезков прямых І-З
и 3-1, параллельнык осям Пр и ПУсоответствеиио, и иоотермы 2-3.
Найдите количество теплоты, отланнос газом в процессе охлаждения.
Давление и объем газа в состоянии І равны р. и Р'. соответственно, дав-
ление газа в состоянии Эравно ,од (рис. 16.19).

Дано: ПН =ЁЛТ; д; Иди. Найти: Ёзк
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рт
Р:

РІ

ПН

'____ 2 Решение. Количество теплоты,І отдан-
а ной одним молем гааа в процессе наооар-

Ёі.. ў ного охлаждения, равно:

ЁІ :СР{ТЁЧ _т;}л {]6+2]8}

І Ц, І, і 3 где молярная теплоемкость при постоянном
р у Ё, давлении согласно уравненито Е Майерн
І І

ни. года Ср = СЪ + Н, гіодіщ
а молярная теплоемкость Газа при посто-

ном объеме согласно условию задачи

0,, = Ё л+ палат
Запишем уравнение состояния идеального газа для всея состояний

дРЗ=НТ[; НБЗІЦ

дозу; = НТІ; (16.222;

ду: = т'їгід'г (16.223їг
Решение системы уравнений (16.21 Ѕ}-{ 16123) относительно 123.2

5
Ёп = ЕНЁР: ' РІ 1'-

Пр-овериа единицы:
м3 -Н

[Ёл]=мз`па= м: =Дж'

5от а таги-мда
16.16. Тепловой двигатель мощностью Н работает по Циялу, состоя-

шему ив двух иаояор и двух адиабат (Цикл Оттщ; минимальный объем
идеального газа равен И* максимальный _ І/д. Определить расяод М
топлива с удельной теплотой сгорания о за время д: работы двигателя,
если уравненне адиаоаты для данного газа может Быть ваписано в виде
ТЩҐ' = сопы, где у _ известный показатель алиаоаты (рис. ІБЕШ.

Дано: Н; И; Рада ТР'Н =сопяг. Найти: М.
Решение. Еычнслим КПД Циила

Щ малы;“ль”
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Р н

П

где
и2 Цене -тт еше
ад =е(;,{Т; -ЦЪ (ІБДЕЫ

Запишем уравнение еднебат І-4 и 2-3:
ТІУҐ'" = ДНЕМ; (16.22?}

ТЗУІН = Дуэт-1. [16.2231ь

Решение еиетеыы уравнений (І6.224}-{1 6.228) етне-ентельне 11:
-1Р; '|"

= - _ . 6.229ш и ›
С другой етер-оны, КПД равен:

Н-Ш= . 6.23011 МЧ (1 ў

Не (16129) и (16.2311) следует:
_ мы__Н ,

У:
Проверка единицы:

[М]= ВТД“с кг:

Пгеет: М = “гы
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16.11. Донааать* что при повышении
тенперапты еамовоепланенения от евса-
тия в поршневон двигателе внутреннего
сгорания, работающего по цивлї,г Рудоль-
фаДиаеля, повышаетоя МПД+

Решение. Цикл Рудольфа Диаеля
поршневого двигателя внутреннего его-
рания еоотоит на процеоеов: адиаЕатного
сжатия 1-2, изобарного раоширения3-3,
адиабатного раоширенин 3-4 н ивояор-

Рт- "5-11 ного охлаждения гааа 4-Црне. ШДЦ.
Такой цикл называется циклом е под-

водом теплоты (21 при постоянномдавлении {процеоо 2-3). В двитате-
ле подобного рода етяатие Воадуиа и топлива производится раздельно:
воздух ежнмаетея в цилиндре-двигателя, а жидкое топливо _ в наеоее.
Сторание проиододит при поотоянном давлении.

Р:

КПД Цинла Диаедя равен:
_ Ц *0: _ Ё'Г|-_-І-_. 16.2311:а а {

ГДЕ
М

Щ=їсд{Ё-ЁЛ 1115-2321!

Щ=Ёсдтгдд папы
где М - маееа газа; д - полярная маооа Газа; 12: - теплота, подведенная т.:
шпглї; 121 - теплота, отведенная от пшгла; С, - полярная теплоемиоетъ таза
при поетояннон давлении; Сг- полярная теплоемноегь гааа при поетояннон
объеме.

Подотавляя [ЩЕЗІЬ [16.2331 в (16.2311, получаем выражение ддя
КПД в виде:

*її/(71 -Тї'=1-_1- . 113234Сад-ат і 1'
Уравнение адиаоаты:
3-2:

Ш

_Тї_ =_2_Т_ Эт =т[Ё] Т ; нашиї І т І 2 1
Т Т дРІ Р:



15.5. Рашаниа задач по второму началу термодинамики а ЕЦБ

3-4:
т_-'

ії,=%=›г=т;[Ё]т , папы
_ _ Ра

дат дат
где у- потте'аатсльадиаіїгатты,І определяемый еоотношением

С
у:_*' . 06.2311*

(1/
Подставляя (16.2351 в (16.23Ы. получаем

п:|_%_ Е-її Н =|_%. 'ддї (теазщ
д _ _ д у-ІЁ 1” _ Ё т _ Т Т

14:14] щит] РІ? _Ё_Ё
діт 1дт

При повышении температуры самовоспламенення с 'Гд до її по-
вышается давление горения с р; ло дэ (см. рис. 16.21) и е помошыо
аналогичн ыя математических процещт получаем аыраженисдгтя КПД
в атом случае

я'-І-%+ д-Т' наазщ
” Ё 'а _т.

РІ т_-І т_-І
Р4Т р'ї

На сравнения “623% с {16.238}следует: так иаи рд'! а р: у то п! ап.
Следовательно, при повышении температуры самовоспламенения

повышается давление горения (процесс 2-31, температура горения
Т; и КПД.

16.15. Тепловой двигатегть мошно- ді
стыо Нработает по Циили состояшему из
двуи иаооар и двух алиаоат (Цикл Диас- РІ
ля}; максимальное и минимальное дав-
ления гааа а пределах цикла отличаются
а и раз. ІШпределите расход М топлива д
с удельной теплотой сгорания г; за вре- [І
мя от работы двигателя, если уравнение
адиаоаты для данного гааа может бьп'ь
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|._-|.-

вапнеанв в внде Тв Т = евпаг, где т - известный пвнааатель аднабаты
газа {рне. 115.22).

1-_ї

Дано: Н; а; ы; Тр ї = ева-вт; т. Найт: М.
Решение. Нычнелнм КПД Цшша

ч =ш1а падал
02;

ГДЕ

0в=н€ыїїі -Тгїн наши)

Щ. ЦЧШ -і'їъ назад
Запашем уравнение аднабат І-Зн 3_4:

'і Щ
да* =ааї= (ні-243)

І-т І-т

'дат = На? + (16.2441
Решенне енетвм ы уравнений и; Іб.24П}-{16.244) атнаентельнв 11:

І-т

п=|-в т. (16.2451.
С другой ет'врвны, КПД равен:

М-аг= . 6.24611 Щ (1 Ъ

На (16245) н 1115146) елещ'ет:
М = Н-Ы

[М]=Втдїнг=кг
Проверка еднннЦы:
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16.19. На Р-р-лиаграмме изображен
цинл, проводимый е одноатомным иде-
альным газом. Ппределите коэффици-
ент полезного действии 11 этого цннла
(ринг. "5.231+

Дано: т' = З;рп; Нд.. Найтнщ.
Решение. На риоїнне 1624 етрелна-

ми показан подвод Ёп, 1213 и отвод 123.
теплоты. Коэффициент полезного деи- РМ.і нд
етвия цикла равен:

2 3

ГДЕ

е: =ЁЁЩ -Тш пашет

ц: = Ё%ЩТЗ -їёл маг-19)

а. =Ёёщял1+д°+22тоа -иъ (16.2501
где М - маееа газа; р_ молекулярная маееа газа; д _їнивереальиая газовая
поегоянная.

Уравнение ооетояннн идеального газа Репиё Фил З
для веел трех еоотояннй: 29" а ¦

м -*-" о адни, =_яг; (16.2511 Р _______ \ :
д ° г: Ё

арии, =Ёя13; (1.5152) 5 Ё ь
"М и] зи и

грн зи] =_аг_,,. павел т, "щр.
Решение уравнений (16.24?)-[Іо.253} относительно ц:

т| = ЦПЁТ.

Пшет: т-І = ЦВЕТ.
16.20. Идеальный одноатомный газ совершает прямой цикл, еоето-

яший из изобары, изолоры и аднабаты о заданным отношением давле-
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ннй Ё: щ. Ппределнте отношение объемов нд =Ё1 для этого Цнтош*
РІ І

еелн КПД иввеетен н равен ц.

Дано: Ё- :ц. Найти: и: =Е1+
н И

Решение. КПД Циипе 1-2-3-1 равен {рне. І6.25}:

013.
= [__1 (165254)п в2

ГДЕ

Ц: ="*'СР'ЁТ1 _ТП; [115152,

С ЁЁБ: пены

'913. НИЦ-Тэд (16.2513,

Єў =Ёд1 (16153)

где н - количество молей; Сд, ІІІҐ,г - молярные теплоемкости еоответетвенно
при постоянном давлении н объеме; Т., ТІ, Л - температура в тоъшвх І, 2, 3.

н* Звпншем уравнение еоетоянни идеального
д газа в еоетовннян (точная) І, 2н 3:

ну. = ЧНЛ; (16.2591,
Р: ду: = пдд; (ІІБЕБЩ

п рІУІ = еЛТЗ, (ІІБЗБЦ
где вирт, рд, И, Рё, У; - еоответетвеннодввленнен

Рид 1535 объем вточивн І, 211 3.

Решение уравнений {Іб.254]-{1о+26|} от-
носительно иеноной неизвестной нд:

={1-11}(і+2)_
І-ЗпНлІ

Нычнеление:

={1-т1){3+2}= 5ІІ-т1)
ветви, 2-зп+зв,'
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(1 -пНЗ +1) 50 -111(Инет: = = _
Ё-ЗтнЗи, 2-3т1+3п,

16.21. С с иолими идеальногс газа проводится
цинличссиий процесс ІІрис. 115.26), состоящий иЗ
диїи неоиор І-Е и 3-4 и двух процессов 2-3 и
4- І с л инсйной зависимостью давления от объ-
ема. Темперапгра газа всостоянияи І и сравна Г,
а в состоянии: 2и Зона равна 2Т. Вычислите ра-
боту, совершаемїъо газом в цикле 3-2-3-4- І,
если давления в состояниях І и Зравн ы.

Дано: Т; 2'Г. Найти: А.
Работа цикла численно равна площади, огра-

ниченной кривыми процессов цикла, т.е.

л=%щ-Іщъ[(д-дъ+н:д-дъ]. назад
Запишем уравнение состоянии идеального таза для всех состояний

с учетом процессов н данныеІ условии:
дн =МЁТ; (16.2631'

рзц =сд2Т; “626%

ди2 =ид2Т; “625511

,04132 =чНТ. “625611

Здесь введены обозначения: Р] = У: = У., р. = ,03 = р., УЗ = Щ = Р'г
Решение уравнений (16362)-(16266) относительно исиомой неис-

ссстной А:

3А = -сЛ'ІЁ4
Проверка еднни цы:

[д]=|иоль- І =Дж+

Пгвет: А = ЁсЕТДж.

16.22. С гавссЕрааным гслием проводится цниличесиий процесс
(рис. 16.2?3. состоящий ив процесса І-Э с линейной зависимостью
давлении от объемат насбарногс сжатия З-Зи нестермичесиотс нагре-
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р л д еания 3-1. Нзееетно, что объем в еоетоянии 2
РІ "“' н З раза больше, чем я еоетоянии Ъ Бычиелите

КПД Циила.
Дано: Удіій=п=інай1и=п+
Решение. Цннличеении процеее, прелоган-

д*""_'ї¦ ¦2 ленный на рие. ІБЛТ, - процеоо ТЕПЛПБПГП
п : І ; двигателя, КПД которого ранен

'Й Ё І” д
гы. мат '1 =Е* 'ПБ-257.)

. І

где А - работа, еовершаемая гелием в цииле І-З-З, численно равная площа-
дн треїтольнина:

гаи-идут; пена
123. - количество теплоты, подведенная н гелито (рие. ІБДШ, равное

12.=%ЩТ. -ЕЪ (16.2159)

где М- маееа гелия; р. - молярная масса гелия; Сг- молярная теплоемнооть
гелия при постоянном объеме, вычиеляемая по формуле

с, йа, наш)
где і- етепень свободы для гелия (гелий - олноатомный), і = 3; Н - 1ігни нер-
еальная газовая постоянная.

РН ,г Залишем уравнение еоегояння идеального
Р' "ш ц: гааадля еоегояннй І, 2, Зе учетом процеееое и
Ё / данных условия:

Мап- ; штат.. меня
он ё _ м

П а е г я-з-и тян: меня
Рне. 151.18 М,

,одУ' =-Л'Т;. [ІЕЬДТЩІ
|.1

Решение їраенении (115261'1-11 І6.2':'З} отноентельно п:

11 = [1,61
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Ответ: п =П,от.
16.23. Найдите изменение дБ внтропии при превращении маееы

М= Ш глвда (гл = -ЁП ПС) в пар (гл = ШП шС).
Данте!= Ш г; І-_ -20 ІЩС; тп = ШП “С Найти: од
Решение Изменение внтропии при переходе на еоетоанин І в ео-

етоание 2:
1

ы=ІЁ, папа
1 Т

где еоглаено первому аааону термодинамнии

ар=ии +аА =Ёсеет+ геи. наш)
р.

Запишем уравнение еоетоянна идеального газа для пара:

рг=їаг (маты
р.

М НТВыражая давление на{16.2?6) р:_Т и подетавлля его в (ІБЗТг'Ѕ),
ц

получим

ер=_с,ет+ї%иу. (метр
р

При переходе ив одного агрегатного еоетояния в другое общее ив-
менение антропии еападываетеи ив иаменений ее в отдельных процее-
еаи. При нагревании льда от ТП. до Т., ( ТП - температура плавления)

ТП

еа=І МЁП'ІТ =дм шЁ цветы
ТЦ л

где е1=2,1 Ё -удельнаа теплоемкоетъ льда.
' иг-К

При плавлении лада
2 а'О МЕ.53 = _=_і 16.2?9Ё за а 'і }

где Ъ. = 0,33 ыдж - удельная теплота плавления льда.
КГ

При нагревании воды от ТП до ТП
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М” “И =ме иЁ паззщн
О

аЅ=ІТ

где св =4,19 _нддн': - удельная теплеемаесть веды.
кг.

При испарения веды при температуре Т"

за" =Ґі=Ё. мадам
| п п

где г = 2,26 - удельная теплота парввбразевання.

Общее изменение знтропни
дБ = дЅ' + дБ: +д53 +д54: (16.2321н

Псдстазляя в [16.2821 (16.2ТЅ}-[16.281), пшгъщаем

Т Э. Т гаЅ= М _ _ 1 _ _[спл1пщ+гп+с пТ';+Е].

Вычисление:

мыс-Шах
Ґ: вмышэ'п_223+ [133 Ш +419_ ШЗШ 3_Т2+ 226- Ш ІЅБЁ-

2_53+ 2?3 2_ТЗ+ 323 К

Т а. Т ДждЅ: М [_ _ |_п. __Опет: [ел пБГ +Тп+е птп+ї2]= 88 К

16.24. Найдите изменение дЅ знтропнн при превращении массы
т = І г веды (с, =П “(2) в пар и., = ІШІ “121.

Решение. Общее изменение знтропнн дБ складывается из измене-
ния знтрспни аЅІ при нагревании веды сттемпературы ІГІъ де темпера-
туры ТП н изменения знтропин аЅд при испарения массы т веды.

аЅ, =тс1пїті1" (16.2324)
В

где е =4,1';"І-1ІІ1І3її; - удельная теплсемнвсгь веды.
Ш.

за =Ё паззад

где г = 2, 25. Ш*Ё - удельная тепл-зта парввбразевания.
КГ
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Пошее изменение антропии равно

115 = 1115] + 11.52 =
т г _; 3 это ааа-ш* дж= _" - =111 419-1111 _ *_ =1'з1'_+т[е[п + 1 [ , п2п+ ЗТЗ ] , к

Т КВ П

16.25. Найдите изменен ие антропии при переходе маееы
т = 3 г ииелорода от объема У. = Ш л при темперапте и = ЕП “С н
объему Р'д = 40 д при температуре #1 = ЗШ] “С +

Дано: т: Е г; |-І = 32 нгінмоль; І'г'] = Шд;1'.=ЕП пс; Ё=4Пщ
11 = ЗІЁШ "С;1'= 5.

Решение. Изменен ие ентропни при переходе Вещества из еоетон-
нии І в еоетоииие 2:

Пгвет: д5=т[е1пї+т_і]=ї,,3ї Ё

І е

ы= Іё, (16.2353,

где ео глаено пераом'д,І занону термодинамнии

а9=ае +аи =їцат+ Рак/_ (16.2561а
из їрВБНВННП СОСТОЯНИЯ “ДВНЛЬНПГП ГЗЗЕІ ЛННЛ'ЕННЕ БЫРШІШЕТСН

СШТНПШВННЕМ

р=ЁЁ. НЕДЕТ)
|.1 І/

Моленїлирнан теплоемность при поетоянном объеме

с, =Ёа (1151331

Подетаалин {115.236]-{16.288}111116285), получаем:

аз=їн Ё1пї1+1г1ї1 .
11 2 'Л И

Проеерна единицы:

[ДЕ] = КГ*КНШЬ-ДЖ = Дж

нг+нмоль-К. Н. '
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Вычисление:

н- [_п-3 5 5_тз 40-10* джы: 33110 +1_ =524 _.а_з (21":753 "ш-ш-З] ' к
шт: Ы=їн[Ё1пЁ+1пЁ]=і24 Ё.

'4 1 І К
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дгРвгдтныв состояния и фдзы
ввщвствд. твердое твло

17.1. Молекулярные силы

Молекулы представляют собой сложные системы движущихся злек-
трнчеехях зарядов. Основная масса я весь положительный заряд моле-
кулы сосредоточены в ее адрах, имеющих линейные размеры порядка
ІІІІІ-'-"-1І}-14 м. Вокруг зтих ядер по определенным устойчивым орби-
там движутся лсгкие отрицательно заряженные частицы _ алектроны.
Диаметры Электронных орбит - порядка 104" м, же+ в деея'гки тысяч
раз превышают диаметры ядер. Атомы н молекулы представляют со-
бой вееьма устойчивые и Трудно деформируемые сне-темы.

Обычно суммы положительных и отрицательных зарядов в молску-
ле равны другдругу и молекула в целом злектрически нейтрапьна. Бла-
годаря такой компенсации зарядов разного знака в атомах и молекулах
Электрическое поле за пределами молекулы очень быстро убывает е
расстоянием. Практически его можно считать обращающимся в нуль
уже на расстояниях двух-трех диаметров молекулы {т.е. диаметров ее
электронной оболочки)+

Позтому при сближенни двух молекул. пока расстояние г между
нх центрами велнко по сравнению с их
днаметрамн о, силы взаимодействия
между молекулами пранебрежимо малы до

Её

(рис. 111,11). =
При дальнейшем сближения, на д

расстояниях порядка двух-трех диаме- _ Ри., Ёп,
тров, начинает постепенно проявляться г
взаимодействие электрических зарядов
Ндер и электронных оболочек молекул. ры - - рт
Благодаря притяженню разноименных *_Ёїї'
н опапкиваниіо одноименных зарядов г

произойдет небольшая деформация обе- е
НЕ БЗННМПДЕЁБТНЪГЮЩНЁ МШ'ІЕКЪШ, ПК ЧТП Рид, ]'ї,[
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мгновенное распределение зарядов в молекуле станет примерно та-
ким, как зто показано на рис+ 1711, б. В результате между молекулами
возникнут силы притяжения РНР.

Для сил притяжения Еш между двумя частицами теория дает
Формула

я =__, (11.1)

где о- постоянная величина; г- расстояние междуг частнцами; т - постоян-
ная, которая зависит от физической природы силы притяжения.

Силы притяжения и обусловленная ими потенциальная знергия
записываются со знаком минус, а силы отгалкнвания - со знаком
плюс+

По мере дальнейшего сближения молекул деформация молекул и
величина сил притяжения Рщ, будуг возрастать. Однако когда молеку-
лы подойдуг евплотнуюе друг кдругу и Іасоприкоснугсяа своими злек-
троннымн оболочками, дальнейшее сближение окажется невозмож-
ным+ Между электронными оболочкамн возникнут огромные силы
отталкивания, резко возрастаюшие по мере дальнейшего взаимного
проникновения оболочек. На таких расстояниях молекулы бущгт от-
талкиваться, как зто изображено на рис+ 111, а.

Зависимость сил отгалкивания РМ от расстояния приближенно вы-
ражается соотношением

аРот =Е, [ПНД

где а н я - константы для каждого вещества; г - расстояние между
молекулами.

Между молекулами веществ действуют одновременно силы оттал-
киваниа и силы притяжения. Те а другие силы возрастают с уменьше-
нием расстояния между молекулами* но силы притяжения возраста-
ют значительно медленнее* чем силы отталкиванмя. Для того чтобы с
уменьшением расстояния снлы отталкивання аозрасгали быстрее сил
притяжения, необходимо условие т с л.

Результнруюшая зтих двух сил опраделяется выражением

.1=г=±=;п+ящ,,=і-і+ разут ан+1
Г' Ґ

Графическая зависимость снл взаимодействия между молекулами
от расстояния между ними изображена на рис. 1'1'21+ По оси абсцисс от-



1Т.1.Молвкулярныв силы ч ВБ?

ложено расстояние между молекулами, ,Р “
а по оси ннат - силы взаимодей-
ствия межд'Ё'Дними: І - силы притяже- На] ,53,1ШШШВ
ниа, ІІ - силы отталкивания, [ІІ - ре-
зультнрующаа сила. діяршїльтнршш

При г = я, силы ГШ и РЩ, взаимно п "ыыы _
уравновешиваютса и разультируюшаа г, ІІІ 'г
сила Г- П. Если г 3:* яд, то преоблада- ,Нм
ют силы взаимного притяжения, если
г 'С т - преобладают силы отталки- ,\ прншннв
ванна. Таким образом, га - зто такое ди] ..... г І
равновесное расстояние между моле- Рис П:
кулами, на котором они находились Бы
при отсутствии теплового движения,
нарушаюшего зто равновесие+

Рассмотрим взаимную потенциальную знергню двух молекул.
а'Ь'Зная, что Р=-?, можно показать, что суммарная потенциаль-,_

ная знергня взаимодействия двух молекул Нопределяется формулой

А В
г г

где я=Е_ д= Ё, а значения г, и и ттакие же, как в формуле 11113),
Л т

На рисунке 113 показана зависимость знергни взаимодействия
молекул от расстояния между ними+ Для сравнения пунктиром изо-
оражена зависимость результируюшей силы Р от расстояния. На ри-
сунка 1723 видно, что при г> я] взаимная потенциальная знергия от-
рицательна, так как Г< [1. Энергия взаимодействия между молекулами
имеет минимум при г= я., когда Р= 'П [иногда зто значение потенци-
апьной знергии называют «дном потенциальной ямыь).

Мы получили важный результат: в состоянии устойчивого равно-
весия система, состоящая из двух взаимодействующик молекул, оола-
дает миншшяьней потенциальной знергией. Дальнейшее уменьшение г
приводит к увеличению потенциальной знергии н превращению ее из
отрицательной в положительную.

Минимальная величина потенциальной знергии имеет значение
для возможности существования определенного агрегатного [от лат+
едут-едете - соединение в одно целое} состояния вещества.
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Рнс. 11.3

17.2. дгрегатные состояния н фазы вещества

Одно и то эке вещество в различных интервалах температур и давле-
ний может находиться в состояниях, характеризующихся различными
физическими свойствами. Эти состояния одного и того гке вещества
называются оереептныии. Примером ягрегитных состояний окснде
водорода являются лед* вода и водяной пар. Вьщеляют три основных
агрегатных состояния: твердое* жидкое и газообразное.

Четвертым основным агрегатным состоянием вещества является
тезис - сильно ионизированный газ с высокой относительной кон-
центрацией заряженных частиц* который в целом нейтрялен.Далее тя-
кое состояние вещества мы не будем рассматривать. |[Ігтметим только*
что плазма является самым распространенным состоянием вещества
во Вселенной* так как из нее состоит большинство звезд. Примером
низкотемпературной плазмы* наошодеемой в земных условиях* явля-
ется пламя* представляющая собой сильно рязогретый* частично ио-
низированный газ* возникающий в процессе горения.

Поскольку средняя кинетическая знерпш хаотического теплового
дешкения молекул имеет порядок кТ* структура люоой совокупности
молекул и* следовательно* агрегатное состояние вещества оудуг суше-
стяенно зависетьот соотношения величин |Ы.******| и хТ[см. рис. ПЗ).

Е предельном случае низких температур* когда к Г<< |Ц*****|* молеку-
лы притянутся друт к другу и расположится вплотную в определенном
порйдке* ВеЩество |Будет находиться В твердым оереготном состоянии.
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Тепловое движение молекул в твердом теле будет проявляться в виде
малых колебаний молекул около определенных положений равнове-
сия в пространстве. Твердые тела сохраняют обьем и форму.

В противоположном продельном случае высоких температур,
когда кТ 3*? |П,.,,,.|, интенсивное тепловое движение молекул будет
препятствовать соединению молекул в агрегаты из нескольких ча-
стиц, сблизившихся до расстояния гб, При соудареииях молекул
Эти агрегаты будут моментально разбиваться на составляющие их
молекулы, и вероятность образования таких агрегатов будет ни-
чтожно мала. Вещество при этом будет находиться в газообразном
агрегатном состоянии. Молекулы газа находятся на расстояниях,
значительно превышающих их размеры. Газ занимает весь предо-
ставлснный сму объем.

При промежуточных температурах, когда кТ: |П,,,,,,|, благодаря тс-
пловому движению молекулы будут непрерывно перемещаться в про-
странстве, обмениваясь местами, ие увеличивая взаимных расстояний
на величину, заметно превышающую величину га, Вещество при этом
будет находиться в жидком огрегатнон состоянии.

Различие между газами и жидкостями заключается в том, что в
хшдкостях расстояние между молекулами сравнимо с их размерами, и
поэтому потенциальная энергия взаимодействия молекул соизмерима
с энергией их теплового движения. Это приводит к тому, что тепловое
движение молекул жидкости затруднено по сравнению с движением
молекул газа. Потенциальной энергии взаимодействия молекул вош-
кости недостаточно для сохранения устойчивой межмолекулярной
структуры, как в твердых телах. В связи с этим жидкость принимает
форму сосуда, в который она иалита,

Таким образом, любое вещество, в зависимости от своей температу-
ры, может находиться в твердом, жидком или газообразном состояни-
ях. Температура перехода из одного агрегатного состоян ия в другое за-
висит от конкретного значения величины |П,,,,,,| для данного вещества.
ї ииертиых газов {гелий, иеон и др.} |Ц,,,,,| весьма мало+ Поэтому

подобные вещества при обычных (комнатных} температурах находят-
ся в газообразном состоянии и переходят в жидкость лишь при очснь
низких температурах, близких к абсолютному нулю. Н противополож-
ность этому у металлов, как правило, |Н,,,,,,| велико; поэтому при обыч-
ных температурах они находятся в твердом состоянии и плавятся лишь
при сравнительно высоких температурах.

Іагрегатное состояние вещества зависвт не только от его температу-
ры, но и от объема Іг', занимаемого системой его молекул. При доога-
точно большом значении Рмолекулы имеют возможность расходиться
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друг от друга на расстояния, на которых средняя энергия сил притя-
жения оказывается достаточно малой по сравнению с хТ. Поэтому над
твердым телом и жидкостью всегда присутствует небольшое количе-
ство вещества а главой-'равным состоянии.

Еещество в определенном агрегатном состоянии может суще-
ствовать в нескольких устойчивых однородных по своему составу
состояниях, разделенных границами. Макроскопическая часть ве-
щества, имеющая однородный фиалко-химический состав, называ-
ется фазай (от греч. сршош - проявление). Понятие сфаваа являет-
ся оолее широким, чем понятие яагрегатное состояниев, например,
различные модификации кристаллической решетки у твердых тел,
отличающиеся симметрией, или два состояния жидкого гелия -
Не! н НеІІ,

17.З. Твердые тела

17.3. 1 . Строенне твердых тел . Кристаллы

Теврдьси тесных называется агрегатное состояние вещества, характери-
зующееся достоинством формы и объема, причем тепловые движения
частиц в них лредстааляютсобой хаотические колебания частиц отно-
сительно положений равновесия,

Твердые тела подразделяются на кристаллические и аморфиые.
Крнетшыическна тело - это твердые Тела, имеющие упорядочен-

ное, периодически повторяющееся расположение частиц.
Структура, для которой характерно регулярное расположение ча-

стиц с периодической повторяемостыо в трех измерениях, нааывается
кристшшлчсской решеткой, Точки, в которых расположены частицы,
а точнее - средние равновесные положения, около которых частицы
С, ,- О І С, і с, ВОВЁРШБЮТ КОЛ'ЁЁЁІННЯ, ННЗЫВЕЮТЕП РМЦМН КРЫ-
' стоявнческол решетка.

Характерной особенностъю кристаллов явля-
ется их аннаотропность - аависимостъ физиче-
ских свойств (упругих, механических, тепловых,
электрических, машитных, оптических} от на-
правления. Анивш'ропня монокристаллов объ-
ясняется тем, то в кристаллической решетке
равличио число частиц, Приходвщихся на одина-

рнд 11,4 ковые по длине, на равные по направлению от-

П
ІП
ІП

П
ІФ
ІШ
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резки {рис. 114), т,е. плстиссгь распслсэкения ис разным направлениям
иеелииаксва, чтс и прнесдит к различитс сесиств кристалла елслв зпах
направлений.

Если кристаллическсе теле ссстсит из единственные кристалла,
сис называется менехрлетшыаи, Если твердсе теле ссстсит из мис-
зкестеа Ееспсрялсчнс сриентирсванных кристаллических зерен, снс
называется лсликрлетшыши. В псликристаллах анизстрспия иаЕлтс-
дается тслькс для стделвных мелких кристалликсв, нс их различная
сриентация привсдит к тему, чттз сесйстеа палнкрнсталла пс всем на-
правлениям в среднем единаксвы+

11.31. Типы кристаллов

В зависимссти ст рсда частиц, распслсткенных в узлах кристалличес-
ксй решетки, и характера сил взаимсдействия между ними кристаллы
палраалелятстся на четыре типе: иснные, атсмиые, металлические,
мслекуляриые.

Ипшше кристаллы. В узлах кристаллическсй решетки распслага-
ются псечереднс иены прстнвспслсзкнсгс знака. Структуры реше-
тск двух иаибслее характерных иснных кристагшсв _ НлСг' {решетка
представляет ссбсй две сдинаксвые гранецентрирсванные кубические
решетки, влсзкенные друг в друга; в узлах сднси из зтих решетск на-
хсдятся иены На+ , в узлахдругсй _ исны СП и СвСІ (кубическая сбъ-
емисцентрирсванная решетка, в центре каждая злементарнсй ячейки
нахсдится иен) - псказаиы на рис. 115. Связь, обусловленная куле-
нсвскими силами притяжения между разнсимеиис заряженными ис-
нами, называется лсялсл.

Наш

Рис. 11.5
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Іатомные кристаллы. В узлах кристаллической рсшстнн располага-
тотся нейтральные атомы, удерживающиеся в узлах решетки конспект-
ными связями квантовс-механнческого происхождения (у соседних
атомов сбобществлятотся валентные злек'грсны, наименее связанные
е атсмому+

Пример атомных кристаллов- алмаз и графит.
Е отказе каждый атом углерода связан с четырьмя такими тке ато-

мами, которые располагаются на одинаковых расстояниях от него в
вершинах тетраздра (рис. 1115), В графитє атомы углерода упакованы в
плоские слои, связанныемеждусобой слабыми ван -дер-ваальсовскимн
силамн (рис. 1'?.?}.

2,.. Шона одне _.

'йнўддрі- І«атаку/ ,1545,'ІІ гтиио ИЖ*
Рис. [1.5 Рис. 17.?

Мегаштнчссннс кристаллы. В узлах кристаллической рсшетки рас-
полагатстся положительные ионы металла. При образовании кристал-
лической решетки валентина электроны, слабо связанные с атомами,
отделятстся от атомов и кшыектдадзирутотся: они уже принадлежат не
одному атому, как в случае ионной связи, и не паре соседних атомов,
как в случае ковалентной связи, а всему кристаллу в целом.

Молекулярные кристаллы. В узлах кристаллической решетки рас-
полагатстся нейтральные молекулы вещества, силы взаимодействия
меткду которыми обусловлены незначительным взаимным смеще-
нием злектронсв в злектронных оболочках атомов+ Эти силы назы-
ватстся нан-дар-запяьшными, так как они иметст ту тке природу, что н
силы притяткения меткду молекулами, приводящими к отклоненивс
газов от идеальности. Примеры молекулярных кристаллов - орга-
нические соединения (например, парафин), инертные газы (Не, Аг,
Кт, Хе} и атмосферные газы СШ, 02, Нд в твердом состоянии, лед
и т.д+
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173.3. Теплоемкость твердых тел

Рассмотрим идеальную крнсталлическую решетку, в узлах которой
часгицы1 принимаемые за материальные точки, колеблются волизн
полозкеннй равновесия в трех взаимно перпендикуляриых направле-
ниях [три колебательиые степени свободы, каждая из которых облада-
ет энергией кП.

Внутренняя знергия моля твердого тела
Нд = З Ндх Т,

где Нд - число Авогадро, Л _унинерсальнан газовая постоянная.

Мопярнаи теплоемкостъ твердого тела:
ДжвиСу =_”=3д=25_ - впхвв Диваны а Птн: мвшрнед ше-

ЫТ оль-К
моенхветь химически простых тел а хгшмвчеехвн составлен одн-
ивхвев (равна 3 Н) в не зависит от тендерещуры.

Если твердое тело является химическим соединением (например
НаСІ), то число частиц в моле равно ндс., где а _ число атомов в моле-
куле [для НаСІ число частиц в моле равно 2Нд, поскольку в одном моле
НаСІ содержится Нд атомов На и Нд атомов СІ).

Модярная теплоемкость твердых химических соединений

і
моль- К `

т.е. равна сумме атомных теплоемкостей элементов, составляющих ато
соединение.

Су =3лН=25хц

1123.11. Тепловое расширениетвердых и жидких тел

ІШпыг показывает, что при повышении температуры объем твердых н
иошкихтел возрастает. Выяеннм причинутеплового расширении, исхо-
да из анализа кривой мехемолекулярного взаимодействия (рис. ПКЕ).

В твердом теле или зюшкосги при заданной температуре молекулы на-
ходятся друг от друга на определенных расстояниях н совершают колеба-
ния около положения равновесия. Изобразим иа потеиштальиой кривой
Значения полной энергии молекулы для ряда аначений температуры тела
(см. рис. 113). Здесь со - так называемая нулевая знергия - минималь-
наа анергия колебаний молекулы при абсолютном нуде температуры; с1 н
а; - знвршя колебаний молекулы при температурах Т. и Ту.
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Н а + го “Ъ Его

а н вт Е Ґ 'г'

_І."'.
| __
- Ь.

Ы

|_
_
_
_
_
_
_

_
_
_
н
-

д. ЁЫ

Щ К]

Рис. 11.8

Нз рисунка 118 видно, что прн абсолютном иуле молекулы коле-
блются около положений равновесия, расстояние между которыми
равно гп. При повышении температуры тела знергня колебаний воз-
растает. Следовательно, если при температуре Т] молекула колеблется
между точками А, и Ні, то при температуре Ту она станет колебаться
между точками А; и Бу. а так как потенциальная кривая имеет несим-
метричную форму, то точка Всмешается вправо значительно сильнее,
чем точка А влево. Иными словами, расстояние между молекулами
при повышении температуры увеличивается за счет несимметричной
формы потенциальной формы потенциальной кривой молекулярного
взаимодействия.

Нам удалось качественно объяснить мекаиизм теплового расши-
рения твердык тел и жидкостей. |Ё'Ігдиако получить количественные за-
висимости из аиалнза потенциальной кривой молекулярного взаимо-
действия проето не удается. Позтому следует обратиться к результатам
эксперимента. В небольшом интервале температур относототьяое вз-
мепснос ооае'мо пропорционально изменению температуры:

во,
с

гдо Р'и Н.. - оЕЪомы тол ооот'Е-отстнонно при температуре Ти при начальной
температуре ТП; аТ- измененнс тсмпсратуры; [5 - тсмператуоный козф-фици-
снт ооьсмного расширения, показывающий, на какузо долю от первоначаль-
ного измсннлся ооьем тела при изменении его температуры на І К [коэффи-
циент р зависит от природы вещества и от внешних условий и для большинства
твсраьо. тел В а Іо-ї' - Іо-'1 К-Ч.

=|ззт, (таз)

Нз (115) следует, что объем тела линейно зависит от температуры:
и = широта ІІІТ-Ы
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На практике ечень часте приходится учитывать расширение твер-
дых тел в сднем какем-те направлении, т.е. так называемее линейнее
расширение. Пусть теле при нагревании на аТ= Т- ТЬ немеиает свете
длину е ЕП ле І, Ппытрм устанавлене, чте ентнесинееннее удлинение тех
при небеиьшис изменениях таннериты и нееншнннеи'" миеее нренерине-
нилъне ианенениш теннеринты:

_; _ І" =сшТ,
*Ъ

гыптаату. (тату
Здесь ег. - таинеритурный казффициент линейнрер расширении. Пн

пекаеывает, на какую делю ет саееге перееначальнеге значения наме-
нлштсн линейные размеры тела при нагревании или охлаждении стр на
1 К. КОЫІЗфнциент в. аавпснтпт природы вещества и внешних уалевнй.

Ппкахссы, чІ'П для твердых Тел кПЭСІІІЗнЦнснт Объемипгр расшнРВ-
ния Втрпе бальше коэффициент линейнсга расширении.

Для ЭШГО учтем, чтп У: г'ї'. Подставка атп в выражение (1110,
псшучим

дышат? = Шнрап.
Секратив на Н, =±Ё и раскрыв екебкн, имеем

в=за +зе1ат+азтатуї
Для всех твердых тел кеафрициеит линейнеге расширения маг1 и

равен І'ІІІ-5*_ІІҐІ-*їт К-К А атс значит, чте при малем интервале темпера-
тур (аТа ШП К) межне в равенстве отбросить члены, седерлташие ег.І и
егЁ. Птсъела следует:

|3=3а. (ПШ

11235. Виды деформаций твердых тел

Твердые тела сехранаіет ферму, не пед действием сил, прилепкеииых
к ним, ферма тел менаетса. Дефюрмеинеи (ет лат. иефпнин'е - искаже-
нне} наеывашт смещение частиц тела на равневееных пелелтеннііі1 неа-
ннкатешее в результате внешних всадействнй или изменения фермы
сЕіъема тела.

Дефармацнн1 кетерые пелисстые исчезают песле прекращении
действия внешних сил1 называются унругшин.
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Дефщтмацин1 которые не исчезают после пракращенив внешних
сил, называются динамическими.

Деформашів растяжении тїсжатнву+ Если к однородному стержнто,
вакрепленному одним концом, приложить силу Р вдоль оси стержни
в направлении от этого конца (рис. 1129, е), то стержень растинетсл+
Деформацивв растяжении характеризуют абсолютным удлинениеи

Ы = г' -Іп

и относительные: удлинениеи
_ Ы

а'в
где Д, - начальная длина; І- конечная длина стержни.

в, = -г в Р. = -Р' Р
*-|_.........................І_', _. _._{_'._........... -.._-І.-

а 6

Рис. 11.9

При малых растиженивх (Ы << 11,] деформации большинства тел
Ъ'ПРЪ'ТНЕ-

Если на тот же стержень подействовать силой Р, направленной к ва-
крепленному концу (рис. 11.9, б), то стержень подвергнетсядеформации
сжатии+ В этом случае относительная деформации отрицательна: е *ї П.

Деформашш сдвша. Нагладно деформацито сдвига можно показать
на модели твердого тела, которое состоит ив рада параллельных пла-
стин, соединенных между собой пружинами [рис+ І'ІДШ, и]+ Горивон-
тальнал сила Р' едаигает пластины относительно друг друта без измене-
нии оЕ-ъематсл (рис. 1'?.ІП, 6).

Наші к кручеаше. Более сложными видами деформаций ивлаштси
изгиб и кручение. Эти деформации сводится к неоднородному раети-
жсннш или 'шкатиіо` н ноодноРОШ-Іому сдвигу.

113.6. Механические свойства твердых тел

Механические свойства твердого тела рассмотрим на примере дефор-
мации растяжении. Вначале введем величину, которая характеризует
состояние деформированного тела _ механическое напряжение. В шо-



1?.3.Твсрдыстсла а ББ?

А

Рнс.1Т.Ш

Г

оом сечении деформированного тела дейсгеутот силы упругости, пре-
пятствующие разрыау этого тела на части. Мскнначсекшн напряжением
называют отношение модуля силы упругости Р к площади поперечно-
го сечения Ѕтела:

Ро:-+
Ѕ

Единица напряжения в СН:
Но =_=Па.т 1 мг

На рисунке 11.11 изображена зависимость
напряжения о от есличины относительной

ПЦ

'Ц

а!
деформации с=І_, полученная при растя-

І]

зкении с'оерэкня на испытательной машине.
Линейный участок 0.4 соответствуот упругой

(под

деформации. п
Закон Р. Ш: пра мщщ деформация: ня-

нршннс о прямо пропорцношьно относи-
тыьнцму удлднсняш с:

ог= ЕІеІ+

По
"

Рис. 11."

[І'НЩ

Относительное удлинение с в формуле [17. 1 Щ ааято по модулю, так
как закон Гука справодлнв как для деформации растяжения, так и для
деформации сжатия, когда с *С 11

Конффнциснт пропорциональности Е, нкодящнй а закон Гука, на-
зывается модулям упругости или модулон й'ІІІ'ноа+ Модуль Юнга опрсде-
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яяют экспериментально по формуле (П'. ІШ, измеряя напряжение о и
относительное удлинение е при малык дегіэ-ормацияк+

Закон Гука, записанный в формуле (ПШ), легко привести к видуг
Р= Щдд, известному из курса оМеканикао. Подставив вформулу { 1 Т, ІЩ
о = ГКЅи с = ІЫІЛП. получим

1
а Ы _ы _ї-Е ІЪ І'ег- ...п ІЬҐІ-ЁІЁІ'

ШЁ Ё=Ё.
ЕІ

їпругая деформация обратнма. Линия разгрузки идет по прямой ,40,
н деформация уменьшается до нуля. Стержень восстанавливает свою
форму и размеры после снятия нагрузки в интервале напряжений о а” о с
с о,,,, где величинуор, называют пределовупругости- максимальное на-
пряжение, при котором еще не возникают заметные остаточные дефор-
мации (относительная остаточная деформация не превышает П,І%}.

Далее, начиная сточки Судлинение нарастает практически без уве-
личения нагрузки. Это явление называется текучестью материала (уча-
сток СЛ), Напряжение, соответствующее точке С, называется пределом
текучести от. Кривая разгрузки из некоторой точки В идет параллель-
но прямой АО. Появляется остаточная де'гі];›ормация+

С увеличением нагрузки кривая нагрузки далее возрастает и дости-
гает максимума в точке Е. Затем напряжение резко падает, и образец
разрушастся (точка К). Разрыв образца проискодит после того, как на-
пряжение достигает максимального значения апр, называемого преде-
лом прочности.

Нтак, различают упругие деформации - деформации, исчезаюшие
после прекращения действия внешней силы, и пластические дефор-
мации - деформации, сокраняющиеся после прекращения действия
внешней силы. Соответственно материалы , у которык незначительные
нагрузки вызывают упругие деформации, называются уируетони, а ма-
териалы, у которык незначительные нагрузки вызывают пластические
деформации, называют мистичиьсии.

Іруикоеть - свойство материала разрушаться при небольшой де-
формации под действием напряжений, средний уровень которык ниже
предела текучести.

Твердость _ сопротивление материала вдавливанию или царапа-
ннто. Твердость не является физической постоянной, а представляет
собой сложное свойство, зависяшее как от прочности и пластичности
материала, так н от метода измерения.
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17.4. Решение аадач пе термадинамиие
теердеге тела

11.1. Каким делжен бытьдиаметр едетержия яріеиа педъеннеге ира-
на, чтебы при педъеме е пе-етеянней енереетые груза аееен Р= 25 иН
аезнняаіешее напряжение не превышала е = 6,1] - ІІ'ДІГ1г Па?

Дана: Р= 25 яН; е = 6,0 - НТдг Па+ Найти: а'.
Решение. їелееие раннемернеге пещема груза (рие. І?.12}:

Г = Р, [17.1 Н

где Р_ еила, прилеженная я етержню яріеяа.

Напряжение, пшнннашщее В е'гержне,

Гп = _, (ІТ. '2)
Ѕ

где плешадъ ппперечнеге ееченин стержня
ҐІІ

5=“_. 1 .|4 (Т 31

Решение еиетемы уравнений (111 І} _ (1?.13} етнееи-
тельнп иеипмей величины а:

а 25-10зі
Ы: _: _: = +чит ,Ь'Нібішт едим 2,3ем

Р

Пгеет: я=1и_ =2,3 ем.
ПП

11.1. Каяеае напряжение е, еезнииаюшее у ееневания янрпичней
етенн аыеатей а = 20 и? Плетнееть кирпича р = 1,3-НРІ игімз.

Дана: І: = 211 и, р = 1,8-11]3 игімї. Найти: п.
Решение. Напряжение (рис. ПАЗ]

Рис. 17.11

ЩЅ=_ 11214п Ѕ І [ }

где маееа иирпичней етены

т=рЅД1 [1Т.15}
Ѕ - плпшЕщЬ ннрпичнеіі стены.
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Решение еиетены уравнений НТЦ-ПН, 1111151* отно-Ѕ
И н снтельно о:

о = р3й=1,8«103 -9,81-2І}= 3,53 - [1215 Па.

огш: а = джаза-ті па.
11.3. Два стержни одинакового материала н ее-

Р'ш- 17-13 чения имеют ршичную длину На *С Ь|}. Поределн-
те, одинаково ли на относительное удлинение в под

действием одинаковых сил. К какому из стержней нужно приложить
Большую силу для получения одинакового абсолютного уллнненин
ад? Масеой стержней пренебрвчь.

,1Т_[аш|:|ы!їІ - Еі; Ѕ. = 55152 а І... Найти: М..
Решение. Запншем закон Гуна:

о=Еа, (11115)

ГДЕ

Р
'СТ-Е. “ті-ІІ)

Относительное удлинение стержней с, выполненных на одинако-
вого материала (ЕІ = Е: = Е) под действием одинаковых сил, пан сле-
дует на{П+ІІ5} и (11117),

ні
ЕЅ

Е = ЕІ = в: = _ 1

одинаково.
Чтобы ответить на второй вопрос, проведем следующие рассужде-

ниа. Птносительное удлинение по определению равно:

111. Ґ
$1=Іэді=е|Д=Ё [11.131*

«51, Ё

На-[ІЪІЫ н “119) следует:

аа=еа=а=Ёа
Тент-сан І.: *С 11,то Р] е' РІ.
Пгвег:1}а|=в2=в;2} Дог:



114. Решение задач пе тармсдинамике таердпгс тела і Б'П

11.4. При скеаислсптческик исследсаанияк для Т
взятия прсбы груша се дна скеаиа на сталънсм трссе "2-1 _'_'_
сщскашт сссбый прибор. Каксва предельная гщгби- __ _ _ ____ _
на псгружения? Масссй прибора пренебречъ. Плст- Ё.. у
иссть стали р|=1 = ТДШЗ кгімд, предел пречнести ста-
лирщу=0,5- Ш'ї' Па+ ,__

Решение. енвслируем трсса: на иегс действуют щ
сила натяжения трсса Т в тсчке егс крепления, сила П
тяжести гид и сила Аркимеда Ру, (рис. 1321411. В про- _
екции на вертикальнуте ссь (Фу условие равновесия рт* “гі 14
трсса имеет вид

Т+Ёд-тд:{1. НТДЩ

Снлу натяжения троса в течке ет крепления вырааим через вели-
чину нермальнеге напряжения [предела прочнести стали) и плсшадь
пеперсч неге сечения:

Г=сгпрЅ. (1111)

Сила Аркимеда
Гд = Ѕі'рнду (112211

где і- глубина псгруекения.

Масса треса
т = Ѕірп. (1113)

Решение системы уравнений {І?.2Ш_{ІТ.23) стнссительнп І:

,г =і*
31:10:1- _рп)

ЕнчнЕленнЕ:

_ ада*
на] 419-111” -1,е- не)

=Т,39-Ш]м = 139 км.

~\ЁІ'1-ват:!=і =Ту39 км+
дрет _Рн}

11.5. Какая пружина* стальная или медная, при упругсй деформа-
ции псд действием сдинаксвай силы прнебретаст Бельшуш пстенци-
альную анергиаа'?І Внешне пружины абсслістнс единакс-вы. Массси
пружин пренебречь. Мсдуль упругасти (мсдуль Юнга) меди меньше*
чем стали: Щ,І *С ЕП.
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Дано: Е.. 'ї ЕП. Найти: Щ., 'ї РУШ или Щ... 3* ддт?
Решение. Потенциальная энергия сжатой пружины

а; = даша, наши
где к - упругость прїисины; дЬ - деформация.

По ааконїтгг Гїка

Г = йдЬ, {1Т.25}
где Г- сила.

С другой стороны ,

Г =оЅ. 012261*
где о _ напряжение; 5 _ площадь поперечного сечения проволоки, из кото-
рой сделана пружина.

В соответствии с законом Гуна в форме Юнга

о = Ее, (ЦЕН
где Е _ модуль Юнга; с _ относительная деформация, равная:

Ь - длина пружины.

Решение системы уравнений (ІТ.24)_{17.2?] относительно РУП:
2а І да

" 2ЕЅ
Проверка единицы:

НІ-м-м2их =_=
І: п] Нъмї

Так как по условию Е.. с ЕП, то потенциальная энергия медной пру-
эккны йольше+

`Еггмггт: потенциальная энергия медной пружины Больше: щи > Щш.
11.6. Какое количество теплоты 0 израскодовано на нагревание

медного шара от га = 'П 1“111 если его объем увеличился на дУ= Ш смз'?
Дж
КГ'

Удельная теплоемкости меди равна С =.'."1,Ё*]і.'1іІ , плотность при
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а. = 'П “С равна о = 3,9 - НР игімз, коэффициент линейного раошнреннл
ов 1,1г'-1'ІІІІ'5 К'і,

,ІІаио-..«1'1.І«"=ІІЁІеиЁ;н*:1`=3'г,3*11¦1і2 Ди; р=3,9~1{13игім3;о:= 1,?-10-5111-1-
ІҐ'

Найти: 0.
Решение. Количество теплоты, нараеходонанное на нагреванне

медного шара, равно:
фасад (1113;

где ыаееа шара
три; ото

РЬ - объем шара при температуре за = [І ЧС; С - їлельнаа теплоеыиоеть меди;
аТ- перепад температур.

По ааионітг теплового раеширенин

У = Уп(1+3ееаТ}, {1 ЪЗШ

где И; - объем шара при а; = П ЧС; У- объем шара поеле нагрева.

Увеличение объема шара
аР=У-ц. НЪЛ}

Решение енетемы уравнений (1?:28}-{1?,ЗІ} относительно неио-
Іиой величины 0:

_рСоУ
0- За -

Провериа единицы:
иг-Дж-мЗ-КЩиты*-

Вычисление:
з І з_ _ а1Ё=а,±г=т-|г1+2,;зіатіїпъсгзтс1гш =663 шздж=653кдж+

ответ: о= ршу =ааз для.
І'ТЛ. СтальноЁЕрїе поперечного оечениа Ѕ аааелан меаиааг инрпнч-

ньпин етеннамн при температуре Д. При какой темперапгре Генла,
дейетвїтощаа на ищю етениї, не будет превышать Р? Мощгль Юнга
етали равен Е, иоаффнцнент л инейного раешнреннп стали о.. Тепловое
расширение кирпича не учитывать.

Дано: 5; Д; Р; Е; а. Найти: Г.
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р 5 а Решение. При нагревании на дТ= Т- ТЪў Г а?у, ¦' я; ў етераєень а еаебаднен ееетеянии уданнилея
р; ` * яд; бы на ді. = Ьпші Т, где Д. - первоначальная
Ґ: Ь- : ' дпина стержня (рне. ПЦН. Заделанный иен:-

ду аирпичами бруе еетяметея на ап* же нели-
Рш* ПЛ чннр1 т.е+ на Ма Па аакенї Гуна

п = Ее, (1 1321;

где напряженнпегь
Рп = -' 112335. < т

етнеентельная деформация

а =Ё: П 134”Д,

на: лишат. (11351
Решение еиетемы уравнений (ІЪЗД-(ІЪЗЫ етнееительне иена-

ьшй Величнны Т:

Т=Д+і.
цЕЅ

Преаерна еднниЦы:
Г Н›К+м2_ =_=К; Г =К.

[131.53] І'І-1н2 І: ]

РПгнег: Т=ТЪ+_ К.
цЕЅ

11.8. Телшнна биметалличееней пластинки, ееетааленней иа еди-
нанеаыа пелеееи етапи и никеля, равна а* = Пр] ем. Впределнте ради-
ре ариаианы Н плаетинни при пеаышенни температуры на Ш = 11 “С
Кеаффициент линейнеге расширения цинка ея = ЁЅ-Ш-Ь НН* еталн
111 = 124134* К'ї.

Дана: а'= [1.1 ен; Ы= І І °С; ц. = 25404* К-';ц2=12-Ш-Б К-'. Найти:
Н.

Решение. Длина пелееяи еталн и никеля пееле нагрева равна:

д = дышит); пазы
152 = 10{І+а;1аи, (ІЪЗ'Ц

где Ьа - длина нашей прлееан при температуре а; - П.
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На риеїнна 112115, елещет:

а =~іа+Ёэа (нее
12=(к-%}а (1139)

Решение Шадробнее] еиетены уравнений
{1?.36]-{ І 1239): а'гнееительне д:

падетаелаем [ІЪЗВ] и [11391' е “136) и (ЦЗН:

(Л+%}ср= 1100 +а|аг}; (ПАВ)

0' .(д-їнр: 10(І+:12ш}, [НАН

делин {17+4І]} на “1411:

а*
л+ї _ 1+ев|Ы
д_Ё _1+ч::г.г!›.л'+

Отсюда елещет:

а' а'Н[І+ц2ш}+ї(1+седш}= Щ] +еъ|Ш} -Е-[І +ц1дг).

На атеге равенства находится некемый радиус:

Ёп +еь1ш+ І +ц|ш) ёЕЁ +{еъ[ +цд}дг] _ д' + ЁШ. +Цгїдї
[+11]Ш-І -евддг {ц[ -цдшг '[11] -седшг

Пренебреган пе пернцкї величины атерым елагаемын а чиелителе*
ПЕПНЧЕІТВЛЬНЁ ППЛЭ'ЧЕБН

а 0,140*ъ
к: = _Ь =т м.

(цІ-цыш' (25-12}-Ш +І1

_ с; _

_(Ц1_Ц2}Ш _
Шагин?

11.9. Между днїьш стенками помещен етернеень сечении Ѕ, еттпн-
Щий на даун частей, имеющих коэффициенты линейнпгп расширении
ел] н ет.: и мпщглн Юнга Е. н Е2 епатнететаеннп. При температ'ЛЗе Т. дан-
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ны частей стержня слинаксвы и равны ЦЕ, а тсрцы стержня лишь ип-
сатстся стенск+ С каксй силсй Рстержень будет давить на стенки, если
егс нагреть лс температуры Ту? Деформацней стенск пренесіречъ-+ На
каксе расстсянне дБ сместится местс стыка частей стержня?

Дансші; спд; Еу; ЕІ; ТІ; 1,32; Ту. Найти: Г, сЬЁ
Решение. При нагревании стержня ст тем-

п-н ЕІ 1.145? “и Е:ў 39 пературы ТІДс Т:Беасграничнвашщнк стенск
/ Ґ “Ґ ў сн уллиннлся бы на величину (рис 1? ІП/ 1.1. І / ч +

я Ь Ы. 4 1= д = = = ас=ас+ад2=їтщ+арщ -ла шагу
І.

ч При сграннчиватсщнк стенкак нагретый
т* 17"? стержень скажется сжатым на ее. Пс аакс-

ну Гука {сжима1сшая сила Г в сбенк частяк
стержня сдинаксва):

П.а =_; плз

Н.а = . 1144

При атсм
аЬ=ад +а12. (11.45)

Псдсташшя в (І?.45} (11.43) н (17.44), пслучаем

РІ. І 1аЬ=_ _ _ . 12461${я[ + Е } П }
`Ёлїкїптнсшснис (1 ТАБ), стгс гсвсря, является приближенным, так

как мы аамснилн длины 1,1 и Ь: частей стержня при температуре 'Гд нк
ллннсй ДД при температуре Т.. Однакс сгнссительная псгрешнссть
ад вычислен ная пс атсй фсрмуле, будет псрядка аЫЬ.

На ссвместнсгс решения {1Т.42}и (ПА-6) пслучаем

= адсл; -кцаІ жар
ЕІ + Е2 і

Г

Прсверка единицы:
_Нд-мІ-Ічі-м1 _ш_4__м -РІ~К.

СмсЩсние дБ места стыка частей стержня мсжнс спредслнтн,І прн-
ннв ип иниманнс, чтс пнп складывается на псрсмсшсн ня За счсТ Теплп-

Н.
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асгс расширении {например, перасй части стертнна] и сбратнсгс пере-
мещении аа счет сжатии:

Ґ_]_ ЦТ: 'ТЩЦІЕІ 'Ц1Е1}_- Ьад: -[сг.|[Т- ТІ'- ЕЅ ДЕІ+ЕІІІ

Проверка единицы:
2[дд]=Ш=н*

К-ІиІ-Н
ШТ: г: ЕІЕІЅ{ТІ _ТІ'ЦП'І +п'21' Н. дп: ЫТІ-ЛНЦІЕІ _ЦІЕ1} м

д+ц * щц+ц}
11.10. Нефть аапслнает железную цнс'псрн3,г вы-

сстсй Нд = 6 м н при температуре ТЕ, = 2*?3 К не. _ _._._.._._._.;і І
'ІІ І-

_._-дснсдит дс края цистерны на і: = 0,2 м. При иак'сй »г ГНН:
максимальной температуре Т может храниться "_1;"'
нефти1І чтобы сна нс переливалась чсреа край цн- :
стерны? Коэффициент линейного расширении 1 п
железа съ = 1,2 - Ш-5 КГ', коэффициент о'бъемнсгп _ ``````` І ````` _
расширении нефти [3 = 1,0 і ІІЁГ3 К" (рис. 1113). _ Ц] _
Лапшнп-бм; Д=213К;й=0,1м;сг.-

-1,2*1с-5к-1;р-дпітс-ЗК-дншшг т-П-Ш
Решение. Объем цистерны при температуре Т

ее? н
4

где диаметр цистерны при темпераТП-'Ю Т

с: плиты), (11431

и. = шип

а еысста цистерны при атси же температуре

Н = Нп{1+с,аТ}; {1 ТАЩ
аГ=Т-Тп. (1150)

Пбъем нефти при температуре Т

- ЦПП +13аї'), (1151)
где ссъем нефти при температуре ІЪ ранен:

ЦВ"_(нги). (1152)
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Для того чтобы прн температуре Т нефть не переливалась через
край цистерны, иеобзодимо равенство объемов цистерны н нефти:

УЦ = к.. назад
Решение системы уравнений (НАН-(1153] относительно Т:

Ёцї-о +аапїнпа+аап=

=Ецїіінп-аднрат)=›((1+3еет+зе1(етр +а1іатуз]нп =
=(н.,-ая1+аат}.

Пренебрегая слатаемымн ЗссЧаПІ и сяЗІДаПЗ как бесконечно малы-
ми величииами высшего порядка, получаем окончательное решение:

а
Т_?Ъ+|з{нП-я}_занп*

Проверка единицы:
І'І =Ы'К=КІ [Т:|_ К

шага-залп м * _ '

Ответ:Т=їЬ+ Ь
[ЗигДаг'ш -Ы-Занп К

11.11. Тонкий медный сбруч вращается е угловой скоростью шп
вокруг оси* проходящей через его центр масс перпендикулярно пло-
скости обруча: Чему будет равна угловая скорость ш обруча, если его
температура повысится на а Т? Коэффициент линейного расшнрення
меди равен о.:

Дано:шп;аТ. Найтнцс.
Решение. Так как нет внешних сил, то соблюдается закон сокра-

неиия момента импульса. Запншем зтот закон в проекции на ось ф
(рис. ПДЧ):

Іпшп = Іш, (ЦБ-11
где Іп, І - моменты инерции обруча соответственно при температурах Т и
Т+ аТ: равные:

к., =таё: (пая
І =тд2; (ПНЅЩ

т _ масса обруча; др, д - радиус обруча соответственно при температуре Ти
Т+ а Т.



11-24. Решение аадач пе термодинамика твердвге тела і ВТБ

Рис- 1119

При певышенин температуры ебруча на аТдлина енрїжнеетн ета-
нет равнвй

Зак: Зидан +сшТ1ь '[ІЪЅ'Л
Решение еиетемы уравнений (1?е54}-{П+5Т} етнеентельне неве-

мей величины ш:

ш =е1пП +цдТГІ. {П.53}

Учитывая малветь величины въ., выражение “158) межне упро-
етить. Для атвге аапншем бинвм Иыетвна:

{а+Ь}" = а" + .*на""Ь+Щш_;Нез'дчіэїг + ...

Пе аналегни

(І штата-2 = г2 +(-2}-г1-1-цвт+%-Г24(автў + ....

Пренебрегап третьим елагаемым как величиной, Беененечнв малвй
выешеге порядка. екенчательне получаем:

ш =сеп{| -ЁШЬ ТІІ.

(Инет: ш =шп{1 - Еще. П е-'.
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ЖИДКОЕ СОСТОЯНИЕ

18.1 . Строение жидкости

Жидкое состояние, занимая промежуточное положение между газами
и кристаллами, сочетает в себе черты обоих зтих состояний. В част-
ности, для жидкостей, как и для кристаллических тел, характерно на-
личие определенного объема, и вместе с тем жидкость, подобно газу,
принимает форму того сосуда, в котором она находится, Далее, для
кристаллического состояния характерно упорядоченное расположе-
ние чаетиц [атомов или молекул). В газах в атом смысле царит полный
хаос. Согласно рентгенографическим исследованиям в отношении
характера расположения частиц жидкости также занимают промежу-
точное положение. В расположении частиц жидкости наблюдается так
называемый ближний порядок. Эго означает, что по отношению к лю-
бой частице расположение ближайших к ней соседей является упоря-
доченным, Однако по мере удаления от данной частицы расположение
по отношению к ней других частиц становится все менее упорядочен-
ным и довольно быстро порядок в расположении частиц полностью
исчезает, В кристаллах имеет место дальний порядок: упорядочеиное
расположение частиц по отношению к любой частице наблюдается в
пределах значительного объема.

Наличие в жидкостях ближнего порядка служит причиной
того, что структуру жидкостей называют кеозокростпатической
[кристагшоподобной).

Нз-за отсутствия дальнего порядка жидкости, за немногими исклю-
чениями, не обнаруживают анизотропии, характерной для кристаллов
с их правильным расположением частиц. В жидкостпх с удлиненными
молекулами наблюдается одинаковая ориентация молекул в пределах
значительного объема, чем обусловливается анизотропия оптических
и некоторых других свойств. Такие жидкости получили название жио-
кнх хрпотпалое. У них упорядочена только ориентация молекул, вза-
имное же расположение молекул, как и в обычных жидкостях, дальне-
го порядка не обнаруживает.

Промежуточным положением жидкостей обусловлено то обстоя-
тельство, что жидкое состояние оказывается особенно сложным по
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своим свойствам+ Позтому его теория гораздо менее развита, чем
теория кристаллического и газообразного состояний. До сил пор нет
вполне законченной и обшепризнанной теории жидкостей. Значи-
тельные заслуги в разработке ряда проблем теории жидкого состояния
принадлежат советскому ученому Я .И. Франкелю+

Согласно Франкелю тепловое движение в жидкостяк имеет следу-
ющий ларак'вер+ Каждая молекула в течение некоторого времени коле-
блется около опраделенного положения равновесия. Время от врамени
молекула меняет место равновесия, скачком перамешаясь в новое по-
ложение, отстоящсе от предыдущего на расстояние порядка размеров
самив молекул. Таким образом, молекулы лишь медленно перемеща-
ются внутри жидкости, пребывая часть времени около определенных
мест. По образному выражению ПЛ. Френкеля, молекулы е'Гранс'гау-
ют по всему объему жидкости, Беда кочевой образ жизни, при котором
кратковременные переезды сменяются относительно длинными пе-
риодами оседлой жизни. Длительности зтнк стоянок весьма различны
и беспорядочно чередуются друг с другом, но средняя длительность
колебаний около одного и того же положения равновесия оказывается
у каждой жидкости определенной величиной, резко убывающей при
повышении температуры. В связи с этим при повышении температуры
сильно возрастает подвижность молекул, что в свою очередь влечет за
собой уменьшение вазкости жидкостей.

Существуют твердые тела, которые во многик отношенияк оказы-
ваются ближе кжидкосгям, чем к иристаллам. Такие тела, называемые
диорфныии, не обнаруживают анизотропии. В расположении из ча-
стиц имеется, как и у жидкостей, только ближний порядок. Перевод
от аморфного твердого тела к жидкости при нагревании осуществля-
ется непрерывно, в то время как перевод от кристалла к жидкости со-
вершается скачком. Все вто дает основание рассматривать аморфные
твердые тела как переокдажденные жидкости, частицы которык вслед-
ствие сильно возросшей вязкости имеют ограниченную подвижность.
Типичным примером аморфного твердого тела служит стекло. К числу
аморфнык тел относятся также смолы, битумы и т.п.

18.2. Поееркноетное натяжение

Пригажение молекул жидкости друг к другу осуществляется в преде-
лак небольших расстояний, называемык радиусом ищеиуляриово бей-
стедгя г, а сфера Этого радиуса называется сферой молекулярного бей-
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стена. Радиус молекулярного действия имеет
величину порядка нескольких эффективных
диаметров молекулы.

Каждая молекула испьтгынает притяженне
со стороны всех соседних е ней молекул, нахо-
дящнхся в пределах сферы молекулярного дей-
ствня, центр которой совпадает е данной мо-
лекулой. Равнодейсгвуюшая всех этих сил РІ
для молекулы І, находящейся от поверхности

Рис. 13.1 жидкости на расстоянии, превышающем г, в
среднем равна нулю (рис. 13.] }. Иначе обстоит

дело, если молекула находится на расстоянии от поверхности, меньшем
чем г, Так как Гшогность пара [или таза, с которым граничит жндкоеть}
во много ряэ меньше плотности жидкости, то выстучтаюшая за пределы
жидкости часть сферы молекулярного действия будет менее эаполиена
молекулами, чем остальная часть сферы. В результате на каждую моле-
кулу, находящуюся в поверхностном слое толщиной г{порядка Ш-Ч м),
будет действовать сила, направленная внутрь жтшхости. Величина этой
силы растет в направлении от внутренней к наружной границе слоя.

Пераход молекулы на глубины жидкости в поверхностный слой
связан с необходимостью совершения работы против действующих в
поверхностном слое сил. Эта работа совершается молекулой эа счет
аапаса ее кинетической энергии и идет на увеличение потенциальной
энергии молекулы подобно тому как работа, совершаемая летншим
вверх телом против сил земного тяготения, идет на увеличение потен-
циальной энергии тела.

Работа, которую надо эатратить, чтобы иэотермически н кваэиста-
тически увеличить поверхность жидкости на единицу при сохранении
ее объема неизменным, наэывается коэффициентом новерхноснтново
НШ'НЛЩСЕ'ННЛ:

_ Нд Дж
_ дЅ т м2 І

Следовательно, молекулы в поверхностном слое жидкости облада-
ют дополнительной потенциальной энергией. Поверхностиый свой в
целом обладает дополнительной энергией. Поскольку число молекул в
поверхностном слое пропорционально его площади, то суммарная по-
тенциапьная энергия всех молекул (свободная поверхностная энергия)
также пропорциональна этой площади.

Поверхностной энергией обладают как жидкие, так и твердые тела.
Ведь особые условия, в которых находятся молекулы на поверхности
жидкости, характерны также и для поверхности твердых тел.

окт)
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Поскольку положение равновесия соответствует минимуму потен-
циальной энергии, жидкость, предоставленная самой сеое, будет при-
нимать форму с минимальной поверхностью, т,е+ форму шара+ Такую
форму жидкости наблюдали, например, космонавты в оронтальиых
полетах+

Для вычисления работы, необходимой для образования поверхно-
сти жидкости, воспользуемся свойством некоторых жидкостей, напри-
мер мьшьной воды, создавать тонкие пленки. Рассмотрим мьшьную
пленку, образованную на прямоутольнике с одной подвижной пера-
хладиной длиной Ь, массой которой можно пренебречь (рис. 18.2, о),
Если на ату перекладину не действуют внешняя сила, то поверхность
жидхости Будет сокращаться и подвижнвя планка притянется х непод-
вижной [рис+ 18.2, б). Площадь поверхности сократится до миниму-
ма. Следовательно, со стороны жидкой пленки вдоль ее поверхности
действует сила ЕМ, касательная к поверхности и перпендикулярная и
участку контура, на который она действует. Эта сила называется самой
НШЕДІНОСШНПШ НПШЛШНІШ'.

І. І. І.
'_ч '_Ч

ох

Е
о о в

Рис. 18.2

Пленху можно растянуть и удерживать в равновесия, если х пера-
хладнне приложить внешнюю силу Ії', равную по модулю силе поверх-
ностного натяжения (рис. 18.2, е):

Р = -Р'тр ІІІЁ-ЁЪ
Если под действием силы Р подвижиая перохпадина сместнтся на

ох, то пронаведенная работа А оудет положительна: А = Рох. За счет
этой работы поверхность пленки увеличится на оЅ,

Сила поверхностного натяжения РМ совершает при атом отрица-
тельную работу:

«4'=--Є..нд1~ ІІІЁ-їй
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Так как пленка - ато тонкий слой экидкости, ограниченный двумя
поверхностями, то оЅ: охЬ', где Ь' = 211.

Поверхностная внерптя при этом увеличится на
он, =ооЅ=оЬ'ох_ [13.4)

І'ШВ

где аНіпп, - изменение поверхностной энергии.

Так как А' = -о ІР'ЛЩ, то, подетавив в ото выражение вмеето А' и о. Шин,
их Значения иа [13.3) и [18.4), получим -Рпмох = -оЬ'ок Птсшда

Ґ" но = _-, ІЁ.5
Е І: }

Таким образом, коэффициент поверхностного натяжения выража-
ется двумя формулами -{13.1)и{13.5]и его единица может Быть вы-
рат-кена как вдэкоулях на квадратный метр, так и в ныотонах на метр:

_Ё_Щ_Е
[п]_ мя _ мя _м*

18.3. Давление под изогнутой поверхностью
жидкости

Расемшрим поверхность иощкоети,
І І Ш опнряющуюса на некоторый пло-

р, т р,-ор екий контур (рис. 13.3, о). Если по-
верхность ткидкости не плоская, то

я. + дл стремление ее к сокращению при-
д 5 Ё ведет к возникновению давления,

Рис. 13.3 дополнительного к тому, которое
испытывает жидкостьс плоской по-

верхностью. В случае еыпуклой поверхности это дополнительное дав-
ление положительно іїрис+ 13.3, б), в случае вогнутой поверхности -
отрицательно (рис. 13.3, е). В последнем случае поверхностный слой,
стремясь сократиться, растиптвает экндкосгь.

Величина дооаяочного давления, очевидно, долткна яоарастать с
увеличением коэффициент поверхностного натяясения о и кривизны
поверхности. Еычислим добавочноедавлениедля сферической поверх-
ности ткидкости. Для этого рассечем мысленно сферическуіо каплто
жидкости диаметральной плоскостыо на два полушария {рис. 13.4).
На-аа поверхностного натяжения оба полушария притягиваъотся друг
кдругу с силой, равной
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Р = Ёпдо.

Эта сила прижимает друг к другу оба полу-
шария по поверхности Ѕ= пк* и, следовательно,
обусловливает дополнительное давление

др _ї _ Ёпдо _2_о'
' 5 ' пк* ` х'

Криеизна сферической поверхности всюду
одинакова и определяется радиусом сферы Н.
Пчевидно, что чем меньше К, тем больше кри-
визна сферической поверхности. Кривизну произвольной поверхно-
сти принято характеризовать так называемой средней кривизной, ко-
торая может оказаться различной для разных точек поверхности.

`Средняя кривизна определяется через кривизну нормальных сече-
ний. Нормальным сечением поверхности в некоторой точке называ-
ется линия пересечения этой поверхности с Плоскостьго, прохсддщей
через нормаль к поверхности в рассматриваемой точке. Для сферы лто-
бое нормальное сечение представляет собой окружность радиусом Н
(д - радиус сферы). Величина Н= Ііддает кривизну сферы. В общем
случае различные нормальные сечения, проведенные через одну и ту
же точку, имеют различную кривизну. В геометрии доказывается, что
пошусумма обратных радиусов кривизны

нал)

Рис. [8.4

н=1[і+і] пай
2 д Н:

для лъобой пары взаимно перпендикулярных дер
нормальных сечений имеет одно и то же значе-
ние. Это и есть средняя кривизна поверхности
в данной точке.

Радиусы д. и Ку е формуле ИВЛ - алге-
браические величины. Если центр кривизны
нормального сечения находится под данной
поверхностыо, соответствующий радиус кри-
визны положителен; если центр кривизны ле-
жит над поверхностыо, радиус кривизны шри- РІШ- 13-5
цетелен (рис. [Еду

Техим образом, неплоская фигура может иметь нривизну, равнуто
нулъо. Для зтого нужно, чтобы радиусы кривизны д. и Лу бьоти одинако-
вы по величине и противоположны по знаку+

Для сферы д] = ду = д, так что всоответствии с ЛВЛ Н= ІНЕ. За-
менив в (ІЁЫ Іідчераз Н, получим

Дзб
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1'14.,о=21:'.г;|Н\'+ “3.311

Лаплас доказал, что формула 08,8) справедлива для поверкности
лтооой формы, если под Н понимать сраднтото кривизну поверкности в
той точке, под которой определяется дополнительное давление+ Под-
ставив в “ВШ выраэкение (183) для средней кривизны, получим фор-
мулу для добавочного давления под произвольной повериностыо:

ар=з[_+і]. пал)
Пна называется формулой Лапласа.
Добавочное давление (18.9) обусловливает изменение уровня зкид-

кости в узкик трубках (капиллярнщ, вследствие чего называется ино-
гда капшыярньш давлением.

18.4. Із'нІвления на границе раздела газа,
жидкости и твердого тела

МЛМ Если граничат друг с другом сразу три
вещества: твердое, ткидкое и газообраз-
ное (рис. 18,6), то вся система прини-
мает конфигурацию, соответствующто

о минимуму суммарной энергии (поверк-
ЭЛШШТ ностной, в поле сил тязкести и т.п.]. Н
штМ* частности, контур, по которому грянн-

рнс, [3,5 чат три вещества, располагается на по-
верхности твердого тела таким образом,

чтобы сумма проекций всек прилозкеннык к каждому элементу конту-
ря сил поверкноетного натязкения на направление, в котором элемент
контура моткет перемещаться (те. на направление касательной к по-
верхности твердого тела)` Была равна нулто. Нз рисунка 13.6 следует,
что условие равновесия элемента контура длиной оЬ запишется сле-
дующим образом:

аІп,_, =аіп,_,, +д1пж гсоеа, [13.1Ш
где он, он, оШ - коэффициенты поверхностного натязкения на границак:
твердое тело - газ, твердое тело - иотдкость и иошкость - газ.

Птечитываемый внутри ткидкости угол а меашу касательными к по-
верхности твердого тела и к поверхности аошкости называется крое-
анм узами. В соответствии с [18.10]
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еша=Щ. папу
ІІ

Краевой угол В опраделаетеа выражением (131 Н только при усло-
вии, что

Щс 1. (13.12)
БЖІ

Если ото условие не выполняется, т.е. отг - он Те пдд ни при каком
значении В не может установитьсп равновесие. Эго имоет место в двум
случаях:

1) онг 3* отъш + от. Как бы ни был мал угол В, сила огіг оказывается
Іболвшс двул другии (рис. 18.7, о). В этом случае жидкость неограни-
ченно растекаегсв по поверхности твердого тела - имеет место летнее
оиочнеонае. При полном смачиванин краевой угол В равен нуліо;

2] от.ь в оъг + от. Как бы ни был угол В близок к и, сила от переве-
шивает две другие (рис. 131, 6}. В зтом случае поверхность, по которой
жидкость граничит с твердым телом, стлгиваетсд в точку, жгщкосгь от-
деляется от твердой поверхности - имеет место летнее весне-тишине.
При полном несмачнвании краевой угол равен и.

Рис. 18.?

При соблюдении условии (181 І) краевой угол может оказать-
са острым или тупым в зависимости от соотношения между огчг и он.
Если опг > от то созб > б и угол В - острый (см. рис. ІБЯ, со В зтом
случае имеет место частичное смачиванне. Если отГ *С он, то созб *С б и
угол б - тупой (см. рис. 13.1 б). В зтом случае имеет место частичное
несмачннние.

18.5. Капнллнрные явления

Существование краевого угла приводит к тому, что вблизи стенок со-
суда наблюдается искрнвленне повертшостн жидкости. В узкой трубке
(капидллреЧ или в узком зазора между двумя стенками искривленной

1 Капиддар [от лат. соррг'йш - волое} - трубка. тонкая, как волос-
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оказывается вся поверхность. Если жидкость смачивает стенки, поверх-
ность имеет вогиугуто форму, если ие смачишет - выпучотуто (рис. Ніщ.

Эс%;й›0 Въї;йс0

Рис. 13.3

Такого рода изогнугыс поверхности зкъщкости называются
менискомо.

Если капиллир погрузить одним кон цом вЩкость, напитуш в ши-
рокий сосуд, то под искривлснной повсрхностыо в квпидпврсдавление
будет отличаться от давлении под плоской поверхностью в широком
сосуде на величину др, определиемуіо формулой (18.9). В результате
при смачивании капидлвра уровень зкидкости в нем будет выше, чем в
сосуде, при несмвчивании - низке.

18.6. Решение задач по теории
поверхностного натяжения

13.1. Смачиваемый водой кубик массой т = 20 г плавает на поверх-
ности воды. Длина кубика г' - З см. На каком расстоянии к от повсрх-
ности воды находится ники-шо грань кубика?

Двио'. т - ЕП г; І'- 3 см. Найти: й.
Решение. сНоолируемь кубик (рис. 18.9): «заменит действующие

на него тела силами: Землю - силой тихсестм тд, воду _ силой Архи-
меда Ед и силой поверхностного натэокении РМ. Запншем второй ва-
кон Ныотоиа в проекции на осьу:

Ей -тЅ-Еън =І`.]'І (13.1311.

ГДЕ

Ри =р Ус; [ПЗ-Щ
о _ плотность воды, объем погруткенной части кубика;
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Уы'Чг, (13.15)
РМ цен. (13.16)

Рис. 13.9

Решение еиетеиы уравнений (18. 13]_[ 18. 16] етнеентельие и:
нччд+4сг.\т.д1:_+
рад

Проверка единицы:

Н м-е1_кг м е413.! =Н_=Н' і: - =м.[ 1 [1-__ ___ __2- _; ___
Вычисление:

_ амп-3 »31 +4«п,пт3.3- ш-2
- шдавъздш*

Шает: Ь=Щ=ДЗ ем+
ред

18.1. На певеранееть веды пелеащпн жирную (пелнеетью не-
емачинаемую ведей) стальную нгелку. Канев наибольший диаметр
а', при нетерем ена еше межет держаться на воде? Плетнееть етапи

_ дпр_?,в'1'п Е+

= 0,023 м = 2,3 ем.

Решение. Для тега чтебы игелка не тпнїла, непбаедиме, чтпбы нее
ишлии был не Бельше пилы певеринеетнпгп натяжения (рис. 13.10):

печи. пела;
где маееа игелни

т=рУ; (13.13)

Р'- еЕъеы италии;
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у=_Ь; (13.19)

Ь- длннв нгплнн.

РМ. 1540

'Сила ППВЁРЁНПЁТНПШ Натяженнн

глм = РЅ* (1 ЁеЁ-ЩІ

где р -дввленнеІІ вызванное крнвнвнвй певерлнветн жидкветн в їглїбленнн
пел нгвлнвй, впределненве формїлвй Лапласа:

1 Ір=ег -+- . [ІЗЗЦ[д на 1
Пвнерлнееть жндкветн - Цнлнндрнчееная, пеэтелье,г

д = Ё; ПВД)

В: =ев. {1Ё.13}

Площадь епвры нгелкн

Ѕ = Ьа'. {13.14}

Решение енетемы уравнений 1118. 1 ?)_[ 15.24) втнвентельнв гг.

ее ,Ё
'две

Проверка еднннцы:

Н-ш.г"-е2 иг.г-|л-|н-е2
М+КГ+М С ІІІЕГ
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Вычисление:

а ЕЛ'ШЗ 51,56-10'3 ма 1,515 мм.
3,14-Т,Ё-10` 3,31

Птвет: о'в Ёівшб мм.
Часа

18.3. Мыльная вода вытекает из капилляра по
каплям. В момент отрыва диаметр шейки капли
равен о'= 1,0 мм. Масса капли т = ПДІЕЁІ г. Най-
дите коэффициент поверхностного натяжения о.

Дано: о'= ІД мм; т = [1,0І29 1'. Найти: о.
Решение. «Выделяемь каплто воды, «заменя-

емя взаимодействуюшие с ней тела силами: Зем-
лго - силой тяжести тд, капилляр - силой по-
веряностного натяжения РМ. тд

Запишем второй аакон Ныотона в проекции рыщ"
на осьуЦ-шс+ 18.1І):

до: -те=0: (швы
где

Р = яо'сг. (18.26)

Решение системы уравнений “8.25), (18.26) относительно о:

_ тдот .
ла'

Проверка единицы:

кг-м Н
[П]_ с1 ›м _ м-

Вычисление:

-зп: [1.0129 Ш 49,81 0,04
3,І4-Ш

ПТІЕТ: ку:Ё = ,Щ Н
ло* м

15.4. Найдите разность уровней жидкости в двуя капшшярньо: труб-
кая, опушенньо: в жилкость+ Жидкость полностыо смачивает стенки
капиллярньтя трубок: краевой утол равен нулъо+ Плотность жидкости

Ём.
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р= '21,30 гу'емд', коэффициент певерянеетнеге нагяжения п= 22-1121'З НЛи,
ннугренние днанетры трубок равны а] = [1,04 ем, а: = 11,1 ем.

Дана: р = 0,30 гіенд'; п = 22- ІП'] Нін; е'. = [1,04 ем; а; = '3,1 ем. Най-
ти: Ыт,

Решение. На рнеуние 1812, а представлен первый иапнляяр, епу-
Щенный а жидиееть. На рнеунне 13,12, б «выделена етелбни жидиее'ги,
педнятыи еипамн преерянретнеге натяжения: на неге деиетнушт Зем-
ля е енлей тяжеетн пад, где т, - маееа етштбнна жццнеетн, н етеннн
иапнпляра е еилеи певерянеетнегр натяжения РПЦ.

Запншем уелрвне равневееня етелбнна жнднеетн в преенцнн на
ееъ у:

дам-не=ц {шдп
ГДЕ

ДМ =аєї|сц ПБДВЪ

Нъ=яддд Пддді
І

5,=ЁЬ. пазп;4

_. Ё. ц.

ЁЁ-*іі “
__ _ д.

__» _ - Ц:
а б

наши
Решение еиетемы уравнений (ЖЗЛ-(1 3.311) ртнеентельне я.:

ц=ії. (шар
тд

Пр аналегнн е предыдущим для агерргр напншіяря получаем внер-
ту педнятня уреяня жішнеетн

4::
Й_шщ'

Бычитая из ПЁШЪ 1118.32), наяеднн иеиеьтутр раанееть урееней
жидирети ад:

папу



15.5. Решение задач по теории поваркноетного нататканиа ч БЕЗ

4о І 1

=ч.-зз-ш-3 1 _ 1
азот-не: слет-шт ш-нїг2

]=1,ез-нт1 н=|,ее ем.

Птвет: Ыт=в| -ь2 =4_П[і-і] =1,68 см.
РВ дт І'дуг

18.5. Какую работу А против сил поверкноетного нататкениа иїткно
совершить, чтобы разбить сферическшо каплто ртути радиусом г= 3 мм
на две олинаковые капли.

Дано: г= 3 мм. Найти: А.
Решение. В соответствии с законом изменении меканической знер-

тнн работа равна разности поверкноетнык энергий в конечном н на-
чальном состоанинк:

гиг-ні: (тзтззт
ПОВЕРІНОСТНЗЛ ЭНВРП'ТП В НЕЧНЛЬНСІМ Н В КПНЕЧНОМ СПСТПНННПН:

щ =41Іг1щ (183%
,у длина, нзззт

где ц - радиус маленькой капли; о - коэффициент поверхностного нет-токе-
ник ртути.

Радиус маленькой капли моткно найти из условии равенства объе-
мов Е-Сшьшой н двїк маленьких капель:

4 4 гЕпгз =2.їп;і3 Эй =ЕІ {]Ё+36}

Решение системы уравнений [ЖЗИ-(13.36) относительно А:

А =4лн д[і-1]:Щ

`Пикап: А =4по г1[%-І], Дтк.

13.15. ІЕІІ'пределите разность уровней ткидкостн он в двух опїщеннык
в ткидкос'гь аертнкальнык капиллирак с диаметрамн о. и он. Плотность
жидкости р, коэффициент со пооеркностного натпткенип о и краевой
їгол смачнаанип В:

Дано: Щ; а'д; ст; ЕІ. найти: он.
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Решение. На рисунке 1313, с представлен первый яапнлляр, опу-
Щенныи в жидкость. На рисунне ІЕЫ 3, о «выделена столоия жидкости,
поднятый силами поверхностного натяжения: на него действуіот Зем-
ля с силой тяжести тия, где т. - масса столбняа жидн:ости1 и стенян
яапилляра с силой поверхностного натяжения РМ.

ЁІ

'ы і 1

Ёъь-і- *1
_-Е _ а.

_.) _Ё- но;

Д

Рныедз

Запншем условие равновесия столбняа жтщкостн в проекции на
ось у:

ДМ совЄ-щд=0, (13.3'Ц

где
2д =“_:ь; пазы

в Час (его
вы чад. п евщ

Решение системы уравнений “8.31'1-(1 3.411) относительно в.:

= 4ПШШ. (тему
РЅЁІ

По аналогии с предыдущим дня второго яапилляра получаем высо-
Ту ПЦдНятия уровня Індішсти

а = 4ПШБЕ'. пела;
Ряд:

Енчитая ие [Юн-Ш (15.42), находим иссомуто разность уровней
жтшяости до:



15.5. Рашаниа аадач по теории поааркностного натяжаниа а ВЕБ

18.12 Стеклянный стержень диаметром о, вставилн в стеклянную
трубку диаметром внутреннего канала а'І так, что оси стержня и трубки
соападаІот. Затем полученный капилляр вертикально опустттли в жид-
кость (рис+ 13.14, о). Определите высоту й подъема жидкости в капил-
лярс, Плотность жидкости равна р, коэффициент поверхностного на-
тяжения ст и краевой угол смачивания В [П Ё В 5 ІЗ'П “СД о'д - а'. *Ні аЕІ.

Стеклянная Стеклянный
трутіка жень

ҐўиииЙй

Рис. 15.14

Дано: ай; а'д; що; 8. Найти: а.
Решение. На рисунке І3.14, о сложный капилляр, состоящий иа

стеклянното стержня, вставленного в стеклянную трубку, опушен в
жидкость+ На рисунке [814, бевьтдслсна столбик жидкости, поднятый
силами поверхностного натяжения: на него действуют Земля с силой
тяжести тд, где т - масса столбика жидкости, и стенки капилляра с
силой поверкностного натяжения ГМ.

Запишем условие равновесия столбика жидкости в проекции на
ось у:

РМ, соаВ-щд=0, 1118431*

где
ЕЦ, =сттп{а'2 +Ы,}; '(13114)

Ѕ- площадь поперечного сечения капнлляра, равная

мёд; _аут; палат
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трём; -аїъ паеы

Рсшснис систсмы уравнсний “3.431-(1 3.46] стнсситсльно а:

у; =і
рщді _ а'|}

46`[Поет і:=_, м+
вашу _ #1)

13.8. Капиплярная Трубка прадсташяст собой конус, сбрааушщаа
ксшрсгс ссставляс'т с ссып конуса малый угол ос Рациуоы Е-Сшьшс-
гс и малого ствсрстий капиллярнсй трубки равны соответственно Л
и г. Е псрвсм случае: трубка касается воды большим, во втором слу-

час - малым ствсрстиямн. На какую высоту Н и
а поднимастся вода в капиллярс'? Вода полностью
смачивас'т псвсркнссть капилляра. Ось трубки
вертикальна.

Данош; Н; г. Найти: Н; а.
Рсшшнс. Єтучей первый. На рисункс ІЗ. 15 свы-

дслсна столбик воды, поднятый силами поверк-
ноетного натяжения: на него действуют Земля е
силой тяжести тд, где т - маееа столбнка воды,
н стенки капишгяра с силой поверхностного на-
тяжения РМ.

Запишем условие равновесия столбнка нош-

У
г
а...И

Рне. 18.15 кости в проекции на оеьу:
РМ сова-тд=0, (ШАТІ'

где

РМ =П2пдтщ (1 ааа
т=рУ; (1351911

объем уссченного конуса Рё

иїдндддкг); таят;
к=К-дщсг.. [ІЁЕЦ

Решение системы уравнений “ЗАЛ-“351) относительно Н
(подробноеу



15.5. Решение задач по теории поввркноетного натяжения я ВП?

Подставнм (13.51) в (ІЅЬШ:

ЬЁРЁ+<я_в15щ*+я{я_ящщ]=

=Ёгдя1 +в2 -2явщд+в1щга+я2 _явщщ=
= лНЩН- Нщщ;

Здесь пренебреглн как членом второго порядка малоети слагаемым
одщдц;

подстакяяя (15.48) и (18.49) (с учетом вышепрнведенного выражения
для У) в{15.4?), получаем приведенное квадратное уравнение для НЕ

1Н Н+2ггсоа оп:
-_ П.

Щог. рдаіпц
НЕ

Решение этого уравнения:

_ д ± Н: _ Іосоеїоь
2151:: 41311: рдеіпо, `

Знак плюс противоречит физическому смыслу (не может сила по-
ВЁрШ-[ПЕТНПШ НВТЅІЖЕНЬШ ППДІ-[ЯТЬ ВЕД? ВЫШЕ ППЛОВННЬІ БЫСПТЬІ КВН?-

са). Следовательно` высота подъема жидкости равна:

Проверка единицы:

[Зоаіпо]_ Н-в.|3“-с1 _кг~м+с2__ _1_
'3332 м-кг-м-м2 сІ-кг-м

Следовательно,

[Н]=м.

Случай второй. На рисунке 13.16 свыделенв
столбик воды, поднятый силами поверхност-
ного натяжения: на него действуют Земля с си-
лой тяжести тд, где т _ масса столбика воды,
и стенки капилляра с силой поверхностного на-
тяжения ГМ.

Запишем условие равновесия столбикв жид-
кости в проекции на ось у:
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ДМ спец-тд=П, {13.52}

где

ДЛ =оЁлНеоащ “351”

т=рУ; {13.54}
объем їееченного конуса И

= “Біщї +г1 от; (1 азы
д =г+т5оъІ 035151*

Подетаалиа “Від-(18.56) а (1352), пощщаен кеацратное уравне-
ние а приведенной форме относительно Ь:

2о +4 д _Ш =
Іво. од 5111 оь

Решение этого Ідлааанениа:

а: г [-1± ,1+Ё'“Ѕ":“].
Еще: рдг

Знак минус противоречит физическому емыелу задачи. Следова-
тельно, аыеота подъема а коннчееком капкаларе а этом случае равна:

ІІ: г []_|_Еіч:г5п:т_а_[]І
21343. рдг

Проверка единицы:

[Во ]_ Н-ІнЗ-еІ _кг-и-о2_

П.

2 _ 2 _ 1 _"рдг мкг-мм о +|н+кг

Следовательно,

[и] =н.

Пшет: Паучой парный: Н = і[1_ 1-
2151::

Еоаіпо:

еаі'і2 `

Случай второй: и: г І+ЗПЅШЦ -1 _ м
Еще под



15.5. Рашанна аадач по теории поваркноетного натяжения і В!!!

13.9. Вертикаль-што капиллярнїво трубкаг яну-
треннего радиусом г оптокатот нижним концом
вниз е жидкоеть о коэффициентом поиеркиоет-
ного натяжения п и плотноетъто р. Жидкость
полноотыо омачинает поаеркноеть капилля-
ря. Какое количество теплоты 12 аыделитоя при
подъеме жидкооти?

Дано: г: о; р. Найти: 1122+
Решение. На риоуо-тке 13+17 ааъщопена еШЛ- тд

бик ящикооти1 поднятый еилами поееркноетно- Рис Іыт
го натяжения; на него дейетаутот Земля о оилой '
тяжеотн тд, где т - маоеа етолбика жидкоети, и
етенки капилляра о оидой поееркное-тного натяжения Ёцн+

Запишем їелоаие равноеееия етолбика жидкоеги в проекции на
оеь у:

РМ -тя=0; (шоп
"_н =пЕяг; (13.531І
т=рІ", (18.5911

объем отодбикаШаги

Р':яг2н. (ІЅЬЩ
В ооотеететвии е Законом изменения механической энергии:

аШ=-Ат; [13.611ъ

аШ=Щ-Щ; (ІЕЬЩ

га из; оаая
'к =к оаоъ

работа оил трения перекодит а теплоту:

|-Ап,| = о. (шея
Решение оиетемы уравнений “Від-(13.65) отнооительио иеко'

мой величины О:

_ 211332

Рё
О
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Проеерка единицы:
Нашла:[о=2_=джм -кг-м

І

Птает: 12: Ёп _ Дж.
на

18.10. На какую высоту Іт поднимется еода между параллельными
пластинками, накодяшимися на расстоянии Ь = (1,20 мм друг от дру-
га ІІрнс+ ІЁ. 1 В, со? Коэффициент поверхностного натяжения еоды о =
= ЩШ'З Нд'м, плотность Воды р = ІІ]3 кгд'мд.

тд
Вид по стрелке А

а б

Рнэс. 15.13

Дано: Ь = 13,212] мм. Найти: Ь.
Решение. На рисунке 1313, а показаны паршлельные пластинки,

ннжние реора которык касаются поаеркности еоды+ Здесь же укаааны
размеры. Рнсунок 13.13, б- вид по стрелке А.

На рисунке 1318, 5 «выделена столбик еоды, поднятый силами по-
аеркностното натяжения: на него действуют Земля с силой тяжестн тд,
где т - масса столонка воды, и стенки пластин с силой поверхностно-
го натяжения РН.

Запишем услоене раеноеесня столбика жидкости е проекции на
ось у:

да -тащ оааы
ГДЕ

ды =П21л (1 лету



15.5. Решение задач по теории поеарнноетного натяжения і 501

т = р Р'; ( 1 3.53)

объем поднятой воды

У = вы. (1 3.59)
Решение еиетемы уравнений {18.66)-(18.69) относительно л:

2_ет

=а_ад
Проверка единицы:

Н *дм -с _кгчичг:2

[ь]=м---кг м м еі-кг
Вычисление:

З-ОДТЗ= Шщвшдша =п,от4 а = 1,4 ем.

Ответ: Іт=2_п= ?,4ем+
Рад

18.11. Конец етекланной трубки радиусом г= 11,05 ем опущен в воду
на глубину а = 2,0 ем. Какое давление р дополнительно к атмосфер-
номура необходимо создать, чтобы выдугь пуаырек Р у
воздуха через нижний конец трубки? “ "

"ЧР"у І
Дано: г= [1,115 ем; а = 2,0 ом; д; = 1,013 -105 Па.

Найти: р.
Решение. Силы поверхностного нагяженна

подняли уровень воды в трубке (капилляре) на
величину л'іїрно. 18.19), которую находим, еиао-
лнровава столбик воды в трубке [закрашен в более
темный цвет), аваменивлъ вааимодейетвующне е
этим етолбиком воды тела силами: Землю - енлой
таэкеотн лтд, трубку - еилой поверхностного ната-
экенииа РМ.

Запишем второй закон Ныотона в проекции на РЖ*- 13-19
оеь у:

дл -та=0, налог
ГДЕ

до =аїап пали
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ич=ргг|н|да`г`+ (ІБД'Щ

Для ввщувания пувырьха воздуха через нижний хонец трубки, дав-
ление воддуха рдолтхно равняться давлению на глубине в:

р = ра +рд{й` +в),

а дополнительное давление х атмосферному равно

ер=р-л=рнл*+е. пен)
где рн - апиосферное давление.

Решение системы уравнений {ІЅ.'Ш)_[ 1 8.?3] относительно ар:

Іо
15.0 = Рё* +Т+

Ответ: ар: р3а+2і, Па.
Ґ

13.11. Под ваиим давлением р находится воадух внутри мыльного
пузыря диаметром о* = 4 мм'? Атмосферное давление ра = 11113405 Па,
хоэффнциент поверхностного натяжения мыльного раствора о -
= [1,04 Ну'м. Чему равно добавочное давление ор?

Дано: о* - 4 мм; д] = 1,013*Ш$;о - [1,04 Нім. Най'пп р, ор.
Решение. По формуле Лапласа избыточное давление под изогнутой

сферической поверхностыо
2ог_2о-2_Ё
Н а* ті '

где ,е- давление воздуха в мыльном пуаыре.

ета-ан

ї мыльного пузыря две поверхности, поэтому избыточное дав-
ление

Ёа .

Давление воздуха в мыльном пузыре

4огдР-Ё'ї-

л- +Ё_Рп от,

Вычисление:

_ Б-ПД4
4- Ш-3 =аа пи; р=1,а1з-шї+%=1л1м-шї пнад



15.5. Решение задач пе теерии певеркнеетнеге натяжения я НПЗ

а_еПтеет: ,\г.'г=,ву,+%п=І,\\ІІІІЗБ-ІІІІІ5 Па; ар: а! =ЕП Па.

18.13. Капля ртуги маееей т = І г пемещена меэкду двумя етекпян-
ными парагшельными гериаентальными п.тІаетинками+ Какуіе енлу
наде прнле:кить к верлней пластинке, чтебы ртуть нмела ферму круг-
лей лепешки радиуеем г = 5 ем? Кеэффициент певерлнеетнеге натя-
жения рппн е = 0,465 Нд'м. Считать, чте ртугь еевершенне не емачива-
ет етекле, так чте утел между евебедней і
певерлнеетые ртугн и етеклянней пла- І : |
етинкей равен [800. _.-.-€:-.-.-.-..Ё.-.-.-.-.ЁЁЁ..-._ а:

Дапе: т = 1 г; г= 5 ем; е = 0,465 Нім+ Ъ
ним: я тщетт

Решение. Так как бекевая певерлнееть 1%..
кашш ртуги между двумя параллельными Рнш “ЦП
плаетинкамн Будет выгпугей, те еилы пе-
верянеетнеге натяткения выаевуг в ееегвететвни е формулей Лшшаев
увеличение давления внутри капли на величину (рие. ІЗЗЩ

а=е[-+-]=_. (для
Чтебы ртуть имела ферму круглей лепешки ралиуеем г, на нее наде

надавить е еилей, ранней разнеети давлений изнутри и снаружи др,
умнеэкенней на плещадь ееприкееневения капли е плаетннками:

,едут-ї меня
Раднуе капли г найдем на выражения для ебъема капли:

шїи = Ё. маты
Р

Решение еиетемы уравнений (І8.?4)-{18.76] етнеентельне Р:
Р = 2~1':г1г|.'111""е+

т

Преверка елиницы:
4

[г]=_н м 1““_1|Г=н.
КГ ' М - ІЬ'І

Бычнеленне:

= веды-3,141еще-*уедв-ше
1-н3г3

Г =ТТ9,4 Н.
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Еоп1г4рП'Івет: Г: = ТТЁА Н+

18.14. Капля воды маееой т = П,І г наяодитея ыеэкду двумя парал-
лельными етеклянными плаетинками, находящимися на раеегоянии
а* = 1,1] мкм друг от друга+ Мокрое пятно имеет круглуго форму. Какую
енлу Р надо приложить к верхней пластинке в направлении норыали
к ее поверкноети, чтобы оторвать плаетинки одну от другой? Считать,

что вода полноетыо еначивает етекло, т.е+
п краевой угол равен нулго.

' ї ' ,[[аио:лт=12],[г;о'=І,і.`І1ик|н,Нана-пот”+ІІ.

------- -- ЕІЕ:-ЁІ_-:_®д--~-Па Решение. Так как боковая поверкноеть
| ; І капли воды неэкду двумя параллельными

г плаетинкани будет вогнутой (рио. ІЕДН,
г то еилы поверкиоетиого натяжения вы-

Рщ Щи аовуг уменьшение давления внутри кап-
ли на величинуг

І І 2сгдр_п[к+щ]_ Ы, (ІВЛТІІ

где о - коэффициент повериноетного натяжения.

Сила притяжения мезкду плаогинками равна разности давлений
енарутки и изнутри капли, умноженной на площадь ооприкоеновения
капли е гшаетииками. Чтобы оторвать пластинки одну от другой, надо
приложить эту же еилу:

Р=ар5; ПБЛЩ

вид. пала)
Маееа капли

т=иг2ар, (НЛП)
где р - плотнееть воды.

Решение еиетеыы уравнений (18.Т?)-[ 1 8.30) отноеительно д

Проверка единицы:

Н-кг-ни3
Г =_=Н.Е 1 юную,
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Вычисление:

г п -п _ЗЕе а_стз 0,1 ш[041401 = 14,6 ан.
ІптПтеет: Г=Т =14д€5яН+
д' с

13.15. Пцените, скпльке веды менше унести а решете. Нчейка а ра-
шете представляет спбпй квадрат плчс'щадъ-аа` з = 1 а: 1 мыд, гшещадь ре-
шета Ѕ- 0,] нд. Решетс всдсй не смачивается.

Даиата= 1 я 1 мм1;.5'= 0,1 мг. Найти: т.
Решение. їслсаие раянааесия асды а сдисй ячейке: равенстве сия

тяжести и псаеряисстисгс натяжения:
т03=сг*4\1";, (13.31)

где тп _ масса Веды. їдержнваемая сднсй ячейксй; 411; _ петшнаетс` ячейки.

Общая масса асды, удерживаемая а решете,

што-Ё. пана:
Псдстаеляя (18,812: а (18.82), получаем

т _ 4:55
ы;

Проверка единицы:

_Н-сїчи1 _кг'м~с1_
[т]- ы ы м _ 1 _ц- + с ем

Вычисление:

_ 4-п,ст3.с,1 _т___
влага-ш*

чаяПтеет: т=_=2,93 кс343

Зкг.

18.16. В сдньг Бсльшуш каплю слилиеь и = В капель рпгги диана-трем
а'., = 1 мы каждая. Каксе ксличестас теплсты ад? при атсы аыделится?І
Ксаффициент псееркнсетнсгс натяжения ртїги ег = 13,4? Нін.

Дана: п = В; аїп = 1 мы; а = 11,4? Нім. Найти: ад).
Решение. В ссстаетстани с аакснсм изменения неканическсй

аиерши
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аиг = А, манга
ГДЕ НЗМЕНВНН'Е МЕІЕННЧЕБНПЁ ЭНЕРПІН

диету-щ; пана
щ =т5; пазы
Н/2 :стЅд; (ІЁЛЫ

а, І

5; =4а[ї°] чад; тает)

а, І

5141151] щас. пана)

Диаметр а'1 большой капли найдем из равенства объемов восьми н
одной большой капель:

за ап 3 за а] 3_ _ =_ _ _ 1 сл4[2] 4[1] (83%

В соответствии с законом сохранения энергии

|-А| = (2 (ІЗЩЛ

Решение системы уравнений 1” І8.83]-{ 1 8.911] относительно 12

_ 2 _1_Е-иоєіпп[1 и]

Проверка единицы:

Вычисление:

42: 3,І4-ІІІІ',-=ІТ«1'ІЁІ"Б і1!3[1 -Ё] = 5,9«10'6Дж =5,'5І мкдва+

Пгпет: Ё=ттшіп1и[] -і] =5,9 мКДЖ..у?
18.17. Какую работу А против сил поверхностного натяжения нуж-

но совершить, чтобы разбить сферичесауіо наплто ртути радиусом
г= З мм на в = 2 одинаковые иапли+ Коэффициент поверхностного на-
тяжения ртути о = 0,4? Ну'м.
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РЕШЕНИЕ. в ШПТЕЕ'ТБТВНН Б ШКПНПМ ИЗМЕНЕНИЯ НЕІНННЧ'ЕСКПЁ ЭНЕР-
ГНН рВЁПТН равна рЕЗНШГН ППВВРІНОСТНЫІ ЭНЕРГНЁ В ЁПНВЧНПН Н НЕ-
ЧЕПЬНПН СПСТПЯНННІІ

А2Щ-Щ, “ЕЭП
поеерхностная Энергия в начальном и в конечном состояниях:

щ = 4пг1о; (ІББЩ
Щ = пдпгідщ (13.93)

где ц - радиус маленькой капли; о - коэффициент поверхностного натяже-
ния ртути.

Радиус маленькой каплн можно найти из условия равенства объе-
мов Большой н двух маленьких капель:

гид мёдащ =Ё (шеи
Решение системы уравнений (18.91 )-( 13.94] относительно А:

,4 = еды-*кд - и.
Проверка сдиницы:

[14]: НІТІ = Дж

Вычисление:

х =а-3,1англии-242 -шйіҐЁ-п =1з,а-1а*' дм =1з,а мкдм:
Птвет: А =4пог2{{Ґи-І] =ІЗ,Б мкЦж.
15.18. Какую работу А против сил поверхностного натяжения нузкно

совершить, чтобы в и раз увеличить объем мыльного пузыря радиусом Ґ?
Коэффициент поверхностного натязкения мыльной воды равен о.

Дано: г; о+ Найти: А.
Решение. В соответствии с законом изменения механической знер-

гии работа равна разности поверхностных энергий в конечном и на-
чальном состояниях:

яма-щ, (или
где поверхностная Энергия в начальном и в конечном состояниях (у
мыльного пузыря две поверхности):

Щ =2 -4пг2ся (1 33151;
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Н?2 : 2-4шїїо. (133%

ПЕъвмы пузырей равны:

УІ =Ё1тг3; ЦЕНЫ

4
У: =51ЪЧ3. (13,991.

По уголовніо

РЭЦРЪ (Шлощ
Рошонна онотомы уравнений МЕНЮ-(18100) отноонтольно А:

А =впвгЧіҐЁ -1}.
Проверка единицы:

ІШ: Н “1 =дд
м

Пгввт: А =Ёпог1[ЁҐІЕ-І}Дж.
18.19. Капнллнрную трубку опустили в сосуда водой, а затон на по-

нархноогъ воды налнлн наоло (рис. 1822, а). Какова толщина й слон
масла, если наваотно, что его уровень совпадает с 1уровнем воды в труб-
ка? Плотность масла равна р.. = 0,9 гд'амї+ Радиус трубки равен г= І мм+
Вода полностью оначнваат трубку.

гІН

Н

| у І

тн
о й'

Рис. 18.12

Дано: р" = [1,9 гд'омї; г= 1 мы. Найти: а.
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Решение. Как вндне из рие+ 13.22, а, телщина елея маела равна вы-
еете етеленка веды в трубке, педнятеге на выеету я еилей певеркнеет-
неге натяэкення над уревнем веды в еееуде+

аНзелнруеые етелбнк веды в трубке (рис. 1322, 6): заменяем взаи-
медейетвуъещие е ннм тела еиламн: Землю - еилей тяэкеетн гид, труб-
ку - еилей певеркнеетнеге натяэкення РМ., маеле - енлей гндреета-
тнчеекеге давления рнднЅ, где плещадъ пеперечнете еечення трубки
равна

5:*дг1. (ІЕЪШЦ

Запншем втерей закен Ныетена в преекцнн на ееь у:
Д Н-тд=0, '[13.1112)

где
ЕШ =е2яг; {ІВ.ШЗ}

маееа веды в етелбнке

т=рнЅІд {18.104}

р,1 - плетнееть веды.
Решение енетемы уравнений (І8.1Щ}-{ 1 В. 104) етнеентельне я:

20

І*Ей-"те _рн}

Преверка единицы:

[51]: Н~е2+1и3 _кгем-е2 _
м-м-м-кг еІ-кг

Еычнеленне:

2-0 [ПЗ= * =П_]49 ы.
10-3-9,81-[Шз-П,9-ШЗ]

ета-т: а=2_ІЗГ =е,14в м.
щрв _р'нї-І

18.20. Петліе нз резиневеге шнура длнней Ц н плешадые пепереч-
неге еечення Ѕпелезкнлн на пленку ткндкеетн+ Пленку прекелеян вну-
три петли, в результате чеге ена растянулаеь в екрузкнееть раднуеем я:+
Пелагая, чте при малык раетяясенияк для резины епрааедлив закен
Гука я медуль Юнга {медульупрутеетн] для резины равен Е, епределн-
те коэффициент певеркнеетнеге натяэкення е экндкеетн.
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Дана: 155; ЩЕ. Найт: а
Решение. «Выделинэ элемент резина-

аеге шнура (рие+ І 32311: на негр дейетнутет
жидиаеть е еилей пеаерина-етнага нати-
женнн дРМ, <игс1т1'э'рц:›шеннаинІ чаеть шнура
е силами Р. 1Эг'елепаиие раннанееин элемента
шнура а проекции на а-еь Ш':

ее" = згзіпё, наши
ШЁШ =пЫ, {ІЅ.ШБ}

Где длина выделеннага Элемента шнура
М' 13-23 ы = тн. наши

ПП Закону Гуна

5:53, (ШДЁ'ЁІ'

где напряжение в разинанам шнуре

Р
п = _" 31. І 095 . (І 1

Шнеентшьнее удлинение резннеВ-ІІІШ шнура

Зид-
=_іп. (І ЕЦ І Щ

[и
Решение енетемы уравнений (13.105]-{13.ШТ} е учетам малаети

угла ср Щ: -ъ Щ дает:
Р=цН. {13.111}

Решение еиетеыы уравнений (ІЕ.ІПЅ)_{ІЅ.ІШ} е учетам {13.111}
атнееительне неиемей неизвестна-й а:

_ ЕЅІДЕпН-іп)
На

Проверка единицы:
Н- ни1 -м _Н

[П]=н1пм м м

Ш: ,ЁШа
Від. 1ІиІ
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18.21. Капиллярная трубка с очень тонкими стенками подвешена
вертикально к чашке рычаткнык весов. Весы уравновешены. К труб-
ке подносят сниау сосуд е водой так, что поверхность воды касается
капилляра+ Чтобы восстановить равновесие, пришлось увеличить груа
на другой чашке весов на Му = 0,14 г. Опраделите радиус г капилляра+
Смачивание считать полным+

Дано: М; = [1,14 г. Найти: г.
Решение. Запишем условие равновесия весов (рис+ 1324, а):

М]3Ь:тп13Ь, (ІЁЪПЩ
где М. - масса груаа на левой чашке весов; т] - масса капиллярной трубки;
І. - расстояние между чашками и шарнирнои опорой весов.

_) а:
На

а
Рис. 18.14

После того как снизу поднесли сосуд с водой (рис. 13.24, б] н по-
веркность воды коснулась капиллярной трубки, равновесие нару-
шнлось, так как на внутреннюю и внешнюю стороны капиллярной
трубки стали действовать силы поверхностного натяткения РМ. Для
восстановления равновесия пришлось на другую чашку весов к име-
ющемуся груау М. добавить груз МЗ. 1Іт'словие равновесия в атом слу-
чае имеет вид:

[М]+Мд]3д=(т13+€т'н}і, {ІЁ+ПЗ}

где

ЕШ =4ттго. {ІЕ+ІІ4}

Решенне системы уравнений (18.1 І 2}-{ ІЕ+1 І4} относительно г:

Мтд
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Провериа едииицы:

иг-ым[1- М
Бычнеленне:

Ґ_ анал-3 і9,31
4-3,14-п,отз

Птвет: г:ш=1,5 мы.
4лсг

=1,5-ш-3 н = 1,5 мы+

18.22. В цилиндре е подвижным поршиен заилъочен ныльный пу-
зырь радиусом г, наполненный воздухом. Вначале давление воздуха
вне пузыри равно атмосфериоиу давлеиито ли. Медленныи вдвиганнен
поршни пыль-ный пузырь ежниаіот так, что раднуе его уменьшаетел
Ндвое. Определить давление ,из наружного воздуха в цилиндра в зтот
момент.

Дано: примут. Найти: ра.
Решение. По формуле Лаплаеа избыточное давление воздуха в

мыльноы пузыре, еоздаваемое иенрнвленнын повернноетным елоен
мыльнои воды,І

Ёп 40-
др=Р-Рп=2з_:>Р=+__

Ґ Ґ

мнпшь 2 ППШВЛ'ЁН потому, чт мЬШЬНаЯ плЁІ-[Ёа Имеет ДВЕ п'П-

БЁРЁНПЁТН: БНЁШНШЮ Н ВНПРЄННЮЮ. ЗДЁСБР _ШБЛЁНне Ваша БНЪІ'ТРН

пузыря. Процеее _ изотерыичееиий. По закону Боиля _ Марнотта:
3

,оі'лл3 = рі±л[ї] =з р';=31,о=8(,пП +43).
3 3 2 г

Нзоыточное давление в ныльноы пузыри после адвнганил поршня
по формуле Лаплаеа равно:

М=Ё'_РЕ|=2*[2_п]:>РБ:р'-Ё=ЅРП+ЗІТП_Ё=В[РП+З_Е]_
Ґ Ґ Г

2
у ЗПОтвет: д] =Ё[,оп+_] Па.

г
18.23. Мыльнал пленка ограничена проволочныы иарнаеом н двуын

подвижными Планками: АБ длиной Д = Ш он н СП длиной і; = 5 ем
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(рис. 13.25, а). Пяаняи жеетяо еяраплены иещ'шг еобой. Коэффициент
поаеряиоетното натяжения пления о=ПДТЗ НЛия Канта оа'Ея'л'ьг А надо
еоаершить для перамешеиия пленяи АВ еяеио на и = 5 ен?

т и

ІІ'ІІІІІ'.:` 1515

Дано: Д = Ш ем; І; = 5 ем; о = 0,0?3 Нд'м; и = 5 ем. Найти: А.
Решение. По ааионтг изменения поверхностной энергии мьшьной

пленки иаънеиеиие яоеерхноетиой энергии жидкости ровно работе енеш-
них сил:

ая/=А; папы
аш=щ-щ; малы
яъ=а252; няни
щ=а2я, минет

где Ѕ. и 31 - площади еоотеететаеиио А'Б'П'С и АБПЩрие. 18.25, Щ.

Решая еоамеетно (І 3.! І5}-( [8113], получаем

А=2оі1{ІІ-Ід}.
Множитель 2 означает, что площади поаеряиоети ныльнои пления

ииетотея е даїя егорои.
Проееряа едяницы:

[«-1г1='”~““'“=джІні

Еычиеяение:

и =2+~::|.о:о-5+1о-1 *по _эыо-1 =о,3аз+1о-3 Дж -одез мда.
ответ: я = зима _г,} =о,заз мдж.
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ФдЗОВЬІЕ ПЕРЕХОДЬІ. ДИдГРдММд
СОСТОЯНИЙ ВЕЩЕСТВд

19.1 . Основные понятия

Фазовое равновесие. При термодинамическом равновесия может воз-
никнуть иеодиородное состояние системы, при котором она распадо-
ется на несколько фаз - жидкость, твердое тело и газ. Их равновесное
состшествование называется 1,с'шзовьли,агы-згиоаигсиен+ Вода, лед и пар -
привычный пример разных фаз одного и 'лого 1лте иещечігтіёга+ Мелшї роз-
ными фазами обычно существует четко выраженная граница раздела.

Процесс перахода фаз друг в друга при изменении температуры и
давления называется фозовын превращении.

Переход из одной фазы в другую при определенных температуре и
давлении сопровождается выделением или поглощением некоторого
количества теплоты, называемой теплотой фазового и1срекосіо+

Штаішевие н крнп'азшзацвя. Пловлеиием называется переход веще-
ства из кристаллическото состояния в жидкое. Количество теплоты Ъ.,
необходимое для превращения 1 кг вещества в жидкость, называтот
їдельной теплотой плавления. Для плавления массы т вещества не-
обходимо количество теплоты

Ш _ ат,
где ІІ. - удельная теплота плавления.

Для льда й. - ІІІІДЗЅ-ШІЕІ Джўкт при Т-273 К.
Щоистшизоцией называют процесс перехода Шкости в твердое

состояние _ образование кристалла из зошкости. При зтом вьшеляет-
ся количество теплоты Ш -Іыа

Если наблюдать процесс плавления и отвердевания кристалличе-
ских и аморфных тел, то можно заметить, что кристаллические тела
имеют точки,г плавления, при которой вещество находится в устойчи-
вом состоянии в ооеих фазах_ твердой и жзшкой, аморфные же тела,
постепенно размягчаясь при нагревании, не имеъот определенной тем-
пературы, соответствіоошей перехода,г твердой фазы в жішкїіо.
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Графически вто изображено на рис. 19. І. 'г 1
11*:"часток БС графика соответствует процес-
су плавления кристаллического тела+ На Т,,
участке ЕС температура тела не изменяет-
ся, хотя тепле от нагревателя к нему по-
пражнему подводится. Теплота расходуется
на Процесс плавления+

Написание Обычно парам Называот не. из. заманить
газообразное состояние вещества в тех слу- темпеаапГш-І тел от
чаях, когда газовая фаза может находиться “Мнчитъїлшїїщннпй
В ПВБНПВЁЁНН 'Ё жішкпй фшй При ПБЫЧНЫЁ дц' _ кристаллнчшна.: тада;

природных условиях+ Переход вещества из Ё - “НПРФНЩ “Шу
жидкого состояния в газообразное, проис-
ходящнй на свободной поверхности жидкости, называют испорениаи.
Аналогичный процесс, пронеходящий на поверхности твердого тела,
называют сутмиацией (от лат. зиыг'тошге - аозноеигь}.

Молекулы вжидкости связаны силами притяжения, удерживаІоЩи-
ми их внутри жидкости. `Сіднако небольшая доля молекул имеет ско-
рости, значительно превосходящие среднюю квадратичнуго скорость.
Если они находятся вблизи поверхности,І то могут покинуть обьем
жидкости. Позгтому нспаряъогтся в основном самые Быстрые молеку-
лы. Средняя кинетическая энергия остаюшихся в жидкости молекул
уменьшается и, следовательно, хощкость охлаждается.

Для испарения при постоянной температуре жидкости необходимо
передать определенное количество теплоты. При переходе через по-
верхность жидкости потенциальная энергия быстрой молекулы воз-
растает, а кинетическая знергия уменьшается. Поэтому кинетические
знергии молекул жіщхости и пара в состоянии теплового равновесия
одинаковы.

Для того чтобы перевести в пар т кг жидкости при постоянной тем-
пературе, необходимо передать ей количество теплоты

Ш - на.
Где г- усі'ссьния темнота порооброзоопиия.

Для воды при г - [ГС г -2,5 Мджукг, при г -ШТС г= 1,215Щкг.
С ростом температуры величина удельной теплоты пароооразования
ЪІ'НЕНЬШЕЁТЁН.

При комнатной температуре теплота пароооразованняІ приходя-
шаяся на одиу молекулу воды, составляет

гм; и.. -дз 1о-Шдж,
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а средняя зиертия теплового движения молекул воды
ЗЁТІ 2 = ЕДЁШ'Щ ДЖ.

Следовательно, в пар переходят молекулы с энергией в Ш раз боль-
шей знергин теплового движения.

Насыщенный пар. Процесс испарения жидкости или твердого тела
в закрытом сосуде или помещении при неизменной температуре со-
провонщается постепенным увеличением концентрации молекул ис-
паряІощетося вещества в газообразном состоянии. Через некоторое
время после начала процесса испарения концентрация вещества в га-
зообразном состоянии достигает такого значения, при котором чис-
ло молекул, возврашающикся в единицу времени, становится равным
числу молекул, покидатощик поверхность зкидкости за то зке время.
Устанавливается динамическое равновесие меяшу процессами испаре-
ния и конденсации вешества.

Вещество в тазообраЗном состоянии, находящееся в динамическом
равновесии с итидкос'твлсі или твердым телом, называется насыщенным
даром. Пар, давление которого нитке давления насыщенного пари при
данной температуре, называется неносыщеннын (или перегретым).

При уменьшении объема, занимаемого насыщенным паром, кон-
Цен'грация его молекул увеличивается и пар становится пероснщен-
ным. Равновесие меткду процессами испарения и конденсации пара
нарушается, скорость конденсации превышает скорость испарения, в
результате чето часть вещества из газообразного состояния превраща-
ется в ищдкое и пар вновь становится насыщенным. Пар из насыщен-
ного мсткет стать пересышенным не только при повышении концен-
трации молекул, но и при понизкении температуры.

Интенсивность процесса испарения увеличивается с возрастанием
температуры жидкости {или испаряюшсгося твердого теяа}. Позтому
установление динамического равновесия между процессами испаре-
ння и конденсации при повышении температуры проискодит при оо-
лее ансокик концентрацияк молекул газа.

Давление идеального газа при постоянной концентрации молекул в
соответствии с уравнением состояния идеального газа р = нкТаозрас-
тает прямо пропорционально абсолютной температуре. Так как в на-
сышенном паре при возрастании температуры концентрация молекул
увеличивается, а ик средняя кннетическая энергия тактке возрастает,
то давление насышеннсгс пара с повышением температуры возрастает
оыстрее, чем давление идеального газа с постоянной концентрацией
молекул (рис. ШЩ.
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Кютеине. Зависимость температуры кипения дднасшяеннна
от давления. Нопаранне может проиокодить пдд '
не только с поверкностн жидкости, но и в пу-
зырьки воздуха, который обычно растворен в
жидкости+ Пбьем зтик пузырьков, заполнен-
нык насыщенным паром, невелик, но с ростом п :
температуры разко возрастает. Эти пузырьки Т
всплывают на поверхность жидкости и допа- Рке. [9.2
ются, выбрасывая пар в атмосферу, если давле-
ние насыщенного пара равно внешнему давлению или превышает его+
Процесс испарения, проискодащий по всему объему жидкости, назы-
вается видением. Давление насыщенного водяного пара при кипении
равно внешнему давлению на жидкость. При нормальном давлении
кипеиие воды проискодит при Шо с“С При температуре, например,
БП ЧС, давление насыщенного пара примерно в 2 раза меньше нор-
мального атмосферного давления. Поэтому вода при Этой температу-
ре должна закипеть, если давление над ней уменьшить до половины
атмосферного давления. Снижая давление до 2333 Па, получим аки-
пятока при температуре 293 К+ Центрами парообразования являются
неоднородности сосуда и частицы примесей.

Перегретая жидтюсть. Идеально однородную жидкость можно пере-
гретв на десятки градусов. Однако через несколько секунд она векипа-
ет. Центрамн образования пузырьков являются исодиородности, воз-
НІ-'ІКЁІЮЩНЁ Б'ЁЛЁДС-'ТБІ'Ш ШПТНЧЁСКПШДВНЖЁННЯ МПЛЁКЪ'Л,

Пузырьковоя камера - прибор для регистрации варяженнык частиц.
На рисунке 19.3 изображена кривая ,он = рнидїй. Жидкость иакоднтся
под давлением р. при температуре Т., несколько меньшей температу-
ры кипения Гк.. Опуекая поршень, быстро понизнли давление до зна-
чения рд. Жидкость окажется в перегретом состоянии+ Если через жид-
кость пролетает частица, то образованные ею вдоль траектории ионы
становятся центрами вскнпания.

Еонденсатшя. Перакод вещества из газообразного состояния в жид-
кое называется конденсвцпей. Дождь, онег, роса, иней - следствие
конденсации насыщенного водяного пара
в атмосфере+ Коидеисация широко приме- Мп
няется в колодильной текннке, отопитель-
нык установкак, кимическик текнологняк и
т.д. При конденсации выделяется такое же
количество теплоты, которое было переда-
но дла перекода жидкости массой т в пар:
'Ш - пп.

идеальный
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Вдаяшость воздуха. Вода занимает около Ш,Н% поверхности земного
шара. Живые организмы содержат от 50 до 993% вводе-І+ Пбразно гово-
ря, хснвые организмы - зто одушевленная вода. В атмосфере находится
около [3-15 тыс, кмї' воды в виде капель, кристаллов снега и водяного
пара. Атмосферный водяной пар влияет на погоду и климат Земли+

Водяной пар в щвюоферс. Водяной пар в воздухе, несмотря на огром-
ные поверхности океанов, морей, озер и рак, не является насыщенным,
Перемещение воздушных Масс приводит к тому; что в одних местах на-
шей планеты в данный момент испарение воды преобладает над кон-
денсацией, а в друтих, наоборот, преобладает конденсации, Но в воздухе
прагсгичееки всегда имеется некоторое количество водяного пара,

Парцяяльное давление водяного пара. Атмосферный воздух пред-
ставляет собой смесь различных газов и водяного пара. Каждый из га-
зов вносит свой вклад я суммарное давление, производимое воздухом
на находящиеся в нем тела+ Давление, которое производил бы водяной
пар, если бы все остальные газы отсутствовали, называют переведены
дашендем водяного подо. Парциальное давление водяного пара прини-
мают за один из показателей влазкности воздуха+ Его выражают я еди-
ницах давления _ паскалвх или в миллиметрах ртутного столба.

`0'гнсидп'ельнан влажность. По парцнальному давлению водяного
пара еше нельзя судить о том, насколько водяной пар в данных усло-
виях близок к насыщению, А именно от зтого зависит интенсивность
испарения воды и потеря влаги экивыми организмами. Бот почему
вводят величину, показывающяо, насколько водяной пар при данной
температуре близок к насыщению _ относитетьную ненавидеть. Пт-
носитееьной ввожноетью шзфшо гр называют отношение парциадьного
давления ,оп водяного пара, содержащегося в воздухе при данной тем-
пературе, к давлению ,янв насыщенного пара при той экс температуре,
выраженное в процентах:

а: д- ведя.
вы

Еогласно закону Дальтона давление влажного воздуха

д -дь +дп.
где р, - давление, создаваемое сухим воздухом.

С достаточной степенью точности неиасышенный пар описывается
моделью идеального газа. Пднако при давлении пара, близком к дав-
лению насыщенного пара, возникают отклонения, связанные с взаи-
модействием молекул- С зтой оговоркой уравнение состояния идеаль-
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Н'ПГП ШЗЕІ МШЕЕ-'Т ЁЫТЬ НСППЛЬЗПВВНП И Для ННБЫЩЕННПШ Парад ППЭШЪЦ'
ПТНПБНТЕЛЬНБП ЕГІЕІІЕНП'ПТЬ МПЖ'ЁТ бЬП'Ь ПРЁДЁҐЗЕГІЕНВ Б ВІ'ШЕ

а = Ёш- шов,
Р"

ГДЕ РН _ ПЛПШППЪ Пара; р.. - плотность насыщенного пара при одной и той
экс температїре.

`Іїїїггносителвнаа влажность 40-50% считается оптимальной для
нормального самочувствия+

Точха росы. Температура Тр, до которой должен охладиться влазк-
ный воЗдїї, чтобы водяной пар стал насыщснным, называстся точкой
росы. Е зтом состоянии р" =рн[ ТР), относительная алазкнос-тъ ср = "113%,
Порсход из начального состояння (рт Т} в состоянис с тсмпсрап'рой
ТР и давленисм рн( Тр} зависит от процссса. Б нзохорном процсссо точ-
ка росы определястся решснисм уравнения р( Т} = рн{ ТІ,}.

При достижснии точки росы в воздз'хс и на телах1 с которыми он
соприкасас'гса, начинастся кондснсациа водяного пара.

19.2. р,Т-диаграммы состояния
вещества. Фааовые переходы

Двс фазы могут находиться в равновссии друг с другом нс при ліо-
Еых даадснин и тсмпсраптс; Заданис одной из зтих всличнн вполнс
определяет вторую. Если нзмснить давлснис, то изменится и темпера-
тура плавления. С такой зке закономерностъю мы всттязчались1 когда
обсуждали кипснне. Для описания состояния всшоства н его фазовых
псрсходов обычно используют псрсмснныс р и Т, в которых изобра-
зкаіот кривые равновссия при фазовых переходах данного вещества.
Диаграмма, построснная в Этих переменных, называется длоаршммой
ШЁШП'ННЦЛ.

Построим тспсрв для какого-либо всшоства, например дан воды,
диаграмму зависимости давления от температуры (рис- 19.4)- Прове-
дем прежде всего кривую температурной зависимости давления на-
сыщенного пара (кривая ОАЭ)- Это геометрическое место точек,І где
одиовремеиио могут сїшесгвовать и пар н жидкостъ. В то ме время зто
граница мемдзг областями существования аошкости (Ж) и пара (П). На
зтой кривой есть точка А, в которой одновременно может сїшество-
вать н твердое тело (ТВ). т.е. лед. Такая точка называется трааяоа точ-
хоа. Температтра тройной точки воды принята за й ІЩС. Пт иее можно
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провести границу медногог твердой и жидкой фазами+ Пна идет круто,
почти вертикально.

Рис. 19.11

При смеЩениях полинии З-4елуча1отсядвафазовых перехода [плав-
ление - огеордевание и испарение - Конденсашія). На рисунка 19.4
видно, что температуры фазовых переходов зависят от давления. Так,
температура кипения воды понимается при уменьшении давления.

Точка В- критическая. Выше нее нет различия между ношеостыо и
паром и смещение 5-6 не сопровождается фазовым переходом. Кри-
тичесхое давление н критическая температура равны: ,он _ 213,39 ат,
13"н _ 6412? К = 314,12 “С Понятие критической точки впервые вве-
дено Д.РІ. Менделеевым (186111 к). При смешениях І-2 происходит
переход «твердое тело - пара, минуя жидкую фазу. При нагревании
ето называют суіілцноцней (или возгонкой), при охлаждении _ ето вы-
падение иная.

Возможно существование нескольких твердых фаз (области І, І] , ІІ]
и т.д.}. Это явление называется нолияорфизмои.

Фазовые переходы могут Быть первого и второго рода. При пере-
ходах первого рода при охлаждении выделяется теплота О = ат, где
їь - удельная теплота перехода, т _ масса вещества. При нагревании
такое все количество теплоты поглощается.

1 9.3. Решение аадач по теории фазовых переходов

19.1. Е калориметр помещен лед с начальной температурой
г] = -Ш “С и нагреватель постоянной мощности Р*+ Постройте зависи-
мость температуры г в калорнметре от времени т [пределы изменения
температуры от г. = -Ш “С до г; = +10 "СЪ

Дано: п = -Ш "С; Р; а = +10 "С, Найти: г= нд
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Решение. Ппишем фнзниу процесса натрева льда с помощыо ааиоиа
сояранеиия анергин. Лед нагревается от температуры г. до температу-
Р'Н під:

Рт' =Слт(П-т'|}, “9.11'

где Ц, - теплоемиоеть льда: т - Масса льда-

Лед тает (при постоянной температуре О “Сїн
РІ: =1т, (1921;

где ІІ. - удельная теплота плавления льда.

ПЕряаовавшаяся вода нагревается:

Ра = Свете -Пь пад
где С. - теплоемкость воды.

На системы уравнений І: І9. 1}_(19.З} получаем:

&_ я _ 0,33-10* _15 Т, Ь_ суд-013340340 _2 П
т, еде-1,11 2,1-тез-ш ' ' а, еще -гр 2,1-1е3 -ш ' '
Гряфии зависимости г = т{т} приведен на рис. 19.5. Ив рисунка вид-

но, что вода нагревается вдвое медленнее льда иа-аа вдвое большей
теплоемкости,

19.2.Всосуд, содержащий воду мас-
сой т1= 2 иг прн температуре г. = 5 °С,
полояоотн кусок льда массой ту = 5 тег
прн темперятуре г; = -40 “С Найдите о
температуру Ей и объем Ремеси после 'Т' ЅГ' 'ЦП 'ИП Шт'
установления рявиовесня. Плотность -Ш
льда равна рл = [1,916 - Ш1 игімз, т_ 195

Дано: т. = 2 иг; г. =5 °С; тд = 5 иг;
г: = -411 “[2; рл = ПДІБ- Ш1 игімз+ Найпт: Е); И

Решение. Проверим, достаточнолн теплоты От , Которуто отдает вода
при ототаяшеиин до П "С, для того чтобы расплавнть весь лед.

Теплота, выделятощаяея при остыванни воды:
Ц =т]Ё,(г| -ІІІ1І=24,151-1'ІЁІ'3115-[11т:-=1,19-1'[ІҐІ Дж. [І9.4}

Количество теплоты, необяодимое для нагревания льда до 'П' “СЕ

О;=яяЦтШ-ет=5-2,1-103[0-Н4л]=42+1е4 дж, [19.51
На такого рода оценив становится ясно, что для плавления льда

вода, превращаясь в лед, будет отдавать тепло иметощемуся льду. Про-

“С
+11] н

-
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цеее иллюстрируется на рис+ 19.6. Следовательно, согласно закону со-
кранення энергии

Ц + Ц = 01,, [ІШБІ'

где Ц _ количествотеилотъї, которое отдает вода при аамераании;

Ц = хт]1; [ШЛЧ
где х_ часть Насосыі которая превратится а лед; Э. _ удельнаа теплота Планаения
льда.

г, “Си

О

'ІІ:_4|]

Рнс. 19.6

Решение систсмы уравнений (І9.4}-[ [9.Т} относительно я:

х = Найт -Ы-щслг. -Щ_
11113.

Вычисление:

42-1Іїг*-4.,1'5и|214
х = ыз-ш'* =п`57'

Количество льда, образовавшегося при замерзания воды,

и:л =х-т] =і],5';'-2=І,І4 кг.
Итак, после установления равновесия в сосуде находится водо-

ледяная смссь при шмпсрапте В - О “(2, состоящая из МЛ - т: + тп -
- 5 +1,14-Б,14кглвааи тив-ті + тд-2_1,14-П,ЕЕкгводы.Пбъ-
см смеси

=м+а =ш+ае
р_,1 ри 9115 ШОП

ПгаетНЕІ -ПІПЦ Р- 12563 л.
19.3. Два одинакоаык кусочка льда летят навстречу друг другу с рав-

ными екоростями и при ударе превращаются в воду С'Щените, при ка-

Р' =ї".,563-І'І."ГЗ Іи3 = 1553 л+
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кой минимальной екороети они.: льдинок перед ударом ато возмоткно+
Температура льдинок перед ударом г. = -12 “12.

Дано: ті = -12 “С Найти: один:
Решение. В еоответетвии е законом еокранениа анергии кинетиче-

екаа энергии льдннок превращаетол в тепловуто: льдинки нагреватотеа
от ті = -12 “С до а = 'ППС и плаватои:

2
2%:2м|:тїло2 _г,}+а], нал)

ПІІІЁ¦ Ш _ НЕШПН ЛЬДННП'Ё.

НЗНЁЛ] еледует:

аннн =,`{2[г:л.;т2 -г.}+:~.] =\/2(2,ьш3 [о-(-12}]+п,зз-то*] =з41 мтс.

Ответ: они" =`/2|:Сл{гд -т|)+1:| =З4І щ'е.
19.4. В теплоноолированный откачанный ооеуд объемом У = ІІ л

полоткилн кусок льда маееой М. = І кг и куеок меди маееой МЕ =3 к1:
Температура льда тп] = П “С Определите первоначальную температу-
ру меди гщ, еели в конце процеееа в еоеуде установилась температура
В - НЮ ФС. Удельная теплоемкооть меди С,и -376ДЩ'Ікг ~ К] , плотность
меди рм - 3,6 і Ш`1ъ кгу'мз. Теплота плавления льда Ё» - 3,34 * [[Р'Дщікг;
удельнаа теплота парообразовання воды г - 2,26 ~ Ш* Джікг. Измене-
нием объема воды пренебречь.

Дано: Р =11л;М,=І кг; Му = З кг; гл] = ІІ] пС; Е! = ШП ПС;
С" = З'т'о ДжДкг - К}; рЦ = 8,5 - Ш3 кгу'мї; а = 3,34 ~ Ш5 Дщкг:
г= 2,26 ~ ШІЕ` Дэкікт. Над-пк а".

Решение. На риеунке 19.? представлен процеее в координатак т_О.
Медь, окламдааеь, отдает тепло О., чаеть которого 02 идет на плавле-
ние льда, 03 _ на нагревание образовавшейеа воды и 04 _ на иена-
рение чаети воды: Следовательно, в процееое уетановленил теплово-
го равновееиа лед раоплавилеа, вода нагрелаеь до НЮ “С и чаеть воды
иепарилаеь; в еоеуде уетановнлоеь давление иаеьтшеииьтк паров воды
при т - ШП п'~`Ё,`,1:е. р = 1,013 + Ш5 Па.

Уравнение теплового баланса имеет вид:

Ц=ЁБ+02+Щ наш
ГДЕ

а = Масла] -ал пали
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“тд €5=Мдс наш
а' 0:=М.СВ{Г:1-гл.}; (19.12)

Щ=тс наш
гдс Сд- удельная тсплссннссть нсды; т - масса
нспарнвшсйса воды І[параїьв:

н'*

рис шт Массу нспарнашсйса апды найцсм на
ураанснна ссстсанна насапьнсгс гааа ала
насышсннсгс пара:

ру =Ептї [19,141

Рсшсннс снстсмы ураансннй { [9.9}-[19.14} стнсснтсльнс а. 1:

1 ,пР'цггщ =ЕШ+ МІСН {МІ|:Ъ.+СЕ(Б-гм):|+ї}.

Провсраа сднннцы:

ггг-Дж:
КГ[масса-гида дж:

3[ргш]=Н м кг Дж мсль К=Дщ
НТ мдмсль-нг-ДЖІК.

Мгц нг-Дж

Бычнслсннс:

1г =ШП“1 Чаша*
дыма"днаа-ш-їща-шв _

азі-зтз _
=та1°с = таит = 1054 к,

а{3,з4-ш*Начинаю-пн

Птаст: гы] =Н+ М
2 ы
1 {м,[э.+с_да-гтт]+Р“Ш}=тыас=шз4к.
С НТ

19.5. В тсрмссс нахсднтса асда при тсмпсратїрс г- П ПС. Масса апды
наи - ШП г. Еыначнван на тсрмпса апащ'н, Ешьщ..г ааыпраэанаашт ппср-сд-



15.3. Решение задач по теории фазовых переяодов я 925

ством ее испарения+ Канова масса тп льда, оорааовавшегося в термосе'?
11*:"дельная теплота парооорааования воды г = 24.3405 Дэяіяг, удельная
теплота плавления льда Ъ. = 3,,35-105 Джунг.

Дано: г = П ПС; тв = Ш'П г; г = 2,48-10* Дио'иг; 3. = 3,35-105 Джу'ип
Найт: тд.

Решение. Уравнение теплового баланса:
тигра:,отлі'ьЅ [19.151'

где в индексе п - пар, л - лед.

`Іїїігчевиднос равенство:

тв:т,,+тл. [19.1151н

Решение системы уравнений (19.15). [19.16] относительно тд:

т _ тв; даша-3443405
л г+їь (ЕЦ-рН+3.,31'і}-1'1}5

='П,П3$ Кг = НВ г.

Ответ: тд =ї=83 г.
г+їь

Нд Ванну объемом У: ІШІІ л необшдн- г ася
мо заполнить водой` имеющей температуру т 31]
В = ЗП “12, используя вощ,г с температурой
г., = Во “С и лед е температурой гл = _20 ЧС.
Найдите массу льда яд"` который придет-
ся положить в ванну. Удельиые теплоем-
ностн воды н льда равны соответственно
Сн=4, 19+1І¦13Джі[иг~К}, Сл=2,1~ШЗДж,г'[кг'К}, рш 19,5
плотность воды р = 111111 нгумї удельная тепло-
та плавления льда Іь = 3,34- [05 Щит. Теплоемностыо ванны и потерями
тепла пренебречь.

Дано: Р= ІППл;Е-_е= ЗП °С; г,= ЅП°С; гл=-20 °С; Сл=2, ЬШЗДисДиг-Щ;
р - ШЭт игімз; 1 - 3,34 * Ш5 Джу'нг. Найти: тд.

Решение. На рисунке 19.8 ьдиаїрамме 0-1* прадставлен процесс те-
плообмена. Вода, онлаищансь, отдаст теплоту 0.; лед нагреваетсяІ для
чего он принимает теплоту 02, затем плавится аа счет теплоты 03, оо-
рааовавшаяся вода нагревается за счет теплоты 04.

Запишем уравнение теплового баланса
о=ц+ц+ц_ папу

й =тпС.{г., -Ёя (19-13)

ЗП
П

-ІІП
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Ё5=тлСлНв-гл}: [ІЕЦЩ

Ц =Щ15Ч '119-101
Ц=тлЧІ®-Ґе]. 'ПШ-111!

где тн - масса воды; а; - температура плавления льда Ш ФС).

Количество теплой воды в вание

т=тн +тл, {19.22}

т=рУ. {19.23}

Решение системы уравнений (19. І?)-( 19.23] относительно тд:

Ш = шпон* _Б)

л Сен; 'ҐсІН' Слпв -ҐПҐІ +31;
Проверка единицы:

[СШ -=ьз] [сде-щ: [моё
Вычисление:

Г_т[ ІПІ] иг-мЗ-Дъи-К-иг
м3 -нг'К~Дж

т _ Ісз-шс-ш-З-4.19-ш~*(ес-зщ
д Чит-шин]-с)+2,1-юзш+2щ+з,з4-шї
т = р РСВЦБ -В)

л Ч{гв_г1})+ Сл{Ґ1П-'гл}+}"

19.1. Найдите массу неВ воды, которая может быть превращена
в лед испарсннем эфира, имеющего массу т: = 0,1 иг и темпе[_тетїтдїцтг
а, = ЕП “С Начальная температура воды также гн = 20 °С. Удельные те-
плоемкости воды и эфира С., = 4,19 Кдддиг К) и С; = 2,1кЦясДнгЩ.
Удельная теплота плавления льда Ъ. = 0,30 ГчЩжіиг, удельная теплота
парообразования эфира г= 0,38 Мджінг.

Дано: т, = 0,1 нг; г, = ЕП °С; гв = 20 °С; С.НІ = «4,151` кДжДиг - РЦ;
С; = 2,1 ЩЖІШГ - Щ; Э. = 0,30 ІчЩжіи; г= 0,38 МДЖҐЕГ. Найти: тв.

Решение. Уравнение теплового баланса:
"еще -ІЫ + то = *еще -ьН *ее 1219241

где а, - П “С - темпераогса еемереанне воды+

= 29,49 нс

= 29.49 кг.

Решение *уравнения [19.24] относительно тн:

ШЗЩПҐЫН] [тд-[2,1дедов-сможет] =с,ш2 ег= ше _снов _гпоа дневное-подняв* гтн:



15.3. Решение задач пе теернн фааавыа перенедпв а 92?

ШТ, =та[Са{га-'ІП}+Ґ:|=

“Щ” сутггпнд.
19.8. В налернметр, где находятся тд - ШІІІ г льда при температуре

г] - П “12, впуенатет веднней пар прн температуре тд - ІІІЮ ПС. Какая
маееа вцаы т енажетеа в кавернметре непеередетвенне пееле тега, пан
вееьлед раетает? "Іеплеемкееть капернметра Ґ всі
ечнтайте пренебрежнме малой. '

Дана: тд = ІІІЮ г; т, = [ІІ Т.: га = ШП “(1
Найти: т.

Решение. На рнеунке 19.9 в 12, г-днаграмме
представлен працеее теплеебмена: пар нен-
дененруетеа, вала, ебрааевавшааеа в реауль- д
тате панденеацнн, охлаждается. Теплета О
ненденеацнн (2. н теплета 02, неебнеднмав
для шшажденна веды, передаются льду Ма
плавления (Ща.

Уравнение теплевеге баланса

102 г.

І

12 + О, = 9,, (19.2511

Ц =т,,г; (1926:,

ц=щЦщ-м; таит
О; =ада (таза

где т" - маееа пара.

Маееа веды

т=тв+тп. 1119291*

Решение уравненнй ІІ 1925)-(19291' етнеептелвне т:
бт=тди; =п,| 1+ ь “3340 =а_111 аг.

ища-гр 2,3-10 +4,19-ш“(ша-п}

,ТаПтает: мг=м~л[1+_
Ґ+ Сап:_гт]

:|=П,І 12 Щ:

19.9. В папернметр, теплеемкветь кетереге С - 209.4 ДЖКК. ее-
держашнй т. - ЅІІЮ г веды прн температуре Т. - 193 К, епуенашт
тд = ШП г льда прн температуре Ту - 253 Е.. Ппределнте уетаневнв-
шутееа температуру Т.
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Дано: С= ШЕАДЩЖЬШ] = ЅІІЮг; ТІ= 293 К;т1=ІІІЮгльда Найти: Т.
Решение. Прееерим, деетатечне ли теплеты О., лла таанил льда при

едпамденни ееды ет температуры Т. = 293 Кле ТЕ. = 2'1'3 К.
Теплета, етдаеаемаа недей н иалериметрем при едлажденнн ле тем-

пературы таинил льда Ще ТВ = ІТЗ Щ:

Ц ={щчг2`11 +ОШ -ТПЪ =Ш,5-4,19- [ПЗ + 209,4)(293-2?3} =4,Ы}9- Ш4 Даг:+

Теплета, неееаеднмаа для таанна льда:

ц =трь =е,1*п,ззішб =з_з-ш* дж.
'Слелрнателние1 прецеее уетаневлении

температуры пойдет следующим ееразем:
вела и иалериметр еллддатеи, лед нагреет-
ея раетает и ебрааевавшаиеа неда нагреетен.
Этот процеее нллюетрнруетея на рне. [9.10

до: г О: лиаграммей О г.
Уравнение тепленеге баланса:

Т* Ц:@2+@1+42._, (19.3011

Р” 194" и час: +0<л-т›: (19-31:
Щ: ="еСл(Тп-Г2л (19-32)

0; Чад (швы
Щ Чесдт-ТЬЪ 09-34?

где СЕ. С; - удельные теплпемнеепт веды и льда; 1. - удельная теплета плав-
лении льда.

Решение енетемы уравнений (1930)-[15'34] етнеентельне Т:

ще+0л+пь[€.л-С1<тП-Тл-1]Т:
{щ+т2}Сн+С

Прпеерна единицы:

лые+с›л1=_=дж Малинин-шлем
[І[т]+:112}|1І'н+1':']=_;БП:'П`Ж_]І;І:Ш=К+

Вычисление:
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=,(о 5 419 шцзпв,4) зез+
[в,5+о,1р419-1е1+2пе,4

411,1[4,19.1еї*Ізгч-1т3_ 1,1 › 111141143 4534433” не]+ 1 =2тв,з к.

'Іщсв +С}Тї +пІІ[СвТ-і'1 _Сл(ТП _Г2}_?"']

{т] +.чс:,1|(:;а + С

19.10. В квлорнметр, содержащий г_ есть
т, = 251] гводы при темпер-НТ'ЛЗЄ 1'. = 15 °С,
бросили в:2 = 20 г мокрого снега. Темпера-
тура в налорнметре поиизнлвсь неш= 5 °С.
Какая массе воды т., содержались в снеге'ёІ
Теплоемность келорнметрв считвйте пре-
иеорежнмо малой.

Дано: т, = 250 г;г1=15 “121442 = 20 г;
Ы = 5 “С Найти: тв.

Решение. Не рисунке 19.11 в О, г-дие-
трение представлен процесс теплообмена:
вода, ошежцаись, отдает теплоп, которую воспринимает мокрый снег,
состоящий не воды н льда.

Уравнение теплового баланса:

Птвет: Т: =2То,3 К.

Рис. 19.11

Ц=о+о. нею:
д=щдшд нии:
Ц, :тл1.' “943114

95=Несм--Ш--лгп (19,331
=.І'1Ітн+ви_,,І 11194391*

где С, - теплсемность воды; 1 - удельная теплота плавления льда; щ, - массе
ПЬДЁ-І гп. = 'п ис.

Решение системы уравнений (19.35)-{19.39] относительно тп:
С

Проверка единицы:
ДионгнгК

[ЬЁЬЕЦ _Ш-гп]-т1ш}:|=т=нп [тн] =ЁГ
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Вычисление:
3тащшпдш-І-19ОЕІ.[І:Н.Шъ:19---9 ш- 9299--9]= 99-19-Знг=9тг.

`Еїі'гшет: тн :тд+%[тд{г| -дг-гп}-щаг:| =6,'? г.
19.11. Е медный еаеуд, нагретый де температуры п = 351] “12, пе-

лежили т. = ВШ] гльда при температуре г; = -] [ІІ “Ц В результате чаеть
льда раегаала, маееа еетавшегеел льда в ее-еуде екаеалаеь равней
тд = 5511 г. Найдите маееу т Ішшуда+ Удельная теплеемиаетъ меди равна

СМ = 420 ДжДаг - К}.
Дана: г. = 350 ЧС; т] = 1500 г; гд = -Ш пс;

тд = 550 г; С" = 420 ДЖДКГ - К). Найти: т.
Решше. Прецеее теплеебмена нллъе-

етрнруечея на рне. 19.12 диаграммей О* г:
медный епеуд, Пїдаждааеь, птдает таплпту
О. льду, натарый вначале аа ечет теплатЫ О;
нагревается да температуры ду = П, а Затем

'ІІ ЕСН

д

Ґ:

Рн'д- 19-12 чаеть его тает.
Уравнение теплевеге баланса:

й=й+й: наш;
й=т€дггьл (19.41)
О; =т1с3|ип _:1); “9.4211

'5.9 =1Іт| -тдд- {19.499
Решение уравнений и; 19.4П}-{19.43} етнееительне т:

= 9917.19. -191 +09 -мда
Сми, -ы

Преверна единицы:

[щсг{гп_г)]=п_нгт<__1<=дж;[щ-ггьд)а]=Ш:Дж=Да:

[тт]_ДЖД}-к'иг- К =кг

Енчиеление:
= диз-2,1-шз[9-|:-1ш]+ш.9 49,999-9999-19І = Щ 93 П = НЗ Е

41:1(999 _ш
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Ш: т: щсл[гп _г1]+{п¦1 _”'ІЁБЪ = [98 Г.

СНПІ _ҐІЕД

19.12. Некоторое иолияество воды т медленно персонаалщатот, до-
ведя температуру до г. = -Ш “С После этого вода быстро аамераает
(без дальнейшего отвода теплоты]+ Температура при этом повышается
до тд = П “ЧС+ Каиая часть воды тд і т в ионце этого процесса обращается
в лед?

Дано: г] = -Ш щС; І. = - Ш шС. Найти: от.
Решение. Уравнение теплового баланса:

тСВ{ҐП_ҐІ } = тліі--ь

Отсюда
т_= сдггдд =4,19-шї[в-(-1о}]

ІІ

т 1. ДЗЗ-Юг”

Ответ:Ё=щ =П,13.
Ш

19.13. В нолбе налодится вода при г= П “С Выиачивал из иолбы воадух
вместе с содержащимися в нем парами воды, воду в нолбе заморажива-
ъотт Какая часть воды д при атом нспарится? Удельная теплота парообра-
аования воды при г= 'П “С равна г= 2,5 - ІІП'ЕР Джінс Почему с повышени-
ем температуры удельная теплота парообрааования уменьшается?

Дано: г= І] “С; г= 2,56- [ПБ Джіиг. Найти: д.
Решение. Уравнение теплового баланса:

тдўе=тнд {19.44}

т=тн+тн. “9.4511

Решение системы уравнений “9.44), 09.45] относительно д:
тп а оаэ-ш*1|ІЁ|І=_= = а
т мг помощи-ш

С повышением температуры удельная теплота парообразовання
уменьшается потому, что иннетичесная энергия молекул в соответ-

=Ґ_І',]3.

=П.1П.

ствин с основным уравнением МКТ для ИГ е: Ек з» :%.еТ с ростом

температуры татоне растет и для преодоления сил притяжения со сто-
роны друт'ин молекул требуется меньшая работа.

т +1"
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19.14. В наетръоліо налнли холодной воды (тенператїра гЕ. = Ш “Щ
н поегавили на плигї. Через время 1:. = Ш ынн вода ааиипела+ Черев
наное время 1: она полноетыо иепаритеа'?

Дано: гв= Ш шС; т. = Ш мин. Найт: т.
Решение. Уравнение теплового баланеа при аанипаннн воды:

Ра:1 = леСВцїгК -гн), (1 93151:
где Р _ мощноогь плиты; т _ маееа воды; С; _ теплоеыпоегь воды; г, =
= [Ш “С - температура кипения воды.

Уравнение теплового баланса при иепаренин воды:
Рт : лег, (НАН

где г-Ъ'ДВЛЬНЗЯ Тогшот'а испарения Воды.

Решение еиетемы 1ддлавнений (19.46), (19.4Т] отноеительно т:

г 13406
т=_д':1 = 1сваи-тв) 4,19-1Щшо-1о) Ш=6І мин.

т =4
Спок -г,}

19.15. В ведре налоднтеа емееь воды оолЬдоы маееой М= Ш нг. Ве-
дро внеели в комнату: Лед раегалл аа т] = 50 мин, а еще аа 1:1 = Ш мин
вода в ведре нагрелаеъ на д: = 2 °С: Определите, канал маееа льда т
наноднлаеь в ведре, когда его внеелн в комнату+ Теплоеыноетыо ведра
пренебречь.

Дано: М= Ш нг; т] = 50 мин; 1:1 = Ш мин; ш= 2 “СД Найти: т.
Решение. Уравнение теплового баланса при танннн льда:

амп., пала:
ГДЕ Р- М'ПЩНП'Е'ІЪ ТЕПЛП'Б'ПГП ПОТПКЕ..

т' = 151 мин.

Уравнение теплового баланса при нагревании воды в ведре:

меда: = вгд. пала:
Решение еиетеыы уравнений “9.4311 (19:49) отноентельно т:

3т: МСБдп, = 104,19'10 +2+ЅП ддт П
дл: ДЗЗ-Ш'Ь-Ш

Пгвег: т=щ=ІДТ нг.
1:а



15.3. Решение задач по теории фазовых переходов а 933

111.16. В иалориметре находится лед+ |121'пределите теплоемнооть Ін-
лориме'тра, воли для нагревания его вмеете о содержимым от Т. = 2'1'11 К
до ТЕ, = 2112 Ктребтетоя иоличеотвотеплоты 121=2,11<ДЖ, а от Т1= 2112 К
до Б= 2114 К- 02=693 кдж.

Дано: Т] = 211] К; Т1 = 2'1'2 К; О. = 2,1 КДЖ; Т; = 2111 К; Т; = ЕМ К;
О; = 159,? кДж. Найти: С.

Решение. Процеое теплообмена изображен в координатах О, г на
рио. 1 9.1 З. 11:"равнение теплового баланоа для двух ощчаев:

Щ=ІС+тСл1Щ-їїл оаащ
Ё={С+тСд11ТП-Т2]+ті.+(С+тСВ}[Т3-ТП), [19.5111

где ш - маееа льда: С, - тепло-емкость льда; Т" - 2113 К; а. - удельная теплота
гшаалення Лада.

І, К ” Нагрев воды
г,=1т4 и-І- ------------------
г.=1тз

\Плавленме льда

Нагрев налорнметра

11
'

д-ата"

Рнэс. 19.13

Сиегема уравнений 11195111, 1191511* ааминуга: два неизвестных и два
уравнения.

Решение онотемы уравнений (19.50), 1 1915 1] отнооителвно СЕ

С: СЛОІЩ -То-аПа-трсл +я+ сдтггпд]
[ІТЗ-Точа-Со-цнда-т.)

Паанааеа единицы;

_ _ДЖ-Дм-К._Дж1_
[дата 11]- Шє _ кг,

. 1

[Ц{ІІІЕ|_ТІ:ІСЛ +Ёь+С,`в{Т3_Тп)}:|=ДЖЕГДЖ=Д:: ;

. 2 І

[НТБ-ТМЦ-ЁІІ-ЪДТГТІЪДЖТГК; [С]=ДЖ :Дм К=%`
КГ НГ
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Вычисление:
2І- ШЭт 691- 103012--2'1'011-21- ШЗ-

=_[{ат4 меня] ш1 -42- 1:13]- ззе шї]{1т2 атщ
[датз--щ 11-шцззп 1еЧ+4,-1 1031214-21311ш дж
[дата 212) -,-11 1ез+ззе-1ез+4,-1 1031214 2?31]_Ш` К

=еще-тіъ-аПа-ещмасла-Ти]_Бшдїм
[са-але-Свз-Ынгтд

19.11. Какьпе маееу Ма аммиака, езятеге при температуре кипе-
ния г; = -ЗЗА шС. иаае иепаритъ и нагреть де гп = П “С в келедильней
машине, чтобы аа ечет пеглещеннеге келнчеетва теплеты пещиить
т = 40 кг льда иа веды, взятей при темперапгре г. = 111 “СЁ' 11'ъ*'деленая
теллета паре-ебрааевания аммиака га = 1,3? Мдэкікг. удельная тепле-
емке-еть аммиака Са = 2,1 кДжДкг- К).

Дана: г2 = -ЗЗА °С; п, = О ЧС; т = 40 кг; г. = Н] °С; га = 1,3? ГРЩЖІкг;
С; = 2,1 кДжДкг- К). Найти: Ма.

Решение. Прецеее теплеебмеиа пекааан е О, г-ке-ердииатал на
рие. 19.!4.

г, *С “ Пкпааклеиие пали

г. = ІІ]І `Єїегашлиаация шли

гг, = І] \= 6-

33 4 Нашеа аммиака
г = _ ,
І Иепареиие аммиака

Рне. 19.14

Уравнение теплпвегп баланса:

тСВ(г|-гп)+пй.=Мд1;+МдС;[Іп-г2], (19.521н
где г., = 'П “13.

Решение уравнения [19.51] птнпеительип Ма:

_ м[сн{г, меня] _ 4е+[4,1-шз(ш _е;+ззе+ш3]
а =]п,33 НЕ

а +Ще -ат дат-1 а* +11 -ш-*[а_(_зз,4)]



15.3. Решение задач по теории фазовых переведен а 935

ответ: м, = тыщ М+Ж] = 10,33 то.
*Ь + Свпв _'гаї'

19.13.Сиееь,ееетеащуюиатл=2,51кг т *Са
лада и тв = '1,53 нг веды при общей тем- І =1ш
пературе тп = П “Ц нужно нагреть да тем-
пера'пгры Ё = БП "С, пропуская пар при
темперапгре гп = ІІЁІ'І]І “С Опредеаггге не- В
еблоднмое дла этого ноличеетео пара тп.

Дано: тп = 2,51 кг; тн = |Іг',,53 ва", Іп = П “СЦ

50

в=5п°енп= тесндащтш *1:0 =

еа (ЁЁТЁЁШВНШНЁ теплового балан' Рав. шла

9+92=Ё+<Еа (19.531
где 121 _ ТВПЛОТа, Шведеннаа Ш" пара при его тыщ.:[_д-_›,шшнэ

Щ = тяг: (19.54)
г- удельная теплота парообрааования воды; О; - теплота, отведеннал
при охлаждении конденсата,

О; Чаще -Єїн (19.55)
(23 - тегшота, необходимая для танннп льда,

Ц =тлїц (19.5151.
Ъ. - удельная теплота плавления лада; 424 - теплота, необходимая

для нагрева воды н раетаавшего льда,

*2 =Ітн +тлўСВчІЕІ -гпі- паев)
Решение еиетемы уравнений (І9.53)_{19.5?] относительно тп:

_ па?-Наташа-го
тІ'-+С`І,{.гп -ЕЦ І

Проверка единицы:

[тдіі_:|=кгдж=Дж; [(тн+тл]€;[9- гд)]=н_ГШ_КДж н =д [4%
от -а1=її_ Ёттпед: “от

Енчиеление:
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_ ам -одз-ш* +п.53+2*51)-4,1-юноша)
_ 1,340* +4,2-1о*псп_5о}

=1,1'? нс

Ш: тн = 'т'лэт-І-(п'л + тп]СВ{Н _:П] :І}1т КГ!

г + Сар" -ЕЦ
19.19. В вахрытом сосуде находятся воздух и хапля воды массой

т = [1,5 с Погьем сосуда У= 25 л, давление в нем ,щ = 1,1] - 1114 Па, тем-
пература Т= ЗЩ] І'ї.+ Кахим станет давление р в сосїде, хогда хапля ис-
парится? Температура остается неизменной.

Дано: т =[1,5 г; У=25 л;р1=1,{1 - 11.14 Па; Т= 31111 К. Найтнщ.
Решение. В соответствии с аахоном Дальтона

Р=а+ам 'ПЧ-531
где ры. - давление водяных паров.

Уравнение состояния идеального газа для водяных паров

ям =Ёдїї (19.59)|±
Решение системы уравнений “951111, (19.59) относительно р:

_ +тНТ

Вычисление:
-31в=1.13-и:г*+1:'*5'"1_ 'в'ы'эЁпыдв-ш'* па.

13-10 3-25-10

“надев-ш* паОтвет: р=д+ мг

19.10. В отхачанном герметнчесим закрытом еосуде объемом Р- Шл
находится открытая нолЕочиа, содержащая т = Ш г воды. ІІІЁосрд про-
гревапот при темперагуре г - ШП ЩС. Канал масса от воды непарнтся?

Дано*І Р- Шл; т = Ш гводы; г= 11,111 “С Найти: от.
Решение. Давление насыщенного пара при г = НШ “С равно ,вы =

- 1.1113 - 11.15 Па. Запншем уравнение идеального газа:
-з 5 -зРН-пг=д_ткт:ьдт=донгпіг=13 Ш 111113111 Ш Ш =5*9іш-з

а кг П_ тд азьзтз

Птвет: от=ш= 5,91:
КТ



15.3. Решение задач по теории фазовых перекодов в 93?

19.21. В объеме Р'. = ЕП л содержатся насыщенные пары воды при
температуре т = ШП ПС. Какуао работу М надо совершить, чтобы нао-
термическим сэкатием уменьшить объем паров до Р'у = Ш я? Повемом
воды, образовавшейся при конденсации, пренебречь.

Дано: Р'. = Шл; г= ШІ] "С; У: = Шл. Найти: Мс
Решение. На рисунке 1946 в координатах рЖ показана иаотерма

1-2 сгкатия насыщенного пара (и колоколообразная кривая, разде-
лягощая различные Фазы воды}. Работа сакатия

ви =днлщ -гр =ьшз-иггш-кп-ш-зі =1,п1з-шзъ дж = шо кдяе
19.22. Под колоколом вакуумного насоса находится стакан, содер-

экащий воду массой т = 200 с Насос откачивает воздух иа-под колокола
со скоростью и = 50 лдмин+ Через сколько времени т вся вода испарит-
ся, если установнвшаяся под колоколом температура равна Т= 373 “С
(рис. І9.1'?)?

р д -ъ К вакуумному
1,3- ъї у наеоеу_Г? _._ї __
І

1; і а,ї = = \_І |

і Е і "_
Р'І РБ Р' А

Рне. 19.16 Рис. [11.11-І

Дано: т = 201] г; а = 50 админ: Т- ЗТЗ “(1 Найти: т.
Решение. Давление насыщенных паров при температуте Т= ЗП “С

равно рнл = 11113405 Па. Объем, который займут парыІ образовавшие-
ся из воды массой т = 200 д найдем ив уравнения состояния идеаль-
ного газа:

для =Ёяг=> У= тп.
І'І' МНЛ

Время откачки

Р' тНТ _ П,2-8,31*3?3І60
ї мамеЧашештата-ше= 403 с = 15,3 мин.

тНТ

Н'РНЩІН

Швегн: =о,Е Іиии+
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19.23. В аапаннней трубке объемам Р' = [1,40 л наиедитеа веданей
пар пел давлением р = 3,5 - 103 Па при температуре Т= 423 К, Каире
неличеетве рееы ат выпадет на етениал трубки при егшаашении ее де
температуры Т'= 295 К.

Дана: Р'= [1,40 л; ,ап = 8,5 - Ш*3 Па; Т= 423 К, Т”= 280 К. Найти: ат.
Решение. Запишем уравнение ееетеинил идеалвнпге гааа ллл двух

ееетелний:
Ш,ву =їліп павщ

р;Шв/=Ёлг, (19.1511.
где пт' - маееа ееданпгп пара в пера-Эм и втррем елучаал; рш, - 2633.41 Па -
давление наеышеннвгп пара при температуре 195 К (Т “СД р = 18 кгдвмвль -
мплнрнап маша ЮДЯНПІПІІ Пара.

Влагн на егеннан трубки выпадет

ат=т-т'. (ЩБЩ

Решение еиетены уравнений {І9.6Щ-[19.62] етнееительне ат:

ат-Е[а_ш]_1ав,4.ш-З а,5-|ч:ъ*_2,взз~ш1 =
_ а т 'г _ азыв3 423 295

=9,62- Ш'їІІ нг = 9,62 г.

н'г'г'
19.14. Среул объемам Р'= 120 лмї'- раааелен твнавй прлвнжнпй пе-

рвгррелней на лве чаетн. В левую чаеть помещена вала (у, = 1 малы,
в правую _ авет {е, = 0,5 малы. Температура поддерживается равной
Т= 313 Н.. 'Определите вбъем правой чаети еееула У., (рие. 19.] Щ.

Ответ: ат:Ё[Ё-Ш] = 9,52 г.

Р; У..
_н _1
н`,п и,

у, = 1 ноль ч, = 0,5 нцлъ
_ '_'_'_'ТЁ3"'?_3'Ё''''''''''Гё-ЗЁЗ'Ё_'_

Рне. 19.18

Дана: Р'= ІЁПДНЗ; у, = 1 мель; у, = 0,5 мель; Т= ЗТЗ К.. Найти: Р'п.
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Решение. В левой части сосуда вода превратилась в насыщенный
пар давлением

І"тыл = 11013 ' 105 Па-

їсловие равновесия перегородки:
дм, = ра. (ІЁЬЗЪН

Уравнение состояния идеального газа:
для аоота:

даун =удНТ. {]9.Б4}

Решение уравнений (19.63), (1 9.6411 относительно РП:

_ унЛТ _ П,5-Ѕ,31+3ї3 мед-шт м3= 15,3 дма“_ рт, _ плз-мг

Ответ: Ит=ч“н_Г=15,-3.3дм
Рип

19.25. В Цилиндре объемом У = Ш дмї' под поршнем находится
т = 1,9 г газообразного аммиака. Цилиндр помещен в термостат при
температуре т= -51' “О Какая масса аммиака от скоидеисируетса при
сжатии гааа поршнем до объема ЮЗ? Давление насыщенного пара ам-
миака при г= -Ѕ'І “С равно р= 26,? кПа+ Моларнаа масса газообразно-
го аммиака р. = 1? - Ш"зІ кгу'Моль+

Дано: Р=Шдм3: Р=Шдм3;г= -Ѕ'Іг' °С;г=-5?"С;р= П- І'ІІі'ЗигЛІ-толь+
Найти: от.

Решение. Залншем уравнение состояния идеального газа для ам-
миака, объем которого РД:

рЕ=ЁКГ
2 в

Сконденсировалась масса аммиака

от=т-тї

Некомаа от равна:

ркд_ 19 Ш_3_ 26,?-101-10-10-3-11'40-3
ЁНТ 2-3,3]~216

=П,,о4+] [ГЗ кг = П,о41:=т-

др?
О'тветмсІ -_=ПБ4Ш: Ш ЕНТ Г.

19.16. Под иевесомым поршнем в дилиндре накоднтсл т. = 1 кг
воды при температуре г. = П “С В воду поместили кусок железа мас-
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сой ат; = Ц] яг, нагретый до температуры г: = ІШП “С На яануто вы-
соту с поднимется поршень? Удельная теплоемкостъ железа С =
= 111,5 КДЖДяг- К): Площадь поршня Ѕ= ШІІШ спид+ Тегшоемяостыо ди-
линдра н потерями тепла пренебреча+

Даяоня1=1егн.=П°С;т2=1,Пиг;гд=1ІШ“С:С=П,5 кДЖДаг- К);
.5'= ІЕІІЁІ'ІІЁІ см1.Наіі'Ін:а.

Решение. Проще чем расписыватъ уравнение теплового Баланса,
следует оценить, на сяольяо яватит теплоты нагретого шелеаа+ Для ис-
парения всей воды потребуется теплоты:

огневых _г,}+т,г=4,2-1с`*'поп-ш+2,3-Ш“ НПЗ-Ш* дЩ
Железо при остываннн даст теплоты:

а] =т2сн2-гд›=с,5-1п1я1пп-Ісп}=с,5-Ш"* дж.
Здесь гы = Ш'П "С, так: как: давление под поршнем равно атмосфер-

ному р".
Следовательно, Вся вода нспарнться не может. Уравнение теплоно-

Го Баланса в этом случае имеет вид:

яьснд -1к}= тІСнпк -гІ }+т'г, (19.65)
где т' - масса испарившейся воды.

Уравнение состояния идеального гааа для водяного пара:
т,апІгъ-я'ії'і'+ (19:66:
р.

С другой стороны ,
Р = Ѕа. П Едет)

Решение системы уравнений {19.65)-( 19.61) относительно а:

Н: при +2?3І|[1г1г12с(г2 -гку-цчнк -г,}]
ъчаЅг '

Проверка единицы:

РЦ: Дж-К-нг-ДЖ-К-ноль-нІ-яг _ Дж Н-м
__=_=}|,І[_

моль-К-яг-К-яг-Н-мІ-Дж Н Н
Вычисление:

азшсп + парад-шт шп -іспт-4д-Іс3асс-ш]
Й: _3 5 -ф Б =ц591 м.шаа іцыган] «саша о_зас
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= как штампа -гнт -щсяд -г.1]
ррпЅг

19.27. Б цилиндре находится т = 13 г воды при температуре
я, = 1] ЧЕ; поршень сечением 5 = НЮ смІ и массой М = ІШ нг отделяет
воду от атмосферы (рис. 19119, о). Цилиндр нагревается до температу-
ры г = 21111 “Ц На яамуто высоту а поднимется поршень? Атмосферное
давленнерп| = 1,131 3 -1115 Па+ Давление насыщенного пара пря темпера-
"оре г= ШРСШМ = 1,6 - Ш*5 По

Птввт: а =11,591 м.

1195 у"

"11,3
М

Пн:

11

я о

Рис. 19.19

Дано:т=18г,г=П°С,Ѕ=ШПсм2, М=100пц г=21]{1“С,рп=
1,013 -105 Пати... = І,б - Ш* Па+ Найти: а*

Решение. сИаолнруемв поршень; заменяя действующие на него тела
снлами: Землпо - снлой тяжести МЕ, воадул - силой атмосферного
давления рПЅ, водяной пар - силой рЅ. Запишем условие равновесия
поршня в проекция на ось П'у чїрно+ 19,19, 5):

рЅ- рпЅ- М3=Ц “91531

На ПЕІЬЫ следует:

ма 5 100'9451 5 5= +_:1,ШЗ-Ш +_=1,994-Ш Е-Ш Па.*и р” а игл-пт4 и
Прн температуре 11; = [1 “С давление насыщенного пара

ры, [тп = 11 “121 = 4,6- ІЗЗ = 611,8 Па, се. меньше давления под порш-
ием р = 2 - НР Па, поэтому вся вода сяонденснрована+ При температу-
ре г = 2111121 “С давление насыщенного пара рнл = 1,6 - Ш* Па Больше р,
повтому вся вода нспарится н пар будет расширяться до тел пор, пола
его давление не станет равным р.

Запнщем уравнение состояния идеального гааа для пара:
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,ея=-.1=г:г=ь|«"=ті?ч палат,
д Ш*

С другой стороны,
и =Ѕа шатер

Решение системы уравнений (ІЧЬЧ), [19.ТП) относительно и:
тяг шее-даеьетз

= = _3 5 _4 =І,9? М
ррЅ 1340 -ЪШ' -ІШ-Ш

Птвет: а=Ш=ІЯТ м
141.5?

19.18. В вертикально расположенном цилиндре под невесомым
поршнем сечением Ѕ = [Ш] смї накодится т = ІЅ г насыщенного во-
даного пара. В цилиндр впрыскиаатот М = 18 г воды при температура
гп = П “С На какую высоту Ы: опустнтся поршень':ІІ

Дано:.5-`= 1Шсм2;т = 18 г; М= 18 г; гь= П “С Найти: аіь
Решение. Давление под невесомым поршнем атмосферное. Следо-

вательно, температура насыщенного пара в сосуде 1'= НЮ “ЧС+ Введен-
ная вода долткна нагреться до 1'= НЮ °С аа счет конденсации некоторой
массы ат пара:

МЩТ-Д]=ат-г, 1219311;
где С- теплеемкосгь веды; г- удельная теплота пареоораеонаннл воды.

Напишем для массы насыщенного пара ат уравнение состояния
идеального газа:

отМ =_л:г, сетар
где аР'- объем сконденснровавшейся массы пара от; р - молярнаи масса
пара; Е - универсальная газовая постоянная: Т- температура насыщенного
пара.

С дрїгоа стороны
ли=5аа, (1933;

где Ы: - высота, на какуто ощ'стится поршень после конденсации массы пара
ат.

Решение уравнений “НТП-*(1933) относительно ал:
МЦТ-ЦИТ

сад '
М:
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Проверка единицы:
[дь]_ кг*Дж*К-Дж-К*кг~моль _Н-м*м1_

кг-І'ї.-моль-К-Дак-кг-Па-м2 Н-м2
Вычисление:

Ь_Шла-3-4,1а+1ої*-шдазыаз-зтз
_ 1,3-111'5'-1а-1,а13-1а$-иіш-Іе4

маг-Юнг

=0,556 м = 55,6 см.

Птвет: дл = =55_15 см.

19.29. В вертикально расположенном цилиндре под поршнем мас-
сой М= 1 П кг накодится некоторое количество шащка, воды и водяно-
го пара при температуре і'- НЮ ФС. В полоэкении равновесия поршень
накоднтся на расстоянии л = 20 см от дна цилиндра. Когда Цилиндр
расположилн горизонтально, поршень занял новое полоькение равно-
весия, сместившись на да = 3 см от первоначального положения. Ка-
кая масса воды от была на дне сосуда? Площадь поршня Ѕ =4ЕЮ смї.

Дано: М= 10 кг; г= 100 °С; а = 2і1'1см;:!*.л` = З см; Ѕ=4ПП см*+ Найти:
от.

Решение. Запишем закон Дальтона для газовой смеси в цилиндре
под поршнем {рис. 19.20, е}:

,аі=д;:|+н+;.1гпі (1934)
где р] - давление смеси воащо-да и водяного пара под поршнем; р, - давление
вощва; р., - давление водяного пара.

ІІІЅ Ц

Ра
1 _

Ра Ра

м: 1г й.

ч_-І
М 'ІІ Ё +35*

а о
РМ. 19.20

їрЕВНЁІ-ІН'Ё СПЁТПНННН ІЩЁШЬНПШ Газа Для Ваша н ЕПДПНПШ Пара:

,ад-ї = м” НТ, 'На-ТБ)
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впал:Ь лт
дп

где М., м" - еоответетненно маееа воздуха н маееа волиного пара; в.. 111, - мо-
лврнан маееа возщгна и пара.

їеловие равновесия поршня (ем. рие. 19.10, а):

маты

в чт? авто
где рт. - атмосферное давление.

На рисунке 19.20, б изображено горизонтальные положение Цилин-
дра+ Условие равновесия поршни в зтон случае - равенство давлений
внутри и енаружи Цилиндра.

Заион Дальтонадлл емееи газов в цилиндре и уравнения еоето-лнил
для воздуха и водяного пара для этого случаи имеют вид:

ро=Рв+РЁ11 (19331

аа+ыз$= м* кг; мата

тазаьшвг. шва;
П

Здееь шгрииани обозначены величины давлений воздуха и водяно-
го пара для горизонтального положении цилиндра.

Сиетема уравнений [І9.?4)-(19.8Щ - заминутаи: еемв неизвещ::тны:-.г
(д, рв, Іап, МВ, ра, ддт) и еемь уравнений+ Решение зтой оиетемы
уравнений относительно иеиомого неизвестного Іали

Провериа единицы от:

___-_мигммиг Й иг--мы _иг_
[ра]|:ы:|= Н м2 =Ґ1;ЕМ]І[Ё]][]= еІ-М2 =е_1;

[дт]_ [___;__]'__|:Т__|___[рп] __[ЫІ] КГ мдніїнїль К _:_:'_

Вычиеление:

-ІСГ.
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=1е-иг1едят-кг4
хметз

ц ц ц -2[1,е13 1пз-з 1п-1-Ш и] ш Ш ]=
4Ш-ІП-4

=5,"3\`2*1'|1Ґ4 Кгяе'П,Ёі Г.

Птает: ат: Н“_:[рпдя-іф] - 0,6 г.
НТ 5

19.30. В еткачанный еееуд ейъема Р' = 1 ,П дм3 ввели еедеред де дан-
лення д, = 256 гПа при температуре г = 20 “С В дрїтей такей эке еееїд
ввели кислород де давления р: = ІЗЗ гПа при тей тке темперапте. Пба
еееїда ееединили. Пееле завершения перехедных прецеееее гремї-
чїш емееь падежглн электрическим разрядем. Определите маещ,г дп:
Неды, екенденеиревавшейея на стенках ееехда пееле еге ехяахшения
де первеначальней температуры Давление наеыщеннеге пара веды
при температуре 1'= 20 “С ,Рип = 23 гПа.

Дана: У= 1,0 дм3;Н1:р.= 266 гПа; г= 21] ЧС; 01: р; = [33 гПа. Найти:
для.

Решение. Запишем 1ддтаинение ееетеяння ндеальнеге гааа для веде-
реда и киелереда:

Мнитд-»ЧП
дн

Ме,аду =_і'-НТ,
Р-п1

где МН 1 Мп - маееы епдпрпда и киелпрада; ин , до _ малярные массы нп-
1

дпрпда и киелерцда; Н_ универйальная газовая постоянная

Кнмнчеекая реакция:

ЭН2 +11)2 = ЕНЕО.

Ппдечнтаем келичеетва водарпда и киелерада:
2 -3= Мн =дї_2еЬ-ш ш1 "На нт- 8,3'193 =П,ПШБ' мель;“и

На: _133-101111-3
дп! _ 3,31-293

Следенательна, еееь вадеред н киелеред пререагирїтат, и ебраахет-
ея нада в келнчеетне м =П,І'..`ІШЁ мель.+

мп = =П,ЩЁІ545 мель.
І
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Давление водяного пара после остывания не мозкет превышать
ры, = 23 гПа; следовательно, в парообразном состоянии |Еіудет нако-

= ,вы -зи = зз-Іа2 -з-шгЗ
ат 3.31.293

Нтак,сконденсируетея он =е-ъ›| =П,П]09-І},ПП]9=П,ППЁ моль, или

квип-днів =|::ъ,ш:а-1з-ш-З` чьи-та* кг =1а2 мг:
Птвет: шн=162 мг.
19.31. Запаннный сосуд заполнен смесью водорода и кислорода

при температуре Т1= ЗІІЮ К идавлении ра = 1,0- 105 Па. Парцнальные
давления компонентов смеси одинаковы. В сооуде происходит взрыв.
Ппределите давление р внутри сосуда после того, как температура про-
дуктов реакции станет равной Т; = ЗТЗ К.

Дано: ТІ - ЗШ] К1р0= 1.0 *105 Па: ТЕ = 313 К. Найтнда.
Решение. Закон Дальтона до взрыва:

рп=рц+днг. (19.31)
Уравнение состояния идеального газа для кислорода и водорода:

диться а, =О,Ш}19 моль воды.

Маль Р=_* НТ.: (19.32)
1 но;

Ми,он Р': 1 КЛ: {19:33}
1 РН,

По уоловиіо

рц = рнъ. (19.34Іг

Нз решения системы уравнений 09.8] )-{19.Ѕ4) следует:

М М_01 - н* то, {19+35}
до! РН!

химическая реакция:

н2 + їїо2 = ндо. п ааа;
Стекиометрическая смесь: І моль Н; и 'Ху моль ПЗ. Следовательно.

учитывая (19.35), после взрыва в сосуде Будет 1 моль водянык паров и
'д моль 01.

Запишем закон Дапьтона после взрыва:
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Р:р|_|1_п+_РЬЕ. (ІБ-Вт}

Уравнение еоетоании идеального гааа два водиныа паров и
кислорода:

днду =акт; (1 ааа;

РЬ1У=ІЕРЁТЪ+ палат

На еиетемы уравнений (І9.8?)-(]9.89] пощщаетеа:

Змдїё=_. 9.9[1а и, П Ъ

На еиетемы уравнений [ИВЦ-[19.34] н (19.35} следует:

Ёмдїї_ у + [НБП

Поделив “9.901 на{19+91}, получаем

_33'5
Р 4:2; ра-

Вычиедеиие:

3«3ТЗ 5 5=_- П =093~ П П.Р 4-зпп 1 ' 1 а
~ІЁ1тмег=,є:›=Э'-:Г3`-,ап =П,93-Іі]5 Па.

4ТІ
19.32. В отальном баллоне наиодитеа т. = 0,2 г Нд и тд = 3,2 г 01 при

температуре г. = 2? “С Смееъ газов в баллоне поджигатот, и поеле того
как реанциа закончится, давление внутри баллона увеличиваетоа в
а = 3 рааа+ Канал темперап'ра г! будет внутри баллона поеле реакции?

Дано: за1 = (1,2 г; о. = 2 - НІІ'3 нгімодь; тд = 3,2 г; р: = 32- ІП'Э' нгімодь;
г1=2ї ЧС; р: = ад; и =3. Найти: гг.

Решение. Химическая реакции происходит в еоответотвии е
Фаамтлай

ЁН2 +11)2 = ЁНЕО,
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Следеаателъне, пререагируюгт и мель еадереда н ад мель
анел'гарчада+

В |Еіашаане вначале наа'едатеи:

наперед: е' =Ё =Ё =П,1мель: аиелеред: ад =Ё =Ё =П,] мили
и. 1 а; 32

Еееге 11,2 мель газа. Пререагирует аееь апдеред и пелевина ниеле-
реда. Продукты реакции: 0,1 мель веды и [1,05 мель ииелереда.

Е ееетаететаин е законам Даль-тона для емееи гааеа де реакции:

а=щ+ангг

и, Мёд:2 и!

рейда"+дн: д] |

Иа пееледних трех уравнений нашдим

д =Е[ш+а]_ “тд
У Р: І-'-|

Запишем аааен Дапьтена пееле реакции:

и = ани + Ра:
“На
Н-нІп

Риге-Р: нд;

тершдг=_=кт;_
І

1
тига =тн: +Етпд-

Решение пееледниа четырех уравнений етнеентельнп ре:

+

'І

1
на; “На *їти + та,
у Н-нІе де

Р: = . {19.93}

где ,щ - давление в Е-адлене де реакции; ,01 - давление в Е-адлане пееле реан-
ции; а нидеаее ПЗ, Н-__. - ееетнететненне аиеларад и аедерпд.



15.3. Рншвннв задач пп твпрнн фавпвых пврвнпдпв * Ні

Ппдвлнв (ЩЕЩ на{[9+92}, пштучнн

1
тн:+_ТЕ 2 і'3'1+-"-"'0І :[тпд+тні]

= д =_

ї; І-Інгп І-ЧэІ На! І-ІнІг|5
=

,1102 т ІНїї[рп ТН] з-зпп-[З*2+П*22]
= н= - =12ш к=911ч1313: | ' 1

тн: +ЕЩЭІ лис.: П,2+Е*З,1 312

+ +
днтп 2|.1,,п,І 13 23,2

дтї[ш+ї]
ишт: т; = НП* "1 =шш к = 911 гч:І

тІ-[І'І'Е'тпг + дтп:

Инд- 2141:,
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